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Ââåäåíèå. Äèñêðåòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç − ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ

äèñöèïëèíà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ïðèêëàäíûå çàäà÷è öèôðîâîé îáðàáîòêè

ñèãíàëîâ. Ïîíÿòèå ñèãíàë òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Â äèñêðåòíîì ãàðìîíè÷åñêîì

àíàëèçå ñèãíàë îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà.

Èçó÷àþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâ. Îäíèì èç îñíîâíûõ ÿâëÿåòñÿ äèñ-

êðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ). Â 1965 ã. â ðàáîòå Êóëè è Òüþêè ïðåä-

ëîæèëè áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ) − áûñòðûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ

ÄÏÔ. Ïî ñóùåñòâó, ýòî îòêðûòèå ïîñëóæèëî íà÷àëîì ðàçâèòèÿ äèñêðåòíîãî

ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà êàê ñàìîñòîÿòåëüíîé äèñöèïëèíû.

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ÄÏÔ ïîðîæäàåò ðàçëîæåíèå ñèãíàëà ïî ýêñïî-

íåíöèàëüíîìó áàçèñó. Ðàçëîæåíèå ñèãíàëà ïî ðàçëè÷íûì áàçèñàì ÿâëÿåòñÿ

îñíîâíûì ïðèåìîì öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ

òàêèõ ðàçëîæåíèé ïîçâîëÿþò âûÿâèòü ñòðóêòóðó ñèãíàëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

÷àñòîòíî-âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà èñïîëüçóþòñÿ âåéâëåòíûå áàçè-

ñû.

Êðóã ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå, äîñòàòî÷íî øèðîê: ðàñïîçíàâàíèå, ñæàòèå, ôèëüòðàöèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ

è ò.ä. Â êà÷åñòâå îòíîñèòåëüíî íîâûõ èíòåðåñíûõ ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû: íàíåñåíèå âîäÿíûõ çíàêîâ, òî

åñòü íåçàìåòíîå ðàçìåùåíèå êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè â èçîáðàæåíèè, è ñòåãà-

ëîãðàôèÿ � øèôðîâàíèå ïîñëàíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî áûëî ïîíÿòíî

âñåì, êðîìå ïîëó÷àòåëÿ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äèñêðåòíûõ ñèñòåì Âèëåíêèíà-

Êðåñòåíñîíà, ó êîòîðûõ îáðàçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç îäèíà-

êîâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
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Ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ. Ïóñòü N − íàòóðàëüíîå, ôèêñèðîâàííîå ÷èñ-

ëî. Ñèãíàëîì íàçûâàåòñÿ N -ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ öå-

ëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà

x = x(j), j ∈ Z. Ìíîæåñòâî ñèãíàëîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç CN . Â CN åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ äâå îïåðàöèè � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ñèãíàëîâ è

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñèãíàëà íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

y = x1 + x2 ⇐⇒ y(j) = x1(j) + x2(j), j ∈ Z;

y = cx ⇐⇒ y(j) = cx(j), j ∈ Z.

Â ðåçóëüòàòå CN ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íóëå-

âûì ýëåìåíòîì â CN ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë O, òàêîé, ÷òî O(j) = 0 ïðè âñåõ j ∈ Z.
Åäèíè÷íûì N -ïåðèîäè÷åñêèì èìïóëüñîì íàçûâàåòñÿ ñèãíàë δN , ó êîòî-

ðîãî δN(j) = 1, êîãäà j äåëèòñÿ íà N , è δN(j) = 0 ïðè îñòàëüíûõ j ∈ Z.

Î÷åâèäíî, ÷òî δN(−j) = δN(j).

Ëåììà 1.

Äëÿ x ∈ CN ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x(j) =
N−1∑
k=0

x(k)δN(j − k), j ∈ Z. (1)

Ôîðìóëà (1) äàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà x ïî åãî çíà÷åíè-

ÿì íà îñíîâíîì ïåðèîäå Jn = 0 : N − 1.

Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìà ñäâèãîâ åäèíè÷íîãî èìóïóëüñà

δN(j), δN(j − 1), . . . , δN(j −N + 1). (2)

Ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà íà Z.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 ëþáîé ñèãíàë x ðàçëàãàåòñÿ ïî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé

ñèñòåìå (2). Çíà÷èò, ñèñòåìà (2) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà CN . Ïðè ýòîì

ðàçìåðíîñòü CN ðàâíà N.

Ëåììà 2.
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Äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà x ïðè âñåõ l ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

N−1∑
j=0

x(j + l) =
N−1∑
j=0

x(j). (3)

Ñëåäñòâèå.

Â óñëîâèÿõ ëåììû 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N−1∑
j=0

x(l − j) =
N−1∑
j=0

x(j). (4)

Â CN ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈x, y〉 =
N−1∑
j=0

x(j)y(j), ||x|| = 〈x, x〉1/2 .

Äâà ñèãíàëà x, y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè 〈x, y〉 = 0. Ñèãíàë x

íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè ||x|| = 1.

Ñäâèã x(j − k) ñèãíàëà x(j) êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà CN îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç x(· − k).

Ëåììà 3. Ïðè âñåõ k, l ∈ Z èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈δN(· − k), δN(· − l)〉 = δN(k − l).

Ñëåäñòâèå.

Ñèñòåìà ñèãíàëîâ (2) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, ò.å. îáðàçóåò îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå CN .

Ëåììà 4.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ x, y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êî-

øè�Áóíÿêîâñêîãî

| 〈x, y〉 | ≤ ||x|| · ||y||. (5)

Ïðè x 6= O íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà y = cx ïðè íåêîòîðîì c ∈ C.

4



Â ëèíåéíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå CN ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíî-

æåíèÿ ñèãíàëîâ:

y = x1x2 ⇐⇒ y(j) = x1(j)x2(j), j ∈ Z.

Â ýòîì ñëó÷àå CN ñòàíîâèòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Åäèíèöåé

ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë I, ó êîòîðîãî I(j) = 1 ïðè âñåõ j ∈ Z.
Îáðàòíûé ñèãíàë x−1 ê ñèãíàëó x îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

xx−1 = x−1x = I. Îí ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ

x(j) îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïðè ýòîì x−1(j) = [x(j)]−1, j ∈ Z.
Íàðÿäó ñ ñèãíàëîì x ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèãíàëû x,Rex, Imx, |x| ñî çíà-

÷åíèÿìè x(j) = x(j), [Rex](j) = Rex(j), [Imx](j) = Imx(j), |x|(j) = |x(j)|.
Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî xx = |x|2.

Ñèãíàë x íàçûâàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè x(−j) = x(j), è íå÷åòíûì, åñëè

x(−j) = −x(j) ïðè âñåõ j ∈ Z. Ñèãíàë x íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì, åñëè

Imx = O, è ÷èñòî ìíèìûì, åñëè Rex = O.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî CN ïðè N ≥ 2. Îäíàêî

è ïðè N = 1 ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò ñìûñë: C1 ñîñòîèò èç ñèãíàëîâ x, ó

êîòîðûõ x(j) ≡ c, ãäå c � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì δ1 = I.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïóñòü êîðåíü N-îé ñòåïåíè èç

åäèíèöû ωN = exp
(

2πi
N

)
.

Ëåììà 5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

N

N−1∑
k=0

(ωkjN ) = δN(j), j ∈ Z. (6)

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå − ýòî îòîáðàæåíèå FN : CN → CN ,

ñîïîñòàâëÿþùåå ñèãíàëó x ñèãíàë X = FN(x) ñî çíà÷åíèÿìè

X(k) =
N−1∑
j=0

x(j)ω−kjN , k ∈ Z. (7)

Ñèãíàë X íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì Ôóðüå ñèãíàëà x èëè ïðîñòî ñïåêòðîì, à

âåëè÷èíû X(k) − êîìïîíåíòàìè ñïåêòðà.
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Òåîðåìà 1.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

x(j) =
1

N

N−1∑
k=0

X(k)ωkjN , j ∈ Z. (8)

Ïóñòü uk(j) = ωkjN . Òîãäà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ÄÏÔ ïðèìåò âèä

x(j) =
1

N

N−1∑
k=0

X(k)uk(j) (9)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèãíàë x(j) ðàçëàãàåòñÿ ïî ñèñòåìå ñèãíàëîâ

u0(j), u1(j), . . . , uN−1(j). (10)

Êîýôôèöèåíòàìè â ýòîì ðàçëîæåíèè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñïåêòðà.

Ëåììà 6.

Ñèñòåìà ñèãíàëîâ (10) îðòîãîíàëüíà. Ïðè ýòîì ||uk||2 = N ïðè âñåõ

k ∈ 0 : N − 1.

Ñèñòåìà (10) îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå CN . Ýòîò

áàçèñ íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (9) ñêàëÿðíî íà ul è èñïîëüçóÿ ëåììó 6

ïîëó÷èì 〈uk, ul〉 = X(l). Òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (9)

îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Òîãäà ôîðìóëà (6) ïðèìåò âèä

δN(j) =
1

N

N−1∑
k=0

(uk(j)).

Äàííîå ðàçëîæåíèå åäèíè÷íîãî èìïóëüñà ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó áàçèñó,

â êîòîðîì âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû åäèíèöå. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëî-

æåíèÿ FN(δN) = I.

Òåîðåìà 2.

6



Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âåùåñòâåííîñòè ñèãíàëà x ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷åòíîñòü åãî ñïåêòðà X.

Òåîðåìà 3.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÷åòíîñòè ñèãíàëà x ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííîñòü åãî ñïåêòðà X.

Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåì 2 è 3 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò: êðèòåðèåì âåùåñòâåí-

íîñòè è ÷åòíîñòè ñèãíàëà x ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîñòü è ÷åòíîñòü åãî

ñïåêòðà X.

Â ïðèìåðàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íèæå, ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëåíèå ÄÏÔ.

Ñèãíàëû èç CN äîñòàòî÷íî çàäàâàòü íà îñíîâíîì ïåðèîäå 0 : N − 1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 2m ≤ N , è

x(j) =

1 ïðè j ∈ 0 : m− 1 è j ∈ N −m+ 1 : N − 1;

0 ïðè j ∈ m : N −m.

(Ïðè m = 1 ñèãíàë x(j) ñîâïàäàåò ñ δN(j).)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

X(k) =

2m− 1 ïðè k = 0;

sin((2m−1)kπ/N)
sin(kπ/N) ïðè k ∈ 1 : N − 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ÄÏÔ

X(k) =
m−1∑
j=0

ω−kjN +
N−1∑

j=N−m+1

ω
k(N−j)
N =

m−1∑
j=−(m−1)

ωkjN .

7



Â ÷àñòíîñòè, X(0) = 2m − 1. Äàëåå, ïðè k ∈ 1 : N − 1 ïî ôîðìóëå äëÿ

ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

X(k) =
ω
−k(m−1)
N − ωkmN

1− ωkN
· 1− ω

−k
N

1− ω−kN
=

=
ω
−k(m−1)
N − ωkmN − ω−kmN + ω

k(m−1)
N

2−−ωkN − ω
−k
N

=

=
sin(2(m− 1)kπ/N)− sin(2mkπ/N)

1− cos(2kπ/N)
=

=
sin(2(m− 1)kπ/N) sin(kπ/N)

sin2(kπ/N)
=

sin((2m− 1)kπ/N)

sin(kπ/N)
.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü N = 2n è

x(j) =

1 ïðè j ∈ 0 : n− 1;

−1 ïðè j ∈ n : N − 1.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

X(k) =

0 ïðè ÷åòíûõ k,

2(1− i ctg πk
N ) ïðè íå÷åòíûõ k.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÄÏÔ

X(k) =
n−1∑
j=0

ω−kjN −
2n−1∑
j=n

ω
−k(j−n)−kn
N = (1− ω−knN )

n−1∑
j=0

ω−kjN .

Ïîñêîëüêó ω2 = −1, òî ω−knN = ω−kn2n = ω−k2 = (−1)−k, òàê ÷òî

X(k) =

0 ïðè ÷åòíûõ k,
2(1−ω−kn

N )

1−ω−k
N

= 4
1−ω−k

N

ïðè íå÷åòíûõ k.
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Ñèñòåìà Õààðà. Ââåäåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äâîè÷íûõ íèòåðâà-

ëîâ. Äâîè÷íûì èíòåðâàëîì íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë âèäà(
i− 1

2k
,
i

2k

)
, ãäå i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, . . . .

Äëÿ n = 2k + i, i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, . . . îáîçíà÷èì

∆n = ∆i
k =

(
i− 1

2k
,
i

2k

)
; ∆n =

[
i− 1

2k
,
i

2k

]
;

∆1 = ∆0
0 = (0, 1); ∆1 = [0, 1].

(11)

Åñëè δ ⊂ (0, 1) - êàêîé-ëèáî èíòåðâàë, òî ÷åðåç δ+ è δ− îáîçíà÷àåòñÿ ñòî-

îòâåñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïîëîâèíû èíòåðâàëà δ (áåç âêëþ÷åíèåÿ ñðåäíåé

òî÷êè). Â ÷àñòíîñòè (n = 2k + i),

∆+
n = (∆i

k)
+ =

(
i− 1

2k
,
2i− 1

2k+1

)
= ∆2i−1

k+1 ,

∆−n = (∆i
k)
− =

(
2i− 1

2k+1
,
i

2k

)
= ∆2i

k+1.

(12)

Èíòåðâàëû ∆i
k

2k

i−1 ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëàìè k-é ïà÷êè, k = 0, 1, . . . .

Îòìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà äâîè÷íûõ èíòåðâà-

ëîâ:

1) ∆i
k ∩∆j

k = � ïðè i 6= j, i, j = 1,2,. . . , 2k, k = 1, 2, . . ..

2) Åñëè ∆n è ∆m - äâîè÷íûå èíòåðâàëû è ∆n∩∆m 6= � , òî ëèáî ∆n ⊂ ∆m,

ëèáî ∆m ⊂ ∆n.

Ñâîéñòâî 1) î÷åâèäíî, à 2) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðè n = 2k + i,m =

2l + j, k ≥ l, â ñèëó ðàâåíñòâà

∆j
i =

(
j − 1

2l
,
j

2l

)
=

(
2k−l(j−1)

2k
,
2k−lj

2k

)
,

ëèáî ∆m ⊂ ∆n (åñëè 2k−l(j − 1) < i ≤ 2k−lj), ëèáî ∆m ∩ ∆n 6= � (åñëè

i ≤ 2k−l(j − 1) èëè 2k−lj).

Îïðåäåëåíèå 1.
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Ñèñòåìà Õààðà - ýòî ñèñòåìà ôóíêöèé

χ = χn(x)∞n=1, x ∈ [0, 1],

â êîòîðîé χ1(x) ≡ 1, à ôóíêöèÿ χn(x) ñ 2k < n ≤ 2k+1, k = 0, 1, . . . , îïðåäå-

ëÿåòñÿ òàê:

χn(x) =


0 ïðè x 6= ∆n,

2k/2 ïðè x ∈ ∆+
n ,

−2k/2 ïðè x ∈ ∆−n .

(13)

Çíà÷åíèÿ χn(x) â òî÷êàõ ðàçðûâà è â êîíöàõ îòðåçêà [0, 1] âûáèðàþòñÿ

òàê, ÷òîáû χn(x) ∈ D2k , ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

χn(x) = lim
δ→0

1

2
[χn(x+ δ) + χn(x− δ)], x ∈ (0, 1),

χn(0) = lim
δ→+0

χn(δ), χn(1) = lim
δ→+0

χn(1− δ).
(14)

Ãðóïïó ôóíêöèé {χn(x)}2k+1

n=2k+1, k = 0, 1, . . . , áóäåì íàçûâàòü k-é ïà÷-

êîé. ×àñòî óäîáíåå âìåñòî îáû÷íîé, ½îäèíàðíîé� íóìåðàöèè ñèñòåìû Õààðà

óïîòðåáëÿòü íóìåðàöèþ, ïðèìî óêàçûâàþùóþ â êàêîé ïà÷êå ëåæèò äàííàÿ

ôóíêöèÿ, òî÷íåå, ïîëàãàþò ïðè k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . , 2k, n = 2k + i

χ
(i)
k (x) = χn(x), χ

(0)
0 (x) = 1, x ∈ [0, 1]. (15)

Òîãäà ÿñíî, ÷òî ñèñòåìà Õààðà ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ïà÷åê {χ(i)
k (x)}2k

i=1,

k = 0, 1, . . . , è ôóíêöèè χ
(0)
0 (x).

Èç ñâîéñòâ 1) è 2) äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ íåïîñðåäñâåííî âûòåêàåò, ÷òî ñè-

ñòåìà Õààðà - îðòîíîðìèðîâàííÿ ñèñòåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü åå ïîë-

íîòó, îòìåòèì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ N = 2k, k = 0, 1, . . . , ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà GN(χ)

ôóíêöèé {χn(x)}Nn=1 ñîâïàäàåò ñ DN , ò.å. ïðè N = 2k, k = 0, 1, . . . ,

GN(χ) := {f(x) : f(x) =
N∑
n=1

anχn(x)} = DN . (16)
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Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè Õààðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû (òàê êàê ñèñòåìà Õà-

àðà - Î.Í.Ñ.), ïîýòîìó ðàâåíñòâî (6) âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî GN(χ) è

DN − N -ìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì GN(χ) ⊂ DN .

Òàê êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈
⋃∞
k=0D2k âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâàõ

Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò ïîëíîòà ñèñòåìû Õààðà â

Lp(0, 1), 1 ≤ p <∞.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíûõ ñóìì SN(f, x) ðÿäà Ôóðüå-Õààðà ôóíê-

öèè f ∈ L1(0, 1):

f(x)
∞∑
n=1

cn(f)χn(x),

ãäå cn(f) = cn(f, χ) - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Õààðà ôóíêöèè f(x), ïî îïðå-

äåëåíàþ ôóíêöèè Õààðà

c1(f) =

∫ 1

0

f(x)dx,

cn(f) = 2
k
2

[∫
∆+

n

f(x)dx−
∫

∆−
n

f(x)dx

]
, n = 2, 3, . . . .

(17)

Çàêëþ÷åíèå. Èçó÷åíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãàðìîíè÷åñêî-

ãî àíàëèçà: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, òåîðåìû, ëåììû íåîáõàäèìûå äëÿ ðàáîòû ñ

ñèãíàëàìè. Ðàññìîòðåíî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïðèìåðû íà åãî

âû÷èñëåíèå. Òàêæå óäåëåíî âíèìàíèå èçó÷åíèþ ñèñòåìû Õààðà.
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