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Общая характеристика работы

Актуальность темы
Современные технические системы содержат объекты управления с со-

средоточенными по пространству параметрами и динамически связанные с
ними через границы раздела объекты управления с распределенными по про-
странству параметрами. Математические модели подобных технических си-
стем представляют собой связанные посредством граничных условий и усло-
вий связи системы обыкновенных дифференциальных уравнений и уравне-
ний в частных производных при соответствующих начальных условиях. В
работе [1] данный класс математических моделей назван комбинированными
динамическими системами, и там же сформулированы и доказаны основные
теоремы об устойчивости КДС.

Типичным примером КДС являются широко используемые в гидродина-
мических гироскопах гидродинамические подвесы. В частности, в работе [2]
подробно исследована устойчивость на кривой подвижного равновесия ци-
линдрического гидродинамического подвеса с вязкой несжимаемой жидко-
стью в поддерживающем слое. Для этого потребовалось решить нелинейную
краевую задачу, моделирующую установившееся течение вязкой несжимае-
мой жидкости в поддерживающем слое, а также линейные краевые задачи в
изображениях Лапласа для возмущенного движения поддерживающего слоя.
Коэффициенты линейных уравнений возмущенного движения существенно
зависят от установившегося течения вязкой несжимаемой жидкости, и в этом
смысле данная КДС характеризуется существенной пространственной неод-
нородностью объекта управления с распределенными по пространству пара-
метрами.

Другим примером КДС с существенной пространственной неоднородно-
стью объектов управления с распределенными по пространству параметрами
может служить рассматриваемый в данной работе цилиндрический гидроди-
намический подвес со слабо сжимаемой жидкостью в поддерживающем слое.

Аналогично [2], устойчивость КДС с существенной пространственной
неоднородностью объектов управления с распределенными по пространству
параметрами может быть исследована на основе «быстрого» алгоритма про-
верки устойчивости, т.е. частотного критерия устойчивости, предложенного
в [1]. Однако при анализе подобных систем требуется применять численного
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анализа в низкочастотной области и методы асимптотического интегрирова-
ния в области высоких частот. В свою очередь, применение методов асимп-
тотического интегрирования в высокочастотной области значительно снижа-
ет трудоемкость алгоритмов компьютерного моделирования, т.к. позволяет
непосредственно получить искомое решение либо понизить размерность мо-
дельных краевых задач.

Проблема неустойчивости центрального положения шипа в гидродинами-
ческом подшипнике скольжения обсуждалась в работах [3, 4]. Тем не менее,
в работе [5], было показано, что, если масса шипа достаточно велика, на-
ступает неустойчивость подвеса. Обозначенная проблема связанна с учетом
инерционных эффектов в поддерживающем слое жидкости. Указанный эф-
фект становится тем более актуальным применительно к высокооборотным
гидродинамическим подвесам и опорам в приборостроении [2, 6–13].

Как правило, при решении задач об устойчивости гидродинамических
подвесов и опор в той или иной форме выполняется упрощение уравнений ди-
намики вязкой несжимаемой жидкости, связанное с малостью безразмерного
параметра, выражающего отношение характерного зазора цилиндрического
подвеса (опоры) к характерному радиусу кривизны. Вместе с тем при анализе
устойчивости гидродинамических подвесов и опор с приближенным учетом
инерционных членов в слое жидкости через усредненную по сечению зазора
скорость, пренебрежение некоторыми слагаемыми первого порядка малости
по указанному параметру может привести к принципиально неправильным
выводам об устойчивости или неустойчивости гидродинамических опор и под-
весов [6, 9].

Из этих результатов следует, что центральное положение подвеса с лег-
ким внутренним телом (приведенная плотность которого меньше плотности
жидкости) асимптотически устойчиво, а центральное положение подвеса с
тяжелым внутренним телом (приведенная плотность которого больше плот-
ности поддерживающего слоя) неустойчиво.

Исследование устойчивости абсолютно твердого длинного цилиндриче-
ского тела в цилиндрическом гидродинамическом подвесе с полным учетом
зависимости профиля распределения скоростей жидкости от радиальной ко-
ординаты без априорного представления инерционных членов в слое жидко-
сти через усредненную по сечению зазора скорость проведено в работе [2].
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Использован частотный критерий устойчивости комбинированных динами-
ческих систем, предложенный в [1]. В результате установлено, что подвес с
легким внутренним телом асимптотически устойчив в центральном положе-
нии, и остается устойчивым при смещении из центрального положения по
кривой подвижного равновесия вплоть до относительных эксцентриситетов
порядка 0,75. Центральное положение подвеса с тяжелым внутренним телом
неустойчиво. Однако для подвеса с тяжелым внутренним телом возникает об-
ласть устойчивости в диапазоне относительных эксцентриситетов примерно
от 0.33 до 0.72.

Вместе с тем, все рассмотренные ранее математические модели исполь-
зовали предположение о том, что жидкость в поддерживающем слое несжи-
маема, т.е. возмущения давления в поддерживающем слое распространяются
мгновенно, т.е. с бесконечно большой скоростью. Вместе с тем, возмущения
давления в поддерживающем слое распространяются с достаточно большой,
но конечной звуковой скоростью, и нет исследований, как конечная скорость
распространения возмущений давления влияет на устойчивость подвеса.

Характеристика целей исследования. Целью работы является мо-
делирование устойчивости цилиндрического гидродинамического подвеса с
полным учетом зависимости профиля распределения скоростей жидкости от
радиальной координаты, а также с учетом конечной скорости распростране-
ния возмущений давления в поддерживающем слое на основе методов теории
комбинированных динамических систем. Для достижения поставленной цели
требуется решить следующие задачи:

1. Разработать комбинированную динамическую модель цилиндрическо-
го гидродинамического подвеса с полным учетом зависимости профиля рас-
пределения скоростей вязкой жидкости от радиальной координаты, а также
с учетом конечной скорости распространения возмущений давления в под-
держивающем слое.

2. Вывести нелинейную краевую задачу для моделирования равновесного
состояния подвеса и установившегося течения жидкости в поддерживающем
слое.

3. Получить характеристический квазимногочлен КДС и линейные кра-
евые задачи для расчета передаточных функций поддерживающего слоя.
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4. Разработать алгоритмы численного интегрирования нелинейной кра-
евой задачи, а также линейных краевых задач в области низких и средних
частот.

5. Выполнить асимптотическое интегрирование линейных краевых задач
для расчета передаточных функций поддерживающего слоя в высокочастот-
ной области.

6. Разработать алгоритмы численного интегрирования упрощенных на
основе асимптотического интегрирования линейных краевых задач

7. Исследовать влияние сжимаемости жидкости и конечной скорости рас-
пространения возмущений давления на устойчивость подвеса.

Объектом исследования является гидродинамические подвесы высоко
перегрузочных гидродинамических гироскопов и акселерометров.

Предметом исследования: являются математические модели комби-
нированных динамических систем с существенной неоднородностью объектов
управления с распределенными по пространству параметрами и алгоритмы
моделирования их устойчивости.

Методы исследования: В работе использованы методы теории диффе-
ренциальных уравнений, уравнений математической физики, динамики вяз-
кой сжимаемой жидкости, теории автоматического управления, интеграль-
ных преобразований, а также асимптотического и численного анализа.

Научная новизна результатов, полученных в ходе исследования состо-
ит:

1. Предложена математическая модель цилиндрического гидродинамиче-
ского подвеса с учетом сжимаемости жидкости в поддерживающем слое.

2. Предложены методы и алгоритмы численного анализа и асимптотиче-
ского интегрирования модельных краевых задач.

3. Показана асимптотическая устойчивость подвеса с легким внутренним
телом в центральном положении и в достаточно большом диапазоне измене-
ния эксцентриситетов.

4. Показана возможность возникновения области устойчивости, подвеса
с тяжелым внутренним телом в некотором диапазоне изменения эксцентри-
ситетов.
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5. Показана возможность оптимизации быстрого алгоритма моделирова-
ния устойчивости КДС, на основе асимптотического интегрирования в высо-
кочастотной области, соответствующих модельных краевых задач.

Личный вклад автора: вывод модельных уравнений, разработка и оп-
тимизация алгоритмов, проведение компьютерного моделирования.

Выносимые на защиту результаты
1. Математическая модель комбинированной динамической системы ци-

линдрического гидродинамического подвеса с полным учетом зависимости
профиля распределения скоростей от радиальной координаты и учетом ко-
нечной скорости распространения возмущений давления в поддерживающем
слое.

2. Алгоритм для вычисления нелинейной краевой задачи и линейных кра-
евых задач в различных областях частотного спектра:

a) Явные формулы вычисления краевых задач в области сверхвысоких
частот.

b) В области высоких частот выполняется асимптотическое интегрирова-
ние.

c) В области выше средних частот произведено упрощение модельных
задач и понижена размерность.

d) В области средних и низких частот задача решалась численно методом
Бубнова-Галеркина.

Структура и объем работы. Работа состоит из введения, пяти глав с
выводами, заключения и списка использованной литературы; она содержит
103 страницы текста, 26 рисунков и список использованных источников из 30
наименований.

Содержание работы
Во введении обосновывается актуальность выбранной темы диссертаци-

онного исследования, характеризуется степень ее разработанности, определя-
ются цели и задачи, осуществляется выбор предмета и объекта исследования.
Формулируются положения, выносимые на защиту. Приводятся методы ис-
следования.

В первой главе вводится математическая модель комбинированной
динамической системы, характеризующей цилиндрический гидродинамиче-
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ский подвес. Моделирующие уравнения, рассматриваемые, как дискретно-
континуальная система, преобразуются к безразмерным переменным и пара-
метрам.

Движение гидродинамического подвеса и переменная толщина зазора,
характеризуется следующими уравнениями:

πβ(
ρ2

ρ
)ÿ = π(

ρ2

ρ0
− 1)γ(g − a) +N − πρ2

ρ0
γ(a− a0),

π
ρ2

ρ
Jω̇ = −β

δ
G,

g = (0,−1)T ,

h(φ, t) =
1 + β

β
[1 =

β2

(1 + β)2
(~v~eφ)]

1/2 − 1

β
− ~y~er.

Движение слабосжимаемой жидкости, описывается упрощенным уравне-
нием неразрывности и уравнением Навье-Стокса:

1

c2
зв

∂p

∂t
+∇ · ~v = 0,

∂~v

∂t
+ β

∂vr
∂φ

~er +
∂vφ
∂φ

~eφ + 2~e3 × ~v +
1

2
∇(~v2)− ~v × (∇× ~v) =

−∇p− β2

δ
∇(∇~v)− β2

δ
∇× (∇× ~v)− γ(~a− ~a0 − β~̈y).

Граничные условия для уравнения принимают следующий вид:

vr|ξ=0 = 0,

vφ|ξ=0 = −ω,
vr|ξ=h = −~̇y · ~er − ~y · ~eφ,
vφ|ξ=h = β(−~̇y · ~eφ + ~y · ~er).

А условия связи или сила и момент силы, действующие на внутреннее
тело со стороны жидкости:
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~N =

∫ 2π

0

[(−p|ξ=0 +
β2

σ1

∂vr
∂ξ
|ξ)~er +

β

σ

∂vφ
∂ξ
|ξ=0~pφ]dφ,

G = 2πβω +

∫ 2π

0

∂vφ
∂ξ
|ξ=0dφ.

Во второй главе вводится критерий устойчивости гидродинамического
подвеса [1]:

∆(0 ≤ σ <∞)argD(iσ) =
5π

2
.

Происходит вывод краевых задач для N (y)
kj (λ), G

(y)
j (λ); N (ω)

j (λ), G(ω)(λ); и
N

(a)
kj (λ), G

(a)
j (λ). Также производится преобразование уравнений равновесно-

го состояния к новым независимым переменным.
Для краевой задачиN (y)

kj (λ), G
(y)
j (λ) уравнения для переменной тольщины

зазора принимают вид:

h(φ) = −~bj~er −
β

1 + β
[1− β2

(1 + β)2
(~y0~eφ)

2]1/2(~y0~eφ)(~bj~eφ),

а уравнение неразрывности и скорость

λ

c2
зв
p+∇~v = 0, ~v = βvr~er + vφ~eφ.

Далее приводятся уравнение Навье-Стокса при тех же условиях:

λ~v + β
∂vr
∂φ

~er +
∂vφ
∂φ

~eφ + 2~e3 × ~v +∇(~v(0) · ~v)− ~v(0) × (∇× ~v),

− ~v × (∇× ~v(0)) = −∇p+
β2

σ1
∇(∇ · ~v)− β2

σ
∇× (∇× ~v)− βλ2~bj,
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граничные условия и условия связи:

vr|x=0 = 0,

vφ|x=0 = 0,

vr|x=1 = −∂v
(0)
r

∂ξ
|ξ=h0h− (λ~er + ~eφ) ·~bj,

vφ|x=1 =
∂v

(0)
φ

∂ξ
|ξ=h0h+ (λ~er · ~eφ) · ~y,

[
N

(y)
1j (λ)

N
(y)
2j (λ)

]
=

∫ 2π

0

[(−p|x=0 +
β2

σ1h0

∂vr
∂x
|x=0)~er +

β

σh0

∂vφ
∂x
|x=0~eφ]dφ,

G
(y)
j (λ) =

∫ 2π

0

1

h0

∂vφ
∂x
|x=0dφ.

В третьей главе выполняется численное моделирование состояния по-
движного равновесия при малых умеренных значениях колебательного чис-
ла Рейнолдаса σ. Производится преобразование задачи к системе нелинейных
алгебраических уравнений, которую возможно решать численно.

В области высоких частот производится асимптотическое интегрирова-
ние.

Производится численное интегрирование линейных вспомогательных
краевых задач в области низких и средних частот.

Также в данной главе получен явный вид выражений для краевых задач
в области сверхвысоких частот.

Для краевой задачиN (1)
1j (λ), N

(1)
2j (λ), G

(1)
j (λ) система уравнений КДС при-

нимает следующий вид:

dvr
dη
|η=0 =

1

λ

dv
(ß0)
r0

dη
|η=0 + · · · = 1

λ

1

β
(~bj · ~er)(

1

f1
+

1

σ1
)−1/2,

dvφ
dη
|η=0 =

1

λ

dv
(ß0)
φ0

dη
|η=0 + · · · = 1

λ
(~bj · ~er)

√
σ,

p|η=0 =
β2

f

√
λ

1

λ

dv
(ß0)
r0

dη
|η=0 + · · · = −β

f

1√
λ

(~bj · ~er)(
1

f1
+

1

σ1
)−1/2,
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(N
(1)
1j (λ), N

(1)
2j (λ))T =

β√
λ

∫ 2π

0

[(
1

f1
+

1

σ1
)−1/2(~bj · ~er)~er +

1√
σ

(~bj · ~eφ)~eφ]dφ+ . . . ,∫ 2π

0

(~bj, ·~er)~erdφ =

∫ 2π

0

(bj1 cosφ+ bj2 sinφ))(cosφ, sinφ)Tdφ = π~bj,∫ 2π

0

(~bj · ~eφ)~eφdφ =

∫ 2π

0

(−bj1 sinφ+ bj2 cosφ))(− sinφ, cosφ)Tdφ = π~bj,

(N
(1)
1j (λ), N

(1)
2j (λ))T =

πβ√
λ

[(
1

f1
+

1

σ1
)−1/2 +

1√
σ

] + . . . ,

f =
c2

β2λ
,

G
(1)
1j (λ) = O(1/λ).

В четвертой главе рассматривается область выше средних частот. Про-
изводится упрощение модельных задач и понижение размерности.

В пятой главе представлены годографы для нескольких видов цилин-
дрических подвесов и выполнен анализ устойчивости данных устройств при
различных значениях колебательного числа Рейнольдса.

Заключение
При исследовании влияния конечной скорости распространения давления

в поддерживающем слое на устойчивость цилиндрического гидродинамиче-
ского подвеса требуется учитывать как сдвиговую, так и объемную вязкость
жидкости.

Результаты моделирования устойчивости цилиндрического гидродинами-
ческого подвеса на основе строгого решения уравнений гидродинамики с уче-
том сжимаемости жидкости в поддерживающем слое подтвердили ряд полу-
ченных ранее выводов, имеющих существенное значение для проектирования
гидродинамических подвесов и опор. Центральное положение легкого внут-
реннего тела в цилиндрическом гидродинамическом подвесе асимптотически
устойчиво. При смещении легкого внутреннего тела из центрального поло-
жения по кривой подвижного равновесия подвес достаточно долго остается
асимптотически устойчивым, а границе области устойчивости соответствует
значительная величина относительного эксцентриситета. Центральное поло-
жение тяжелого внутреннего тела неустойчиво, но при его смещении из это-
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го положения по кривой подвижного равновесия под действием постоянной
внешней децентрирующей силы возникает область устойчивости.

Численное моделирование нелинейных краевых задач для установивше-
гося течения жидкости в поддерживающем слое и численное интегрирование
линейных краевых задач для расчета передаточных функций поддержива-
ющего слоя в области низких и средних частот целесообразно проводить на
основе проекционного метода Галеркина.

Во всех рассмотренных случаях исследование устойчивости подвеса на
основе использованного частотного критерия устойчивости КДС требовало
вычисления не более чем нескольких десятков точек частотного годографа.
Применение методов асимптотического интегрирования к линейным краевым
задачам в высокочастотной области позволяет снизить их размерность и тем
самым на порядок сократить трудоемкость алгоритмов моделирования устой-
чивости.
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