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ВВЕДЕНИЕ 

Данная работа посвящена свойству гамильтоновости графов. На 

сегодняшний день графы активно используются в различных сферах 

деятельности, в том числе и в криптографии. В пример можно привести 

доказательство с нулевым разглашением для гамильтонового цикла.  

Хотя первым статьям и исследованиям о графах уже больше двухсот лет, 

некоторые задачи до сих пор являются сложновычислимыми – для них не 

существует решения, которое работало бы за полиномиальное время. Одной из 

таких задач является задача нахождения гамильтонового цикла в графе.  

В теоретической части данной работы рассматриваются такие понятия как 

гамильтоновость, связность, локальная связность, жёсткость, планарность, а 

также описываются достаточные условия, с помощью которых можно 

определить, является ли граф гамильтоновым.  

В практической части описывается разработанная программа, которая 

анализирует различные достаточные условия гамильтоновости графов и 

сравнивает их между собой. Для сравнения эффективности условий будем 

использовать достаточные условия, связанные с жёсткостью, связностью и 

локальной связностью, а также возьмём несколько наиболее известных условий 

в качестве эталонных.  

Цель работы заключается в изучении свойств гамильтоновости и 

связности графа, рассмотрении различных инвариантов графа, связанных с 

этими свойствами, разработке программы на Visual Studio C# для проверки 

графов на гамильтоновость, анализе достаточных условий, основанных на 

выбранных инвариантах и получении каталога гамильтоновых графов для 

каждого из рассмотренных достаточных условий. 

Дипломная работа состоит из введения, 2 разделов, заключения, списка 

использованных источников и 3 приложений. Общий объем работы – 73 

страницы, из них 32 страницы – основное содержание, включая 19 рисунков и 5 

таблиц, список использованных источников из 21 наименования. 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ 

1 Теоретическая часть 

1.1 Гамильтоновость 

Гамильтонов граф – это граф, который содержит гамильтонов цикл. 

Гамильтонов цикл – цикл, который проходит через каждую вершину 

графа ровно по одному разу. С гамильтоновым графом тесно связано понятие 

гамильтоновой цепи. Гамильтонова цепь отличается от цикла тем, что у цепи 

начальные и конечные точки могут не совпадать, в отличие от цикла. 

Гамильтонов цикл является гамильтоновой цепью. 

Задача проверки существования в графе гамильтонова цикла является NP-

полной и для её решения неизвестно эффективных алгоритмов. 

1.2 Инварианты графов 

Инвариантом графа  называется набор его характеристик, одинаковых 

для всех изоморфных ему графов. 

Для достаточных условий, которые будут рассмотрены ниже, 

используется большое количество различных инвариантов, в том числе и 

несколько нетривиальных. Рассмотрим их поподробнее. 

1.2.1 Жёсткость 

Граф  называется t-жёстким при некотором вещественном t, если для 

любого целого k > 1 нельзя разбить граф  на k различных компонент связности 

путём удаления менее чем tk вершин. Например, граф 1-жёсток, если число 

компонент, образующихся при удалении вершин, всегда не превосходит числа 

удалённых вершин. Жёсткость графа – это максимальное t, для которого он t-

жёсток. Жёсткость является конечным числом для всех конечных графов, за 

исключением полных графов, которые, по соглашению, имеют бесконечную 

жёсткость [5].  

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D0%B8%D0%BA%D0%BB_(%D1%82%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%8F_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D0%BE%D0%B2)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B5%D1%89%D0%B5%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%BE
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D0%B5%D0%BB%D0%BE%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%BE
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0_%D1%81%D0%B2%D1%8F%D0%B7%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B8_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D0%BD%D1%8B%D0%B9_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84
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1.2.2 Планарность 

В данной работе планарность графов определяется с помощью теоремы 

Понтрягина-Куратовского. 

Теорема 1.2.1 (Понтрягина-Куратовского, 1930 [6]). Граф планарен 

тогда и только тогда, когда он не содержит частей, гомеоморфных  или .  

1.2.3 Связность графов 

Граф называется связным, если в нём только одна компонента связности, 

то есть между парой любых вершин графа существует соединяющий их 

путь [8]. 

1.2.4 Локальная связность графов 

Граф  называется локально связным, если каждая его вершина локально 

связна.  

1.3 Достаточные условия гамильтоновости связных графов 

Теорема 1.3.1 (Достаточное условие Оберли-Самнера, 1979 [10]). 

Связный, локально связный граф без клешней с числом вершин  

гамильтонов. 

Теорема 1.3.2 (Достаточное условие Кикуста, 1975 [12]). Каждый 

связный, локально связный 5-регулярный граф является гамильтоновым. 

Теорема 1.3.3 (Достаточное условие Чартранда-Пипперта, 1974 [10]). 

Пусть  – связный, локально связный граф с максимальной степенью . 

Тогда  – либо гамильтонов граф, либо . 

Теорема 1.3.4 (Достаточное условие Тутте, 1956 [13]). Каждый 4-

связный планарный граф имеет гамильтонов цикл. 

1.4 Достаточные условия гамильтоновости жёстких графов 

Теорема 1.4.1 (Достаточное условие Бауэра, 1990 [10]). Пусть  – 2-

жёсткий граф с числом вершин n. Если , где 
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независимые множества в , , 

то граф  – гамильтонов.  

Теорема 1.4.2 (Достаточное условие Бауэра-Броерсмы-Вельдмана, 

1995 [14]). Пусть  – 1-жёсткий граф с числом вершин n. Если  и для 

всех  расстояние между которыми выполняется 

 тогда  – гамильтонов. 

Теорема 1.4.3 (Достаточное условие Юнга-Виттманна, 1999 [14]). Если 

 – двусвязный t-жёсткий граф с минимальной степенью  то 

. 

1.5 Эталонные достаточные условия 

В этом разделе приведём наиболее известные достаточные условия 

гамильтоновости [1, 2, 3, 10, 15, 16, 19], которые были выбраны в качестве 

эталонных. 

Теорема 1.5.1 (Достаточное условие Бонди-Хватала, 1976 [15]). Граф 

является гамильтоновым, если его замыкание является полным графом. 

Теорема 1.5.2 (Достаточное условие Дирака, 1952 [16]). Если в связном 

n-вершинном графе  степень вершины  для всех , то этот 

граф гамильтонов. 

Теорема 1.5.3 (Достаточное условие Оре, 1960 [16]). Если в связном n-

вершинном графе  для любых двух несмежных вершин  и  

выполняется неравенство , то этот граф гамильтонов. 

Теорема 1.5.4 (Достаточное условие Хватала, 1972 [1]). Пусть  – граф 

с вектором степеней  и . Если для любого  верна импликация 

, то граф  гамильтонов. 
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2 Практическая часть 

2.1 Описание задачи 

Практическая часть данной работы состоит из двух пунктов:  

1) с помощью утилиты Nauty были сгенерированы графы с заданными 

параметрами для их дальнейшего изучения, а именно для применения 

достаточных условий гамильтоновости графов; 

2) для сгенерированных связных графов с заданным количеством вершин 

(до 11) была написана программа проверки условий гамильтоновости на Visual 

Studio C#. 

2.2 Генерация графов с заданными параметрами 

Nauty – это утилита для Linux, а так как работа будет вестись на Microsoft 

Windows, нам понадобится дополнительная программа под названием Cygwin. 

Nauty содержит в себе различные процедуры и функции для определения 

автоморфизмов в графах и для проверки графов на изоморфизм. В рамках 

данной работы будет использоваться функция генерации двусвязных графов с 

заданным количеством вершин в формате g6 [17]. 

2.3 Проверка графов на гамильтоновость 

В рамках данной работы 6удем рассматривать приведённые выше 

достаточные условия гамильтоновости связных и жёстких графов, а также 

эталонные достаточные условия и сравнивать их между собой на предмет того, 

какие их них сильнее, а какие слабее. В приложении А приведён листинг 

программы, которая получает на ввод все связные графы с заданным 

количеством вершин, и далее проверяет их на достаточные условия 

гамильтоновости. 

Рассмотрим в таблице 2 полученные значения среди достаточных 

условий, связанных с жёсткостью. 

Таблица 2 – Результат проверки жёстких графов на гамильтоновость 
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Число вершин, n 

Проверяемое достаточное условие 

Бауэр 
Бауэр-Броерсма-

Вельдман 
Юнг-Виттманн 

4 1 3 3 

5 1 8 8 

6 4 48 19 

7 19 365 145 

8 161 5157 2047 

9 5697 120406 41170 

10 592102 5339326 1245462 

11 90371428 463647750 103813754 

 

Теперь рассмотрим в таблице 3 достаточные условия, задействующие 

связность и локальную связность. 

Таблица 3 – Результат проверки связных графов на гамильтоновость 

Число 

вершин, n 

Проверяемое достаточное условие 

Оберли-Самнер Кикуст Чартранд-Пипперт Тутте 

4 2 0 2 0 

5 5 0 5 0 

6 18 1 6 1 

7 69 0 3 1 

8 349 3 2 4 

9 2049 0 2 10 

10 14610 9 2 53 

11 102270 0 2 351 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе была рассмотрена связь гамильтоновости графов с 

различными инвариантами, основанными на связности, локальной связности 

или жёсткости графов. Проведено сравнение этих достаточных условий друг с 

другом и с достаточными условиями Бонди-Хватала, Оре, Дирака и Хватала, 

которые были взяты как эталонные. В результате можно сделать вывод, что все 

рассмотренные условия являются более слабыми по сравнению с условием 

Бонди-Хватала (которое является самым сильным из эталонных), однако 

удалось найти графы, которые удовлетворяют некоторым из них, но не 

удовлетворяют условию Бонди-Хватала.  

Была разработана программа на Visual Studio C# для проверки 

достаточных условий гамильтоновости графов и с её помощью были 

проанализированы различные достаточные условия гамильтоновости и 

рассмотрены графы, которые удовлетворяют одним, но не удовлетворяют 

другим условиям. 
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