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ВВЕДЕНИЕ 

Задача проверки изоморфизма графов состоит в нахождении 

биективного отображения множества вершин одного графа на множество 

вершин другого графа с сохранением отношения смежности. Характеристики 

графа, одинаковые для всех изоморфных ему графов, называются 

инвариантами. Таким образом получается, что, если значение хотя бы одного 

инварианта различается для двух графов, можно сделать вывод, что эти графы 

не изоморфны. Однако графы с одинаковым значением некоторого набора 

инвариантов не обязательно будут изоморфными. Полным инвариантом 

называется такой инвариант, который определяет граф однозначно с 

точностью до изоморфизма. На данный момент неизвестно эффективного 

алгоритма решения задачи проверки изоморфизма, соответственно неизвестно 

и эффективного вычислимых полных инвариантов. 

Помимо очевидных инвариантов, таких как число рёбер или вершин, 

часто для решения задачи изоморфизма используют и другие инварианты 

графов. В данной работе будут описаны и вычислены такие из них как: 

• количество компонентов связности, 

• вершинная связность, 

• рёберная связность, 

• локальная связность,  

• двудольность, 

• обхват,  

• чётный и нечётный обхват,  

• окружность, 

• количество треугольников,  

• радиус, 

• диаметр, 

• хроматическое число, 

• хроматический индекс, 



• примитивность, 

• экспонент, 

• максимальная клика, 

• число независимости, 

а также рассмотрены наборы инвариантов и возможность их использования 

для предварительной оценки изоморфизма данных графов. 

Другой целью работы является построение и проверка гипотез 

взаимосвязи значений для нахождения потенциальных зависимостей между 

различными инвариантами графа.  

Дипломная работа состоит из введения, 4 разделов, заключения, списка 

использованных источников и 4 приложений. Общий объем работы – 91 

страница, из них 40 страниц – основное содержание, включая 17 рисунков и 3 

таблицы, список использованных источников из 26 наименований.  

  



КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ 

В разделе 1 приводятся основные необходимые определения теории 

графов. 

Раздел 2 посвящен инвариантам графов и алгоритмам их вычислений. В 

пункте 2.1 рассматриваются связность и количество компонент связности. В 

подпункте 2.1.1 описана реализация алгоритма поиска в глубину, с помощью 

которого осуществляется подсчет компонент связности графа. Следующий 

пункт – 2.2 – описывает такие инварианты как вершинная и рёберная 

связности. Для нахождения этих инвариантов используются теоремы Менгера 

и алгоритм Форда-Фалкерсона нахождения максимального потока в графе, 

которые рассматриваются в 2.2.1.  

Теорема 1 (Менгера для вершинной связности). 

Граф 𝑘-вершинно связен тогда и только тогда, когда любая пара его 

вершин соединена по крайней мере 𝑘-вершинно непересекающимися цепями.   

Теорема 2 (Менгера для рёберной связности). 

Граф 𝐺 𝑘-рёберно связен тогда и только тогда, когда любая пара его 

вершин соединена по крайней мере 𝑘-рёберно непересекающимися цепями. 

Таким образом для нахождения рёберной связности необходимо 

перебрать все пары вершин 𝑠 и 𝑡, найти количество непересекающихся путей 

из 𝑠 в 𝑡 и выбрать из них минимум. 

Пусть этот минимум равен 𝑙. Граф является 𝑙-связным, причем 𝑙 - 

максимально. Значит, по определению, реберная связность равна l. 

Для нахождения количества непересекающихся путей из 𝑠 в 𝑡 

необходимо воспользоваться алгоритмом нахождения максимального потока. 

Сопоставим каждому ребру пропускную способность, равную 1 и найдем 

максимальный поток с помощью алгоритма Форда-Фалкерсона. Найденный 

максимальный поток и будет равен количеству путей.  

Для нахождения вершинной связности используется тот же алгоритм, но 

с тем отличием, что происходит поиск вершинно непересекающихся путей. В 

этом случае каждой вершине сопоставляется пропускнаю способность, 



равная 1. Для этого каждую вершину 𝑣 графа разбивается на две вершины 𝑣1 

и 𝑣2. Все рёбра, которые входили в 𝑣 будут входить в 𝑣1. Все рёбра, которые 

выходили из 𝑣 будут выходить из 𝑣2. Так же добавляется ребро (𝑣1, 𝑣2) с 

пропускной способностью 1. 

После этого для нахождения количества вершинно непересекающихся 

путей в исходном графе происходит поиск количества рёберно 

непересекающихся путей в новом графе. Тем самым задача сводится к 

нахождению рёберной связности. 

В 2.3 даны определения окружения вершины графа, локально связной 

вершины и локальной связности графа. Для вычисления локальной связности 

необходима проверка на связность окружения каждой из вершин графа. 

В пункте 2.4 определены такие инварианты как обхват, чётный и 

нечётный обхваты, а также окружность графа. Алгоритм нахождения этих 

инвариантов, как и подсчет компонентов связности, использует поиск в 

глубину. Только в этом случае необходимо произвести поиск всех возможных 

циклов в графе, а после найти минимальный (обхват), минимальный чётный и 

нечётный (чётный и нечётный обхваты соответственно) и максимальный из 

них (окружность). 

Пункт 2.5 – количество треугольников в графе – количество различных 

циклов длины 3. Для вычисления этого инварианта используются три цикла, с 

помощью которых проверяется наличие рёбер между каждой тройкой вершин.  

Для нахождения радиуса и диаметра графа (2.6) необходимо вычислить 

все эксцентриситеты вершин. Для этого сначала находятся кратчайшие пути 

между всеми парами вершин с помощью алгоритма Флойда-Уоршелла и для 

каждой вершины вычисляется максимальное расстояние от неё до всех 

остальных вершин. После этого находится радиус и диаметр поиском 

минимального и максимального из эксцентриситетов графа. В подпункте 2.6.1 

описан алгоритм Флойда-Уоршелла. 

Пункт 2.7 дает определение двудольного графа. Для проверки графа на 

двудольность используется поиск в ширину, описанный в подпункте 2.7.1. 



Для хроматического числа и хроматического индекса в пункте 2.8 

приводятся теоремы, устанавливающие верхние и нижние границы значений. 

Для вычисления хроматического числа необходимо предпринять попытку 

раскраски вершин графа в определенное количество цветов в некотором 

диапазоне. Нижней границей для поиска установим кликовое число, а верхней 

– 1 + ∆. Для вычисления хроматического индекса граф в первую очередь 

нужно проверить на двудольность, и в случае положительного исхода 

значение индекса устанавливается как ∆. Поиск хроматического индекса не 

двудольных графов происходит с помощью полного перебора вариантов 

раскраски рёбер графа в ∆ цветов. В случае неудачи хроматическим индексом 

графа будет значение ∆ + 1. 

Пункт 2.9 дает определения примитивного графа и экспонента графа. В 

подпункте 2.9.1 описан алгоритм проверки графа на примитивность и 

нахождение его экспонента. 

Пункты 2.10 и 2.11 описывают такие инварианты как максимальная 

клика и число независимости соответственно. Для вычисления этих 

инвариантов используется алгоритм Брона-Кербоша (2.10.1). Задачи 

нахождения числа независимости и максимальной клики по сути 

эквивалентны. Каждая из них получается из другой, путем построения 

дополнения графа. Поэтому для нахождения числа независимости можно 

использовать алгоритм Брона-Кербоша, запустив его для дополнения графа. 

Раздел 3 содержит информацию о практической части дипломной 

работы. В пункте 3.1 описывается способ генерации графов в формате graph6 

с использованием генератора geng из пакета nauty.  

Информация о реализованных в ходе работы программах содержится в 

пункте 3.2. Первая программа – для вычисления инвариантов – для большего 

быстродействия была написана на языке программирования C++ в среде 

JetBrains CLion 2018.3. Вторая программа представляет собой набор команд 

для анализа результатов, полученных в первой программе. Она написана на 

языке Python 3 в среде JetBrains PyCharm Community Edition 2018.1. В пункте 



3.2.1 приводится список вычисленных инвариантов и их символьные 

обозначения в контексте данной работы. Также там описывается принцип 

работы первой программы и показан пример данных, полученных в результате 

её работы. Листинг данной программы можно найти в приложении А.  

В 3.2.2 приводится анализ результата разбиения значений инвариантов 

на классы. Для этого используются такие инварианты как: количество 

компонент связности, двудольность, диаметр, радиус, локальная связность, 

вершинная и рёберная связности, количество рёбер, максимальная степень 

вершин графа и значение экспонента (Таблица 1).  

Таблица 1 – Разбиение графов на классы 

𝒏 Количество графов Количество классов 

4 11 11 

5 34 33 

6 156 116 

7 1044 335 

8 12346 1058 

9 274668 3320 

10 12005168 11253 

 

Программа поиска зависимостей между инвариантами имеет 

консольный интерфейс для удобства взаимодействия. В 3.2.3 подробно 

описываются все пять режимов её работы: 

1 – вычисление зависимостей между инвариантами 

2 – поиск гипотез по инварианту 

3 – поиск гипотез, корректных только для определенного класса графов 

4 – подсчет количества инвариантов 

5 – разбиение значений на классы 

Первые три режима основные – они работают с шаблонами гипотез и 

уже полученными гипотезами. В программе выполняется проверка гипотез по 

следующим шаблонам: 



• инвариант1 ≤ инвариант2 + инвариант3 

• инвариант1 ≤ инвариант2 ∗ инвариант3 

• инвариант1 ≤ инвариант2инвариант3 

• инвариант1 ≤ инвариант2 + 1 

• инвариант1 ≤ инвариант2 − 1 

• инвариант1 ≤ инвариант2 ∗ 2 

• инвариант1 ≤ инвариант2/2 

Полный список гипотез, корректных только для графов определенного 

типа, можно найти в приложении Г. 

Четвертый и пятый режимы работы программы необходимы для 

получения других результатов по графам. Результаты работы четвертого 

режима представлены в таблицах в приложении В. Для анализа, проведенного 

в 3.2.2, использовался пятый режим работы. Листинг второй программы 

представлен в приложении Б.  

Раздел 4 включает в себя обзор некоторых известных ресурсов с 

графами. В 4.1 рассматривается онлайн-база данных «Мир Графов», в 4.2 – веб 

портал The House of Graphs, а в 4.3 – описана библиотека графов ГрафоMann. 

 

 

  



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе были описаны и реализованы алгоритмы нахождения 

таких инвариантов графа как: количество компонент связности, вершинная и 

рёберная связности, локальная связность, двудольность, обхват, чётный и 

нечётный обхват, окружность, количество треугольников, радиус, диаметр, 

хроматическое число и хроматический индекс, примитивность и экспонент, 

максимальная клика и число независимости. Был проведен анализ результатов 

разбиения графов на классы по значениям самых эффективно вычислимых 

инвариантов из вышеназванного списка.  

Была разработана программа для генерации гипотез по определённым 

шаблонам для заданных инвариантов в классе определённых графов. 

Отдельной главой были рассмотрены несколько ресурсов, связанных с 

графами. Все они содержат базу данных графов и некоторые их 

характеристики. Преимуществом программ, написанных в рамках дипломной 

работы, может считаться расчёт инвариантов для всех неизоморфных графов 

до десяти вершин включительно, а также получение базы гипотез. 

Вычисленные зависимости могут быть использованы для дальнейших 

исследований связей выбранных инвариантов графов.  
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