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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Рассматривается тандемная сеть массового об-
служивания, состоящая из двух одноприборных систем массового обслужи-
вания с неограниченным числом мест для ожидания в каждой системе. Такие
системы массового обслуживания иначе называются двухфазными система-
ми массового обслуживания [1–3]. Практическое применение тандемные се-
ти массового обслуживания находят в качестве математических моделей си-
стем транспортной логистики и производственных систем, например, сбороч-
ных линий. В тандемной сети массового обслуживания может использоваться
управление обслуживанием[4–6]. Для рассматриваемой сети массового обслу-
живания предполагается, что в первой из двух системе требования могут об-
служиваться по одному, или, в общем случае, группой либо с интенсивностью
µ1 = 0, либо с µ1 > 0 в зависимости от состояния сети, определяемого чис-
лом требований в системах. Для описания функционирования сети массово-
го обслуживания с управлением используется марковский процесс принятия
решений с дискретным временем [2,7,8]. Для данного процесса известными
методами [7] может быть найдена оптимальная стратегия управления, мини-
мизирующая стоимость функционирования сети.

Цель бакалаврской работы. Целью бакалаврской работы является
изучение метода анализа тандема двух систем массового обслуживания с ди-
намическим управлением обслуживанием и исследование их характеристик.

Поставленная цель определила следующие задачи:
1. разработка алгоритма метода анализа тандемной сети массового обслу-

живания с динамическим управлением обслуживанием;
2. разработка программы для анализа тандема двух систем массового об-

служивания с динамическим управлением обслуживанием;
3. исследование тандема двух систем массового обслуживания с динами-

ческим управлением обслуживанием.
Практическая значимость бакалаврской работы. Была разрабо-

тана программа, реализующая алгоритм метода анализа тандема двух систем
массового обслуживания с динамическим управлением обслуживанием. Про-
грамма позволяет вычислять оптимальные средние затраты и оптимальную
стратегию управления. С помощью программы можно исследовать реальные
системы, моделируемые рассматриваемым тандемом двух систем массового
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обслуживания, а также изучать зависимость оптимальных средних затрат от
изменения различных параметров систем.

Структура и объём работы. Бакалаврская работа состоит из введе-
ния, шести разделов, заключения, списка использованных источников и двух
приложений. Общий объём работы — 61 страница, из них 45 страниц — ос-
новное содержание, включая 17 рисунков и 5 таблиц, список использованных
источников информации — 20 наименований.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Первый раздел «Описание тандемной сети массового обслу-
живания с управлением обслуживанием» посвящен описанию рассмат-
риваемой тандемной сети массового обслуживания с управлением обслужива-
нием, а также формулировке задачи оптимального управления для описанной
сети.

Рассматривается тандемная сеть массового обслуживания, состоящая
из двух одноприборных систем массового обслуживания [9]. Поток поступ-
ления требований в первую систему обслуживания является пуассоновским
с интенсивностью λ. Длительности обслуживания требований имеют экспо-
ненциальное распределение. Интенсивность обслуживания в первой системе
равна µ1. После завершения обслуживания в первой системе требования по-
ступают во вторую систему, в которой обслуживаются с интенсивностью µ2.
Для существования стационарного режима функционирования сети предпо-
лагается, что λ < µ1 и λ < µ2.

Формулируется задача оптимального управления для описанной сети
массового обслуживания. Вводится постоянная стоимость ожидания cwait для
одного требования в единицу времени. Также для требований, находящихся
во второй системе обслуживания, вводится дополнительная стоимость cloc.
Таким образом, стоимость ожидания в первой системе равна c1 = cwait для
одного требования в единицу времени, а во второй системе — c2 = cwait + cloc.
Предполагается, что 0 < c1 < c2. В следствие того, что во второй системе
стоимость ожидания выше, предпочтительным является пребывание требо-
ваний в первой системе, чем во второй системе. Однако, необходимо избегать
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простоя второй системы обслуживания, когда в первой системе есть требова-
ния.

Функционирование рассмотренной сети массового обслуживания опи-
сывается марковским процессом принятия решений. Состояние сети наблю-
дается в моменты поступления и завершения обслуживания требований, то
есть в дискретные моменты времени. Используется униформизация, чтобы
перейти к марковскому процессу с дискретным временем [10]. Марковский
процесс принятия решений с дискретным временем определяется набором
{S,A, P, C}. Здесь S — множество состояний сети; состояние сети определя-
ется вектором i = (x1, x2) ∈ N 2, где xi — число требований в системе обслу-
живания i, i = 1, 2. A — множество управлений; A = {0, 1}, где управление 0
обозначает блокировку обслуживания в первой системе (то есть требования
не могут перейти из первой системы во вторую), управление 1 обозначает,
что требования обслуживаются в первой системе с интенсивностью обслужи-
вания µ1 и затем переходят из первой системы во вторую систему. Матрица P
является матрицей вероятностей переходов из состояния i в состояние j при
управлении a ∈ A; элементы матрицы P обозначаются pa(i, j). C обознача-
ет функцию затрат; ca(i) — непосредственно ожидаемые затраты в единицу
времени для каждого состояния i ∈ S и управления a ∈ {0, 1}.

Оптимальная стратегия управления удовлетворяет уравнению Беллма-
на:

V ∗(i) + g∗ = mina∈A(ca(i) +
∑
j∈S

pa(i, j)V ∗(j)), i ∈ S, (1)

где g∗ — оптимальные средние затраты, а V ∗(i) — относительные веса. Оп-
тимальные управления могут быть определены следующим образом:

f(i) = argmina∈A(ca(i) +
∑
j∈S

pa(i, j)V ∗(j)), i ∈ S, (2)

где V ∗(j) удовлетворяют уравнениям

V ∗(i) + g∗ = cf(i) +
∑
j∈S

pf(i, j)V ∗(j).

Таким образом, необходимо минимизировать средние затраты и определить
оптимальное управление для каждого состояния.
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Чтобы найти оптимальные управления для каждого состояния, мини-
мизирующие средние затраты, используется метод итераций по значениям, в
основе которого лежат следующие рекуррентные соотношения:

Vn(i) = min
a∈A

(ca(i) +
∑
j∈S

pa(i, j)Vn−1(j)),

fn(i) = argmina∈A(ca(i) +
∑
j∈S

pa(i, j)Vn−1(j)).

Второй раздел «Структурные свойства оптимальной страте-
гии управления» посвящён описанию структурных свойств оптимальной
стратегии управления.

Рассматривается пример тандемной сети массового обслуживания [9].
Описываемые далее структурные свойства оптимальной стратегии управле-
ния сохраняются для любых значений c1 и c2, удовлетворяющих условию
0 < c1 < c2.

Оптимальная стратегия управления является пороговой и графически
представляется так называемой, кривой переключения, разделяющей мно-
жество всех состояний рассматриваемой сети на две области и отделяющей
область состояний сети, в которых применяется управление 0, от области
состояний сети, в которых применяется управление 1.

Чтобы лучше понять динамику сети массового обслуживания, функци-
онирующей при оптимальной пороговой стратегии управления, были постро-
ены графики траектории управления и показаны возможные отклонения от
кривой переключения для двух случаев µ1 < µ2 и µ1 > µ2.

Линейность кривой переключения в случае µ1 < µ2 объясняется сле-
дующим образом. Оптимальная стратегия управления должна обеспечивать
загруженность второй системы, когда в первой системе есть требования. По-
этому нежелательными являются состояния сети, при которых нет требо-
ваний во второй системе. Если µ1 < µ2, то первая система не может "до-
гнать"вторую систему и должна всегда обеспечивать достаточный входящий
поток требований для второй системы.

Когда µ1 > µ2, первая система может "догнать"вторую систему, таким
образом, снижается вероятность простоя второй системы. Все траектории ве-
дут к кривой переключения, а затем продолжаются вдоль кривой переклю-
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чения в направлении начала координат. Следовательно, число требований во
второй системе может поддерживаться на низком уровне и, таким образом,
кривая переключения приближается к горизонтальной оси при больших зна-
чениях числа требований в первой системе.

Третий раздел «Применение матрично-геометрического мето-
да для поиска пороговой стратегии управления» посвящён описанию
матрично-геометрического метода для поиска пороговой стратегии управле-
ния.

Чтобы сравнивать эффективность пороговых стратегий управления,
определяется характеристика качества функционирования сети массового об-
служивания как функция порогового значения K и затем выбирается наи-
лучшее значение K. Функционирование рассматриваемой сети обслужива-
ния описывается обобщенным процессом размножения и гибели. Инфините-
зимальный оператор Q данного процесса является блочно-диагональной мат-
рицей. Каждому макросостоянию обобщенного процесса размножения и ги-
бели соответствует фиксированное число требований в первой системе обслу-
живания, а состояния процесса, соответствующие одному макросостоянию,
определяются числом требований во второй системе обслуживания.

Множеством состояний обобщенного процесса размножения и гибели,
описывающего функционирование рассматриваемой сети массового обслужи-
вания, является множество

S = ((x1, x2) : x1 ∈ Z+, 0 6 x2 6 K).

Здесь x1 обозначает число требований в первой системе и определяет но-
мер макросостояния, а x2 обозначает число требований во второй системе
и определяет номер состояния внутри макросостояния. Максимальное число
требований во второй системе ограничено пороговым значением K.

Блочная повторяющаяся структура матрицы Q приводит к матрично-
геометрической форме стационарного распределения. Пусть πi = (πi0, ..., πiK)

(K+1)-мерные векторы стационарных вероятностей состояний сети массово-
го обслуживания; πx1x2

— стационарная вероятность пребывания x1 требова-
ний в первой системе и x2 требований во второй системе. Тогда из уравнений
равновесия:

πi−1Λ + πiD + πi+1M = 0, i > 1,
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определяется
πi = π0R

i,

где матрица R — минимальное неотрицательное решение следующего квад-
ратного матричного уравнения:

R2M +RD + Λ = R.

Для того чтобы вычислить значение функции стоимости, определяется
математическое ожидание числа требований для каждой системы обслужи-
вания:

E[x1] = π0R(I −R)−2e,

E[x2] = π0(I −R)−1J,

где J — вектор-столбец (0, 1, ..., K)T , e — (K + 1)-мерный вектор, все компо-
ненты которого равны 1.

Чтобы определить оптимальное пороговое значение, минимизируются
затраты по всем возможным пороговым значениям:

min
K∈N
{π0(I −R)−1 · (c1R(I −R)−1e+ c2J)}. (3)

Можно определить наилучшее пороговое значение по отношению к за-
тратам на функционирование сети массового обслуживания и сравнить его
с результатами вычисления оптимальной стратегии управления для марков-
ского процесса принятия решений. Найденное пороговое значение соответ-
ствует оптимальной пороговой стратегии. Определение оптимального поро-
гового значения в вычислительном отношении существенно проще, чем вы-
числение оптимальной стратегии управления с использованием соответству-
ющих методов для марковских процессов принятия решений.

Четвертый раздел «Управление групповым обслуживанием в
тандемной сети массового обслуживания» посвящён описанию группо-
вого обслуживания в тандемной сети массового обслуживания.

Рассматривается обобщение тандемной сети массового обслуживания с
управлением обслуживанием, описанной в первом разделе. В первой системе
одним обслуживающим прибором могут одновременно обслуживаться N тре-
бований, в отличие от сети обслуживания, рассмотренной в первом разделе,
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в которой в первой системе требования обслуживаются по одному.
Так как в первой системе разрешается групповое обслуживание, мно-

жество управлений сети расширяется от A = {0, 1} до A = {0, ..., x1}, где x1
— число требований в первой системе (то есть множество возможных управ-
лений теперь зависит от текущего состояния сети). Значение a ∈ A соот-
ветствует размеру выбранной группы требований и ограничено, очевидно,
числом требований в первой системе. Вероятности переходов между состоя-
ниями сети определяются аналогично, как в первом разделе.

При групповом обслуживании оптимальная стратегия управления так-
же, как и в случае, описанном во втором разделе, является пороговой и опре-
деляется кривой переключения. Оптимальная стратегия управления может
быть охарактеризована единственной кривой переключения, отделяющей об-
ласть состояний сети, в которых выбирается управление 0, от области всех
остальных состояний, в которых выбираются другие управления.

Функционирование тандемной сети массового обслуживания с группо-
вым обслуживанием требований в первой системе описывается цепью Марко-
ва типа GI/M/1, что позволяет применить матрично-геометрический метод
для нахождения стационарного распределения сети.

После вычисления стационарных распределений сети для различных
пороговых значений K, можно определить наилучшее пороговое значение на
основе минимизации средних затрат с использованием (3).

Пятый раздел «Описание алгоритма и программы для анали-
за тандема двух систем массового обслуживания с динамическим
управлением обслуживанием» посвящён описанию алгоритма и програм-
мы для анализа тандема двух систем массового обслуживания с динамиче-
ским управлением обслуживанием.

В подразделе 5.1 описывается алгоритм метода анализа тандема двух
систем массового обслуживания с динамическим управлением обслуживани-
ем и приводится блок-схема алгоритма. Алгоритм состоит из пяти блоков,
которые выполняются последовательно.

В первом блоке задаются исходные параметры сети.
Во втором блоке формируется множество состояний рассматриваемой

тандемной сети массового обслуживания.
В третьем блоке формируется множество управлений.
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В четвертом блоке описывается итерационный цикл, являющийся ре-
ализацией метода итераций по значениям для поиска оптимальных средних
затрат и оптимальной стратегии управления.

В пятом блоке описывается вывод результатов.
В подразделе 5.2 описывается программа для анализа тандема двух си-

стем массового обслуживания с динамическим управлением обслуживанием.
Описывается назначение программы, её интерфейс и правила использова-
ния, приводится список идентификаторов, используемых в программе, про-
изводится описание функций, имеющихся в программе, а также приводится
пример использования программы.

Шестой раздел «Результаты исследования тандема двух си-
стем массового обслуживания с динамическим управлением обслу-
живанием» посвящён описанию результатов исследования тандема двух си-
стем массового обслуживания с динамическим управлением обслуживанием.

На числовых примерах исследуется зависимость оптимальных средних
затрат g от:

• интенсивности потока требований поступающих в первую систему λ;
• интенсивности обслуживания требований во второй системе µ2;
• стоимости ожидания для требований в первой системе c1;
• соотношения интенсивностей обслуживания в системах.
С помощью программы, описанной в разделе 5, для каждого примера

были найдены оптимальные средние затраты сети и соответствующая опти-
мальная стратегия управления.

Как следует из результатов исследования, при увеличении интенсивно-
сти поступления требований в первую систему увеличиваются оптимальные
средние затраты. Это объясняется тем, что в этом случае увеличивается чис-
ло требований, пребывающих в сети, и соответственно, увеличиваются затра-
ты на их пребывание в сети.

Также при увеличении стоимости ожидания требований в первой систе-
ме увеличиваются оптимальные средние затраты. При большем значении c1
блокировка прибора в первой системе происходит при большем значении чис-
ла требований во второй системе. Это объясняется тем, что становится более
невыгодным останавливать обслуживание требований в первой системе из-за
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высокой стоимости содержания требований в ней.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В бакалаврской работе был рассмотрен метод анализа тандема двух
систем массового обслуживания с динамическим управлением обслуживани-
ем и проведено исследование его характеристик. Данный метод позволяет
найти оптимальные средние затраты сети и соответствующую оптимальную
стратегию управления. Был разработан алгоритм этого метода анализа и вы-
полнено его подробное описание. Алгоритм реализован в виде программы на
ЭВМ на языке C# в среде разработки Microsoft VisualStudio 2019.

С помощью разработанной программы были проведены исследования
тандема двух систем массового обслуживания с динамическим управлением
обслуживанием. На основе полученных результатов исследования было уста-
новлено, что при большей интенсивности обслуживания требований в первой
системе в сравнении с интенсивностью обслуживания требований во второй
системе, значение оптимальных средних затрат увеличивается, а оптималь-
ная стратегия управления сохраняет свои структурные свойства. Также была
исследована зависимость оптимальных средних затрат от изменения различ-
ных параметров тандема систем массового обслуживания.
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