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Введение. В 40-х годах П.Я. Полубаринова-Кочина [2] и П.П. Куфа-
рев [3] исследовали задачу об эволюции нефтяной залежи определенной гео-
метрической формы, окруженной водой, в результате откачки нефти из сква-
жины, расположенной внутри залежи. Полученное,эволюционное уравнение
впоследствии изучалось П.П. Куфаревым и Ю.П Виноградовым [1] путем
сведения к подходящему интегральному уравнению. В зависимости от па-
раметров эволюционного уравнения, задача Хеле-Шоу имеет различные фи-
зические интерпретации, самые распространенные из которых: забор нефти
из пористых сред, закачивание вязкой жидкости в плоскопараллельный слой,
заполненный другой вязкой жидкостью, отыскание оптимального расположе-
ния источника закачки в данной полимерообразующей форме и другие задачи
гидродинамики. Родственная задача возникает в случае сдавливания капли
вязкой жидкости заданной начальной конфигурации двумя параллельными
плоскостями (так называемая squeezing problem), а так же в случае прессовки
мягких материалов, в электрохимическом машиностроении, в процессе роста
кристаллов и в других эволюционных моделях. В своей простейшей фор-
ме, когда вязкость внешней среды (воздуха) и поверхностное натяжение на
границе раздела сред пренебрежимо малы, уравнение Хеле-Шоу приводит к
изучению решений уравнений, близких по качественной структуре к уравне-
нию Левнера-Куфарева [4] вариационной теории однолистных конформных
отображений. По этой причине уравнение Хеле-Шоу тесно связано с теори-
ей однолистных функций в единичном круге, в особенности с той ее частью,
которая касается структурных свойств различных подклассов однолистных
функций, а также вариационных задач для соответствующих функционалов.
Нелинейный характер данных проблем приводит к необходимости использо-
вания самых разных методов современного анализа, от с классических мето-
дов длины и площади, конформных инвариантов (модули семейств кривых,
емкости и т.д.), симметризации, и заканчивая методами теории оптималь-
ного управления, функционального анализа на гильбертовых пространствах
(теория де Бранжа) и др. Особенно следует отметить, что самые глубокие
и мощные методы возникали в связи с различными геометрическими интер-
претациями задач теории функций и были развиты и систематизированы в
известной монографии Г.М. Голузина [4] и в ряде работ других авторов. Важ-
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ные результаты в геометрической теории конечнолистных функций в разное
время были получены И.А. Александровым, Л. Бибербахом, де Бранжем,
В.Я. Гутлянским, Дж. Дженкинсом, В.В. Дубининым, Г.В. Кузьминой, П.П.
Куфаревым, H.A. Лебедевым, К. Левнером, Д.В. Прохоровым, П.М. Тамра-
зовым, У. Хейманом и другими российскими и зарубежными математиками.

Магистерская работа состоит из введения, двух глав (разбитых на пара-
графы с подчиненной нумерацией), библиографии и изложена на 59 страни-
цах. Нумерация формул и утверждений подчинена соответствующей главе и
не зависит от параграфов. Библиография работы содержит 24 наименования.
При проведении вычислительного эксперимента для построения графиков ис-
пользовалась система Geogebra. Охарактеризуем кратко содержание работы
в целом.

Первая глава работы носит подготовительный характер. В параграфе 1.1
рассматривается физическая модель для уравнения Хеле-Шоу и определя-
ются соответствующие формулировки задач (А) и (В). Данные задачи явля-
ются по существу эквивалентными .В параграфе 1.2 вводится определение ∗-
оператора (соответствующее логарифмической производной), которое играет
ключевую роль во многих априорных оценках решений уравнения Хеле-Шоу,
а также доказываются некоторые его вспомогательные свойства. Параграф
1.3 посвящен свойствам оператора Шварца, восстанавливающего голоморф-
ную функцию в единичном круге по значениям ее действительной части на
единичной окружности. В параграфе 1.4 напоминается определение функ-
ции Шварца данной жордановой дуги и описывается его связь с уравнением
Хеле-Шоу и комплексными моментами эволюционного семейства. Здесь же
доказывается предложение 1.4 о свойстве ∗-оператора функции Шварца.

Ключевыми для получения многих априорных оценок, установленных в
работе, являются результаты параграфа 1.5. Используя принцип максимума
для субгармонических функций и специальные свойства оператора Шварца,
доказанные в предыдущих параграфах, получается оценка на мнимую часть
оператора Шварца (оператор сопряжения) в случае, когда его аргументом
является след на единичной окружности модуля некоторой голоморфной в
единичном круге функции.
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Основное исследование изложим во второй главе данной работы - изучим
конкретные аспекты уравнения Полубариновой-Галина, которые описывают
эволюции простой связной вязкой капли Хеле-Шоу в комплексной плоскости,
управляемой источником или стоком в конечной точке, близкой к z = 0.
Построение второй части работы следующее: в пункте 2.1 содержится все
необходимые факты и обозначения. В пункте 2.2 получены динамические
уравнения для нулей и полюсов g(ζ, t).
Основное содержание работы. Поток Хеле-Шоу возникает, когда несжи-
маемая вязкая жидкость движется достаточно медленно, будучи зажатой
между двумя параллельными горизонтальными плоскостями, расположен-
ными на расстоянии, пренебрежимо малом, по сравнению с размерами на-
чальной конфигурации жидкости.

Классическим решением задачи Хеле-Шоу с конечным числом источников
и стоков {z1, ..., zn} ≡ Π с предписанными мощностями будем считать семей-
ство областей Ω(t), t ∈ [0, b) ⊂ R1, для которых найдется дважды непрерывно
дифферецируемая всюду в (Ω(t)\Π) × [0; b) функция Φ(z, t), удовлетворяю-
щая эволюционным уравнениям

(1)∆Φ ≡ 0, z ∈ Ω(t), t ∈ [0, b),

(2)Φ(z, t) = 0, z ∈ ∂Ω(t)t ∈ [0, b),

(3)Φ(z, t) = φ(z, t)−
n∑
j=1

qj
2π
ln|z − zj|, z ∈ Ω(t),

(4)
∂Φ

∂t
= |∇Φ(z, t)|2, z ∈ ∂Ω(t) ∈ [0, b),

для некоторой непрерывной в Ω(t) гармонической функции φ(t).
Считаем, что у нас имеется только один источник и дадим две эквива-

лентных формулировки задачи Хеле-Шоу
Задача (А). Для данного отображения w0(z) ∈ O(U) найти t > 0 и

семейство w(z; t), где w(z; t) ∈ O(U) для любого t ∈ [0; b) и w(z; 0) = w0(z)

таких„ что w(z; t) непрерывно дифференцируема по t и для всех (z; t) ∈
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∂U × [0; b) выполнено

Re

(
∂w

∂t
(z; t) · ∂w

∂z
(z; t) · z

)
= q̂, q̂2 = 1.

-Уравнение Полубариновой-Галина
Задача (В). Для данного начального отображения w0(z) ∈ O(U) семей-

ство голоморфных функций w(z; t) таких что w(z; t) непрерывно дифферен-
цируема по t, t ∈ [0; b), называется классическим решением задачи Хеле-Шоу
с начальной областью Ω0 ≡ w(U ; 0) = w0(U), если

(a) w(z; t) ∈ O(U) для любого t ∈ [0; b) и w(z; 0) = w0(z);
(b) для w(z; t) выполнено

w(0) = 0;w′(0) > 0.

(c) имеет место интегро-дифференциальное соотношение

w′t(z; t) = zw′z(z; t)
1

2π

2π∫
0

1

|w′z(eiθ; t)|
2 ·

eiθ + z

eiθ − z
dθ.

для любого z ∈ U и t ∈ [0; b). -Уравнение Куфарева-Виноградова

w∗(z) ≡ zw′z(z)

w(z)
.

Отметим следующие простые свойства w∗(z).
Предложение 1.2.1. Пусть w(z) и u(z) — голоморфные функции в еди-

ничном круге, не принимающие нулевых значений. Тогда
1. (w(z)u(z))∗ = w∗(z) + u∗(z);

2.
(
w(z)
u(z)

)∗
= w∗(z)− u∗(z);

3. для любого α ∈ R(wα(z))∗ = αw∗(z);
4. (az)∗ = 1 для любого a ∈ C;
5. если определена композиция w(u(z)), то (w(u(z)))∗ = w∗(u(z)) · u∗(z);
6. w′∗(z) = w∗∗ + w∗(z)− 1.
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Пусть u = u(eiθ) — некоторая дифференцируемая функция, заданная на
единичной окружности ∂U . Через

Su(z) =
1

2π

2π∫
0

u(θ; t) · e
iθ + z

eiθ − z
dθ (1)

будем обозначать оператор Шварца.
Следующий результат является обобщением известной теоремы Ричард-

сона о линейности по времени нулевого момента (так называемой "теоремы
о площади").

Теорема 1. Площадь сектора Ωt(ζ1, ζ2) растет линейно no t:

|Ωt(ζ1, ζ2)| = (θ2 − θ1) · t.

Определение 1.4.1. Пусть γ — простая (возможно замкнутая) ана-
литическая дуга Жордана на комплексной плоскости. Говорят, что некото-
рая функция g(z), голоморфная в трубчатой окрестности дуги γ, является
ее функцией Шварца, если для ∀z ∈ γ выполнено g(z) = z. Будем также
предполагать, что функция Шварца рассматривается как свое максимальное
аналитическое продолжение на комплексную плоскость.

Лемма 1.5.1. Пусть u(z) — гармоническая в круге U функция и φ(z) —
некоторая аналитическая в U функция. Предположим, что выполнено равен-
ство

u(eiθ) = |φ(eiθ)| (2)

для всех θ ∈ [0; 2π]. Тогда имеет место

∂u

∂r
(reiθ)


r=1

≤ ∂

∂r
|φ(reiθ)|


r=1

. (3)

Обазначим g(ζ, t) = f ′(ζ, t) и введём функцию "делителя"
("дивизора") g(ζ, t) следующим образом:

(g) =
m∑
k=1

1 · (ωk)−
n∑
j=1

1 · (ζj)− (m− n) · (∞).
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Если g(ζ, t) рациональная

g(ζ, t) = b(t)

∏m
k=1(ζ − ωk(t))∏n
j=1(ζ − ζj(t))

= b(t)

∏m
i=1(ζ − ωi(t))∏l
j=1 (ζ − ζj(t))nj

то f(ζ, t)представимо в виде

f(ζ, t) =
l∑

j=1

ejlog(ζ − ζj(t)) +
l∑

j=1

nj−1∑
k=1

cjk(t)

(ζ − ζj(t))k
+

m−n+1∑
k=0

dk(t)ζ
k.

Теорема 2.2.1 Эволюция дивизора (g) в потоке Хеле-Шоу, управляемом
уравнением Лёвнера-Куфарева ḟ(ζ, t) = ζf ′(ζ, t)P (ζ, t)(ζ ∈ U) определяется
дифференциальными уравнениями

ω̇k(t) = −Resζ=ωk

[
ζP (ζ, t)

g′(ζ, t)

g(ζ, t)

]

ζ̇j(t) = Resζ=ζj

[
ζP (ζ, t)

g′(ζ, t)

g(ζ, t)

]
для случая, когда ωk(ζj) является простым нулем (полюсом) соответствен-

но g(ζ, t).
Если ωk кратный нуль, пусть ωl = ωk для l из множества индексов K ⊂

{1, 2, ...,m} (содержащие k), то ω̇k(t) может не существовать, но вместо этого

d

dt

∑
l∈K

ωl(t) = −Resζ=ωk

[
ζP (ζ, t)

g′(ζ, t)

g(ζ, t)

]

Для кратных полюсов ζ̇j(t) действительно существует и

ηj ζ̇j(t) = Resζ=ζj

[
ζP (ζ, t)

g′(ζ, t)

g(ζ, t)

]
для 1 ≤ j ≤ l

Теорема 2.2.2
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В случае простых нулей мы имеем следующую рациональную динамику

− d
dt
logωk = A0 +

2Ak

ωk
+

m∑
j=1,j 6=k

2(Ak + Aj)

ωk − ωj
−

n∑
j=1

2Ak

ωk − ζj
,

− d
dt
logζj = A0 +

m∑
k=1

2Ak

ζj − ωk
,

−dlogb
dt

= (m− n+ 1)A0,

где Aj удовлетворяет

lim
ζ→∞

q(t)

g(ζ, t)g∗(ζ, t)
= A∞ =


q
∏n

j=1 ζj

|b|2
∏m

j=1 ωj
= q

ba1
if m=n,

0 if m > n

Ak =
q(t)

g′(ωk, t)g∗(ωk, T )
=

q

|b|2
·
∏

j(ωk − ζj)
∏

j (ω∗k − ζj)∏
j 6=k(ωk − ωj)

∏
j (ω∗k − ωj)

A0 = A∞ +
m∑
j=1

Aj

ωj
.

Теорема 2.2.3
В случае простых нулей

d

dt
logωk = P ∗(ωk, t)−

2Ak

ωk

(
1 +

m∑
j=1

1

1− ωjωk
−

n∑
j=1

1

1− ζjωk

)

d

dt
logζj = P ∗(ζj, t)

Заключение. В результате работы над предложенной темой были рассмот-
рены следующие задачи:

а) исследованы методами комплексного анализа эволюционные семейства
нестационарных однофазных задач математической физики со свобод-
ными границами, описывающими динамику ячейки вязкой жидкости
ХелеШоу;
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б) рассмотрена физическая модель для уравнения Хеле-Шоу и определе-
ны соответствующие формулировки задач;

в) получена оценка на мнимую часть оператора Шварца (оператор сопря-
жения) в случае, когда его аргументом является след на единичной
окружности модуля некоторой голоморфной в единичном круге функ-
ции;

г) изучены конкретные аспекты уравнения Полубариновой-Галина, кото-
рые описывают эволюции простой связной вязкой капли Хеле-Шоу в
комплексной плоскости, управляемой источником или стоком в конеч-
ной точке, близкой к z = 0;

д) получены более точные оценки скорости и местоположения полюсов
уравнения Полубариновой-Галина.
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