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ВВЕДЕНИЕ

В результате проведения всякого конечного, дискретного эксперимента
возникает набор: воздействия на физическую систему, реакция физической
системы на соответствующие воздействия. Более того, разумно считать спра-
ведливым закон причинности: отклик системы на воздействие (акт измере-
ния) в текущий момент времени не зависит от будущих воздействий, а зависит
только от текущего и от воздействий на систему в прошлые моменты времени.
На основании этих данных можно построить график, который будет являться
графическим отображением функции, то есть того или иного закона. Данную
систему, как и ряд многих других процессов реального мира, можно предста-
вить в виде конечного детерминированного автомата [2,16,19–34]. Примером
такой системы может служить сверхрешетка. Сверхрешетки в хаотическом
состоянии могут быть использованы в качестве ключевой составляющей гене-
ратора истинной случайной последовательности. Хаотические характеристи-
ки сигнала, генерируемого в сверхрешетке, в основном зависят от параметров
сверхрешетки и приложенного к ней напряжения [7].

Если абстрагироваться от внутренних процессов, происходящих в сверх-
решетке и наблюдать за ее поведением со стороны, то становится еще более
очевидным уместность автоматного представления, ведь с позиции наблюда-
теля мы имеем в эксперементе множество входных сигналов, множество вы-
ходных сигналов, "черный ящик"— сверхрешетка, от внутренних процессов
которой мы абстрагируемся, множество состояний черного ящика и функция
перехода, заложенная в "черный ящик".

Имея дело с физическими системами, стоит отметить, что физический
закон с точки зрения математического формализма есть аппроксимация ко-
нечного числа измерений. Естественным требованием к математическому опи-
санию поведения физической системы является гладкость аппроксимирую-
щей функции.

Целью данной работы является изучение поведения квантовых систем
на основе сверхрешеток методами неархимедовой теории автоматов, разра-
ботка компьютерной программы для построения автоматных отображений в
евклидовом пространстве и проведение эксперимента с использованием раз-
работанного инструментария.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Первый раздел «Литературный обзор» посвящен обзору актуаль-
ной литературы, включающий в себя следующие подразделы рассмотренные
ниже.

В подразделе «Автоматное отображение» описывается то, что изучение
поведения автоматов и автоматных функций в рамках задач криптографии, с
помощью полученной экспериментально пар входных и выходных последова-
тельностей, каждая из которых может быть ассоциированна с точкой огра-
ниченной области евклидовой плоскости привело к выводу о том, что для
автоматов с конечным числом состояний точки графика могут образовывать
линейные структуры, некоторые из которых можно проинтерпретировать,
как интерференционные картины [4,5].

Формально, (синхронный) автомат представляет из себя кортеж A =<

I,O,S, τ, θ, s0 >, где I – (конечный) алфавит входных символов; O – (ко-
нечный) алфавит выходных символов; S – множество внутренних состояний;
τ : I × S → S – функция перехода: в зависимости от текущей (в дискретный
момент времени t ∈ {0, 1, 2, . . .}) входной буквы x ∈ I и текущего состояния
s ∈ S функция τ определяет переход в новое состояние s′ ∈ S, т.е. s′ = τ(x, s);
θ : I×S→ O – функция выхода: в текущий момент времени t функция θ ста-
вит в соответствие входной букве x (в зависимости от текущего состояния s)
выходную букву: y = θ(x, s); s0 – начальное состояние автомата (состояние
в момент времени t = 0). Входное слово – это конечная последовательность
букв, которые могут мыслиться как «причины», в то время как буквы со-
ответствующего выходного слова могут рассматриваться как «следствия».
«Причинность» означает, что последствия зависят только от причин, кото-
рые имеют место быть в прошлом. Следовательно автомат является адекват-
ным математическим формализмом для конкретного проявления принципа
причинности, в случае, если полагать, что существует только конечное число
причин и следствий, согласно [5, 15].

Такой синхронный автомат A на словах длины k осуществляет преобра-
зование кольца вычетов по модулю pk. И согласно работе [5] подобный авто-
мат реализует 1-Липшицево отображение fA из пространства Zp р-адических
целых чисел в Zp. То есть автоматное отображение есть суть преобразование
кольца целых p-адических чисел, которое удовлетворяет условию Липщица с
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константой равной 1.(и наоборот, всякое 1-Липшицево преобразование коль-
ца целых p-адических чисел реализуется автоматом, причем, необязательно
с конечным числом состояний) [3, 18]).

|f(a)− f(b)|p ≤ |a− b|p, где a, b ∈ Zp

Подраздел «Способ работы с элементами p-адического анализа» вклю-
чает в себя информацию, основанную на материале, изложенном в работе [4],
где рассматриваются односторонние бесконечные последовательности, кото-
рые записываются в системе счисления по основанию p. Возникает бесконеч-
ная строчка типа:

x0x1x2x3...xk−1xkxk+1...

Подобная цепь является целым p-адическим числом. Но если отбросить все,
кроме префикса длиной k — получаем натуральное число.

Пространство слов конечной длины – множество целых, неотрицатель-
ных чисел. В нашем случае минимальное целое неотрицательное число:000000000...,
а максимальное: (p− 1)(p− 1)(p− 1)(p− 1)(p− 1)..., что является pk-1.

Имея строчку из k символов можно взаимооднозначным образом каж-
дой такой цепочке сопоставить элемент из множества от 0 до pk-1. В резуль-
тате чего получаем кольцо вычетов по модулю pk.

Стоит отметить, что выбор множества {0, 1, . . . , p− 1} не является ис-
кусственным, поскольку наблюдаемые данные (в эксперименте) всегда мож-
но нормировать, и считать в дальнейшем, что наблюдаемые данные в этом
случаем будут представлены как числа, записанные в системе счисления с
основанием p.

Подраздел «Функции класса C2» посвящен рассуждению о том, что в
результате эксперимента, экспериментатором будет получен набор пар (вход-
ное значение, выходное значения). Имея конечное число измерений возника-
ет естественная необходимость создать аппроксимацию полученного отобра-
жения, для того, чтобы описать график единой функцией, вывести единый
закон, который распространялся бы на всю исследуемую систему в рамках
поставленного эксперимента. Очевидно, для того чтобы описать отображение
одной функцией, соответствующая функция должна быть гладкой. Именно
поэтому в работе [5] используются гладкие функции (C2), которые могут
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быть вычислены при помощи конечных автоматов, а так же доказано, что
гладкими кривыми (то есть класса C2), вычислимыми конечными детерми-
нированными автоматами могут быть лишь прямые на единичном квадра-
те евклидовой плоскости, которые в трехмерном пространстве представляют
собой обмотку единичного тора. Эти обмотки, в свою очередь, могут быть
заданы семейством комплексно-значных экспоненциальных функций вида
ei(Ax−2πpkB) при k = 0, 1, 2, . . ., где i — мнимая единица, A и B — рациональ-
ные целые p-адические числа [5]. Данные функции являются уравнениями
волн де Бройля Ψ = ei(ax−ωt), при условии, для автомата величина pk будет
проинтерпретированна как время t.

Подраздел «Обмотки тора» содержит в себе информацию об автомат-
ном отображении на поверхности тора, а именно: пусть в пространстве R3 за-
дана декартова система координат, оси которой обозначены символамиX, Y, Z,
а в плоскости XZ (y = 0) дана окружность радиуса r, центр которой распо-
ложен на оси X и находится на расстоянии R от начала координат. Вращение
этой окружности вокруг оси Z образует поверхность тора.

Поверхность тора T2 = S1 × S1 ⊂ R3 (здесь S1 – одномерная сфера)
допускает следующее представление. Пусть G = Z× Z – абелева группа, об-
разующие которой a и b представлены сдвигами на R2: a : (x, y) 7→ (x+ 1, y);
b : (x, y) 7→ (x, y + 1). Единичный квадрат плоскости I2 = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤
x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} определяет, так называемую фундаментальную область,
которая показана на рисунке 2 (cтрелками показаны отождествления сто-
рон в соотвествии с действием группы G). Поверхность, возникающая после
факторизации R2/Z × Z показана на рисунке 1 и будет определять гладкое
ориентируемое многообразие — тор T2 = R2/Z× Z = S1 × S1.

Графиком автоматного отображения f : Zp → Zp вида f(z) = az + b,
где a и b — рациональные целые p-адичесикие числа, будет множество

{(x mod 1, (ax+ b) mod 1) ∈ T2 : x ∈ R2},

которое состоит из обмоток единичного тора T2, причем каждая обмотка име-
ет угловой коэффициент a. Если a = c

d , b = k
m несократимые дроби, то число

обмоток N есть мультипликативный порядок p по модулю m/e, где e есть
наибольший общий делитель пары d и m. Обмотка тора есть геодезическая
на торе. Геодезическая есть образ прямой линии на T2 = R2/Z×Z = S1×S1,
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полученный с помощью отображения H : R2 → T2 вида

H : (x, y) 7→ (x mod 1, y mod 1).

В подразделе «β-представление» описывается соответствующее поня-
тие. Если предположить, что основание системы счисления p есть число 1+T ,
где T достаточно малая величина, например, T есть планковская величи-
на (другими словами, величина p = β, где β действительное положитель-
ное число, которое стремится к 1), то величина pk будет мало отличима от
1 + kT . Тогда, разумно предположить, что kT есть достаточно малый ин-
тервал времени (квант времени), например, планковский интервал времени
(величина порядка 10−44 секунды). Математическим описанием столь малых
физических величин может служить β-предствление числа при подходящем
выборе бета. Согласно литературным данным β-расширение является обоб-
щением понятия расширения по основанию p [11]. Очевидно, что для β = p

β-представлением по x является просто расширением по основанию p из x,
поэтому и β−представление, и расширение по основанию p имеют некото-
рые общие свойства. Например если β = n

√
2, тогда арифметичские операции

с числами, представленные β-представлением ...α2α1α0 и ...γ2γ1γ0 (которые
являются словами над алфавитом {0, 1}, так как b n

√
2c = 1, а входным алфа-

витом может быть лишь множество {0, 1, . . . , bβc}) могут быть выполненны
по аналогии с алгоритмом для расширения по основанию p, с той лишь раз-
ницей, что «перенос» из i-ой позиции должен быть добавлен в (n+ i+ 1)-ую
позицию; например, для β =

√
2 мы имеем 11 + 01 = 110, а в случае, если

β = 2 получаем 11 + 01 = 100. Следует обратить внимание, что 01 = 1,

11 =
√

2 + 1 (и так далее: (
√

2)2 + (
√

2)1 + 0 = 2 +
√

2) при β =
√

2 и 01 = 1,

11 = 3 при β = 2.
Проекции (синхронно) автоматных отображений при β = p подчиня-

ются закону «0 и 1» – мера Лебега проекции равна либо 0 (точки проекции
(«графика» отображения) образуют нигде не плотное подмножество единич-
ного квадрата [0, 1] × [0, 1] евклидовой плоскости R2), либо 1 («график» со-
держит все точки квадрата [0, 1]× [0, 1]) [4].

Подраздел «Тунельный эффект, квантовые ямы» включает в себя неко-
торые определения из квантовой механики, знания, которых могут понадо-
биться в исследованиях. Ведь существует суждение о том, что β-расширение
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в контексте конечных детерминированных автоматов при определенных усло-
виях является приближение функции волны де Бройля [5]. Из чего логично
следует мысль о том, что квантовые системы могут являться источником
хаоса. Говоря о квантовых системах, стоит вкратце обратить внимание на
основные понятия.
Тунельный эффект - это квантово-механическое явление, не имеющее анало-
га в классической механике. Речь идет о возможности элементарной частицы
(электрон, фотон и пр.) пройти через потенциальный барьер, в то время как
барьер выше полной энергии частицы. Наряду с туннельным эффектом, в
рамках дальнейших иследований важно такое понятие, как квантовая яма —
это потенциальная яма, ограничивающая подвижность частиц до двух изме-
рений, заставляя двигаться частицу в плоском слое [17].

В подразделе «Физически неклонируемые функции на базе сверхреше-
ток» содержится обзор литературных данных о материальной составляющей
сверхрешетки и о том, как она может быть связана с SL-PUF.

При комнатной температуре в сверхрешетке можно наблюдать спон-
танные хаотические колебания. На основании этого свойства сверхрешетка
может рассматриваться в эксперименте для построения физически неклони-
руемой функиции — это функция, которая воплощёна в физической струк-
туре, фунцкию просто оценить, но трудно охарактеризовать, смоделировать
или воспроизвести [6]. Исследователи предполагают, что такого рода систе-
ма с использованием сверхрешетки (далле SL-PUF — с англ. super latties -
physically unclonable function) ведет себя как случайный преобразователь n-
битных слов в n-битные слова (фактически, n = 8), поскольку она успешно
проходит статистические тесты на случайность NIST.

Так же SL-PUF рассматривается, как «черный ящик» который прини-
мает битовую строку в качестве входных данных и дает битовую строку в
качестве выхода. Модель черного ящика предполагает, что SL-PUF является
причинно-дискретной системой, которая:

1. в каждый момент t = 0, 1, 2... находится в одном из всех возможных
состояний S = {s0, s1, s2, ...};

2. меняет свое текущее состояние на новое под воздействием причины из
множества всех причин C = {c0, c1, c2, ...};

3. производит эффект из набора всех возможных эффектов E = {e0, e1, e2...}
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так, что
— при появлении причины c ∈ C соответствующий эффект e ∈ E

зависит только от текущего состояния s ∈ S и от причины c ∈ C;
— при этом одновременно система меняет свое состояние с текущего

на состояния s ∈ S на новое s′ ∈ S, что зависит только от текущего
состояния s и от произошедшей причины c.

Данную систему можно представить в виде конечного детерминированного
автомата.

Подраздел «Сверхрешетки, как клеточные автоматы» акцентирует вни-
мание на том, что, говоря о сверхрешетках, следует заметить, что в некоторых
исследованиях сверхрешетки используют, как модель клеточного автомата.

Исследователи продемонстрировали, что модель клеточного автомата
с использованием квантовых точек (которые в отличии от потенциальных
ям ограничены в пространстве по всем трём измерениям) может быть из-
готовлена с помощью электронного луча на материалах гетероструктуры
GaAs/AlGaAs, то есть из составной части сверхрешетки [?].

В подразделе «Генераторы случайной последовательности на основе
сверхрешеток» речь идет о том, что физические системы, проявляющие быст-
рые спонтанные хаотические колебания, используются для генерации высоко-
качественных истинных случайных последовательностей в генераторах слу-
чайных чисел [10,13].

Полупроводниковые сверхрешетки характеризуются как одномерная нели-
нейная система, проявляющая образование доменов электрического поля.
Нелинейность возникает из-за отрицательной дифференциальной проводи-
мости, индуцированной последовательным резонансным туннелированием от
ямы к яме.

Подраздел «Модель сверхрешетки» содержит информацию, о том, что в
слабосвязанных сверхрешетках, в которых основным транспортным механиз-
мом является последовательное резонансное туннелирование, может возник-
нуть хаос, который было предложено потенциально использовать в качестве
генератора случайных чисел.

Используя уравнение баланса сил для n-легированной полупроводнико-
вой квантово-точечной сверхрешетки, запишем динамическое уравнение для
скорости центра масс электрона Vc (t) в виде
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V c(t)

dt
= −[γ1 + Γcsin(Ωct)]V c(t) +

e

M(ξe)
× [E0 + Esc(t)], (1)

где γ1-постоянная скорости импульса-релаксации, Γc - модуляция проводи-
мости канала, c - частота модуляции, M(ξe - зависящая от энергии усреднен-
ная эффективная масса электрона в сверхрешетке, ξe(t) - средняя энергия
на электрон, E0-приложенное электрическое поле постоянного тока, напря-
женность электрического поля, вызванная приложенным напряжением [1].
Связь между E0 и приложенным напряжением определяется параметрами
структуры сверхрешетки, которые являются нелинейными переменными и
весьма различны для разных сверхрешеток; а Esc(t) -индуцированное поле
пространственного заряда, обусловленное возбуждением плазменных колеба-
ний. Здесь статистическая сила сопротивления аппроксимируется скоростью
релаксации импульса. Согласно уравнению энергетического баланса можно
показать, что ξe(t) удовлетворяет следующему динамическому уравнению:

dξe(t)

dt
= −γ2[ξe(t)− ξ0] + eV c(t)[E0 + Esc(t)], (2)

где γ2 - константа скорости релаксации энергии, ξ0 - средняя энергия элек-
тронов в тепловом равновесии, а теплообмен электронов с кристаллической
решеткой приближенно описывается γ2. Применяя теорему Кирхгофа к рези-
стивно шунтированной квантовой точечной сверхрешетке, мы получаем ди-
намическое уравнение для индуцированного поля пространственного заряда
Esc(t) в виде

dEsc(t)

dt
= −γ3Esc(t)− (

en0

σ0σb
)V c(t), (3)

где γ3 - обратно пропорциональное произведению сопротивления системы и
квантовой емкости - постоянная скорости релаксации диэлектрика, n0 - кон-
центрация электронов в тепловом равновесии, а σb - относительная диэлек-
трическая постоянная основного полупроводникового материала.

В рамках модели плотной связи одноэлектронная кинетическая энергия
εk в полупроводниковой квантово-точечной сверхрешетке может быть запи-
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сана в виде

εk =
∆

2
[1− cos(kd)], (4)

где k(|k| ≤ π/d) - волновое число электрона вдоль направления роста сверх-
решетки, ∆ - ширина мини-полосы, d - пространственный период сверхре-
шетки. Это соотношение дисперсии энергии дает

1

M(ξ)e
= 〈 1

~2

d2ξk
dk2
〉 =

1

m∗[1− ( 2
∆)ξe(t)]

, (5)

где m∗ = 2~2/∆d2 и |1/M(ξe)| ≤ 1/m∗ Для численных расчетов удобно ис-
пользовать безразмерные величины. В частности, вводятся:

v(τ) = (m∗d/~)Vc,

ω(τ) = [(2/∆)ξe − 1],

f(τ) = (ed/~ω0)Esc,

где τ = ω0t (у ω0 ТГЦ - частотная шкала) [7].
В подразделе «Анализ данных о физической модели сверхрешетки» бы-

ли проанализированы данные о физической модели сверхрешетки. Соглас-
но [7] в безразмерных величинах динамические уравнения резонансно тунне-
лирующих электронов в сверхрешетке становятся:

dv(τ)

dτ
= −b1v(τ)[1 + a2sinΩτ ]− [a1 + f(τ)]ω(τ),

dω(τ)

dτ
= −b2[ω(τ)− ω0] + [a1 + f(τ)]v(τ)

df(τ

dτ
= −b3f(τ)− a3v(τ),

где ω0 = [(2/δ)ξ0−1] = −1, b1 = γ1/ω0, b2 = γ2/ω0, b3 = γ3/ω0, a1 = ωb/ω0, a2 =

Γc/γ1 и a3 = (Ωc/ω0)
2 являются положительными вещественными константа-

ми. Параметры, связанные с полем:
ωB = eE0d/~, ωs = eE1d/~, ω′s = eE ′1d/~, Ω = Ωc/ω0, Ωc =

√
e2n0/m∗σ0σb

Начальные условия для системы уравнений v(0) = v0, f(0) = f0, ω(0) = ω0

Когда приложенное напряжение постоянного тока равно 2,5 В, измеряется
выходной хаотический сигнал. Траектории двух близких начальных усло-
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вий будут разделяться (или сближаться) экспоненциально. Показатель Ля-
пунова - это количественное описание явления. Пока наибольший показа-
тель Ляпунова больше нуля, наличие хаоса может быть определено. В ана-
лизируемой работе наибольший показателя Ляпунова сверхрешетки является
LEmax = 3, 256, что показывает, что хаотическое состояние определенно су-
ществует [14].

Второй раздел «Разработка программы и проведение экспери-
мента» включает в себя информацию о разработке программы, проведении
эксперимента и результатах эксперимента, которые распределены по следу-
ющим подразделам: «Обзор используемых инструментов», «Краткий обзор
программы», «Результаты эксперимента».

В подразделе «Обзор используемых инструментов» говорится о том,
что программа разрабатывалась на языке программирования Python, в инте-
грированной среде разработки Spyder, с использованием библиотекиmatplotlib.
Python — это интерпретируемый язык программирования, с выразительным
синтаксисом, которые зачастую сравнивают с псевдокодом [8].
Согласно [9] Spyder — среда разработки Python с различными особенностями
(содержит прямые ссылки на документацию встроенных библиотек, синтак-
сическая подсветка, журнал истории и т. д)
Matplotlib — это пакет Python для построения 2D и 3D графиков [12].

Подраздел «Краткий обзор программы» содержит обзор разработанной
компьютерной программы. В разработанной программе используется тексто-
вый интерфейс пользователя. Программа функционирует в диалоговом ре-
жиме. Программа запрашивает длину префикса, префикс вводится с клавиа-
туры. Далее программа предлагает выбрать значение beta. В случае β = 21/n

запрашивается ввод величины n, после чего запрашивается формат отобра-
жения. Далее программа проводит подсчет координат точек, необходимых
для построения графика заложенной в программу. После чего программа вы-
водит рассчитанное отображение в виде 2D графика на единичном квадрате
евклидовой плоскости или в трехмерном пространстве, где помимо квадрата
евклидовой плоскости добавляется ось с отсчетом моментов времени t, при
том, что в каждый момент времени было отображено лишь одно значение.

В подразделе «Результаты эксперимента» содержится информация и
выводы по результатам эксперимента. Были построены автоматные отобра-
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жения в β-представлении (при β = 1;
√

2), при различной длине префикса,
следующих функций: f(x) = x+ 1, f(x) = 2x, f(x) = 3x+ 1, f(x) = x2,

f(x) = x3

В результате становится видно, что при изменении значения β с 2 на√
2 появлялись изменения в построенных структурах. Изменения были как

в рамках квадрата евклидовой плоскости, так и во времени. В некоторых
случаях формировалась картинка похожая на волновую интерференцию.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В магистерской работе был проведен обзор тематической литературы, за-
трагивающий разные аспекты теоретико-практического изучения квантовых
систем в автоматном представлении. Были изучены элементы неархимедовой
(p-адической) теории автоматов и теории построения псевдослучайных гене-
раторов, элементы теории неархимедовых динамических систем и p-адического
анализа, представление чисел в системах счисления с нецелым основанием
β, необходимый математический формализм поведения сверхрешеток с ис-
пользованием автоматных отображений и возможность синтеза физических
генераторов на основе сверхрешеток

Была разработана и успешно протестированна компьютерная програм-
ма, предназначенная для построения проекций автоматных отображений в
β-представлении в евклидовом пространстве.

Так же был проведен эксперимент, по построению и сравнению проек-
ций автоматных отображение в β-представлении при различных β. При ис-
пользовании β-расширения наблюдалось изменение структуры отображения,
как в рамках квадрата евклидовой плоскости, так и во времени, в некоторых
случаях формировалась картинка похожая на волновую интерференцию. Ре-
зультаты наблюдений вкладываются в суждение о том, что β-расширение
(при β близкой к 1) в контексте конечных детерминированных автоматов,
осуществляющих преобразование над кольцом целых 2-адических чисел яв-
ляется приближением функции волны де Бройля.
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