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ВВЕДЕНИЕ

Построение математических моделей является эффективным методом
изучения различных явлений природы. Достаточно чато зависимость между
различными характеристиками рассматриваемого физического, биологиче-
ского или какого-нибудь другого динамического процесса не имеет прямого
аналитического выражения, а определяется только в форме, например, диф-
ференциальных уравнений, содержащих как текущие значения характери-
стик, так и их производных. Развитие вычислительной техники и численных
алгоритмов решения уравнений различного вида сделало процедуру исполь-
зования таких моделей достаточно обычной и успешной практикой.

Одним из приоритетных направлений современных прикладных иссле-
дований является поиск новых материалов и технологий их применения для
достижения более высоких параметров электронных компонентов и устройств.
Определенные надежды в этой связи возлагаются на псевдо двумерные струк-
туры, в качестве наиболее известного представителя которых можно отме-
тить графен (монослой углерода).

Основной целью выпускной квалификационной работы является разви-
тие системы моделирования поведения графена во внешних электрических
полях. Этот материал является квантовой системой и используемая матема-
тическая модель представляет собой версию квантового кинетического урав-
нения.

Выпускная квалификационная работа состоит из введения, трех глав,
заключения и списка использованных источников.

Главы ВКР:
— Формулировка задачи.
— Инструменты для программной реализации.
— Реализация элементов системы моделирования.

Общий объем работы – 50 страниц, из них 34 страницы – основное со-
держание, включая 22 рисунка, список использованных источников содержит
30 наименований.

2



1 Основное содержание работы

Основной задачей стало совершенствование и развитие программно-
го комплекса для моделирования процессов в графене в условиях действия
внешнего электрического поля. Графен – одна из форм существования обыч-
ного углерода [1]. Фактически это гигантская поли-молекула, которая образу-
ется атомами только одного элемента. Они образуют периодическую решетку
с правильными шестигранными ячейками. Имея толщину всего в один слой
атомов, эта решетка может иметь неограниченные размеры в двух других
измерениях. Хотя в используемой для описания этого материала модели и
фигурируют электроны, эти электроны очень непохожи на обычные элек-
троны, известные физикам еще с конца девятнадцатого века. В этом матери-
але свободные электроны, способные перемещаться под действием внешнего
электрического поля, ведут себя как безмассовые частицы. В этом смысле
они являются квазичастицами, т.е. не настоящими электронами, а резуль-
татом сложного квантовомеханического взаимодействия с окружающими их
атомами углерода. Впервые эти свойства для графена были предсказаны в
работе [2].

Для построения модели процессов, происходящих в графене под дей-
ствием внешнего электрического поля, используется квантовая кинетическая
теория [3]. Такой подход обеспечивает получение уравнения, описывающего
процесс возникновения свободных носителей заряда и их эволюции, перехода
множества частиц из одного состояния в другое. КУ представимо в форме
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) (1).

ḟ(~p, t) =
1

2
λ(~p, t)u(~p, t),

u̇(~p, t) = λ(~p, t)
(
1− 2f(~p, t)

)
− 2ε(~p, t)v(~p, t),

v̇(~p, t) = 2ε(~p, t)u(~p, t).

(1)

Функция f(~p, t) является функцией распределения и определяет засе-
ленность состояний в импульсном пространстве. Через неё определяется про-
странственная плотность частиц и плотность тока проводимости:
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n(t) = 4

∫
d2p

(2π)2
f(p1, p2, t),

j1(t) = 8e

∫
d2p

(2π)2
p1 − e

cA1(t)

ε(p1, p2, t)
f(p1, p2, t),

j2(t) = 8e

∫
d2p

(2π)2
p2 − e

cA2(t)

ε(p1, p2, t)
f(p1, p2, t).

(2)

Функции u(~p, t), v(~p, t) носят вспомогательный характер и необходимы
для вычисления поляризационных эффектов.

Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений вида
(1) – вычислительно сложная задача, и процесс получения множества то-
чек, описывающих поведение функции распределения в некотором объёме
импульсного пространства, требует больших вычислительных ресурсов. При
этом необходимо обеспечить достаточно полное покрытие области импульс-
ного пространства (p1, p2).

Такое покрытие осуществляется с помощью выбора двумерной сетки.
Сетка может быть равномерной, но такой выбор не оптимален. Программ-
ный комплекс, с которым велась работа, реализует многоэтапную процедуру
построения адаптивной сетки, которая минимизирует количество необходи-
мых узлов и, соответственно, требования к вычислительным ресурсам для
решения задачи.

При решении задач оптимизации процедуры численного интегрирова-
ния часто применяется бисекция шага. Например, при использовании пра-
вила Рунге для оценки погрешности квадратурных формул и в адаптивных
алгоритмах. Эта процедура обобщаема на двумерный и трехмерный случаи
путем использования квадро- и окто- деревьев. Для рассматриваемого дву-
мерного пространства (p1, p2) квадродерево позволяет определить его полное
покрытие квадратами, отношение сторон которых принадлежит ряду зна-
чений 2N , где N = 1, 2, 3... ряд натуральных чисел. Значение функции в
пределах каждого такого квадрата принимается равным её значению в цен-
тральной точке.

Построение адаптивной сетки выполняется путем поэтапного разбие-
ния (квадрирования) выбранных её элементов. Элементы, не подвергавши-
еся разбиению, являются листьями квадродерева. Элементы, над которыми
процедура разбиения была выполнена, представляют из себя промежуточные
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узлы. Критерии выбора элементов, подлежащих дальнейшему разбиению, бу-
дут играть ключевую роль для успешной работы алгоритма. Каждый шаг
алгоритма будет переводить часть листьев последнего поколения в статус
промежуточных узлов, надстраивая над ними листья нового поколения и за-
вершаться вычислением значений функции распределения в новых листьях.

Для работы с квадродеревом был разработан программный комплекс,
реализующий следующую последовательность этапов:

1. Шаг 1: "start_q_tree_gen.c" – стартовая генерация квадродерева. В
файле "q_tree.txt" формируется квадродерево со стартовыми (в ос-
новном нулевыми) значениями полей.

2. Шаг 2: "calc_assign_points.c" – подсчет значений функции распре-
деления в заданных узлах квадродерева. Вычисление значений функ-
ции распределения для каждой рассматриваемой точки импульсного
пространства выполняется независимо в параллельном режиме с ис-
пользованием ядер универсальных процессоров вычислительного кла-
стера или ядер ускорителей NVIDIA. Результаты счета помещаются в
файл "calc_resalt_temp.txt".
Стоит отметить, что строки подсчитанных значений в файле
"calc_resalt_temp.txt" расположены хаотично. Такое нарушение по-
рядка вывода результатов является классическим примером "гонки"
независимых процессов и обычно рассматривается как ошибка органи-
зации параллельной секции программы. В данном случае отсутствие
синхронизации вывода данных является осознанным решением, направ-
ленным на исключение дополнительных потерь времени. Упорядочение
записей выполняется отдельным программным модулем.

3. Шаг 3: "calc_points_to_q_tree."c – необходимая сортировка значе-
ний из файла "calc_resalt_temp.txt" с последующей интеграцией в
файл "q_tree.txt".

4. Шаг 4: "calc_density.c" – подсчет плотности точек квадродерева. На
этом шаге для контроля правильности получаемых результатов выпол-
няется вычисление прогнозируемого значения плотности носителей по
первой формуле формуле выражения (2).

5. Шаг 5: "add_new_points_to_q_tree.c" – Дополнение квадродерева но-
выми точками в файл "q_tree.txt".
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Это итерационная процедура, которая заключается в последовательном
дополнении квадродерева новыми точками и счетом значения функции рас-
пределения в них. Шаг 1 повторяется всего один раз, а шаги 2-5 повторяются
циклически.

При проведении вычислительных экспериментов было обнаружено, что
часто возникает ситуация, когда воспроизводимая функция распределения
локализована в очень небольшой части импульсного пространства и построе-
ние квадродерева во всей первой зоне Бриллюэна −π ≤ p1 ≤ π,−π ≤ p2 ≤ π

неэффективно. Была сформулирована гипотеза, что для локализации обла-
сти в испульсном пространстве, где необходимо точно воспроизводить пове-
дение функции распределения, необходимо учитывать всю подобласть, где
функция распределения за время действия электрического поля достигает
значений, превышающих некоторый заданный порог fmax(p1, p2, t) ≥ fthr (fthr
– заданное пороговое значение). Поэтому передо мной была поставлена зада-
ча разработать версию вычислительного модуля, который для каждой задан-
ной точки импульсного пространства вычислял и выводил бы fmax(p1, p2, t).

Во второй главе «Инструменты для программной реализации» произ-
водился обзор средств для реализации программного комплекса.

Были рассмотрены такие инструменты как:
1. Инструменты С/С++ для работы с файлами данных – необходимы для

модификации программы интеграции результатов работы вычислитель-
ного модуля в основная файл квадродерева.

2. Алгоритмы сортировок – использовались для повышения эффективно-
сти разобы модуля интеграции.

3. Библиотека GSL – необходима для численного решения системы обык-
новенных дифференциальных уравнений в вычислительном модуле.

4. Менеджер распределённых ресурсов TORQUE – необходим для запуска
программного комплекса на кластере СГУ.

5. Message Passing Interface – используется для организации параллельной
работы вычислительного модуля.

6. Инструменты визуализации – описывают средства GNU Plot, необходи-
мые для визуализации результатов.
В заключительной главе «Реализация элементов системы моделирова-

ния» описывается процесс решения практических задач.
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Первой практической задачей была реализация процедуры сортиров-
ки и записи выходных данных вычислительного модуля в основной файл
квадродерева. Целью разработки такой процедуры была замена старой вер-
сии аналогичной программы по причине ее неэффективности. Для этого на
языке С++ был написан программный модуль, который с помощью функ-
ций произвольного доступа к файлу читал файл "calc_resalt_temp.txt",
сортировал хаотично записанные в него строки с необходимыми данными и
записывал эти данные в соответствующие позиции основного файла квадро-
дерева.

Для сравнения быстродействия был проведен ряд тестов старой и новой
версии программы. Для этого были построены все доступные варианты стар-
тового квадродеревьев: от одного до семи поколений. А количество точек,
в которых вычислялись значения искомых функций варьировалось от 4 до
21844. За количество поколений и, соответственно, число точек отвечает соот-
ношение параметров "Ширина рассматриваемой области"и "Масштаб сплош-
ного покрытия области"в файле характеристик квадродерева "task_q.txt".

По результатам сравнения можно сделать вывод, что обновленная вер-
сия программы, использующая инструменты произвольного доступа к файлу
и сортировку промежуточных значений, дает выигрыш в быстродействии об-
работки 21844 точек примерно в 200 раз. Результаты запуска программ для 7
поколений квадродерева можно назвать самыми точными, потому что разра-
ботанная мной программа требует всего 15 секунд для обработки 21844 точек.
Старая версия программы обрабатывала 7 поколений квадродерева около 50
минут, что подчеркивает неэффективность используемого ранее алгоритма.

Следующим этапом была реализация пакетного запуска всего программ-
ного комплекса. Необходимость такой процедуры обусловлена удобством ра-
боты с квадродеревом. Предыдущая версия программного комплекса исполь-
зовала последовательный запуск программ построения квадродерева, вычис-
лительного модуля и модуля сортировки по отдельности. Пакетный запуск
позволяет проводить всю процедуру работы с квадродеревом за один запуск
скрипта. Для решения этой проблемы был написан bash-скрипт последова-
тельного запуска задач с использованием функционала менеджера распреде-
лённых ресурсов TORQUE. Он позволяет отслеживать завершение предыду-
щей задачи, и только тогда запускать следующую. Таким обазом, весь ком-
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плекс программ может быть запущен одной командой.
Третьим элементом системы моделирования, который был мной суще-

ственно переработан был основно вычислительный модуль, реализующий ре-
шение системы уравнений в параллельном режиме. В исходной версии модуль
обеспечивал вычиление конечных значений функции распеределения
fend(p1, p2) и вспомогательных функций uend(p1, p2) и vend(p1, p2) для задан-
ного массива точек (p1, p2). При разработке процедуры локализации области
относительно больших значений функции распределения [28] использовалась
модифицированная версия вычислительного модуля, вычислявшая зачения
искомой функии для двух моментов времени. Первый момент времени соот-
ветствовал максимальному значению напряженности внешнего поля, а вто-
рой – конечному состоянию системы. В результате анализа полученных дан-
ных было сделано предположение, что наиболее эффективный способ локали-
зации области максимальных значений конечных значений функции распре-
деления – определять ее по распределению максимальных значений функции
распределения, которые она достигает за все время действия электрического
поля. Передо мной была поставлена задача модифицировать вычислитель-
ный модуль, чтобы в ходе его работы рассматривались и анализировались
все промежуточные значения функции распределения, определялось и выво-
дилось максимальное из них. Для этого была реализована пошаговая про-
цедура вычисления промежуточных значений функции распределения для
задаваемого ряда эквидистантных точек на временной оси и их сравнения.
Это реализовано средствами управления процедурой решения задачи Коши
библиотеки SGL.

Для визуализации результатов использовались трехмерные графики и
картирование, построненные с помощью средств GNU Plot.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе работы все поставленные задачи были решены. Был проведен
обзор таких инструментов как произвольный доступ к файлам в языке С++,
алгоритмы сортировок, менеджер распределнных ресурсов TORQUE и при-
меры его запуска на кластере СГУ. Также был рассмотрен MPI как сред-
ство обмена информацией между параллельными процессами и GNU Plot
как средство визуализации полученных данных.

На практике была модифицирована программа объединения выходных
данных вычислительного модуля с основным файлом квадродерева. В осно-
ве вычилительного модуля лежит численное решение системы обыкновенных
дифференциальных уравнений средствами библиотеки GSL языка С. Эффек-
тивность новой версии программы превосходит старую в 200 раз. Кроме того,
был модифицирован сам вычислительный модуль, что позволило визуали-
зировать максимальные значения функции распределения средствами GNU
Plot. Для визуализации результатов использовались трехмерные графики и
двумерное картирование.

Кроме того, для подготовки данных к визуализации были разработаны
две вспомогательные программы, которые извлекают необходимые данные из
квадродерева и выводит их в необходимом формате для отрисовки в линейной
и логарифмической шкале.

Заключительным этапом было объединение всего программного ком-
плекса в один пакетный файл. Задача была успешно выполнена, после чего
программный комплекс стало возможным запускать одним скриптом с ис-
пользованием средств TORQUE.
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