
ÌÈÍÎÁÐÍÀÓÊÈ ÐÎÑÑÈÈ

Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
¾ÑÀÐÀÒÎÂÑÊÈÉ ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÉ

ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

ÈÌÅÍÈ Í.Ã.×ÅÐÍÛØÅÂÑÊÎÃÎ¿

Êàôåäðà òåîðèè ôóíêöèé è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà

ÌÅÒÎÄÛ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ Â ÇÀÄÀ×Å ÑÆÀÒÎÃÎ

ÈÇÌÅÐÅÍÈß

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ ÌÀÃÈÑÒÅÐÑÊÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

ñòóäåíòà 2 êóðñà 248 ãðóïïû

íàïðàâëåíèÿ 09.04.03 �Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

Æåëòîâà Åâãåíèÿ Àëåêñååâè÷à

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü

ïðîôåññîð, ä.ô.-ì. íàóê Ï.À.Òåðåõèí

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé

ä.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Ï.Ñèäîðîâ

Ñàðàòîâ 2021



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñæàòîå èçìåðåíèå ÿâëÿåòñÿ òåõíèêîé îáðàáîòêè ñèãíàëà äëÿ ýôôåê-

òèâíîãî ïîëó÷åíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïóòåì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé äëÿ

íåäîîïðåäåëåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Îíî îñíîâàíî íà ïðèíöèïå, ÷òî ïîñðåä-

ñòâîì îïòèìèçàöèè ðàçðåæåííîñòü ñèãíàëà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ

èçâëå÷åíèÿ åãî èç ãîðàçäî ìåíüøåãî ÷èñëà âûáîðîê, ÷åì òðåáóåòñÿ ñîãëàñíî

òåîðåìå îòñ÷åòîâ Íàéêâèñòà � Øåííîíà. Åñòü äâà óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîñ-

ñòàíîâëåíèå âîçìîæíî. Ïåðâîå - ýòî ðàçðåæåííîñòü, êîòîðàÿ òðåáóåò, ÷òîáû

ñèãíàë áûë ðàçðåæåííûì â íåêîòîðîé îáëàñòè. Âòîðîå - íåñâÿçàííîñòü, êîòî-

ðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ êàê èçîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî, äîñòàòî÷íîå äëÿ ðàçðåæåííûõ

ñèãíàëîâ.

Îáùåé öåëüþ èíæåíåðíîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå

ñèãíàëà èç íàáîðà âûáîðî÷íûõ èçìåðåíèé. Â îáùåì ñëó÷àå, ýòà çàäà÷à íåâîç-

ìîæíà, òàê êàê íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáà âîññòàíîâèòü ñèãíàë â òå ïðîìåæóòêè

âðåìåíè, êîãäà ñèãíàë íå èçìåðÿëñÿ.Òåì íå ìåíåå, ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè çíà-

íèÿìè èëè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ñèãíàëå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîëíîñòüþ

âîññòàíîâèòü ñèãíàë èç ñåðèé èçìåðåíèé ïîëó÷åíèå ýòîé ñåðèè èçìåðåíèé

íàçûâàåòñÿ "ñýìïëèíãîì"). Ñî âðåìåíåì èíæåíåðû ñòàëè ëó÷øå ïîíèìàòü,

êàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷íûìè è êàê èõ ìîæíî îáîáùèòü.

Ðàííèì ïðîðûâîì â îáðàáîòêå ñèãíàëîâ ñòàëà òåîðåìà Íàéêâèñòà �

Øåííîíà. Â íåé ãîâîðèòñÿ, ÷òî åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ðåàëüíîãî ñèã-

íàëà ñîñòàâëÿåò ìåíåå ïîëîâèíû ÷àñòîòû ñýìïëèíãà, òî ñèãíàë ìîæåò áûòü

ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåí ñ ïîìîùüþ "ñèíê èíòåðïîëÿöèè". Îñíîâíàÿ èäåÿ çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè çíàíèÿìè îá îãðàíè÷åíèÿõ ÷àñòîò

ñèãíàëà òðåáóåòñÿ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî âûáîðîê äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà.

Ïðèìåðíî â 2004 ãîäó Ýììàíóýëü Êýíäåñ, Äæàñòèí Ðîìáåðã, Òåðåíñ Òàî è

Äýâèä Äîíîõî äîêàçàëè, ÷òî, ó÷èòûâàÿ çíàíèå î ðàçðåæåííîñòè ñèãíàëà, ñèã-

íàë ìîæåò áûòü ðåêîíñòðóèðîâàí ñ åùå ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì âûáîðîê, ÷åì

òðåáóåò òåîðåìà âûáîðêè. Ýòà èäåÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñæàòîãî èçìåðåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ïîäðîáíî ðàçîáðàíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ñæà-

òîãî èçìåðåíèÿ è ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè äàííîãî ìåòîäà. Â êà÷åñòâå ïðè-

ìåðà ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ áóäåò ðàçîáðàíî ïðèìåíåíèÿ ñæàòîãî èç-
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ìåðåíèÿ äëÿ ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè. Òàêæå â ïðèëîæåíèè áóäåò

ïðèâåäåí êîä è ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ñ ïðèìåíåíèåì ñæàòîãî èçìåðå-

íèÿ. Ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè, ïðèìåíåíííûå ê ñæàòîìó èçìåðåíèþ, ïîçâîëÿò

óñêîðèòü ðàáîòó äàííîãî àëãîðèòìà.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî îáëàñòåé, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ

ñæàòîãî èçìåðåíèÿ.

Ôîòîãðàôèÿ

Ñæàòîå èçìåðåíèå èñïîëüçóåòñÿ â ñåíñîðàõ êàìåð ìîáèëüíûõ òåëåôî-

íîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ðàñõîä ýíåðãèè íà ïîëó÷åíèå èçîá-

ðàæåíèÿ â 15 ðàç çà ñ÷åò ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ äåêîìïðåññèè; âû÷èñëåíèå

ìîæåò ïîòðåáîâàòü ðåàëèçàöèè âíå óñòðîéñòâà.

Ñæàòîå èçìåðåíèå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ â îäíîïèêñåëüíûõ êàìåðàõ Óíè-

âåðñèòåòà Ðàéñà. Bell Labs ïðèìåíèëè ýòó òåõíèêó â îäíîïèêñåëüíîé êàìå-

ðå áåç îáúåêòèâà, êîòîðàÿ äåëàåò ñíèìêè, èñïîëüçóÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ ñíèìêè

ñëó÷àéíî âûáðàííûõ àïåðòóð èç ñåòêè.Êà÷åñòâî èçîáðàæåíèÿ óëó÷øàåòñÿ ñ

óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñíèìêîâ è, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò íåáîëüøîé äîëè

äàííûõ îáû÷íîãî èçîáðàæåíèÿ, óñòðàíÿÿ àáåððàöèè, ñâÿçàííûå ñ îáúåêòè-

âîì/ôîêóñîì.

Ãîëîãðàôèÿ

Ñæàòîå èçìåðåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óëó÷øåíèÿ âîññòà-

íîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ â ãîëîãðàôèè ïóòåì óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà âîêñåëåé,

êîòîðûå ìîæíî âûâåñòè èç îäíîé ãîëîãðàììû. Îí òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

èçâëå÷åíèÿ èçîáðàæåíèé èç èçìåðåíèé ñ ñ íåäîñòàòî÷íûì øàãîì äèñêðåòè-

çàöèè â îïòè÷åñêîé ãîëîãðàôèè è ãîëîãðàôèè ìèëëèìåòðîâûõ âîëí.

Òîìîãðàôèÿ ñåòåé

Ñæàòîå èçìåðåíèå ïîêàçàëî âûäàþùèåñÿ ðåçóëüòàòû â ïðèìåíåíèè ñå-

òåâîé òîìîãðàôèè ê óïðàâëåíèþ ñåòüþ. Îöåíêà çàäåðæêè â ñåòè è îáíàðó-

æåíèå ïåðåãðóçêè ñåòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåäîîïðåäåëåííûå ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ãäå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ìàðø-

ðóòèçàöèè ñåòè. Áîëåå òîãî, â Èíòåðíåòå ìàòðèöû ñåòåâîé ìàðøðóòèçàöèè

îáû÷íî óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ èñïîëüçîâàíèÿ ñæàòîãî èçìåðåíèÿ.
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1 Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Îñíîâíàÿ òåõíèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè, îñíîâà-

íà íà íåëèíåéíûõ ðàçðåæåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ. Ðàçðåæåííûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî ìîùíûì òåîðåòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì, íî

òàêæå îíè èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ îáðàáîòêè èçîáðàæå-

íèé/ñèãíàëîâ è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ðàçðåæåííîñòü - î÷åíü âàæíîå ïîíÿòèå

â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå.

Íà÷íåì ñ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ,

ñâÿçàííûõ ñ ðàçðåæåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Ýòà ïîñòàíîâêà ñîñòîèò èç òðåõ

êîìïîíåíòîâ, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû íèæå: ïðåäïîëîæåíèÿ î ñèãíàëå, çàäà÷è

è ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà. Áóäåò äàíî òîëüêî êðàòêîå è ñõåìàòè÷íîå

îïèñàíèå ýòîãî ïàðàìåòðà â ïîðÿäêå, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü èäåþ.

Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ñèãíàë íàëîæåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

(A1) Ñòðîãàÿ ðàçðåæåííîñòü. Îáû÷íî, ñèãíàëà (ôóíêöèè) f îçíà÷àåò,

÷òî äàíà ñèñòåìà ôóíêöèé (ñëîâàðü) D òàêàÿ, ÷òî f èìååò ïðåäñòàâëåíèå â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íå áîëåå ÷åì èç k ýëåìåíòîâ èç ñëîâàðÿ (f ÿâëÿ-

åòñÿ k-ðàçðåæåííîé ïî D):

f =
k∑
j=1

cjgj, gj ∈ D, j = 1, ..., k.

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ñëîâàðÿ, ïðåäïîëîæåíèå (A1) ýêâèâàëåíò-

íî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî σk(f,D) = 0. Áîëåå ñëàáàÿ ôîðìà ïðåäïîëîæåíèÿ

ðàçðåæåííîñòè (A1) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(A2) Ïðèáëèçèòåëüíàÿ ðàçðåæåííîñòü. Îïèñûâàåòñÿ ðàçðåæåííîñòü ñâîéñòâ

f ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíñòè {σm(f,D)}∞m=1 ñ

ëó÷øèìèm-÷ëåííûìè àïïðîêñèìàöèÿìè f ïî D. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî f ïðèíàäëåæèò ê êàêîìó-òî êëàññó àïïðîêñèìàöèè.

Çàìåíÿÿ êëàññ àïïðîêñèìàöèè êëàññîì ãëàäêîñòè, ïîëó÷àåì äðóãîé òèï

ïðåäïîëîæåíèÿ:
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(A3) Ñæèìàåìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ïðåäñòàâèìà â âèäå:

f =
∞∑
j=1

cjgj, gj ∈ D, j = 1, ...,
∞∑
j=1

|cj|β ≤ Rβ, β ∈ (0, 1] .

Îáñóäèì äâà âàðèàíòà ãëàâíîãî ïîäõîäà ê âîññòàíîâëåíèþ ñèãíàëà f .

Ïîä âîññòàíîâëåíèåì ñèíãàëà f ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå åãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ïî ñëîâàðþ D. Ñóùåñòâóåò äâà øèðîêî èñïîëüçóåìûõ òèïà âîññòàíîâëåíèÿ â
îáðàáîòêå ñèãíàëîâ:

(T1) Òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå;

(T2) Ïðèáëèæåííîå âîññòàíîâëåíèå.

Êàê ïðàâèëî, ïîäõîä (T1) ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèÿ

î ðàçðåæåííîñòè (A1). Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåòÿ (T2). Â ñëó÷àå ïðèáëè-

æåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ íåîáõîäèìî óòî÷íèòü, êàê èçìåðÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü

ïðèáëèæåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ñóùåñòâóåò äâà âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ ïî-

ãðåøíîñòè, êîòîðûå âåäóò ê ðàçíûì ïîñòàíîâêàì. Ïóñòü

f =
∞∑
j=1

cjgj, gj ∈ D, j = 1, ...,

è åå m-÷ëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èìååò âèä

Am(f) =
m∑
i=1

aiφi, φi ∈ D, i = 1, ...,m.

Â ïåðâîì ñïîñîáå èçìåðÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü ìåæäó f è Am(f) ïî íîðìå

‖·‖ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ f (ïðîñòðàíñòâî äàííûõ).
Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îøèáêà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ‖f − Am(f)‖.
Âî âòîðîì ñïîñîáå èçìåðÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü ìåæäó f è Am(f) ïî íîðìå ïðî-

ñòðàíñòâà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f (ïðîñòðàíñòâî

êîýôôèöèåíòîâ). Íàïðèìåð, åñëè φi = gj(i), i = 1, ...,m, òîãäà ïîãðåøíîñòü

ïî íîðìå `2 ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ áóäåò çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f − Am(f)‖2
`2

=
m∑
i=1

∣∣ai − cj(i)∣∣2 +
∑

j 6=j(i),i=1,...,m

c2
j .
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Çàòåì ìû âûáèðàåì ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è èçó÷àåì åãî ïðèãîäíîñòü

(ýôôåêòèâíîñòü) äëÿ òîé çàäà÷è, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ðåøåíà èñõîäÿ èç ñäå-

ëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé. Îáñóæäàþòñÿ òîëüêî òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòà-

òû, êîòîðûå èçìåðÿþò ýôôåêòèâíîñòü äàííîãî ìåòîäà â òåðìèíàõ âåëè÷èíû

ïîãðåøíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî êà÷åñòâî ìåòîäà (êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ ïî-

ãðåøíîñòè) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâëåíèÿ D.
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ, �ñæàòîå èçìåðåíèå� (Compressed Sensing èëè Compressive

Sampling) ïðèâëåêàåò âñå áîëüøåå âíèìàíèå êàê ìàòåìàòèêîâ, òàê è ñïåöèà-

ëèñòîâ ïî èíôîðìàòèêå. �Ñæàòîå èçìåðåíèå� ïîíèìàåòñÿ êàê ìåòîä ýêîíîì-

íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå

ìîùíîñòè m, ò.å. âåêòîðà u ∈ Rm ïî èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé èçìåðåíèÿìè

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé 〈u, ϕj〉, ϕj ∈ Rm, j = 1, ..., n. Ïðè ýòîì öåëüþ ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ (àïïðîêñèìàöèè) ôóíêöèè u ïî

èíôîðìàöèè y = u(〈u, ϕ1〉 , ..., 〈u, ϕn〉) ∈ Rn. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå âàæíûì

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî èçìåðåíèé n ìíîãî ìåíüøå, ÷åì m. Çäåñü âàæ-

íûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èçìåðÿþùåãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ϕj ∈ Rm,

j = 1, ..., n, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ õîðîøèì äëÿ âñåõ âåêòîðîâ u ∈ Rm. ßñ-

íî, ÷òî òåðìèíû ýêîíîìíûé è õîðîøèé äîëæíû áûòü áîëåå òî÷íî îïðåäå-

ëåíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Íàïðèìåð, òåðìèí �ýêîíîìíûé�

ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè ðàáîòû àëãî-

ðèòì. Åñòåñòâåííûé âàðèàíò ïîñòàíîâêè çàäà÷è, êîòîðàÿ îáñóæäàåòñÿ â äàí-

íîé ñòàòüå, îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ ðàçðåæåííîñòè. Ðàçðåæåííûå

ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî ýôôåêòèâíûì àíàëèòè÷åñêèì

èíñòðóìåíòîì, íî è íàõîäÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ òà-

êèõ, êàê îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé èëè ñèãíàëîâ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìà-

òèêà. Íàõîæäåíèå ðàçðåæåííûõ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè

ïîíÿòèÿ m-÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè öåëåâîé ôóíêöèè ýëåìåíòàìè íåêîòîðîé

çàäàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé (ñëîâàðÿ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýëåìåíòàì ñëîâàðÿ,

ïðèìåíÿåìûì â m-÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè, ðàçðåøåíî çàâèñåòü îò àïïðîêñè-

ìèðóåìûõ ôóíêöèé. Àïïðîêñèìàöèè ýòîãî òèïà âåñüìà ýôôåêòèâíû. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð u ∈ Rm ÿâëÿåòñÿ k-ðàçðåæåííûì, åñëè îí èìååò ñà-

ìîå áîëüøåå k íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Äëÿ çàäàííîé ïàðû (m,n) ìû õîòèì

ïîíÿòü, êàêîâà íàèáîëüøàÿ ðàçðåæåííîñòü k(m,n), ïðè êîòîðîé ñóùåñòâóåò
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ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ϕj ∈ Rm, j = 1, ..., n, è ýêîíîìíûé àëãîðèòì A îòîáðà-

æåíèÿ y â Rm òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ðàçðåæåííîñòè, k(m,n) èìååò

ìåñòî òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå A(y(u)) = u. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû õîòèì îïè-

ñàòü ìàòðèöû Φ ñî ñòðîêàìè ϕj ∈ Rm, j = 1, ..., n, òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò

ýêîíîìíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óêàçàííîé âûøå çàäà÷è �ðàçðåæåííîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ�.

Çàäà÷à ðàçðåæåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ýê-

âèâàëåíòíîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå ðàçðåæåííîãî âåêòîðà (ñòîëáöà)

u0 := u0
Φ(y) ∈ Rm:

min ‖v‖0 ïðè óñëîâèè, ÷òî Φv = y, (P0)

ãäå ‖v‖0 := |supp(v)|. Èññëåäîâàòåëè ïðåäëîæèëè íåêîòîðûé ýêîíîìíûé àë-

ãîðèòì è íà÷àëè ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ñëåäóþùåãî âîïðîñà. Äëÿ êàêèõ

ìàòðèö èçìåðåíèÿ Φ ñèëüíî íåâûïóêëàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè

(P0) äîëæíà áûòü ýêâèâàëåíòíà ñîîòâåòñòâóþùåé âûïóêëîé ðåëàêñàöèè ýòîé

çàäà÷è

min ‖v‖1 ïðè óñëîâèè, ÷òî Φv = y, (P1)

ãäå ‖v‖1 îáîçíà÷àåò l1-íîðìó âåêòîðà v ∈ Rm? Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çà-

äà÷à (P1) ðåøàåòñÿ ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Àëãîðèòì l1-

ìèíèìèçàöèè AΦ, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (P1), ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìíûì àëãî-

ðèòìîì, êîòîðûé è ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîé ðàáîòå. Ðåøåíèå çàäà÷è (P1)

îáîçíà÷èì ÷åðåç AΦ(y). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ M -êîãåðåíòíûõ ìàòðèö Φ èìå-

åò ìåñòî ñîîòíîøåíèå u0
Φ(Φu) = AΦ(Φu) = u ïðè óñëîâèè, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ

k-ðàçðåæåííîé ôóíêöèåé ñ k < (1 + 1/M)/2.

Íà ïðàêòèêå ñèãíàëû ðåäêî áûâàþò ðàçðåæåííûâìè, â îòëè÷èå îò ðàñ-

ñìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àåâ. Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî x ÿâ-

ëÿåòñÿ ”k-ñæèìàåìûì”, åñëè ó x èìååòñÿ k êîìïîíåíòîâ, êîòîðûå ”íàìíîãî

áîëüøå” ïî ìîäóëþ, ÷åì îñòàâùèåñÿ N − k êîìïîíåíò. Ýòî ìîæåò áûòü òàê

â ñëó÷àå ñ, íàïðèìåð, çàäà÷è ñ ìîíåòàìè, åñëè áîëüøèíñòâî ìîíåò ÿâëÿþòñÿ

”ïðèåìëèìûìè”, òî åñòü ëåæàò â ïðåäåëàõ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòè ±0.001

ãðàììà, íî åñòü íåñêîëüêî ìîíåò, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò íîìèíàëà.

Ìíîãèå âîçíèêàþùèå ñèãíàëû ÿâëÿþòñÿ ñæèìàåìûìè â òîì ñìûñëå, êàê,
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íàïðèìåð, ôîòîãðàôèè, ñäåëàííûå öèôðîâîé êàìåðîé. Àëãîðèòì ñæàòîãî èç-

ìðååíèÿ âîññòàíàâëèâàåò òàêèå ñèãíàëû ïî÷òè òàê æå õîðîøî, êàê ñîõðàíåíèå

ñàìûõ áîëüøèõ êîìïîíåíòîâ, íî áåç îáøèðíîãî ïðîñìîòðà âñåõ êîìïîíåíòîâ,

êîòîðîå áûëî áû íåîáõîäèìî, ÷òîáû èäåíòèôèöèðîâàòü âñå êîìïîíåíòû, ÷òî-

áû îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèìè.

Àëãîðèòì ñæàòîãî èçìåðåíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí äëÿ ðà-

áîòû ñ çàøóìëåííûì ñèãíàëàìè; â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à l1-ìèíèìèçàöèè ñòà-

íîâèòñÿ

min ‖x1‖ ñ ó÷åòîì ‖Φx− b‖2 ≤ ε,

ãäå ε îãðàíè÷èâàåò êîëè÷åñòâî øóìà. Ýòî ïî-ïðåæíåìó äàåò õîðîøèå

îöåíêè â ñìûñëå âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, è çàäà÷à îñòàåòñÿ ñòàáèëü-

íîé, ïîñêîëüêó íåáîëüøèå îøèáêè â b îòíîñèòåëüíî ìàëî âëèÿþò íà ðåøåíèÿ,

ïîëó÷åííûå àëãîðèòìîì.
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2 Çàêëþ÷åíèå

Ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ àëãîðèòìà ñæàòîãî èçìåðåíèÿ ïîñòîÿííî ðàñ-

øèðÿþòñÿ, âêëþ÷àÿ, ñðåäè ïðî÷åãî, ìåäèöèíñêèå èçîáðàæåíèÿ, êîììóíèêà-

öèè, ïðåîáðàçîâàíèå èíôîðìàöèè èç àíàëîãîâîãî ôîðìàòà â öèôðîâîé, àíà-

ëèç ãåîãðàôè÷åñêèõ äàííûõ, ðàäàðû, ãåíåòè÷åñêèé ñêðèíèíã. Íàïðèìåð, àë-

ãîðèòì ñæàòîãî èçìåðåíèÿ ìîæåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü âðåìÿ ñêàíèðîâà-

íèÿ è ïîòåíöèàëüíî ïîâûñèòü ðàçðåøåíèå ìàãíèòíî-ðåçíàíñíîé òîìîãðàôèè.

Ìèêðîìàòðè÷íûé àíàëèç ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ñæàòîãî èçìåðåíèÿ ñîâìå-

ùàåò òåñòèðîâàíèå è ïðèíöèïû ñæàòîãî èçìåðåíèÿ äëÿ òî÷íîãî èçìåðåíèÿ

ãåíåòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ, íàïðèìåð, îïðåäåëåíèÿ ïàòîãåíîâ â

îáðàçöàõ âîäû. Ñæàòîå èçìåðåíèå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ

èçîáðàæåíèÿ ïðîöåññà ãëàâíîãî òîë÷êà ïðè çåìëåòðÿñåíèè.

Òàê èëè èíà÷å, ñæàòîå èçìåðåíèå ïîêàçûâàåò ñåáÿ êàê ýôôåêòèâíàÿ è

ãèáêàÿ ïàðàäèãìà, êîòîðàÿ ïðîäîëæèò áûòü îáúåêòîì ìàòåìàòè÷åñêèõ èñ-

ñëåäîâàíèé, íàõîäÿùèå ïðèìåíåèå â äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Òàêæå, êàê óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, òåõíîëîãèÿ ñæàòîãî èçìåðåíèÿ

èñïîëüçóåòñÿ â ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè. Êðàòêèå èòîãè ýòîãî èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñæàòîå èçìåðåíèå ñòàëî âïîëíå çðåëîé òåõíîëîãèåé,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ íåäàâíèì îäîáðåíèåì FDA (Food and drug administration

� Óïðàâëåíèå ïî ñàíèòàðíîìó íàäçîðó çà êà÷åñòâîì ïèùåâûõ ïðîäóêòîâ è

ìåäèêàìåíòîâ (ÑØÀ)). Êðóïíûå ïîñòàâùèêè íà÷àëè ïðîäàâàòü ïðîãðàììíîå

îáåñïå÷åíèå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äàííûõ ñ ïîìîùüþ ñæàòîãî èçìåðåíèÿ, è

ìíîãèå êëèíè÷åñêèå èññëåäîâàòåëè ïîëîæèòåëüíî îöåíèëè åãî êëèíè÷åñêóþ

ïîëåçíîñòü.

Íåñìîòðÿ íà ýòó çðåëîñòü, âîò ïðèìåð òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìû ñæàòî-

ãî èçìåðåíèÿ: âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îòíîñèòåëüíî âûñîêà, è

ïðè âûñîêîì óñêîðåíèè âñå åùå ïðèñóòñòâóåò óõóäøåíèå êà÷åñòâà èçîáðàæå-

íèÿ. Õîòÿ íîâåéøèå ñîâðåìåííûå ìåòîäû CS, òàêèå êàê ïîäõîä ñî ñòðóêòó-

ðèðîâàííîé ìàòðèöåé Ãàíêåëÿ, ìîãóò ðåøèòü ïðîáëåìû óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà,

îíè òàêæå óâåëè÷èâàþò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, ÷òî ìîæåò ïîìåøàòü

êëèíè÷åñêîìó ðàáî÷åìó ïðîöåññó.

Ê ñ÷àñòüþ, çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò îáëàñòü ðåêîíñòðóêöèè ìàãíèòíî-
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ðåçîíàíñíûõ èçîáðàæåíèé áûñòðî èçìåíèëàñü áëàãîäàðÿ óñïåøíîé äåìîí-

ñòðàöèè òåõíîëîãèé âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ

ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà, íà îñíîâå ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ. Âíåçàïíóþ ïîïóëÿð-

íîñòü ïîäõîäîâ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ ìîæíî îáúÿñíèòü âîññòàíîâëåíèåì â ðå-

àëüíîì âðåìåíè, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå óëó÷øåíèå êà÷åñòâà èçîáðàæå-

íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòè ìåòîäû ðàññìàò-

ðèâàëèñü êàê ñîâåðøåííî ðàçíûå òåõíîëîãèè, íå èìåþùèå íè÷åãî îáùåãî ñ

ñæàòûì èçìåðåíèåì. Îäíàêî íåäàâíèé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî

ãëóáîêàÿ ñâåðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ ñåòü òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû

Ãàíêåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñå åùå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ÌÐÒ ñî ñæàòûì

èçìåðåíèåì âîçðîäèëà èíòåðåñ â ôîðìå ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ.
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