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Ââåäåíèå. Ñèñòåìà Çàõàðîâà�Øàáàòà â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèâëåêàåò

áîëüøîå âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èíæåíå-

ðîâ. Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé, íà÷èíàÿ îò ïðîåêòèðîâà-

íèÿ è èçãîòîâëåíèÿ âîëîêîííûõ áðýããîâñêèõ ðåøåòîê è çàêàí÷èâàÿ ðåøåíèåì

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Öåí-

íîñòü èçó÷åíèÿ ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò áëàãîäàðÿ

åå ñâÿçè ñ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà (ÍÓØ), èìåþùèì ðÿä ïðè-

ìåíåíèé â ôèçèêå, áèîëîãèè è èíæåíåðèè. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíîå ÷èñëåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ñ ïðàêòè÷å-

ñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇÐ) � àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé. Îí îñíîâàí

íà ñâÿçè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ äàííûìè ðàññåÿíèÿ ñåìåéñòâà âñïîìîãà-

òåëüíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äàþùåé âîçìîæíîñòü ïî

ýâîëþöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ âîññòàíîâèòü ýâîëþöèþ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ. Ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã ìåòîäà Ôóðüå ðåøåíèÿ ëèíåé-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðîëü ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå ïðè ýòîì èãðàåò îòîáðàæåíèå êîýôôèöèåíòíûõ ôóíêöèé ëèíåé-

íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â ñîâîêóïíîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Ïðè

ïðèìåíåíèè ìåòîäà íåîáõîäèìî ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ, êîòîðàÿ

ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïî åãî

äàííûì ðàññåÿíèÿ.

Öåëüþ äàííîé áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ÷èñëåííûõ ìå-

òîäîâ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Áàêàëàâàðñêàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ââå-

äåíèå, ïÿòü ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû è îäíî

ïðèëîæåíèå.

Â ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè è

çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå åãî òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ñîäåðæèòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðÿìîé è

îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è

ðàññåÿíèÿ.
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Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è

ðàññåÿíèÿ.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñâåäåíèè íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ê ñèñòåìå Çàõàðîâà�Øàáàòà è ýâîëþöèè äàííûõ ðàñ-

ñåÿíèÿ.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ñîäåðæèòñÿ èíôîðìàöèÿ îá àëüòåðíàòèâíûõ ìåòîäàõ

ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, öèôðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ, èñïîëü-

çóåìûõ íà ïðàêòèêå, à òàê æå ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà. Ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó Çàõàðîâà�Øàáàòà íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

dv1
dx

= −iζv1 + qv2, (1)

dv2
dx

= iζv2 + rv1. (2)

Ïðåæäå âñåãî ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî q è r äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ ïðè |x| → ∞. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïðåäëîæåíèå î÷åíü âàæíî, ïîñêîëüêó

òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ ñ äðóãèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî

äðóãèì ðåçóëüòàòàì. Áûñòðîå óáûâàíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè φ, φ̄, ψ, ψ̄ ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè ζ = ξ (ζ =

ξ + iη � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå):

φ ∼

(
1

0

)
e−iξx

φ̄ ∼

(
0

−1

)
eiξx

 ïðè x→ −∞ (3)

ψ ∼

(
0

1

)
eiξx

ψ̄ ∼

(
1

0

)
e−iξx

 ïðè x→ +∞ (4)

Ðàññìîòðèì âðîíñêèàí W (φ, φ̄) = −1 è W (ψ, ψ̄) = 1. Ðåøåíèÿ ψ, ψ̄
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ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè; òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàïèñàòü

φ = a(ξ)ψ̄ + b(ξ)ψ, (5)

φ̄ = −ā(ξ)ψ + b̄(ξ)ψ̄. (6)

Çäåñü a(ξ) è b(ξ) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàññåÿíèÿ.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà. Â

äàííîì ðàçäåëå ñîäåðæèòñÿ îïèñàíèå ïîäõîäà äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿ-

íèÿ. Âíà÷àëå ìû ïðèìåì ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíê-

öèé ψ, ψ̄:

ψ =

(
0

1

)
eiζx +

∫ ∞

x

K(x, s)eiζsds, (7)

ψ̄ =

(
1

0

)
e−iζx +

∫ ∞

x

K̄(x, s)ēiζsds (8)

ãäå ζ = ξ + iη, η ⩾ 0 è K, K̄ ÿâëÿþòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûìè âåêòîðàìè, ò. å.

K(x, s) =

(
K1(x, s)

K2(x, s)

)
.

Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí, ñîäåðæàùèé K, K̄, îïðåäåëÿåò îòëè÷èå àñèìïòîòèê ïðè

x = ∞ îò èñòèííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ÿäðîK òðåóãîëüíûì, ò. å.K(x, s) = 0 ïðè x >

s. Íàèáîëåå âàæíûì çâåíîì ýòîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ÿäåð

K, K̄ îò ζ. Òåïåðü âââåäåì ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà �

Ëåâèòàíà � Ìàð÷åíêî) îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ:

K1(x, y)∓R∗(x+ y)±
∫ ∞

x

∫ ∞

x

K1(x, z)R(z + s)R∗(s+ y)dsdz = 0. (9)

ãäå

R̄(x) = ∓R∗(x),

K(x, y) =

(
K∗

2(x, y)

±K∗
1(x, y)

)
.

(10)

4



è

R(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

b

a
(ξ)eiξxdξ − i

N∑
j=1

Cje
iζjx, (11)

Cj =
b (ζj)

a′ (ζj)
, C̄j =

b̄
(
ζ̃l

)
ā′ (ζj)

. (12)

Êîãäà r = ∓q, q âåùåñòâåííî, òî R(x), K(x, z) òàêæå âåùåñòâåííû.

Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîòåíöèàë ïî ôîðìóëå

q(x) = −K1(x, x). (13)

Ïîòåíöèàë r(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r(x) = −2K̄2(x, x).

Ìåòîä Àáëîâèöà�Ëàäèêà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî ñèñòåìà (1)�(2) ïðè ïåðåõîäå ê äèñêðåòíîé ñåòêå ïî ïåðåìåííîé x, q(x, 0) =

qn = const, xn = n∆x, ∆x = L/M , äàåò ýâîëþöèþ ñïåêòðàëüíîé ñîáñòâåííîé

ôóíêöèè φ íà êàæäîì èíòåðâàëå ∆x:

φ(xn +∆x) = U(qn)φ(xn), (14)

ãäå

U(qm) =
1√

1±∆x2 |qm|2

(
Z ∆xqm

∓∆xq̄m Z−1

)
, Z = eiζ∆x. (15)

k2 = |q|2 − ζ2 � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà âíóòðè èíòåðâàëà ∆x.

Ñ ïîìîùüþ âûøåèçëîæåííîãî ìåòîäà ìû ìîæåì ðåøèòü çàäà÷ó ðàññå-

ÿíèÿ, òî åñòü îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû a(ζ) è b(ζ).

Layer-peeling Ìåòîä. Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöà

ðàññåÿíèÿ, ñîäåðæàùåé êîýôôèöèåíòû a(ζ), b(ζ):

Sm1→m2
(ζ) =

m1∏
j=m2

U (qj) , (16)
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ãäå U(qj) (15). Òîãäà S1→m(ζ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Ëîðàíà ñòåïåíè m,

S1→m(ζ) =
m∑

k=−m

U
(k)
1→mζ

k, (17)

ñ îñîáûì ñâîéñòâîì, çàêëþ÷àþùèìñÿ â òîì, ÷òî qm ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí

èç äâóõ ñàìûõ, áîëüøèõ êîýôôèöèåíòîâ

∓∆xq̄m =

[
U

(m−1)
1→m

]
21[

U
(m)
1→m

]
11

. (18)

Ìàòðèöû-êîýôôèöèåíòû U
(m−1)
1→m è U

(m)
1→m ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî èçâåñòíîé

ôîðìóëå:

U
(k)
1→m =

1

2πi

∫
|ζ|

S1→m(ζ)

ζk+1
dζ. (19)

Òîãäà q1, . . . , qm, ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû ïðè ïîìîùè S(ζ) = S1→m(ζ) èòå-

ðàòèâíûì ïóò¼ì ñëåäóþùèì øàãîì:

qm = ±∆x−1

[
U

(m−1)
1→m

]
21[

U
(m)
1→m

]
11

, S1→m−1(ζ) = U(qm)
−1S1→m(ζ). (20)

Ñâÿçü ÍÓØ è ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà. Ïîêàæåì ñâÿçü ñèñòå-

ìû (1)�(2) ñ ÍÓØ. Íàèáîëåå îáùàÿ âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü (1)�(2), ñîäåðæà-

ùàÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî t, èìååò âèä

dv1
dt

= Av1 +Bv2, (21)

dv2
dt

= v1 +Dv2, (22)

ãäå A,B,C,D � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò v. Èíòåðåñíî îòìå-

òèòü, ÷òî â ñëó÷àå r = −1 èëè r = ±q∗ (èëè r = ±q, åñëè q âåùåñòâåííî)

èç óêàçàííîãî ôîðìàëèçìà âûòåêàþò íåëèíåéíûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ,

âàæíûå äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Êðîìå òîãî, äëÿ r = −1, ò. å. êîãäà ìû
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èìååì óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

−1

2
a1qxx = qt − a2q

2r, (23)

−1

2
a2rxx = rt − a2q

2r, (24)

Ýòî ïàðà ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå íàïîìè-

íàþò íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãñðà. Äåéñòâèòåëüíî, íåëèíåéíîå óðàâíå-

íèå Øð¼äèíãåðà ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ïîëîæèì r = ∓q∗. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ

(23) è (24) áóäóò ñîâìåñòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 = iα, α âåùå-

ñòâåííî. Åñëè ìû ïîëîæèì α = 2, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

iqt = qxx ± 2q2q∗. (25)

Ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû âûâåëè

óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ îáîáùåííîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ Çàõàðîâà �

Øàáàòà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, èìåÿ äàííûå ðàññåÿíèÿ

S(ζ) =

{
{ζj}Nj=1 , {Cj}Nj=1 , ρ(ζ) =

b(ζ)

a(ζ)

}
(ò. å. äèñêðåòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû è êîýô-

ôèöèåíò îòðàæåíèÿ), ìû ìîæåì ñîñòàâèòü è â ïðèíöèïå ðåøèòü ëèíåéíûå

èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíî-

âèòü ðàññåèâàþùèé ïîòåíöèàë (ñì. (13). Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå

íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, òî ìû áóäåì äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü ïðè t = 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû Çàõàðîâà�

Øàáàòà. Ðåøèì ïðÿìóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ è îòîáðàçèì ýòè íà÷àëüíûå ïîòåí-

öèàëû â äàííûå ðàññåÿíèÿ S(ζ, t = 0) ò.å. ìû âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

è ïî íèì íàéäåì äàííûå ðàññåÿíèÿ). Â ýòîì ðàçäåëå ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïî-

ëó÷èòü äàííûå ðàññåÿíèÿ S(ζ, t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0. Âîññòàíîâèâ

ïî ýòèì äàííûì ïîòåíöèàë, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííî-

ãî óðàâíåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t.

Çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
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ñïîñîáîì:
φ(t) = φeA−−t, ψ(t) = ψe−A−t

φ̄(t) = φe−A−t, ψ̄(t) = ψ̄eA−t
′
,

(26)

ãäå φ, φ̄, ψ, ψ̄ óäîâëåòâîðÿþò (1)�(2) ñ çàôèêñèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè (3)�(4). Òàêèì îáðàçîì,

b(ξ, t) = b(ζ, 0)e−2A−(ζ)t

a(ξ, t) = a(ζ, 0).
(27)

Äëÿ ÍÓØ (25) èç (??) ìîæåì ïîëó÷èòü, ÷òî

A−(ζ) = lim
|x|→∞

A(ζ) = 2iζ2. (28)

Â çàêëþ÷åíèå ïîäâåäåì èòîã âûøåïðèâåäåííûì ýòàïàì. Ñôîðìóëèðóåì îñ-

íîâíûå ýòàïû ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

� Ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ: ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

q(t, 0), íàéòè äàííûå ðàññåÿíèÿ.

� Ïî íà÷àëüíûì äàííûì ðàññåÿíèÿ íàéòè èõ ýâîëþöèþ, èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëû äëÿ ýâîëþöèè äàííûõ ðàññåÿíèÿ

� Ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ: ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ âîññòàíîâèòü

ôóíêöèþ q(x, t) - èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ñèãíàëà äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàí 16QAM ñèãíàë ñ

àïñåéìïëèíãîì ïîñðåäñòâîì rc (Raised Cosine) ôèëüòðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êî-

ýôôèöèåíòîâ ðàññåÿíèÿ áûë âûáðàí ìåòîä Àáëîâèöà�Ëàäèêà, à äëÿ âîññòà-

íîâëåíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà � Layer-peeling ìåòîä. Äàííàÿ ñâÿçêà ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàí¼ííûõ â ñôåðå ïåðåäà÷è ñèãíàëà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ áûë âûáðàí ÿçûê Python ââèäó åãî ïðîñòî-

òû ðàáîòû ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è îãðîìíîìó ñïåêòðó âñïîìîãàòåëüíûõ

áèáëèîòåê.

SSFM

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãî ïîäõîäà çàïèøåì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðå-
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äèíãåðà â ñëåäóþùåì âèäå:

i
∂u

∂t
= −1

2

∂2u

∂x2
− |u|2u,

u(x, 0) = u0(x).

(29)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê îáùåå íåëèíåéíîå ýâîëþöèîííîå

óðàâíåíèå âèäà

i
∂u

∂t
= (L+N )u,

u(x, 0) = u0(x).
(30)

ãäå L = −1
2

∂2

∂x2 è N = −|u|2 � íåçàâèñèìûå îò âðåìåíè ëèíåéíûå è íåëèíåé-

íûå îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, ñëåäóåò ðàçäåëèòü

å¼ íà äâå ÷àñòè. Íåëèíåéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

i
∂u

∂t
= Nu. (31)

×òîáû ïðîäâèíóòü íåëèíåéíóþ ÷àñòü, âîçüì¼ì

N = q|u(x, τ +∆t)|2 ≈ q|u(x, τ)|2,

è, òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

u(x, τ +∆t) ≈ exp(i∆tN )u(x, τ) = exp
(
iq∆t|u(x, τ)|2

)
u(x, τ). (32)

Ëèíåéíûé øàã çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

i
∂u

∂t
= Lu. (33)

Ëèíåéíàÿ ÷àñòü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íå èçìåíèëàñü è ìîæåò áûòü îáðàáîòàíà

ñíîâà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Åñëè L äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷àåì:

u(x, τ +∆t) = F−1(exp(i∆tL̂) · F(exp(i∆tN )u(x, τ))). (34)

Ýêñïåðèìåíò Íà äàííîì ýòàïå ñ ó÷¼òîì âñåõ ïðîâåä¼ííûõ ðàññóæ-

9



äåíèé è èçëîæåííûõ âûêëàäîê ìîæåì ïðèñòóïèòü ê ÷èñëåííîé ìîäóëÿöèè

16QAM ñèãíàëà è ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåíÿíèÿ äëÿ òàêîãî ñèãíàëà. Äëÿ íà-

÷àëà ñãåíåðèðóåì ñëó÷àéíûå 100 òî÷åê èç ñîçâåçäèÿ 16QAM. Äàëåå íóæíî

ïðîâåñòè àïñåéìïëèíã ïðè ïîìîùè rc ôèëüòðà.

Çàòåì äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàññåÿíèÿ îïðåäåëèì ñåòêó ξ òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû çíà÷åíèÿ Z â ôîðìóëå (15) ëåæàëè íà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè. Òàêèì îáðàçîì ðåçóëüòàò ìåòîäà Àáëîâèöà�Ëàäèêà äëÿ ïàðàìåòðîâ

ξ ∈ [− π
∆x ,

π
∆x ], ∆x = L/M , ãäå M� êîëè÷åñòâî ñãåíåðèðîâàííûõ òî÷åê qm èç

ñîçâåçäèÿ 16QAM.

Ðåçóëüòàò äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèþ íà êîýôôèöèåíòû |a(ξ)|2+
|b(ξ)|2 = 1, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì íàéä¼ì ìàêñèìóì è ìèíèìóì èç çíà÷åíèé

|a(ξ)|2 + |b(ξ)|2 äëÿ âñåõ ξ èç ñåòêè. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì:

max(|a(ξ)|2 + |b(ξ)|2) = 1.0000000000000233,

min(|a(ξ)|2 + |b(ξ)|2) = 0.9999999999999843.

Òåïåðü íóæíî ïîëó÷èòü ýâîëþöèþ äàííûõ ðàññåÿíèÿ è âîññòàíîâèòü

ñèãíàë q(x, t) ãäå t � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ìàòðèöû (16):

S1→m = Φ(l, ζ)

ãäå

Φ = (φ, φ̄) (35)

çäåñü φ è φ̄ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4). Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì (5)�

(6), òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû (16), íåîáõîäèìî ïî êîýôôèöèåí-

òàì a, ā, b, b̄, íàéòè φ, φ̄, à çàòåì íàéòè Φ ïî ôîðìóëå (35). Ïîñòðîèâ ìàòðèöó

S1→m = Φ(l, ζ), ìîæíî âîññòàíîâèòü q(x, t) â ëþáîé òî÷êå t > 0 ïîñðåäñòâîì

Layer-peeling ìåòîäà.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäà íàáåð¼ì íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèãíà-

ëîâ è íàéä¼ì q(x, t) ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ è ñðàâíèì ðåçóëüòàò

ñ ìåòîäîì ôóðüå ðàçäåë¼ííîãî øàãà.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ ðèñóíêîì 1 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå, íàéäåííîå
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M = 50, L = 15, t = 0.0001 M = 50, L = 15, t = 0.01

M = 50, L = 15, t = 0.1 M = 50, L = 15, t = 0.3

Ðèñóíîê 1 � Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ.

ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïîêàçûâàåò ñõîæèé ñ SSFM ðåçóëüòàò,

îäíàêî ïðè ðîñòå t íà÷èíàåò îòêîëîíÿòüñÿ îò íåãî. Èç ðåçóëüòàòîâ ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äàííàÿ èìïëåìåíòàöèÿ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿ-

íèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíàâëèâàåò q(x, t) ïðè ïîìîùè ýâîëþöèè äàííûõ

ðàññåÿíèÿ, åñëè áðàòü SSFM çà ýòàëîí.

Çàêëþ÷åíèå.

Â õîäå ðàáîòû áûëè ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìîé

è îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà. Â êà÷åñòâå íà-

÷àëüíîãî ýòàïà áûëè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ðàññåÿíèÿ äëÿ

ýòîé ñèñòåìû.

Äàëåå áûëà ïîêàçàíà ñâÿçü ñèñòåìû Çàõàðîâà�Øàáàòà ñ íåëèíåéíûì

óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà, áûë ïðåäñòàâëåí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ýâîëþöèè äàí-
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íûõ ðàññåÿíèÿ.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà èìïëåìåíòàöèÿ âû-

øåèçëîæåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììíîãî êîäà íà Python.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿ-

íèÿ õîðîøî ñïðàâëÿåòñÿ ñ ïîëó÷åíèåì ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ

óðàâíåíèé.

Äàííûé ìåòîä èìååò áîëüøîé ïîòåíöèàë, îæèäàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû

ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ÌÎÇÐ îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè â ðàçëè÷íûõ

ñôåðàõ, íàïðèìåð:

� â ôîòîíèêå äëÿ ñèíòåçà âîëîêîííûõ ðåøåòîê, äëÿ ðàçðàáîòêè ïåðñïåê-

òèâíûõ âîëîêîííî-ëàçåðíûõ óñòðîéñòâ;

� â ãèäðîäèíàìèêå äëÿ íåëèíåéíîãî àíàëèçà îêåàíñêèõ âîëí;

� â ãåîôèçèêå äëÿ àíàëèçà ñåéñìîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ;

è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ, òåñíî ñâÿçàííûõ c íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.
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