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ВВЕДЕНИЕ

Целью бакалаврской работы является описание нового обоснова-
ния метода Фурье в смешанной задаче для гиперболического уравнения без
почленного дифференцирования решения смешанной задачи, которое исполь-
зуется в классическом обосновании метода.

Структура и содержание бакалаврской работы. Работа состоит
из введения, 4 разделов, заключения, списка использованных источников и
приложения с программой.

В первом разделе излагается метод Фурье при решении линейных сме-
шанных задач для уравнений в частных производных произвольного порядка
с 2 независимыми переменными при самосопряженном обыкновенном диф-
ференциальном операторе в общем виде.

Во втором разделе работы рассматриваются асимптотические оценки
собственных функций оператора Штурма- Лиувилля, которые в дальнейшем
будут использоваться для обоснования нового метода в случае однородного
уравнения гиперболического типа.

В третьем разделе получены неулучшаемые условия разрешимости
смешанных задач для однородного уравнения гиперболического типа с ну-
левой начальной скоростью.

В четвертом разделе описывается программа, которая выявляет, явля-
ется ли заданное число собственным значением спектральной краевой задачи.

В приложении дан код программы, написанной на языке Python, ко-
торый строит вспомогательные графики. С помощью визуализации можно
легко определить, является ли заданное число собственным значением. Про-
грамма написана с использованием дополнительных библиотек как numpy,
matplotlib, pylab, sympy.
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Основное содержание работы. В пером разделе рассмотривается
неоднородное уравнение в частных производных с двумя независимыми пе-
ременными x и t в общем виде:

𝐿𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) +𝐻𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1.1)

где 𝐿𝑥 и 𝐻𝑡 - обыкновенные дифференциальные операторы.
Однородные граничные условия на искомую функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) при 𝑥 = 0

и 𝑥 = 𝜋 зададим в виде

𝑈𝑖𝑢(0, 𝑡) + 𝑉𝑖𝑢(𝜋, 𝑡) = 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (𝑖 = 1, 2, .., 𝑘) (1.2)

Начальные данные Коши при 𝑡 = 0 задаются естественным образом:

𝜕𝑗𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡𝑗
= 𝜙𝑗(𝑥) (𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1) (1.3)

Теперь сформулируем следующую смешанную задачу в замкнутом пря-
моугольнике 𝑄: Найти функцию

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑘,𝑚(𝑄) (1.4)

удовлетворяющую в обычном смысле уравнению (1.1) в открытом прямо-
угольнике 𝑄, а также граничным (1.2) и начальным (1.3) условиям.

В ходе определённых манипуляций со сходящимся в 𝐿2(𝐺) рядом Фурье
и при предположении о существовании решения смешанной задачи (1.1) -
(1.4) получим следующую теорему:

Теорема 1.1 Решение смешанной задачи (1.1) - (1.4), если оно суще-
ствует, единственно и представляется равномерно сходящимся по 𝑥 в 𝑄 рядом
Фурье:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑇𝑛(𝑡)𝑦𝑛(𝑥)
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Далее будем рассматривать формальный функциональный ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝑇𝑛(𝑡)𝑦𝑛(𝑥), (1.24)

в котором 𝑦𝑛(𝑥) и 𝑇𝑛(𝑡) однозначно определяются решениями краевой задачи
о собственных значениях.

На основании первой теоремы можно высказать некоторые суждения о
свойствах сходимости ряда (1.24) : либо функциональный ряд (1.24) является
решением смешанной задачи (1.1)- (1.4) и в таком случае сходится равномер-
но по 𝑥 в𝑄, либо он не является искомым решением, но тогда решение данной
задачи вообще не существует.

Можно определить взаимосвязь существования решения смешанной за-
дачи от свойств ряда (1.24). Свойства данного ряда зависят от исходных дан-
ных (от функций 𝑞𝑠(𝑥),𝑝𝑟(𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡),𝜙𝑗(𝑥)). Сформулируем данную связь в
виде теоремы.

Теорема 1.2 Решение смешанной задачи существует тогда и только
тогда, когда функции 𝑞𝑠(𝑥), 𝑝𝑟(𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) и 𝜙𝑗(𝑥) таковы, что сумма 𝑆(𝑥, 𝑡)

ряда (1.24) принадлежит классу 𝐶𝑘,𝑚(𝑄) и удовлетворяет условиям:

𝑈𝑖𝑆(0, 𝑡) + 𝑉𝑖𝑆(𝜋, 𝑡) (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘) (1.26)

Во втором разделе изложены вспомогательные сведения, необходимые
для нового обоснования метода Фурье.

Для начала рассмотрим систему Штурма Лиувилля

−𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝜔2𝑦(𝑥), (2.1)

𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0 (2.2)

с вещественным потенциалом

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝜋]. (2.3)
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В дальнейшем понадобится представление решения системы Штурма-
Лиувилля отрезком ряда Неймана, поэтому сейчас выведем это представле-
ние.

Пусть 𝑦(0, 𝜔) = 0 - некоторое вещественное решение дифференциаль-
ного уравнения (2.1) с одним начальным условием

𝑦(0, 𝜔) = 0 (2.4)

При 𝜔 ̸= 0 решение задачи (2.1), (2.2), (2.3) можно представить в интеграль-
ной форме Коши:

𝑦(𝑥, 𝜔) = sin𝜔𝑥+
1

𝜔

∫︁ 𝑥

0

𝐾1(𝑥, 𝜏, 𝜔)𝑦(𝜏, 𝜔)𝑑𝜏,

Построим данное решение по методу последовательных приближений в
виде ряда Неймана по степеням 𝜔. Получаем:

𝑦(𝑥, 𝜔) = sin𝜔𝑥+
∞∑︁
𝑛=1

𝜔−𝑛

∫︁ 𝑥

0

𝐾𝑛(𝑥, 𝜏, 𝜔) sin𝜔𝜏𝑑𝜏 (2.5)

Данный ряд можно представить в виде :

𝑦(𝑥, 𝜔) = sin𝜔𝑥+
𝑚−1∑︁
=1

𝜔−𝑖

∫︁ 𝑥

0

𝐾1(𝑥, 𝜏, 𝜔) sin𝜔𝜏𝑑𝜏 +𝑅𝑚(𝑥, 𝜔). (2.6)

Далее получаем первую форму асимптотического выражения для соб-
ственных функций.

При выводе основных асимптотических формул будет необходима оцен-
ка решения 𝑦(𝑥, 𝜔) системы (2.1), (2.2), (2.3) с точностью до величин порядка
𝜔−4. Используя представление решения системы Штурма-Лиувилля отрезком
ряда Неймана, полученное ранее, и преобразуя в нем интегралы, получим ис-
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комую форму асимпотического выражения собственной функции в виде:

𝑦 (𝑥, 𝜔𝑛) = sin𝜔𝑛𝑥+
1

𝜔𝑛
𝑔 (𝜔𝑛, 𝑥) +

+
1

𝜔2
𝑛

[𝐹1 (𝜔𝑛, 𝑥) sin𝜔𝑛𝑥+ 𝐹2 (𝜔𝑛, 𝑥) cos𝜔𝑛𝑥] +

+
1

𝜔3
𝑛

[𝑃1 (𝜔𝑛, 𝑥) sin𝜔𝑛𝑥+ 𝑃2 (𝜔𝑛, 𝑥) cos𝜔𝑛𝑥] +𝑂
(︀
𝜔−4
𝑛

)︀
После можно вывести асимптотические формулы, связывающие коэф-

фициенты Фурье гладкой функции 𝑓(𝑥). Если рассматривать три класса
функций 𝑓(𝑥) такие как: 𝐶2

0 [0, 𝜋], 𝐶1
0 [0, 𝜋],𝐶[0, 𝜋], то искомые коэффициен-

ты Фурье выражаются в следующем виде:

𝐹𝑛 =

∫︁ 𝜋

0

𝑓(𝑥)𝑦𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑓𝑛 =
2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑓(𝑥) sin𝑛𝑥𝑑𝑥

Для всех трёх классов получаем:
При 𝐶2

0 [0, 𝜋] искомая функция имеет вид:

𝐹𝑛 =

√︂
𝜋

2

(︁
𝑓𝑛 +

𝜔𝑛

𝑛2

)︁
+
𝛾𝑛
𝑛3

∀𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2
0 [0, 𝜋],

При 𝐶1
0 [0, 𝜋] :

𝐹𝑛 =

√︂
𝜋

2
𝑓𝑛 +

𝛾𝑛
𝑛2

∀𝑓(𝑥) ∈ 𝐶1
0 [0, 𝜋],

При 𝐶[0, 𝜋]:

𝐹𝑛 =

√︂
𝜋

2
𝑓𝑛 +

𝛾𝑛
𝑛

∀𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝜋].

В 3 разделе рассматривается однородное гиперболическое уравнение и
сформулируем теорему о явном виде неулучшаемых условий разрешимости
смешанных задач для такого уравнения.
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Для начала рассмотрим однородное гиперболическое уравнение

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 (3.1)

с вещественным потенциалом

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝜋] (3.2)

относительно искомой функции 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяющей граничным услови-
ям

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (3.3)

и начальным данным Коши

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥),
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝜓(𝑥). (3.4)

Поставим следующую смешанную задачу:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2(𝑄̄), (3.5)

удовлетворяющую в обычном смысле уравнению (3.1) в открытом прямо-
угольнике 𝑄, a также граничные (3.3) и начальным (3.4) условиям.

Из постановки смешанной задачи (3.1) -(3.5) следует необходимость ря-
да условий на начальные функции 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥).

Теорема 3.1 Решение 𝑢(𝑥, 𝑡) смешанной задачи (3.1) -(3.5) существует
и единственно тогда и только тогда, когда начальные функции 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥)

удовлетворяют условиям
𝜙(𝑥) ∈ 𝐶2

0 [0, 𝜋].

𝜓(𝑥) ∈ 𝐶1
0 [0, 𝜋].

𝜙′′(0) = 𝜙′′(𝜋)
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При этом оно дается функциональным рядом

∞∑︁
𝑛=1

(︂
Φ𝑛 cos𝜔𝑛𝑡+

𝜓𝑛

𝜔𝑛
sin𝜔𝑛𝑡

)︂
𝑦𝑛(𝑥) (3.13)

Будем представлять ряд в виде двух составляющих: регулярной и син-
гулярной и используем ранее полученные оценки нормированной собственной
функции.

Для доказательства теоремы нужно проверить гладкость регулярной
составляющей и суммирование сингулярной составляющей. Свойства глад-
кости составляющих ряда сформулируем с помощью 2 лемм:

Лемма 3.1
Компоненты регулярной составляющей

3∑︁
𝑖=1

𝑆𝑖(𝑥, 𝑡)

из суммы

𝑆(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡) +
3∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖(𝑥, 𝑡),

которые даются формулами

𝑆1(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

[︂
Θ𝑛

𝑛2
(cos𝜔𝑛𝑡− cos𝑛𝑡) +

𝜓𝑛

𝑛
(sin𝜔𝑛𝑡− sin𝑛𝑡)

]︂
sin𝑛𝑥,

𝑆2(𝑥, 𝑡) =

√︂
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(︂
Θ𝑛

𝑛2
cos𝜔𝑛𝑡+

𝜓𝑛

𝑛
sin𝜔𝑛𝑡

)︂
ℎ𝑛(𝑥),

𝑆3(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝛾𝑛
𝑛3

(cos𝜔𝑛𝑡+ 𝐴𝑛 sin𝜔𝑛𝑡) 𝑦𝑛(𝑥),

принадлежат классу 𝐶2(𝑄).
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Лемма 3.2 Сингулярную составляющую суммы

𝑆(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡) +
3∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖(𝑥, 𝑡),

представленную формулами

𝑢0(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

Θ𝑛

𝑛2
cos𝑛𝑡 sin𝑛𝑥,

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜓𝑛

𝑛
sin𝑛𝑡 sin𝑛𝑥,

можно суммировать к явным функциям, принадлежащим классу 𝐶2(𝑄).
Доказав данные леммы, придём к конечному результату:

𝑆(𝑥.𝑡) ∈ 𝐶2(𝑄)

Докажем достаточность теоремы: так как (3.1) -(3.5) является частным
случаем смешанной задачи (1.1) - (1.4), то можем воспользоваться достаточ-
ными условиями разрешимости из Теоремы 1.2.

Далее устанавливаем, что коэффициенты ряда (1.24) совпадают с ко-
эффициентами ряда (3.13) Этот факт даёт утверждать, что (3.13) является
формальным решением (3.1) -(3.5).

Используя граничные условия и тот факт, что

𝐵(𝑄) ≡ 𝐶2(𝑄),

получаем, что искомое решение 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑆(𝑥, 𝑡). Утверждение о его пред-
ставлении рядом (3.13) очевидно. Это завершает доказательство теоремы.

В 4 разделе дано описание программы, которая позволяет проверить,
является ли заданное число собственным значением краевой задачи. Рассмот-
рен тестовый пример.

Заключение. В ходе работы был описан новый подход в обосновании
метода Фурье для линейной смешанной задачи, который позволяет ослабить
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условия разрешимости на начальные положения на примере смешанной за-
дачи для однородного уравнения гиперболического типа. В основе этого под-
хода лежит утончённая асимптотика собственных значений и собственных
функций соответствующей задачи Штурма-Лиувилля.

В дополнение к вышеуказанному, была написана программа, позволяю-
щая определить, является ли заданное число собственным значением краевой
задачи. Работоспособность программы была проверена на тестовом примере.
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