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Введение.  Метод Фурье является одним из важнейших методов решения 

смешанных задач. Его строгое обоснование впервые дал В.А.Стеклов. Это 

обоснование операется на докозательство равномерной сходимости 

формального ряда и рядов, получающихся из него почленным 

дифференцированием нужное число раз. Недостатком этого метода является 

завышенная гладкость начальных данных. Резольвентный подход впервые 

предложен А.П.Хромовым, и идеи А.Н.Крылова позволили в настоящей 

работе получить классическое решение задачи  

                   
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡),   𝑥 ∈ [0,1], 𝑡 ∈ (−∞, ∞),               (1) 

                                𝑢𝑥
′ (0, 𝑡) + 𝛽𝑢𝑥

′ (1, 𝑡) + 𝛼1𝑢(0, 𝑡) + 𝛽1𝑢(1, 𝑡) = 0,                      (2) 

                                             𝛼𝑢(0, 𝑡) + 𝑢(1, 𝑡) = 0,                                                    (3) 

                                             𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡
′ (𝑥, 0) = 0                                        (4) 

где 𝜑(𝑥)  ∈  𝐶2 [0, 1] и 𝑞(𝑥)  ∈  𝐶[0, 1] и комплекснозначные, α, α1, β, β1 – 

комплексные числа, при минимальных требованиях гладкости на 𝜑(𝑥). 

 Целью данной бакалаврской работы является по этой задаче с помощью 

резольвентного подхода А.П. Хромова  и рекомендаций А.Н.Крылова по 

ускорению сходимости рядов Фурье получить классическое решение при 

минимальном требовании гладкости для 𝜑(𝑥). 

Данная бакалаврская работа состоит из пяти глав:  

1. Постановка задачи 

2. Вспомогательные утверждения 

 2.1 Задача Штурма-Лиувилля и метод Фурье 

2.2 Асимптотика собственных значений для оператора n-го порядка 

2.3 Область S и T 

2.4 Асимптотические формулы для решения уравнения 𝑙(𝑦) + 𝜌𝑛𝑦 = 0 

2.5 Нормировка краевых условий 

2.6 Регулярные краевые условия 

2.7 Асимптотическое поведение собственных значений 
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2.8 Операторы преобразования 

3. Преобразование формального решения 

4. Исследование задачи (1)–(4) 

 4.1. Иcследование функции  𝑢0(𝑥, 𝑡) 

 4.2. Иcследование функции  𝑢2(𝑥, 𝑡) 

5. Классическое решение задачи (1)–(4) 

Так же написана программа по исследованию дифференциальных 

уравнений для оператора n-го порядка, которая определяет регулярность 

краевых условий. 

Основное содержание работы. Во введение формулируется цель 

бакалаврской работы и решаемые задачи. 

В первой главе произведена постановка  смешанной задачи (1)-(4) 

Во второй главе приводятся вспомогательные утверждения, которые 

включают задачу Штурма-Лиувилля, связанную по методу Фурье  со 

смешанной задачей, приводятся ассимптотические формулы собственных 

значений произвольных n, понятие оператора преобразования. 

 В третьей главе проводится преобразование формального решения. 

 Метод Фурье в применении к (1)-(4) связан со спектральной задачей для 

оператора  𝐿: 

𝐿𝑦 = −𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥), 

𝑈1(𝑦) = 𝑦′(0) + 𝛽𝑦′(1) + 𝛼1𝑦(0) + 𝛽1𝑦(1) = 0,

𝑈2(𝑦) = 𝛼𝑦(0) + 𝑦(1) = 0. 

Задача  (1)– (4) изучается при дополнительном условии 1 +  𝛼𝛽 ≠  0. Это 

условие необходимо и достаточно для регулярности краевых условий 

операторов 𝐿 и 𝐿0, где 

𝐿0𝑦 = −𝑦′′(𝑥),    𝑦′(0) + 𝛽𝑦′(1) = 0,    𝛼𝑦(0) + 𝑦(1) = 0. 

Оператор 𝐿0 в общем случае несамосопряженный. Более того, если взять  

𝛼 =  0,   𝛽 =  1 и вместо 𝑥 взять 𝜉 =  1 –  𝑥, то придем к оператору, который 
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замечателен тем, что все его собственные значения двукратные и для каждого 

собственного значения имеем одну собственную и одну присоединенную 

функцию. В результате резольвентного подхода получаем классическое 

решение задачи (1)–(4) при минимально необходимых требованиях на 

𝜑(𝑥): 𝜑(𝑥)  ∈  𝐶2 [0, 1] и 

𝜑′(0) + 𝛽𝜑′(1) + 𝛼1𝜑(0) + 𝛽1𝜑(1) = 0,    

𝛼𝜑(0) + 𝜑(1) = 0) 

                     𝛼𝜑′′(0) + 𝜑′′(1) − 𝛼𝑞(0)𝜑(0) − 𝑞(1)𝜑(1) = 0.    

Теорема 1. Собственные значения оператора L образуют две 

последовательности 𝜆𝑛  = 𝜌𝑛
2 и 𝜆𝑛

′ = 𝜌𝑛
′2 (𝜆 =  𝜌2 , 𝑅𝑒𝜌 ≥  0) и имеют 

асимптотики 

          𝑝𝑛 = 2𝑛𝜋 + 𝜉1 + 𝜀𝑛,   𝑝𝑛
′ = 2𝑛𝜋 + 𝜉2 + 𝜀𝑛

′ ,    𝑛 = 𝑛0, 𝑛0 + 1, …, 

где   𝜉1,2 = −𝑖𝑙𝑛(𝑑 ± √𝑑2 − 1),   𝑑 =
𝛼+𝛽

1+𝛼𝛽
,     𝜀𝑛 = 𝑜(1),  𝜀𝑛

′ = 𝑜(1) 

Обозначим через 𝛾𝑛 объединение двух непересекающихся окружностей 

{𝜌 ||𝜌 − (2𝑛𝜋 + 𝜉𝑗)|  =  𝛿}, 𝑗 =  1, 2, если 𝜉1  ≠  𝜉2, или один такой контур, 

если ξ1  =  ξ2 и δ >  0 достаточно мало. При этом 𝑛 0 таково, что внутри 

каждого 𝛾𝑛 находятся 𝜌𝑛 и 𝜌𝑛
′ 𝑛 при 𝑛 ≥  𝑛0. Пусть 𝛾𝑛  – образ 𝛾𝑛  в 

𝜆 −плоскости. Далее, пусть 𝑅𝜆  =  (𝐿 – 𝜆𝐸) −1– резольвента оператора 𝐿, где 

𝐸 – единичный оператор, 𝜆 – спектральный параметр. Формальное решение 

задачи (1)– (4) по методу Фурье возьмем в виде  

          𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∫ (𝑅𝜆𝜑) 𝑐𝑜𝑠 𝑝𝑡𝑑𝜆 − ∑

1

2𝜋𝑖𝑛≥𝑛0
∫ (𝑅𝜆𝜑) 𝑐𝑜𝑠 𝑝𝑡𝑑𝜆

𝛾𝑛𝛾𝑟
    (5) 

где 𝛾𝑟  =  {𝜆||𝜆| = 𝑟 }, 𝑟 >  0, фиксировано и таково, что внутри 𝛾𝑟 находятся 

все собственные значения оператора 𝐿, не попавшие в 𝛾𝑛 при 𝑛 ≥  𝑛0.  

Если все собственные значения простые, то очевидно, что обычное 

формальное решение задачи (1)–(4) по методу Фурье можно представить в 

виде (5). Если же есть кратные собственные значения, то (5) мы будем 

называть формальным решением задачи (1)–(4) в этом случае. Теперь в (5) не 

фигурируют явно ни собственные значения, ни собственные функции.  
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Лемма 1. Пусть 𝜇0 – фиксированное число, не являющееся собственным 

значением оператора 𝐿, и 𝛾 – один из контуров 𝛾𝑟 , 𝛾𝑛 при 𝑛 ≥  𝑛0 (𝜇0  вне 𝛾). 

Тогда 

∫ (𝑅𝜆𝜑) 𝑐𝑜𝑠 𝜌𝑡𝑑𝜆 = ∫
1

𝜆−𝜇0
(𝑅𝛾𝛾𝛾

𝑔) 𝑐𝑜𝑠 𝜌𝑡𝑑𝜆                             

Где  𝜇0 находится вне всех контуров и   𝑔 =  (𝐿 – 𝜇0𝐸)𝜑 

Далее, будем считать, что 𝜇0 не является также и собственным 

значением оператора 𝐿0, и 𝑛0 таково, что все собственные значения и 

оператора 𝐿0 при 𝑛 ≥  𝑛0 попадают лишь в 𝛾𝑛. Тогда имеет смысл 

представление  

                     𝑢0(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
(∫ + ∑ ∫𝛾𝑛

𝑛≥𝑛0𝛾𝑟
)

1

𝜆−𝜇0
(𝑅𝜆

0𝑔) 𝑐𝑜𝑠 𝜌𝑡𝑑𝜆 ,              (6) 

где 𝑅𝜆
0 = (𝐿0 − 𝐸)−1. 

По лемме 1, примененной к 𝑅𝜆
0 вместо 𝑅𝜆 и 𝜑1  = 𝑅𝜇0

0 𝑔 вместо 𝜑, 

формула (6) принимает вид 

𝑢0(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
( ∫ + ∑ ∫

𝛾𝑛𝑛≥𝑛0𝛾𝑟

) (𝑅𝜆
0𝜑1) 𝑐𝑜𝑠 𝜌𝑡𝑑𝜆 , 

то есть 𝑢0(𝑥, 𝑡) есть формальное решение следующей задачи: 

          
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
, 𝑢(𝑥, 0) = 𝜑1(𝑥), 𝑢𝑡

′ (𝑥, 0) = 0,                    (7) 

          𝑢𝑥
′ (0, 𝑡) + 𝛽𝑢𝑥

′ (1, 𝑡) = 𝛼𝑢(0, 𝑡) + 𝑢(1, 𝑡) = 0,                           (8) 

которую мы назовем эталонной.  

 Относительно формального решения справедлива 

Теорема 2. Формальное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)– (4) представимо в 

виде 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡) 

где  

                     𝑢0(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
( ∫ + ∑ ∫

𝛾𝑛𝑛≥𝑛0𝛾𝑟

)
1

𝜆 − 𝜇0
(𝑅𝜆

0𝑔) 𝑐𝑜𝑠 𝜌𝑡𝑑𝜆 
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𝑢1(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
∫

1

𝜆 − 𝜇0
𝛾𝑟

(𝑅𝜆𝑔 − 𝑅𝜆
0𝑔) 𝑐𝑜𝑠 𝜌𝑡𝑑𝜆 , 

𝑢2(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
∑ ∫

1

𝜆 − 𝜇0
𝛾𝑛𝑛≥𝑛0

(𝑅𝜆𝑔 − 𝑅𝜆
0𝑔) 𝑐𝑜𝑠 𝜌𝑡𝑑𝜆. 

В четвертой главе исследуются функции 𝑢0(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡). 

Теорема 7. Функция 𝑢0(𝑥, 𝑡) естъ классическое решение эталонной 

задачи  

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
, 

  𝑢(𝑥, 0) = 𝜑1(𝑥), 𝑢𝑡
′ (𝑥, 0) = 0,            

          𝑢𝑥
′ (0, 𝑡) + 𝛽𝑢𝑥

′ (1, 𝑡) = 𝛼𝑢(0, 𝑡) + 𝑢(1, 𝑡) = 0.    

Лемма 12. Ряд  𝑢2(𝑥, 𝑡) и ряды, полученные из него почленным 

дифференцированием по 𝑥 и по 𝑡 два раза, сходятся абсолютно и равномерно 

по  𝑥 ∈  [0, 1] и 𝑡 ∈  [– 𝑇, 𝑇] при любом фиксированном 𝑇 >  0. 

В пятой главе дается классическое решение смешанной задачи (1)-(4). 

Теорема 8. Формальное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(4) является 

классическим решением при 𝜑(𝑥)  ∈  𝐶2 [0, 𝜋] и выполнении условий (5). 

Заключение. В данной бакалаврской работе с помощью резольвентного 

подхода А.П.Хромова и рекомендаций А.Н.Крылова по ускорению 

сходимости рядов Фурье, было полученно классическое решение задачи (1)-

(4) при минимальном требовании гладкости по 𝜑(𝑥). 

Было преобразовано формальное решение в виде 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) +

𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡) и исследованны функции 𝑢0(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡). 

Так же была реализована программа по исследованию 

дифференциальных уравнений для оператора n-го порядка, которая 

определяет регулярность краевых условий. 

 


