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Введение. Согласно современным тенденциям в науке можно заключить,
что основные точки роста находятся в областях пересечения гуманитарного
знания, модельных подходов из естественнонаучных дисциплин и матема-
тических способов расчета и доказательств. «Колебание» - распространен-
ное понятие в современном естествознании. Его можно встретить в таких
научных направлениях как биофизика, нейродинамика, нелинейная физика,
прикладная математика и еще в целом ряде научных дисциплин. О колеба-
ниях можно услышать в докладах сейсмологов, в экономических прогнозах,
прогнозах погоды, а также в предсказаниях климата и социальных явлений.
Термин «колебание» определяется как возвратно-поступательное изменение
количественных характеристик наблюдаемой системы, которое описывается
ее амплитудными и фазовыми характеристиками. При этом максимальные
и минимальные отклонения колеблющейся величины от некоторого равно-
весного состояния выражаются через амплитудные характеристики, а если
говорится о наличии или отсутствии периодичности, то это связано с фазовы-
ми характеристиками. Любая система, в которой могут возникать колебания,
может быть отнесена к одному из типов колебательных систем, примерами
которых являются механические системы (физический и математический ма-
ятники, маятниковые часы), и многие другие. Для описания состояния таких
систем в теоретической физике введено понятие динамической системы.

Под динамической системой понимается такая система, для которой, во-
первых, определен минимальный набор координат, однозначно характеризу-
ющих её состояние, во-вторых, известен оператор эволюции системы (диф-
ференциальное уравнение, математическая функция и тому подобные), в-
третьих, задан необходимый набор начальных условий для всех её перемен-
ных (координат).

Данная работа является актуальной, поскольку моделирование осцилля-
торов играет важную роль во многих отраслях современной науки и техники.
Осциллятором можно назвать любую систему, если величины, ее описываю-
щие, периодически или апериодически меняются со временем. Таким обра-
зом, моделирование осцилляторов может быть использовано в таких отрас-
лях, как программное управление оборудованием, навигационные системы,
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теория электромагнитного излучения, акустика, теория тяготения, теория
твердого тела, теория колебательных спектров молекул и тому подобные.

Целью данной бакалаврской работы является изучение способа построе-
ния управления в линейной системе осцилляторов при наличии ограничений
на управление и моделирования полученной системы.

Структура бакалаврской работы. Бакалаварская работа содержит
введение, два раздела, заключение, список использованной литературы и од-
но приложение.

В введении обоснована актуальность работы, сформулированы цели и за-
дачи исследования, а также его теоретическое и практическое применение.

В первом разделе содержится основная теоретическая часть по линейным
системам управления.

Во втором разделе включена необходимая теория для моделирования си-
стемы осцилляторв и подробно изложено создание полученной системы, а
также анализ результатов в зависимости от входных данных.

Основное содержание работы. Рассмотрим линейную управляемую
систему:

ẋ = A(t)x+B(t)u+ f(t).

Предположим, что на фазовые координаты и управления системы нало-
жены ограничения типа неравенств, выражающие ограниченность абсолют-
ных величин или компонент некоторых линейных комбинаций переменных
x, u и интегралов от них. Для определенности будем рассматривать ограни-
чения следующих двух типов:∥∥∥C i(t)x(t) +Di(t)u(t) +

+

T∫
t0

[
Gi(t, τ)x(τ) +H i(t, τ)u(τ)

]
dτ + µi(t)

∥∥∥ ⩽ 1,

i = 1, . . . , r,
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∣∣∣〈pj(t), x(t)〉+ 〈qj(t), u(t)〉+
+

T∫
t0

[〈
gj(t, τ), x(τ)

〉
+
〈
hj(t, τ), u(τ)

〉]
dτ
∣∣∣ ⩽ 1,

j = 1, . . . , s.

Поставим задачу о построении управления u(t), удовлетворяющего огра-
ничениям при t ∈ [t0, T ] и переводящего систему из заданного начального
состояния:

x (t0) = x0,

в заданное конечное состояние:

x(T ) = x1.

Запишем решение системы, удовлетворяющее начальному условию, в
виде:

x(t) = Φ(t)

x0 +

t∫
t0

Φ−1(τ) [B(τ)u(τ) + f(τ)] dτ

 .

Подставим решение в краевое условие:

x1 = Φ(T )

x0 +

T∫
t0

Φ−1(t) [B(t)u(t) + f(t)] dt

 ,

Далее, введем обозначение:

x∗ = Φ−1(T )x1 − x0 −
T∫

t0

Φ−1(t)f(t)dt,
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и тем самым получим условие на управление:

T∫
t0

Φ−1(t)B(t)u(t)dt = x∗.

Таким образом, искомое управление должно удовлетворять ограничениям
и условию, описанным выше.

Воспользуемся методом управления (метод Калмана), для случая отсут-
ствия ограничений. Будем искать управление в виде:

u = Q⊤c, (1)

где c — n-мерный постоянный вектор, Q (t) — матрица размера n×m, строки
которой являются вектор-функции q1(t), . . . , qn(t).

Введем следующее обозначение:

R(t) =

t∫
t0

Q(τ)Q⊤(τ)dτ.

Тогда получим уравнение для вектора c:

R(T )c = x∗.

R(t) — симметрическая неотрицательно-определенная матрица размера
n × n при t ⩾ t0. В этом случае векторное уравнение имеет единственное
решение:

c = R−1(T )x∗.

Ограничения приводятся к виду:∥∥F i(t, T )x∗ + ϕi(t, T )
∥∥ ⩽ 1, i = 1, . . . , r.
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Пользуясь неравенством Коши-Буняковского, оценим сверху левую часть
неравенств:

∥∥F i(t, T )x∗
∥∥ =

 l∑
j=1

(
n∑

k=1

F i
jkx

∗
k

)2
1/2

⩽

⩽

[
l∑

j=1

n∑
k=1

(
F i
jk

)2]1/2 ∥x∗∥ , i = 1, . . . , r.

Получим достаточное условие выполнения неравенств:

∥x∗∥ ⩽ min
i

(1− ϕi
0

) [
max

t

l∑
j=1

n∑
k=1

(
F i
jk(t, T )

)2]−1/2
 ,

i = 1, . . . , r, t ∈ [t0, T ]

Итак, при выполнении условий управление удовлетворяет всем наложен-
ным ограничениям при t ∈ [t0, T ] и переводит систему из заданного началь-
ного состояния в конечное состояние. Поэтому условия можно рассматривать
как достаточные условия управляемости за конечное время T .

Следующая теорема дает простые достаточные условия, обеспечивающие
выполнение ограничения:

∥u(t)∥ ⩽ a,

для закона управления в случае f(t) ≡ 0.

Теорема 3. Пyсть при некотором T > t0 матрица R(T ) неособая, то есть
вьполнено условие полной управляемости, и пусть для любого n-мерного век-
тора v выполнены неравенства:∥∥Q⊤(t)K(T )v

∥∥ ⩽ λ1(T )∥v∥, t ∈ [t0, T ] ,

∥R(T )K(T )v∥ ⩾ λ2(T )∥v∥.
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Здесь K(T ) — некоторая неособая матрица размера n× n, λ1(T ),
λ2(T ) > 0 — положительнье скаляры, v — произвольный постоянный
n-мерный вектор, причем неравенство должно иметь место для всех t ∈
[t0, T ]. Тогда, если выполнено условие:

∥x∗∥ ⩽ aλ2(T )λ
−1
1 (T ),

то управление u(t) переводит систему из начального состояния в конечное
состояние в момент T и удовлетворяет ограничению при всех t ∈ [t0, T ].

Рассмотрим систему гармонических осцилляторов, управляемых посред-
ством скалярного управления:

ξ̈i + ω2
i ξi = u.

Здесь ξi — обобщенные координаты, постоянные ωi > 0 — собственные
частоты осцилляторов, i = 1, . . . , n, u — скалярное управление, на которое
наложено ограничение, то есть |u| ⩽ a.

В качестве механической модели системы может служить система мате-
матических маятников, подвешенных к несущему телу G, перемещающемуся
горизонтально с ускорением u в соответствии с рисунком 1.

Рисунок 1 — Система математических маятников

Поставим задачу определения управления u(t), удовлетворяющего огра-
ничению и переводящего систему из произвольного начального состояния при
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t0 = 0:

ξi(0) = ξ0i , ξ̇i(0) = η0i ,

в заданное конечное состояние:

ξi(T ) = ξ1i , ξ̇i(T ) = η1i .

Будем предполагать, что частоты ωi положительны и различны [?]. Вве-
дем обозначение:

Ω = min
0⩽k⩽n−1

(ωk+1 − ωk) > 0, 0 = ω0 < ω1 < . . . < ωn.

C помощью замены переменных:

ξ̇i = yi, ξi = ω−1
i zi,

приведем систему к виду:

ẏi = −ωizi + u, żi = ωiyi.

Фазовым вектором системы является 2n-мерный вектор-столбец, состав-
ленный из компонент векторов y, z. Тогда фундаментальная матрица одно-
родной системы имеет вид:

Φ(t) =

[
diag (cosωit) diag (− sinωit)

diag (sinωit) diag (cosωit)

]
.

Матрицы B(t) и Q(t) для системы — 2n-мерные векторы-столбцы. Их
элементы таковы:

Bi = 1, Bn+i = 0,

Qi(t) = cosωit, Qn+i(t) = − sinωit.
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Из соотношений вытекает:

QQ⊤ =

[
Q1 Q0

Q0⊤ Q2

]
, R(T ) =

[
R1 R0

R0⊤ R2

]
,

Rk =

T∫
0

Qkdt, k = 0, 1, 2.

Здесь введена симметрическая матрица M размера 2n × 2n. Для ее эле-
ментов получим оценки:

|Mii| =
∣∣∣∣R1

ij −
T

2

∣∣∣∣ ⩽ 1

4Ω
, |Mn+i,n+i| =

∣∣∣∣R2
ii −

T

2

∣∣∣∣ ⩽ 1

4Ω
,

|Mi,n+i| =
∣∣R0

ii

∣∣ ⩽ 1

2Ω
,

|Mij| =
∣∣R1

ij

∣∣ ⩽ 2

3Ω
, |Mn+i,n+j| =

∣∣R2
ij

∣∣ ⩽ 2

3Ω
,

|Mi,n+j| =
∣∣R0

ij

∣∣ ⩽ 4

3Ω
, i ̸= j.

Учитывая оценки и симметрию матрицы M , получим:

∑
i,j

M 2
ij ⩽

2n

16Ω2
+

8
(
n2 − n

)
9Ω2

+
2n

4Ω2
+

+
32
(
n2 − n

)
9Ω2

=
5n(64n− 55)

72Ω2
.

Из неравенств следует:

∥Mv∥ ⩽
kn∥v∥
Ω

, kn =

(
5n(64n− 55)

72

)1/2

, n ⩾ 1.
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Используя неравенства получим:

∥R(T )v∥ ⩾

(
T

2
− kn

Ω

)
∥v∥.

Если T ⩾ 2kn/Ω. получаем:

λ2(T ) =

(
T

2
− kn

Ω

)
> 0.

Подставляя в неравенство выражения и разрешая его относительно T ,
получим:

T ⩾
2n1/2

a
∥x∗∥+ 2kn

Ω
.

Векторы x0, x1 таковы:

x0 = {yi(0), zi(0)}⊤ =
{
η0i , ωiξ

0
i

}⊤
,

x1 = {yi(T ), zi(T )}⊤ =
{
η1i , ωiξ

1
i

}⊤
.

В закон управления подставим элементы Q(t):

u(t) =
n∑

i=1

(ci cosωit− cn+i sinωit) .

На основе теоремы 3 получаем следующий результат.
Рассмотрим частный случай гашения начальных колебаний, то есть зада-

ча приведения системы в состояние равновесия.
Посредством программной реализации вывод результата выполнен в тер-

минал в соответствии с рисунком 2. А так же в соответствии с рисунком 3
можно наблюдать построение графиков траектории движения смоделирован-
ной системы.

10



Рисунок 2 — Состояние терминала

а) б)

в) г)

Рисунок 3 — Траектория движения: a - координата точки;
б - скорость точки; в - оптимальное управление; г - фазовый портрет
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Далее, исходя из полученного результата в соответствии с рисунком 2, c
рисунком 3 можно сказать, что длительность перехода системы из начального
состояния x0 в состояние равновесия x1 (то есть скорость и координата точки
сходится в начале координат) равна T ≈ 1.014 c.

Заключение. В ходе проделанной работы были рассмотрена постановка
задачи моделирования систем управления при сложных ограничениях. Так-
же был изучен и применен метод Калмана для задачи управления систем
осцилляторов.

Исходя из теоретических сведений были получены формулы для вычис-
ления времени перехода системы осцилляторов из начального состояния в
конечное, управления, скорости и координат положения осцилляторов, реа-
лизация которых была выполнена посредством программного кода на языке
Python3.

Результаты выполнения программы были визуализированы в виде гра-
фиков, на основании которых был проведен анализ зависимости системы от
входных параметеров.
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