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Введение 

Настоящая бакалаврская работа посвящена изучению распространения 

изгибной краевой волны в пластине с учетом влияния температурного 

расширения, которое моделируется с помощью связанной теории 

термоупругости. 

Актуальность темы. Волны, распространяющиеся вдоль края 

пластины или оболочки и затухающие в направлении, перпендикулярном 

краю (краевые волны) представляют собой перспективный метод 

обнаружения трещин и другого рода дефектов в окрестности края тела, где 

применение других методов (например, волн Лэмба [1-3]) затруднено. 

Первый пример существования краевых волн был представлен в работе [4], 

где исследована изгибная волна “рэлеевского” типа, названная так по 

аналогии с поверхностной волной Рэлея [5]. 

В большинстве работ, посвященных краевым волнам, материал 

считается идеально упругим, то есть затухание волн вследствие внутреннего 

трения не учитывается. Однако в экспериментальных исследованиях было 

обнаружено, что краевые волн в некоторых случаях обладают значительным 

затуханием, природа которого до сих пор не ясна. В ряду различных 

механизмов внутреннего трения [6,7] рассматривается термоупругая 

релаксация, связанная с явлением температурного расширения. В связи с 

этим представляет интерес исследование волны, аналогичной изученной в 

работе [4], с учетом связанности поля упругих деформаций и теплового поля. 

Целью данной работы является исследование изгибной краевой волны 

в пластине в рамках теории связанной термоупругости. Как первый этап 

работы рассматривается задача об изгибных колебаниях шарнирно опертой 

прямоугольной пластины, допускающая точное аналитическое решение. 

Задачи работы заключаются в следующем: 

1. Построить систему уравнений термоупругости для случая изгиба 

пластины. 

2. Решить задачу о собственных колебаниях пластины. 
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3. Численно определить собственные частоты, исследовать влияние 

температурных эффектов на изгибные колебания пластины. 

4. Вывести дисперсионное уравнение изгибной краевой волны в 

термоупругой пластине. 

5. Получить численное решение дисперсионного уравнения и 

исследовать влияние термоупругих свойств на распространение 

изгибной краевой волны. 

Материалами исследования являются теория изгибных колебаний 

термоупругой пластины и задача о распространении изгибной краевой 

волны. 

Научная значимость работы состоит в изучении влияния параметров 

теплопроводности материала на затухание изгибной краевой волны. 

Структура и объем работы. Бакалаврская работа состоит из введения, 

пяти разделов, заключения, списка используемых источников, включающего 

20 наименований. Работа изложена на 44 листах машинописного текста, 

содержит 25 рисунков. 

Основное содержание работы 

Во введении описывается актуальность темы, формулируется цель 

исследования и ставятся задачи. 

В первом разделе построена теория изгиба тонкой термоупругой 

пластины. На основании гипотез Кирхгофа [8] и связанной теории 

термоупругости [9] получены соотношения 
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где h  – толщина пластины, ( , )w x y  – постоянное по толщине перемещение в 

направлении оси z  (прогиб пластины),   – приращение температуры, E  – 

модуль Юнга,   – коэффициент Пуассона, T  – коэффициент 

температурного расширения,  
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, 
0T  — температура в 

недеформированном состоянии. С учетом (2), уравнения (1) и (3) образуют 

замкнутую систему уравнений для двух неизвестных функций w  и  . Ее 

следует дополнить граничными условиями, выражающими условия 

закрепления краев пластины и температурный режим на её поверхности и 

краях, а также начальными условиями. 

Во втором разделе рассматривается задача о собственных колебаниях 

термоупругой прямоугольной пластины, срединная плоскость которой 

занимает область x a , y b . Пластина считается шарнирно опертой по 

всем сторонам, также на сторонах пластины поддерживается постоянная 

температура. Рассмотрено два вида граничных условий на лицевых 

поверхностях. Для случая, когда на лицевых поверхностях поддерживается 

постоянная температура, получено уравнение для определения собственных 

частот в виде 
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В случае теплоизолированных лицевых поверхностей уравнение частот 

имеет вид 
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В третьем разделе представлены результаты численных расчетов 

собственных частот прямоугольной пластины размерами 3a  м, 1b  м, 

0.01h  м. Рассматриваются два материала со следующими значениями 

параметров [10-12]: 

Эпоксидная смола: 0 0.243   Вт/(м K), 31863.4 10с   Дж/(м
3
), 

92.8 10E   Па, 0.33  , 0 293T K , 668.1 10t
  К

-1
, 1210   кг/м

3
. 

Магниевый сплав: 0 11 237.   Вт/(м K), 31856.7 10с   Дж/(м
3
), 

943 10E   Па, 0.33  , 0 293T K , 620.9 10t
  К

-1
, 1800  кг/м

3
. 

Результаты расчетов собственных частот представлены в таблицах. 

Собственные частоты в данном случае являются комплексными, то есть учет 

температурного расширения приводит к появлению мнимой части 

собственной частоты. Сравнение данных таблиц для эпоксидная смолы с 

таблицами 2,4 для магниевогосплава показывает, что в случае магниевого 

сплава влияние термоупругих эффектов значительно сильнее. Также 

приведены графики изменения амплитуды колебаний прогиба со временем. 

Кроме того, исслеован закон изменения температуры по толщине. Например, 

на рисунках 1 и 2 представлены графики изменения амплитуды колебаний 

температуры по толщине для низшей и одной из высших собственных 

частот. Аналогичные графики построены для эпоксидной смолы, и для 

случая теплоизолированных лицевых поверхностей.  
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Рисунок 1 — График распределения температуры по толщине для 

магниевого сплава при m,n=1 

 

 

Рисунок 2 — График распределения температуры по толщине для 

магниевого сплава при m,n=2 

 

Как видно из рисунков, закон изменения температуры по толщине для 

низших частот значительно отличается от линейного, однако с ростом 

частоты становится практически линейным, за исключением узких областей 
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у поверхностей пластины. Отметим также, что для эпоксидной смолы выход 

на линейную закономерность происходит быстрее. 

В четвертом разделе выведено приближенное дисперсионное 

уравнение изгибной краевой волны. При выводе этого уравнения принята 

гипотеза, что распределение температуры по толщине является линейным: 

  1, , , ( , , )x y z t T x y t z  . Решение ищется в виде 

 ( ) ( )

1,
i t y i t yrx rxw Ce e T De e   

  . (7) 

Получено характеристическое уравнение в виде 
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Граничные условия свободного края на торце имеют вид: 
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Пусть 1 2 3, ,r r r  – корни характеристического уравненияю Удовлетворяя 

граничным условиям (8), приходим к дисперсионному уравнению 

2 2 2 2 2 2

1 2 3

3 2 3 2 3 2

1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 3 3 1 3 3

1 2 3

(2 ) (2 ) (2 ) 0

r r r
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                   . (9) 

Представлены результаты численного решения уравнения (9) для 

эпоксидной смолы и магниевого сплава, а также для алюминия. Как видно из 

рисунков, термоупругие эффекты практически не оказывают влияния на 

скорость волны. Затухание волны получилось малым, при этом у эпоксидной 

смолы на порядок меньше, чем у магниевого сплава и алюминия. Результаты 

для магниевого сплава представлены на рисунках 3,4. 
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Рисунок 3 – Зависимость фазовой скорости краевой волны от частоты для 
пластины из магниевого сплава 

 

 

Рисунок 4 – Коэффициент затухания краевой волны для пластины из 

магниевого сплава  
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В четверпятом разделе выведено дисперсионное уравнение изгибной 

краевой волны в пластине, на лицевых поверхностях которой 

поддерживается постоянная температура. Никаких гипотез о распределении 

температуры по толщине при этом не принимается. Решение строится в виде 

разложения по модам, в котором можно выделить две изгибные моды и 

бесконечное множество температурных мод, быстро затухающих при 

удалении от края. Для приближенного удовлетворения граничным условиям 

по температуре на торце применяется процедура Галеркина. Численные 

расчеты показали сходимость скорости волны и затухания при увеличении 

числа температурных мод N . На рисунках 5, 6 представлены результаты для 

магниевого сплава, в работе приведены также аналогичные результаты для 

эпоксидной смолы и алюминия. 

 

 

Рисунок 5 – Зависимость фазовой скорости краевой волны от частоты для 

пластины из магниевого сплава 
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Рисунок 6 – Коэффициент затухания краевой волны для пластины из 

магниевого сплава 

 

Скорость волны в данном случае тоже практически не отличается от 

случая идеально упругой пластины. Коэффициент затухания получился на 

три порядка больше, чем в случае линейного закона, и вид его зависимости 

от частоты получился совершенно другой: наблюдается рост до некоторого 

конечного максимального значения, и далее медленное уменьшение. 

Поведение коэффициента затухания на более высоких частотах требует 

дополнительного исследования, поскольку использованная в данной работе 

теория изгиба пластины, основанная на гипотезах Кирхгофа, применима 

только в ограниченной области частот. 

 

Заключение. 

В данной работе построена теория изгибных колебаний термоупругой 

пластины, основанная на гипотезах Кирхгофа. Задача определения 

температурного поля решается в точной постановке. Выведено уравнение 
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изгиба пластины с учетом температурного расширения. Решена задача о 

колебаниях термоупругой прямоугольной пластины и исследовано влияние 

тепловых параметров материала на мнимую часть частоты, 

характеризующую затухание колебаний. Показано, для случая граничных 

условий первого рода для уравнения теплопроводности мнимая часть 

больше, чем для случая граничных условий второго рода. Также исследовано 

распределение температуры по толщине пластины. Выведено приближенное 

дисперсионное уравнение для изгибной краевой волны в термоупругой 

пластине на основе гипотезы о линейном законе изменения температуры по 

толщине. Также рассмотрена задача в точной постановке для случая, когда на 

поверхностях пластины поддерживается постоянная температура и получено 

дисперсионное уравнение изгибной краевой волны в виде бесконечного 

определителя. Получено численное решение выведенных уравнений и 

исследовано влияние тепловых параметров материала. 
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