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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ âåëè÷è-
íû, íàçûâàåìîé êðèâèçíîé Ëåâíåðà.

Èçâåñòíî, ÷òî êðèâûå ïîñòîÿííîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû ïîðîæäàþò èí-
òåðåñíîå ÿâëåíèå. À èìåííî, åñëè ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà (êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ïðîñòî îïðåäåëåíà â òî÷êå 0 â ãèïåðáîëè÷åñêîì åäèíè÷íîì êðóãå êàê
ïîëîâèíà åâêëèäîâîé êðèâèçíû, à çàòåì â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ ïîñðåäñòâîì
èçîìåòðèè) íå ïðåâîñõîäèò 1, òî êðèâàÿ àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ ïðîñòîé
êðèâîé, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê ãðàíèöå D, òîãäà êàê êðèâûå ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû áîëüøå 1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè â D, ïîýòîìó íå ñòðåìÿòñÿ
ê ãðàíèöå.

Àíàëîãè÷íûé ¾ôàçîâûé ïåðåõîä¿ ïðîèñõîäèò â òåîðèè Ë¼âíåðà: â ðàìêàõ
õîðäîâîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, åñëè êðèâàÿ γ èìååò
óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ λ, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò Lip 1

2 ñ íîðìîé ||λ|| 1
2
< 4,

òîãäà γ - ïðîñòàÿ êðèâàÿ, è åñëè ||λ||1/2 ≥ 4, òî êðèâàÿ ìîæåò èìåòü ñàìîïå-
ðåñå÷åíèÿ, ñì. [6] è [15] .

Öåëüþ âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êðèâèç-
íû Ëåâíåðà è åå ñâîéñòâ è ïðèëîæåíèé.

Çàäà÷àìè âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:
1) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîöåññ Ëåâíåðà ïîðîæäàåòñÿ êðèâîé, îïðåäåëèòü óñëî-

âèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ λ, ÷òîáû òî÷-
íî ñêàçàòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ ïðîñòàÿ.

2) Îïðåäåëèòü ñâîéñòâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè äëÿ äàííîãî ïðîöåññà,
÷òîáû ïðîèñõîäèëà ãåíåðàöèÿ êðèâîé.

3) Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ êðèâèçíîé Ëåâíåðà, è óñòàíîâèòü
íåêîòîðûå èç åå ñâîéñòâ, îñîáåííî â îòíîøåíèè "ôàçîâîãî ïåðåõîäà".

4) Ïðèâåñòè ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ íà ÿçûêå Python íàáîðà êîíêðåò-
íûõ êðèâèçí ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè è ñâîéñòâàìè.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà. Â
íåé èçëîæåíû íîâûå óñëîâèÿ äëÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè õîðäîâîãî óðàâíå-
íèÿ Ëåâíåðà, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì ãåíåðèðóåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé.

3



Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû îñíîâàíà íà ñòàòüå [19]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì èñ-
ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè λ ∈ Lip (1

2) ñ íîðìîé C < 4 íà [0, T ],
òî
1) åñëè

lim
t→T−

λ(T )− λ(t)√
T − t

= k < 4,

òî ïðîöåññ ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé γ : [0, T ]→ H, ãäå γ(T ) ∈ H.
2) åñëè

lim
t→T−

λ(T )− λ(t)√
T − t

= k > 4,

òî ïðîöåññ ïîðîæäàåòñÿ êðèâîé γ : [0, T ] → H, ãäå γ(T ) ∈ R èëè γ(T ) ∈
γ([0, T ]).

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë óëó÷øèòü èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå Ëèíä,
Ìàðøàëîì è Ðîäý, ïðîäåìîíñòðèðîâàâøèå ïðîöåññû Ëåâíåðà, êîòîðûå íå ïî-
ðîæäàþòñÿ êðèâîé, è èññëåäîâàëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî àëãîðèòì ôîðìèðóåòñÿ áëàãîäàðÿ êðèâîé. Êðîìå òîãî, â
ãëàâå ïðèâåäåíî óðàâíåíèå Ë¼âíåðà ñ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé cWb ãäå c -
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à Wb - ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, îïðåäåëÿþùàÿñÿ
ïî ôîðìóëå

Wb(t) =
∞∑
n=1

cos(bnt)√
bn

.

À òàê æå äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà è óòâåðæäåíèÿ.
Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû äàíî îïðåäåëåíèå êðèâèçíû Ëåâíåðà è åå ñâÿçü ñ

ñåìåéñòâîì ñàìîïîäîáíûõ êðèâûõ. Áûëè âû÷èñëåíû êðèâèçíû Ëåâíåðà äëÿ
êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ è ïðèâåäåíû åå õàðàêòåðèñòèêè, â çàâèñèìîñòè îò íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Îñíîâíûì ìàòåðèàëîì ÿâëÿëàñü ñòàòüÿ [21].

Â ãëàâå òàê æå áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîé ñ çàäàí-
íîé êðèâèçíîé, è áëàãîäàðÿ ïðèâåäåííûì òåîðåìàì, ðåçóëüòàò áûë ðàñøèðåí
ïðèâåäåííûì ïðèíöèïîì ñðàâíåíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå òàê æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ êîíêðåòíîãî âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû Ëåâíåðà ñ îïðåäåëåííûì íàáîðîì
ïàðàìåòðîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû ïî ðàáîòå.
Ðåçóëüòàò äàííîé âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû áûë èçëîæåí íà

ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
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1 Êðèâèçíà Ëåâíåðà

1.1 Õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà

Ïóñòü H - âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü H : z = x+ iy ∈ C; y > 0.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îòîáðàæåíèå γ : [0, T ]→ H íåïðåðûâíî è èíú-

åêòèâíî, ïðè÷åì γ(t) ∈ H ïðè t ∈ (0, T ], γ(0) = 0. Îáîçíà÷èì Kt = γ[0, t] è
Ht = H\Kt. Ðàñòóùåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Kt íàçûâàåòñÿ îáîëî÷êîé Ë¼âíå-
ðà èëè "õàëëîì". Ïî òåîðåìå Ðèìàíà, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå gt : Ht → H, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ðàçëîæå-
íèÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè:

gt(z) = z +
c(t)

z
+O(

1

z2
), (1.1)

ãäå c(t) ∈ R+,è gt ìîæåò áûòü ãîëîìîðôíî ðàñøèðåíî ïî ïðèíöèïó ñèì-
ìåòðèè Øâàðöà íà C\Kt ∪ s(Kt), ãäå s(z) = z.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ t 7−→ c(t), íàçûâàåìàÿ åìêîñòüþ âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè, (èëè ïîëóïëîñêîñòíîé åìêîñòüþ) íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò îò 0 äî∞, ìû
ìîæåì èçìåíèòü ïàðàìåòðèçàöèþ γ(t) òàê, ÷òîáû c(t) = 2t. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ïðåäåë λ(t) = lim

z∈Ht,z→γ(t)
gt(z) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì â R.

Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå t 7−→ λ(t) íåïðåðûâíî, à îòîáðàæåíèå t 7−→ gt(z)
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó, òàê íàçûâàåìîìó õîðäîâîìó óðàâíåíèþ Ë¼âíåðà:

ġt(z) =
2

gt(z)− λ(t)
, g0(z) = z, z ∈ H. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ôàêòîâ ìîæíî íàéòè â [10].
Ôóíêöèÿ λ íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé. Çàìåòèì, ÷òî λ(0) = 0, ïî-
ñêîëüêó g0(z) = z−òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè λ : R+ → R ïî
òåîðåìå Êîøè-Ëèïøèöà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ z0 ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå (1.2), îïðåäåëåííîå íà [0, Tz0) è lim

t→T−
z0

gt(z0) = λ(Tz0) â ñëó÷àå Tz0 <

+∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Tz - âðåìÿ çàõâàòà z. Îïðåäåëèì åãî ïðè t ≥ 0,

Kt = {z|Tz ≤ t} ,
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òàê, ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, êîãäà gt äëÿ âñåõ t áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ îòîáðàæåíèåì Ðèìàíà Ht = H\Kt → H,óäîâëåòâîðÿÿ ¾ãèäðîäèíàìè-
÷åñêîé¿ íîðìèðîâêå (1.1).

Ïóñòü Kt = γ([0, t]), è ïóñòü ïðîöåññ ïîðîæäåí ïðîñòîé êðèâîé γ. Â áîëåå
îáùåì ïëàíå, ìû ñêàæåì, ÷òî ïðîöåññ Ëåâíåðà, óïðàâëÿåìûé ôóíêöèåé λ,
ïîðîæäàåòñÿ êðèâîé γ, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ γ : R+ → H ñ
γ(0) = 0, íå îáÿçàòåëüíî èíúåêòèâíàÿ, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ t ≥ 0, Ht ÿâëÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé H\Kt.

Ýòî ñïðàâåäëèâî ïî÷òè íàâåðíîå äëÿ àëãîðèòìîâ SLEk, êîòîðûå áûëè
ââåäåíû Îäåäîì Øðàììîì [11] è êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðäîâûå àë-
ãîðèòìû Ë¼âíåðà, óïðàâëÿåìûå λ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

λ(t) =
√
kBt

ãäå Bt - ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ýòî òåîðåìà, ïðåäëîæåííàÿ
Ðîäå è Øðàììîì [10] äëÿ k 6= 8 è Ëîóëåðîì, Øðàììîì è Âåðíåðîì [4]
äëÿ k = 8. Ðîäå è Øðàìì óòî÷íèëè ýòó òåîðåìó, äîêàçàâ, ÷òî SLEk

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñëó÷àÿì:
1. Åñëè 0 ≤ k ≤ 4, òî γ ïî÷òè íàâåðíîå èíúåêòèâíî.
2. Åñëè 4 < k < 8,òî γ ïî÷òè íàâåðîå íåïðîñòîå, íî íèãäå íå èìååò ïëîòíûé
ïóòü.
3. Åñëè 8 ≤ k, òî γ(t) ïî÷òè íàâåðíîå ÿâëÿåòñÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå.

Ìàðøàëë è Ðîäå [7] áûëè ïåðâûìè àâòîðàìè, ïðîäåìîíñòðèðîâàâøèìè
ïðîöåññû Ë¼âíåðà, êîòîðûå íå ïîðîæäàþòñÿ êðèâîé, è èññëåäîâàëè äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî àëãîðèòì ôîðìèðóåòñÿ
áëàãîäàðÿ êðèâîé. Âìåñòå ñîâìåñòíî ñ Äæ. Ëèíäò [6] îíè ïîêàçàëè, ÷òî åñëè
1/2-Ëèïøèöåâà íîðìà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè

||λ|| 1
2

= sup
|λ(y)− λ(x)|
|y − x| 12

, x < y ∈ R+

ìåíüøå 4, òî ïðîöåññ ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, è äàëè ïðèìåð ïðî-
öåññà Ë¼âíåðà, íå ïîðîæäåííîãî êðèâîé, óäîâëåòâîðÿþùåãî

||λ|| 1
2

= 4.
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Îïðåäåëåíèå 1.1
Ôóíêöèÿ λ : [0, T ]→ R áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðèíàäëåæàùåé êëàññó Lip (1

2)
ñ íîðìîé, íå ïðåâûøàþùåé C, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ (0, 1), ÷òî

|λ(t)− λ(t′)| < C
√
t′ − t,∀0 ≤ t ≤ t′ < T

|t− t′| < δ(T − t).

Ïîçäíåå ýòè òðè àâòîðà îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò â [5] ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:
Òåîðåìà(LMR).

Ïóñòü λ ∈ Lip (1
2) ñ íîðìîé C < 4 íà [0, T ], òîãäà

1) åñëè

lim
t→T−

λ(T )− λ(t)√
T − t

= k < 4,

òî ïðîöåññ ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé γ : [0, T ] → H, ãäå γ(T ) ∈ H (ðèñ.
1.1).
2) åñëè

lim
t→T−

λ(T )− λ(t)√
T − t

= k > 4,

òî ïðîöåññ ïîðîæäàåòñÿ êðèâîé γ : [0, T ]→ H, ãäå γ(T ) ∈ R (ðèñ. 1.2.1) èëè
γ(T ) ∈ γ([0, T ]) (ðèñ. 1.2.2).

Ðèñ. 1.1 Ñëó÷àé γ(T ) ∈ H.
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Ðèñ. 1.2.1 Ñëó÷àé γ(T ) ∈ R.

Ðèñ. 1.2.2 Ñëó÷àé γ(T ) ∈ γ([0, T ]).

Àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ äâå ïðîáëåìû:
(P1): ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîöåññ Ë¼âíåðà ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, êàêîå
óñëîâèå íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ λ, ÷òîáû òî÷íî
ñêàçàòü,÷òî ýòà êðèâàÿ ïðîñòàÿ?
(P2): Êàêèå ñâîéñòâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè äëÿ äàííîãî ïðîöåññà íåîáõîäè-
ìû, ÷òîáû ïðîèñõîäèëà ãåíåðàöèÿ ïðîñòîé êðèâîé?
Îòâåò íà ïåðâóþ ïðîáëåìó äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü λ : [0, T ]→ R - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ Ëåâíåðà ïîðîæäàåòñÿ êðèâîé γ. Äëÿ t > 0 ïîëîæèì

a(t) = lim
s→t−

λ(t)− λ(s)√
t− s

, b(t) = lim
s→t−

λ(t)− λ(s)√
t− s

.
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Ðèñ. 1.3 Ãðàôèê f

Åñëè b(t) < f(a(t)),∀t ∈ (0, T ] , ãäå

f(a)

4, 2 ≤ a < 4

a+ 4/a,&&0 < a < 2 +∞,&a = 0

òîãäà êðèâàÿ γ ïðîñòàÿ, à ãðàôèê f(a(t)), ïðåäñòàâëåííûé íà Ðèñ. 1.3 -
îïòèìàëüíàÿ ãðàíèöà b(t).

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì [LMR], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó-
÷àé a(t) = b(t) < 4

À òàê æå, â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìîòðåíî âåùåñòâåííîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà è
óðàâíåíèå Ëåâíåðà ñ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé Âåéøòðàññà.

1.2 Êðèâèçíà Ëåâíåðà.

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà - îïðåäåëèòü âåëè÷èíó, êîòîðóþ íàçîâåì êðèâèçíîé
Ëåâíåðà, è óñòàíîâèòü íåêîòîðûå èç åå ñâîéñòâ, îñîáåííî â îòíîøåíèè óêà-
çàííîãî âûøå ÿâëåíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì ñåìåéñòâî êðèâûõ, êî-
òîðûå ìû íàçûâàåì ñàìîïîäîáíûìè. Îíè îñíîâàíû íà ïðèíöèïå Øðàììà è
áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå êðèâûõ ñðàâíåíèÿ. Ýòî íàøè êðèâûå ïîñòî-
ÿííîé êðèâèçíû. Çàòåì ìû èäåíòèôèöèðóåì ýòè êðèâûå ñ ïîìîùüþ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà è ïîëó÷èì, ÷òî ýòî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî êðèâûõ. Îäíîìåðíûé íàáîð ýòèõ êðèâûõ èçîáðàæåí íà Ðèñ. 1.4.
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Ðèñ. 1.4 Íåêîòîðûå êðèâûå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû Ë¼âíåðà.

Â íàøåé íîðìàëèçàöèè ôèîëåòîâûå êðèâûå èìåþò îòðèöàòåëüíóþ êðè-
âèçíó, ÷åðíàÿ êðèâàÿ èìååò áåñêîíå÷íóþ êðèâèçíó, à êðàñíûå êðèâûå èìåþò
ïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó.

Ìû òàêæå âû÷èñëèì ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä óðàâíåíèÿ êðèâîé γ
â òåðìèíàõ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ îò óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè Ë¼âíåðà,
è ïîêàæåì , ÷òî

γ(t) = 2i
√
t+ at− ia

3

8
t
3
2 + bt2 + o(t2),

äëÿ t áëèçêèõ ê 0, a = 2
3λ
′(0) è b = 4

15λ
′′(0) + 1

135λ
′(0)3. Ýòî ïîçâîëèò

ñâÿçàòü ñ êàæäîé äîñòàòî÷íîé ãëàäêîé êðèâîé íàèáîëåå ïîäõîäÿùóþ êðèâóþ
ñðàâíåíèÿ è ïðèâîäèò ê ôîðìóëå äëÿ êðèâèçíû Ë¼âíåðà

LCγ(t) =
λ′(t)3

λ′′(t)
.

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî γ - ïðîñòàÿ êðèâàÿ, åñëè LCγ(t) < 8. Êîíñòàíòà 8
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé èç âîçìîæíûõ è ñîîòâåòñòâóåò êîíñòàíòå 4 â êðèòåðèè
||λ|| 1

2
< 4, äëÿ ïðîñòûõ êðèâûõ Ë¼âíåðà. Â êîíöå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèíöèï

ñðàâíåíèÿ, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà êðèâèçíû Ë¼âíåðà îçíà÷àåò, ÷òî
êðèâàÿ îñòàåòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû. Â ÷àñòíîñòè, êðèâèçíà Ë¼âíåðà ìîæåò áûòü àëüòåðíàòèâíî îïðåäåëå-
íà ïóòåì ãåîìåòðè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ñ êðèâûìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

1.3 Ñåìåéñòâî ñàìîïîäîáíûõ êðèâûõ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâèì ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü
¾ñàìîïîäîáíûìè êðèâûìè¿. Â äàëüíåéøåì ìû îïðåäåëèì êðèâèçíó Ë¼âíåðà
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äëÿ ýòèõ êðèâûõ êàê ïîñòîÿííóþ. Êðèâèçíà Ë¼âíåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðè-
âîé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé ñðàâíåíèÿ ñ ýòèì ñåìåéñòâîì. ×òîáû äàòü
íåêîòîðóþ ìîòèâàöèþ äëÿ òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñàìîïîäîáíûõ êðèâûõ, ñíà-
÷àëà íàïîìíèì ïðèíöèï Øðàììà, à çàòåì ñôîðìóëèðóåì äåòåðìèíèñòñêóþ
âåðñèþ. Ïóñòü Ω áóäåò æîðäàíîâîé îáëàñòüþ ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè îòìå÷åí-
íûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè a è b. Äëÿ êàæäîé òðîéêè (Ω, a, b), ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ΓΩ,a,b ïðîñòûõ êðèâûõ â Ω̄, íà÷èíàþùèõñÿ â a, ñ âå-
ðîÿòíîñòíîé ìåðîé µΩ,a,b, íà ΓΩ,a,b. (Ïðèìå÷àíèå: ýòî ìîæíî îáîáùèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì : íàì íå íóæíû ïðîñòûå êðèâûå, íî ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû êðèâûå íå èìåëè ñàìîïåðåñå÷åíèé.)

Ãîâîðÿò, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µΩ óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó Øðàììà,
åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü: åñëè çàäàíî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå φ îá-
ëàñòè Ω, òî

φ(µΩ,a,b) = µφ(Ω),φ(a),φ(b).

(Ìåðà φ(µΩ,a,b) íà ñåìåéñòâå êðèâûõ φ(ΓΩ,a,b) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ìåðû (µΩ,a,b).

2) Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî îáëàñòè: ïóñòü γ[0, t] - íà÷àëüíàÿ ÷àñòü êðèâîé
â ΓΩ,a,b. Ïóñòü µΩ,a,b,γ|[0,t]− óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà äëÿ äàííîãî γ[0, t].
Òîãäà

µΩ,a,b,γ|[0,t] = µΩ\γ[0,t],γ(t),b

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äàííîé íà÷àëüíîé ÷àñòè êðèâîé γ|[0,t] óñëîâíàÿ
ìåðà òàêàÿ æå, êàê è ìåðà íà êðèâûõ, íà÷èíàþùèõñÿ â γ(t)â îáëàñòè Ω\γ[0, t].

Äëÿ γ[0, t] îïðåäåëèì Gt êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé
φt : Ω \ γ[0, t]→ Ω ñ φt(γ(t)) = a è φt(b) = b. Òàêèì îáðàçîì, åñëè µΩ,a,b, óäî-
âëåòâîðÿþò êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè è ìàðêîâñêîìó ñâîéñòâó îáëàñòè,
òî

φt(µΩ,a,b|γ|[0,t]) = µΩ,a,b

èëè ëþáîé φt ∈ Gt. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåðà èíâàðèàíòíà ïðè ¾îòîáðàæå-
íèè âíèç¿ íà÷àëüíîé ÷àñòè êðèâîé.

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðèíöèïó Øðàììà, òî åñòü äå-
òåðìèíèðîâàííîé àêñèîìå, êîòîðàÿ áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü âàæíîå ñåìåéñòâî
êðèâûõ. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü êðèâûå â îáëàñòè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ â
îäíîé èç äâóõ îòìå÷åííûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 1.2
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Äëÿ æîðäàíîâîé îáëàñòè Ω ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè è çàäàí-
íûì T ∈ (0,∞] îáîçíà÷åíèå γ : (0, T ) → (Ω, a, b) îçíà÷àåò, ÷òî γ[0, T ) -
ïðîñòàÿ (äåòåðìèíèðîâàííàÿ) êðèâàÿ ñ γ(0, T ) ⊂ Ω è γ(0) = a.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî γ âìåñòî
γ(0, T ),äëÿ îáðàçà îòêðûòîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà. Çàìåòèì, ÷òî γ(T ) ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, è â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî, ÷òî γ(T ) ∈ dΩ èëè γ(T ) ∈ γ(0, T ).

Ìû õîòèì ââåñòè êðèâûå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó
ñàìîïîäîáèÿ:

Îïðåäåëåíèå 1.3
Êðèâàÿ γ : (0, T )→ (Ω, a, b) ñàìîïîäîáíà, åñëè γ ∈ C3 è åñëè äëÿ êàæäîãî

t ∈ (0, T ) ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå φ ∈ Gts, òàê ÷òî

φt(γ(t, T )) = γ.

×åðåç S(Ω, a, b) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî ñàìîïîäîáíûõ êðèâûõ â îòìå÷åííîé
îáëàñòè (Ω, a, b).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñàìîïîäîáíûå êðèâûå èíâàðèàíòíû ïðè ¾îòîáðàæåíèè
âíèç¿ ëþáîé íà÷àëüíîé ÷àñòè êðèâîé, ïî ìîäóëþ êîíôîðìíîé ïåðåíîðìèðîâ-
êè. Cåìåéñòâî ñàìîïîäîáíûõ êðèâûõ ìû îïðåäåëèì ïîçæå.

Åñëè ìû çíàåì S(Ω0, a0, b0) äëÿ îäíîé ôèêñèðîâàííîé òðîéêè (Ω0, a0, b0),
òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü S(Ω, a, b) ÷åðåç êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ψ : Ω0 → Ω
ñ ψ(a0) = aè ψ(b0) = b. Òî åñòü

S(Ω, a, b) = {ψ ◦ γ : γ ∈ S(Ω0, a0, b0)} .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îïèñàíèå âñåõ ñàìîïîäîáíûõ êðèâûõ.
Òåîðåìà 1.2
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ : (0, T ) → (H, 0,∞) èìååò óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ

λ(t). Òîãäà γ ∈ S(H, 0,∞)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ(t) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
ñëåäóþùèõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé:

0, ct, c
√
τ − c

√
τ − t, c

√
τ + t− c

√
τ (1.1)

ãäå c ∈ R \ {0} è τ > 0. Äàëåå λ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ äåéñòâèòåëü-
íûìè ïàðàìåòðàìè λ′(0) è λ′′(0).

Îïèøåì ïîäðîáíî îäíó èç êðèâûõ, ïîðîæäàåìûõ óïðàâëÿþùèìè ôóíêöè-
ÿìè, ïåðå÷èñëåííûìè â (1.1). Âñå ýòè êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà äëÿ ÷àñòíîãî âèäà óïðàâëÿþùèõ ôóíê-
öèé.
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Åñëè λ(t) = ct, òî γ áóäåò ìàñøòàáèðîâàííîé âåðñèåé ëåâîé êðèâîé (è
îòðàæåííîé âîêðóã ìíèìîé îñè, åñëè c < 0). Ýòà êðèâàÿ óõîäèò â áåñêî-
íå÷íîñòü, íî îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ îãðàíè÷åííîãî ðàññòîÿíèÿ îò âåùåñòâåííîé
îñè:

ġt =
2

gt − ct
Ïóñòü gt − ct = ht. Òîãäà

dht
dt

= ġt − c =
2

ht
− c =

2− cht
ht

.

Èìååì
ht

2− cht
dht = dt.

Òàê êàê ∫
ht

2− cht
dht =

1

c

∫ (
2

2− cht
− 1

)
dht =

= − 2

c2
log (2− cht)−

1

c
ht,

òîãäà èíòåãðèðîâàíèå äàåò:

−gt − ct
c
− 2

c2
log (2− cgt + c2t) +

z

c
+

2

c2
log (2− cz) = t;

cz

2
+ log (2− cz) =

cgt
2

+ log (2− cgt + c2t).

Äëÿ òî÷åê "õàëëà"z ∈ Kt âûïîëíÿåòñÿ

gs(z) = λ(s) = cs ∀s ∈ (0; t];

cz

2
+ log (2− cz) =

c2t

2
+ log 2

óðàâíåíèå çàäàåò ïðîñòóþ êðèâóþ

cz + 2log(2− cz) = c2t+ 2 log 2.

Ïóñòü
2− cz = r · exp(−iϕ)

13



2− r · cos (ϕ) + ir · sin (ϕ) + 2log r − 2iϕ = c2t+ 2 log 2

Ïðèðàâíèâàåì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

2 log r − rcos ϕ = c2t+ 2 log 2

r =
2ϕ

sin ϕ

Ïîäñòàâëÿåì âòîðîå óðàâíåíèå â ïåðâîå, âèäèì, ÷òî ϕ ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàåò ïî t îò ϕ(0) = 0 äî ϕ(∞) = π.
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Â òåðìèíàõ ϕ, "õàëë"çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

z =
2

c
− 2ϕ

c
ctg ϕ+ i

2

c
ϕ.

Íà Ðèñ.1.5 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê "õàëëà"äëÿ c = −2,−1, 1, 2 äëÿ ϕ ∈ (0, π).

Ðèñ.1.5 Ãðàôèê "õàëëà"äëÿ c = −2,−1, 1, 2.
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1.4 Âû÷èñëåíèå êðèâèçíû Ëåâíåðà

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå êðèâèçíû Ë¼âíåðà, îáîçíà÷åííîå
LCγ(t). Íà÷íåì ñ çàäàíèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû Ëåâíåðà äëÿ γ ∈ S(H, 0,∞)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ïóñòü γ ∈ S(H, 0,∞). Òîãäà LCγ, êðèâèçíà Ë¼âíåðà
êðèâîé γ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëåäóþùàÿ ïîñòîÿííàÿ:

1. Åñëè γ ïîðîæäàåòñÿ 0, òî LCγ ≡ 0.
2. Åñëè γ ïîðîæäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ct, òî LCγ ≡ ∞.
3. Åñëè γ ïîðîæäàåòñÿ c

√
τ − c

√
τ − t, òî LCγ ≡ c2

2

4. Åñëè γ ïîðîæäàåòñÿ c
√
τ + t− c

√
τ , òî LCγ ≡ −c2

2 .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ γ ∈ S(H, 0,∞) êðèâèçíà Ë¼âíåðà ìàñøòàáíî èíâà-

ðèàíòíà ïî îïðåäåëåíèþ. Äëÿ àâòîìîäåëüíûõ êðèâûõ γ ∈ S(Ω, a, b) îïðå-
äåëåíî, ÷òî LCγ(t) óäîâëåòâîðÿåò êîíôîðìíîìó èíâàðèàíòíòó. Äëÿ êðèâîé
γ : (0, T )→ (Ω, a, b), òàêîé, ÷òî γ ∈ C3, ìû îïðåäåëÿåì LCγ(t) ïóòåì ñðàâíå-
íèÿ ñ êðèâûìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 1.4
Ïóñòü γ : (0, T ) → (Ω, a, b) ïðèíàäëåæèòC3. Êðèâèçíà Ë¼âíåðà γ â

òî÷êå γ(t), îáîçíà÷åííàÿ LCγ(t), îïðåäåëÿåòñÿ êàê LCγ∗, ãäå γ∗ ∈ S(Ω \
γ(0, t], γ(t), b) - åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîäõîäÿùàÿ äëÿ
γ(t, T ) ïðè γ(t).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü γ : (0, T ) → (H, 0,∞) - êðèâàÿ êëàññà C3,
ïàðàìåòðèçîâàííàÿ åìêîñòüþ ïîëóïëîñêîñòè, à λ - ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâ-
ëÿþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ∀t ∈ (0, T ),

LCγ(t) =
λ′(t)3

λ′′(t)
. (1.6)

Ïîñêîëüêó LCγ(t) = 0 èìåííî òîãäà, êîãäà λ′(t) = 0, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü
(1.6) èìååò íåîïðåäåëåííóþ ôîðìó 0

0 , ìû îáúÿâëÿåì åãî ðàâíûì 0.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî åñëè êðèâèçíà ìàëà, òî γ íå ìîæåò

"êðèâèòü"òàê, ÷òîáû ñàìîïåðåñå÷ü ñåáÿ èëè ãðàíèöó (êðîìå îòìå÷åííîé
òî÷êè b).

Òåîðåìà 1.6
Ïóñòü γ : (0, T ) → (Ω, a, b) ∈ C3. Åñëè LCγ(t) < 8 äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ), òî

γ(0, T ] - ïðîñòàÿ êðèâàÿ â Ω ∪ {b}.
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Êîíñòàíòà 8 ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé èç âîçìîæíûõ, êàê ïîêàçûâàåò êðèâàÿ
â ñëó÷àå 3 èç Îïðåäåëåíèÿ 1.3 ñ c = 4.

Â ãëàâå òàê æå ðàññìîòðåíî ñóùåñòâîâàíèå êðèâîé ñ çàäàííîé êðèâèçíîé
Ëåâíåðà è ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè èçó÷åíû ïëîñêèå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà, ïðèâåäåíû åãî îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðåíû ïðè-
ìåðû. Äåòàëüíî èçó÷åíà îäíà èç ãëàâíûõ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà
-êðèâèçíà Ëåâíåðà.

Îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íà êðèâèçíå Ëåâíåðà. Áûëà ðàñ-
ñìîòðåíà îðèãèíàëüíàÿ òåîðèÿ êðèâèçíû óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà - îäíà èç òåî-
ðèé, îñíîâàííàÿ íà ïðèíöèïå Øðàììà. Áûëî èäåíòèôèöèðîâàíî ñåìåéñòâî
ñàìîïîäîáíûõ êðèâûõ, ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà è
ïîëó÷åíî, ÷òî ýòî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ.

Áûëà ðàññìîòðåíà ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ õîðäîâîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà λ :
[0,+∞)→ R.

Ðàññìîòðåí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîé ñ çàäàííîé êðèâèçíîé, è áëàãî-
äàðÿ ïðèâåäåííûì òåîðåìàì, ðåçóëüòàò áûë ðàñøèðåí ïðèâåäåííûì ïðèíöè-
ïîì ñðàâíåíèÿ.

Áûë ðåàëèçîâàí êîä íà ÿçûêå Python, ðåàëèçóþùèé âû÷èñëåíèÿ êîíêðåò-
íûõ êðèâèçí Ëåâíåðà ñ îïðåäåëåííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ.
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