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Введение

Исследование поведения связанных автоколебательных систем отно

сится к числу основных направлений развития нелинейной динамики. Сре

ди многообразия связанных колебательных систем большой интерес пред

ставляет взаимодействие колебательных систем с параметрическим воздей

ствием [1, 2, 3].

Параметрическое воздействие является одним из способов, которым

можно сообщить энергию колебательной системе. При этом, изменение па

раметров осциллятора во времени может приводить к появлению неустой

чивости в системе. Простейшим примером такой системы служит линейный

осциллятор с периодически меняющейся собственной частотой. Исследова

нию подобных моделей уже посвящено большое количество работ [4, 5], в

которых в том числе, приведены различные методы аналитического реше

ния уравнений, описывающих данные модели.

Однако могут встречаться и такие случаи, когда параметрическое воз

действие оказывается на автоколебательную систему. Такие модели уже хо

рошо известны в механике [6, 7]. В работе [6] предложена классификация та

ких систем в зависимости от вида функции описывающей параметрическое

воздействие и для каждого случая проведено аналитическое исследование

вблизи резонансов порядка 1/𝑚. Подобные системы могут демонстриро

вать такие фундаментальные явления как синхронизация [8], мультиста

бильность, гистерезис, хаос [7] и подавление колебаний [9]. Синхронизация

и хаос в системе из двух связанных генераторов ван дер Поля-Матье были

также подробно рассмотрены в работе [10].

Модели в виде автоколебательных систем с параметрическим воздей

ствием в последнее время широко применяются для описания поведения

перестраиваемых микроэлектромеханических (МЭМС) генераторов высо

кочастотных колебаний [11, 12].
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Микро- и наноэлектромеханические резонаторы применяются в каче

стве электромеханических фильтров, усилителей, нелинейных смесителей и

высокочувствительных сенсоров. В современной электронике могут приме

няться различные структуры состоящие из множества МЭМС или НЭМС.

Массивы из НЭМС используются в качестве датчиков сдвига частоты или

генераторов частоты. Поэтому имеется практическая необходимость иссле

дования как индивидуального [13], так и коллективного [14, 15] поведения

подобных систем.

Исследованию коллективных явлений в связанных колебательных и

автоколебательных системах с локальной и нелокальной связью посвяще

но большое количество работ [16, 17, 18, 19, 20, 21]. Показаны такие явления

как, синхронизация, мультистабильность, бегущие и стоячие волны, подав

ление колебаний и химерные состояния. При этом, ансамблям параметри

ческих осцилляторов с диссипативной нелокальной связью уделено очень

мало внимания. Данная работа направлена на заполнение этого пробела. А

исследование диссипативно связанных осцилляторов ван дер Поля-Матье

можно считать новой ветвью в изучении параметрических систем.

Целью работы является выявление основных режимов динамики

кольца генераторов ван дер Поля – Матье и исследование эффекта синхро

низации в системе с неидентичными параметрами

Для достижения поставленной цели были сформулированы следую

щие задачи:

- Анализ влияния параметрического воздействия на сосредоточенную

автоколебательную систему

- Анализ влияния начальных условий и радиуса связи на формирова

ние пространственно-временных структур в одномерном ансамбле

- Исследование особенностей синхронизации элементов ансамбля при

разбросе значений собственных частот генераторов

3



Основное содержание работы

В первой главе представлена модель и методы исследования. Мо

дель представляет собой кольцо из 𝑁 = 100 диссипативно связанных ге

нераторов ван дер Поля-Матье. Уравнения системы выглядят следующим

образом:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�𝑖 = 𝑦𝑖,

�̇�𝑖 = (𝜀− 𝑥2𝑖 )𝑦𝑖 − 𝑤2
0𝑖 [1− 𝐴𝑝𝑖 sin(𝑤𝑝𝑖𝑡)]𝑥𝑖 +

𝜎

2𝑃

𝑖+𝑃∑︀
𝑗=𝑖−𝑃

(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)
(1)

где 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 — динамические переменные парциальных генераторов, 𝑖 =

1, . . . , 𝑁 , 𝜀 — параметр возбуждения, 𝑤0𝑖 — собственные частоты генера

торов, 𝑤𝑝𝑖 — частоты параметрического воздействия, 𝐴𝑝𝑖 — амплитуды па

раметрического воздействия, 𝜎 — коэффициент связи, 𝑃 — радиус связи.

Параметр возбуждения 𝜀 задается равным 0.1 для всех генераторов, при

этом в каждом генераторе наблюдаются колебания близкие к гармониче

ским.

Для численного интегрирования системы 1 была разработана програм

ма на языке С++ и получено свидетельство о регистрации [22]. Интегриро

вание производится методом Рунге-Кутты 4-го порядка с шагом интегри

рования ℎ = 0.01. В качестве начальных условий задается либо случайное,

либо периодическое распределение динамических переменных.

Во второй главе показано влияние параметрического воздействия

на отдельный генератор ван дер Поля-Матье. Продемонстрирован переход

к параметрическому режиму при превышении амплитудой параметрическо

го воздействия некоторого порогового значения на зависимости спектра ля

пуновских показателей от амплитуды параметрической накачки (рисунок

1).
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Рисунок 1 — Зависимость двух старших показателей Ляпунова от ампли

туды параметрического воздействия

Также установлено, что параметрическое воздействие перестраивает

фазу колебаний. На рисунке 2 показано как изменяется во времени раз

ность фазы собственных колебаний, которая вычисляется по формуле 𝜙(𝑡) =

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦(𝑡)𝑥(𝑡)) и фазы параметрической накачки 𝑤0𝑡.

Рисунок 2 — Зависимость во времени разности фазы колебаний генератора

ван дер Поля - Матье и фазы параметрического воздействия при 𝐴𝑝 = 0.02

(линии 1, 2) и 𝐴𝑝 = 0.001 (линия 3).

При амплитуде параметрического воздействия выше порогового зна

чения фаза колебаний генератора перестраивается и в зависимости от на

чальных условий разности фаз генератора и параметрического воздействия

стремятся к значению 𝜋/2 или −𝜋/2. При небольшом параметрическом воз

действии (𝐴𝑝 = 0.001 линия 3) разность фаз постоянно убывает по модулю.
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В третьей главе представлены основные режимы динамики коль

ца генераторов ван дер Поля-Матье при локальной и нелокальной связи,

при старте со случайных и периодичеких начальных условий. Для всех

перечисленных случев построены карты режимов на плоскости парамет

ров амплитуда параметрического воздействия – сила связи. На рисунке 3

показаны карты режимов при нелокальной связи.

Рисунок 3 — Карты режимов при случайных (слева) и периодических (спра

ва) начальных условиях и нелокальной связи 𝑃 = 10

При случайных начальных условиях на карте режимов отмечены обла

сти кластеризации (1), химерных состояний (2), кластерной синхронизации

(3), полной синхронизации (4) и бегущих волн (5). При периодических на

чальных условиях система демонстрирует режимы кластеризации (область

1), бегущих волн (область 2) и полной синхронизации (область 3).

В случае локальной связи было выявлено только два режима, бегу

щие волны и кластерная синхронизация (рис. 4), которая проявляется при

больших значениях параметрического воздействия.
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Рисунок 4 — Карта режимов при локальной связи 𝑃 = 1

Границы этих режимов совпадают при периодических и случайных

начальных условиях.

Четверная глава посвящена исследованию синхронизации кольца

генераторов ван дер Поля-Матье при случайном распределении собствен

ных частот. Результаты исследования показали, что полная синхронизация

частот колебаний возможна только при нелокальной связи (рисунок 5).

Рисунок 5 — Пространственные диаграммы основных частот генераторов

при локальной (а) и нелокальной (б) связи, при 𝜎 = 0.95, 𝐴𝑝 = 0.1

В случае нелокальной связи основные частоты всех генераторов при

ходят к единому значению с увеличением силы связи. При локальной связи

частоты генераторов объединются в несколько кластеров, на границах ко

торых происходит частичное подавление колебаний.
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Заключение

В результате работы было показано влияние параметрического воз

действия как на отдельный генератор ван дер Поля-Матье, так и на одно

мерный ансамль состоящий из генераторов ван дер Поля-Матье. Выявлены

основные режимы динамики исследуемой системы при локальной и нело

кальной связи и различных начальных условиях. Для всех рассматривае

мых случаев построены карты режимов на плоскости параметров ампли

туда параметрического воздействия - сила связи. Показано, что благодаря

перестроке фаз генераторов при добавлении параметрического воздействия

можно добиться быстрой синхронизации генераторов при старте со случай

ных начальных условий путем попеременного включения параметрическо

го воздействия и связи.

В случае большого разброса собственных частот колебаний генера

торов параметрическое воздействие оказывает положительное влияние на

динамику системы. Добавление параметрического воздействия приводит

к частотной синхронизации при гораздо меньшем коэффициенте связи и

уменьшает область подавления колебаний.
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