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Ââåäåíèå Òåìà ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â ñîâðåìåííîé íàóêå è òåõ-

íèêå. Ýòà òåìà èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, òàêèõ

êàê ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ôèçèêà, õèìèÿ, áèîëîãèÿ, ìåõàíèêà

è äð.

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà âîçíèêàþò â çàäà÷àõ, ñâÿçàí-

íûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïîòîêîâ, ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿìè, ìåõàíèêîé

ñïëîøíûõ ñðåä è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ

ñëîæíîé çàäà÷åé, êîòîðóþ ÷àñòî íå óäàåòñÿ ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè.

Ïîýòîìó ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ðîäà èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå. Îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ÷èñ-

ëåííûå ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ è èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ àíàëèçà

ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Áîëåå òîãî, ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé îáëàñòüþ èññëåäî-

âàíèé â ìàòåìàòèêå è ïðèêëàäíûõ íàóêàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâó-

åò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ, òàêèõ êàê ìåòîäû êîëëîêàöèé, ìåòîäû Ãàëåðêèíà,

ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî è äð., êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

Òàêèì îáðàçîì, òåìà ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå

äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé íàóêè è òåõíèêè.

Öåëü ðàáîòû - çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ - èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ - ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ïîñòàâëåííîé â ðàáîòå, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëå-

äóþùèå çàäà÷è:

1. Èçó÷èòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë íà äàííóþ òåìó.

2. Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

3. Ðåøèòü çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå.

4. Ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íà C++ ïî âûÿñíåíèþ òî÷íîñòè

ïðèáëèæåíèÿ.
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5. Ïðîàíàëèçèðîâàòü è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòîâ.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòî-

èò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçóåìûõ èñ-

òî÷íèêîâ è ïðèëîæåíèÿ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà ñ âûðîæäåíûì ÿäðîì.

Óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì èìååò âèä:∫ b

a

K(x, y)u(y)dy = f(x)

ãäå K(x, y) - ÿäðî óðàâíåíèÿ, u(y) - íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f(x) -

çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, a è b - ãðàíèöû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âûðîæäåííîå ÿäðî - ýòî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå íå

îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Â òàêîì ñëó÷àå, ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì èëè

âîîáùå íå ñóùåñòâîâàòü. Âûðîæäåííûå ÿäðà âîçíèêàþò, êîãäà ÿäðî îïå-

ðàòîðà èìååò îñîáåííîñòè, òàêèå êàê ñèíãóëÿðíîñòè èëè òî÷êè ðàçðûâà.

Óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì ÿâëÿþòñÿ

ñëîæíûìè äëÿ ðåøåíèÿ, ïîòîìó ÷òî îíè íå èìåþò ïîëíîãî íàáîðà ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé, ÷òî çàòðóäíÿåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Êðîìå òîãî,

âûðîæäåííûå ÿäðà ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè, òàêèå êàê ñèíãóëÿðíîñòè

èëè òî÷êè ðàçðûâà, êîòîðûå ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøå-

íèÿ èëè åãî îòñóòñòâèþ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðåä-

ãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå

ìåòîäû.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿä-

ðîì ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîäû êîëëîêà-

öèé, ìåòîäû Ãàëåðêèíà, ìåòîäû Íüþòîíà-Êîòåñà è äðóãèå. Ýòè ìåòîäû

ïîçâîëÿþò ïðèáëèæåííî íàõîäèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî

ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, èñïîëüçóÿ äèñêðåòèçàöèþ è àïïðîêñèìà-

öèþ ÿäðà îïåðàòîðà. Êðîìå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìîãóò

èñïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû, òàêèå êàê ìåòîäû ðåãóëÿðèçà-
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öèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óñòðàíèòü íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ è ïîëó÷èòü

óñòîé÷èâîå ðåøåíèå.

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ íåâûðîæäåííûì ÿä-

ðîì, óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì ìîãóò èìåòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ðåøåíèé èëè íå èìåòü ðåøåíèé âîâñå. Ïîýòîìó äëÿ èõ ðåøåíèÿ òðåáó-

þòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

Ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë - ýòî ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Îí îñíîâàí íà ïðèáëèæåí-

íîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà, ñîäåðæàùåãî ÿäðî óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ

êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðî-

ñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ðîäà. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå èíòåãðàëà íà êîíå÷íóþ ñóììó,

êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà ñ ÿäðîì

K(x, y) ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùèõ øàãàõ:

1. Ðàçáèâàåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ.

2. Íà êàæäîì èíòåðâàëå âûáèðàåì òî÷êè xi è yi, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ

óçëàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

3. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ÿäðà K(x, y) â êàæäîé ïàðå (xi, yi).

4. Âû÷èñëÿåì âåñà wi äëÿ êàæäîé ïàðû (xi, yi), èñïîëüçóÿ âûáðàííóþ

êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó.

5. Çàìåíÿåì èíòåãðàë íà ñóììó âçâåøåííûõ çíà÷åíèé ÿäðà K(x, y)

íà âñåõ ïàðàõ (xi, yi).

6. Ïîëó÷åííóþ ñóììó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíà-

öèþ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé f(x) ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

7. Ðåøàåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ

íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé f(x).

Ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ, òàêèõ êàê ïðî-

ñòîòà ðåàëèçàöèè, âûñîêàÿ ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé è âîçìîæíîñòü èñïîëü-

çîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíà-

êî îí òàêæå èìååò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì óçëîâ
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è âåñîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà

òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû, òà-

êèå êàê ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà.

Ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

Åùå îäíèì ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2

ðîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îí îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè

íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â âèäå ñóììû áàçèñíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå çàäàþò-

ñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü

âûñîêîòî÷íûå ðåøåíèÿ äàæå äëÿ ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì îáëà-

ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà ÷àñòî èñïîëüçóþò-

ñÿ ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, òàêèå êàê ìåòîä Ãàëåðêèíà èëè ìåòîä

êîëëîêàöèé. Îíè îñíîâàíû íà ðàçëîæåíèè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â ðÿä

ïî îðòîãîíàëüíûì áàçèñíûì ôóíêöèÿì è âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî

ðàçëîæåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèþ.

Êàæäûé èç ýòèõ ìåòîäîâ èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è îãðàíè÷åíèÿ, è

âûáîð ìåòîäà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è è òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøå-

íèÿ.

Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êðàåâûõ çàäà÷

Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðå-

øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îí îñíîâàí

íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â âèäå èíòåãðàëà îò íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå

ñâÿçûâàåò íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ íà ãðàíèöå îáëàñòè ñ èçâåñòíûìè çíà-

÷åíèÿìè íà ýòîé ãðàíèöå.

Çàòåì íåîáõîäèìî âûáðàòü ìåòîä ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ. Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ - ìåòîä Íåéìàíà, êîòîðûé çà-

êëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèáëèæåíèè ê ðåøåíèþ ïóòåì çàìåíû

èíòåãðàëà íà êîíå÷íóþ ñóììó.
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Äðóãîé ìåòîä - ìåòîä êîëëîêàöèé, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå

íåêîòîðîãî ÷èñëà òî÷åê íà ãðàíèöå îáëàñòè è ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè

èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íûå ðåøåíèÿ

äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Îäíàêî ýòîò ìåòîä

òðåáóåò âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè è ìîæåò áûòü íåýôôåêòèâ-

íûì äëÿ áîëüøèõ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Íàéäåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (1) ìåòîäîì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Ïîñòðîèì íà îòðåçêå [a, b] ñåò-

êó ñ óçëàìè x1, x2, . . . , xn. Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â óçëàõ ñåòêè:

y (xi)− λ

∫ b

a

K (xi, s) y(s)ds = f (xi) , i = 1, 2, . . . , n.

Àïïðîêñèìèðóåì èíòåãðàëû â ðàâåíñòâàõ (2) êîíå÷íûìè ñóììàìè ñ

ïîìîùüþ îäíîé èç êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë:

yi − λ

n∑
j=1

AjKijyj = fi, i = 1, 2, . . . , n.

Çäåñü yi = ỹ (xi) , fi = f (xi) , Kij = K (xi, xj) , ỹ− ïðèáëèæåíèå ê

èñêîìîé ôóíêöèè y, Aj - âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) äàåò ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêî-

ìîé ôóíêöèè â óçëàõ xi. Ïî íèì ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ìîæíî ïîñòðî-

èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà âñåì îòðåçêå

[a, b].

Ïóñòü λ = 1, à ñåòêà x1, x2, . . . , xn - ðàâíîìåðíàÿ ñ øàãîì h. Èñïîëü-

çóåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó òðàïåöèé. Òîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

yi − h
n∑

j=1

wjKijyj = fi, i = 1, 2, . . . , n

ãäå w1 = wn = 1/2, wj = 1 ïðè j = 2, 3, . . . , n− 1.
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Ïðèìåð. Äàíî óðàâíåíèå (1) ñ ãðàíèöàìè îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ

a = −π è b = π, ïàðàìåòðîì λ = 3/(10π), ÿäðîì

K(x, s) =
1

0.64 cos2
(
x+s
2

)
− 1

è ïðàâîé ÷àñòüþ f(x) = 25 − 16 sin2(x). Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-

íèÿ y(x) = 17/2 + (128/17) cos(2x). Íàäî íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

ýòîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, îñíîâàííûì íà èñïîëü-

çîâàíèè ôîðìóëû òðàïåöèé ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ñ øàãîì h = π/18, è

ñðàâíèòü ñ òî÷íûì.

Íà ÿçûêå C++ ñöåíàðèé ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü âñòðîåííûå áèáëèîòåêè ÿçûêà

Ñ.

Ðèñóíîê 1

Íåïðåðûâíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå, êðóæî÷êàìè � ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå.

Çàêëþ÷åíèå Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè ìåòîäû ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, âêëþ÷àÿ ìåòîä

êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-

íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ. Îí ïîçâîëÿåò

âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Ðèñóíîê 2

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Èçó÷åí òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë íà äàííóþ òåìó.

2. Íàéäåíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ ÷àñòíîãî è îáùåãî ñëó-

÷àåâ.

3. Ïðîèçâåä¼í ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íà C++.

4. Ïðîèçâåä¼í àíàëèç è ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
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