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Ââåäåíèå. ¾Âåêòîðíûé àíàëèç è îñíîâû òåíçîðíîãî àíàëèçà¿ ÿâëÿåòñÿ îñ-

íîâíîé ó÷åáíîé äèñöèïëèíîé íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå áëàãîäàðÿ àêòèâ-

íîìó èñïîëüçîâàíèþ òåíçîðíûõ ìåòîäîâ â ìåõàíèêå è ôèçèêå. Îñíîâíûìè

ïîíÿòèÿìè ýòîé ó÷åáíîé äèñöèïëèíû ÿâëÿþòñÿ ðîòîð, ãðàäèåíò è äèâåðãåí-

öèÿ. Îáû÷íî èçëîæåíèå ïðåäìåòà ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå

äàåòñÿ îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Íà âòîðîì ýòàïå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà

ðîòîðà, ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè. Îñíîâíîé óïîð â ýòîé ÷àñòè äåëàåòñÿ íà

èçó÷åíèè êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì êðè-

âîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (êàê ïðàâèëî, ñôåðè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå) èñ-

ïîëüçóþòñÿ íàðàâíå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè. Íà òðåòüåì ýòàïå èçó÷à-

þòñÿ ïðèëîæåíèÿ ðîòîðà, ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè â ôèçèêå.

Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî äàííîìó

ïðåäìåòó. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ó÷åáíèêîâ çàíèìàåò êíèãà È.Â. Àðíîëüäà ¾Ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè¿. Â ñâîåé êíèãå â î÷åíü êðàòêîé

ôîðìå (âåñü ìàòåðèàë ïîìåùàåòñÿ íà îäíîé ñòðàíèöå) Àðíîëüä ïðåäëàãàåò

ñâîé ïîäõîä ê ââåäåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé âåêòîðíîãî àíàëèçà.

Ìû ïîñòàâèëè ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó ðàçâèòü èäåè Àðíîëüäà, íàïèñàâ ðàáî-

òó, êîòîðóþ ìîæíî áûëî áû ëåãêî ðàñøèðèòü äî ïîëíîöåííîãî ó÷åáíèêà ïî

âåêòîðíîìó àíàëèçó. Îñîáåííîñòüþ èçëîæåíèÿ ¾ïî Àðíîëüäó¿ ÿâëÿåòñÿ àê-

òèâíîå èñïîëüçîâàíèå ïðè ââåäåíèè ðîòîðà, ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè âíåø-

íèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû. Âî âòî-

ðîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ äâå òåîðåìû î êàíîíè÷åñêèõ èçîìîðôèçìàõ. Â òðå-

òüåé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òðåõìåðíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà è ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåêòîðíûìè ïîëÿìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè

ôîðìàìè. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîêàçàíî âûðàæåíèå ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äè-

âåðãåíöèè ñ ïîìîùüþ äâóõ êàíîíè÷åñêèõ èçîìîðôèçìîâ. Â ïîñëåäíåé ãëàâå

ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

ðèìàíîâà è íàõîäÿòñÿ ðàçëîæåíèÿ ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåíöèè â òðåõ

ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Ñîäåðæàíèå. Äëÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåíöèè èñ-

ïîëüçóþòñÿ äâå òåîðåìû ïî êàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèçìàì è äèôôåðåíöèàëü-
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íûå ôîðìû. Ñíà÷àëà íóæíî äàòü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåá-

ðû.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ìíîæåñòâî V ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, íà-

çûâàåìûõ âåêòîðàìè è îáîçíà÷àåìûõ x̄, ȳ, z̄, . . . , íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì, åñëè:

1) èìååòñÿ ïðàâèëî (âíóòðåííÿÿ îïåðàöèÿ), ïîçâîëÿþùåå ñ ëþáûìè äâóìÿ

ýëåìåíòàìè x̄ è ȳ èç V ñîïîñòàâèòü òðåòèé ýëåìåíò z̄ èç V íàçûâàåìûé ñóììîé

ýëåìåíòîâ x̄ è ȳ è îáîçíà÷àåìûé x̄+ ȳ;

2) èìååòñÿ ïðàâèëî (âíåøíÿÿ îïåðàöèÿ), ïîçâîëÿþùåå íàéòè äëÿ êàæäîãî

äåéñòâèòåëüíîãî èëè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α è ëþáîãî ýëåìåíòà x̄ èç V äðóãîé

ýëåìåíò ȳ èç V íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì x̄ íà ÷èñëî α è îáîçíà÷àåìûé αx̄.

Ïðè ýòîì ïðàâèëà (îïåðàöèè) 1 è 2 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì (àêñèîìàì):

1) x̄+ ȳ = ȳ + x̄ äëÿ ëþáûõ x̄ è ȳ èç V (çàêîí êîììóòàòèâíîñòè);

2) (x̄+ ȳ)+ z̄ = x̄+(ȳ+ z̄) äëÿ ëþáûõ x̄ è ȳ èç V (çàêîí àññîöèàòèâíîñòè);

3) ñóùåñòâóåò â V ýëåìåíò 0̄ (íóëü-âåêòîð), òàêîé, ÷òî x̄ + 0̄ = x̄ äëÿ

ëþáîãî x̄ èç V ;

4) äëÿ êàæäîãî x̄ èç V ñóùåñòâóåò â V ýëåìåíò ȳ , òàêîé, ÷òî x̄ + ȳ = 0̄

(ýëåìåíò ȳ íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòó x̄ );

5) 1 · x̄ = x̄ äëÿ ëþáîãî x̄ èç V ;

6) α(βx̄) = (αβ)x̄ äëÿ ëþáîãî x̄ èç V è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è

β;

7) (α + β)x̄ = αx̄+ βx̄ äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α è β è ëþáîãî x̄ èç V

8) α(x̄+ ȳ) äëÿ ëþáûõ x̄ è ȳ èç V è ëþáîãî ÷èñëà α.

Îïðåäåëåíèå 1.6 Ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì V ∗ íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî âî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé çàäàííûõ íà ïðîñòðàíñòâå V .

V ∗ = α|α : V −→ R

Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗ èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ïðîñòðàí-

ñòâî V . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà V è V ∗ èçîìîðôíû.

Ïîíÿòèå áèëèíåéíîé ôîðìû:

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R, dimV = n.
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Îòîáðàæåíèå g : V × V −→ R, ëèíåéíîå ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó,

íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé íà V .Áèëèíåéíàÿ ôîðìà êàæäîé óïîðÿäî-

÷åííîé ïàðå âåêòîðîâ (x̄, ȳ) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî g(x̄, ȳ). Áèëèíåéíàÿ

ôîðìà � ýòî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ áèëèíåéíûõ ôîðì îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ áèëèíåéíûõ ôîðì è óìíîæåíèÿ áèëèíåéíîé

ôîðìû íà ÷èñëî.

Ïîíÿòèå ïîëèëèíåéíîé ôîðìû:

Îòîáðàæåíèå ϕ r-é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà V âî ìíîæåñòâî äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ëèíåéíîå ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó, íàçûâàåòñÿ ïî-

ëèëèíåéíîé ôîðìîé èëè r-ôîðìîé íà V :

ϕ : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
r ðàç

−→ R

Çàìåòèì, ÷òî ïðè r = 1 ìû ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ôîðìó (1-ôîðìó), à ïðè

r = 2 � áèëèíåéíóþ ôîðìó (2-ôîðìó).

È íàêîíåö ïîäõîäèì ê ïîíÿòèþ âíåøíåé ôîðìû:

Îïðåäåëåíèå 1.7 Ïóñòü E- êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå âåùåñòâåííîå

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, dimE = n, è ïóñòü k ∈ N. Âíåøíåé k-ôîðìîé íà E

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå:

ω : E × . . .× E︸ ︷︷ ︸
k ðàç

−→ R

ÿâëÿþùååñÿ ïîëèëèíåéíûì:

ω(x1, . . . , α1x
2
i , . . . , xk) =

= α1ω(x1,∀, x1i , . . . , xk) + α2ω(x1,∀, x2i , . . . , xk), α1, α2 ∈ R,

è êîñîñèììåòðè÷åñêèì:
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ω(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xk) =

= −ω(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xk), i, j = 1, . . . k.

Ìíîæåñòâî âñåõ âíåøíèõ k-ôîðì íà E îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ΛkE. Â ñèëó

êîñîñèììåòðè÷íîñòè ëþáàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà ñòåïåíè k > n ðàâíà íóëþ, ò.å.

ΛkE = 0 ïðè k > n.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Äâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâà EN è E
′

N íàçûâàþò-

ñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå Φ, òàêîå ÷òî :

1.Φ(x+ y) = Φ(x) + Φ(y),

2.Φ(λx) = λΦ(x),

3. (x, y) = (Φ(x),Φ(y)),

ãäå λ - ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî EN è E
′

N èçîìîðôíû êàê ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâà, òðåòüå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èçîìîðôèçìå Φ ñîõðàíÿåòñÿ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Òàêæå îòîáðàæåíèå äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ Φ : EN −→ Λ1EN íàçû-

âàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, èëè ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè âûïîëíÿ-

þòñÿ ïåðâûå 2 ñâîéñòâà (îïð. ) (ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

èçîìîðôèçì � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ áèåêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Èçîìîðôèçì äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ

åñòåñòâåííûì èçîìîðôèçìîì, åñëè îí óñòàíàâëèâàåòñÿ áåç ïðèìåíåíèÿ ïîíÿ-

òèÿ áàçèñà.

Ìíîæåñòâî âñåõ k-ôîðì ïðåâðàùàåòñÿ â âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, åñëè îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ôîðì è îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ôîð-

ìû íà ñêàëÿð åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Èçâåñòíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ðàâíà CK
N
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Òåïåðü ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî EN ðàçìåðíîñòè N

ñ ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé g(~x, ~y) = (~x, ~y), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå êàæäîìó âåêòîðó ~a ∈ EN ìîæíî ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå 1-ôîðìó ω1
~a ñëåäóþùèì îáðàçîì

ω1
~a(~x) = (~a, ~x), (∀~x ∈ EN). (2.1)

Òåîðåìà 2.1 Îòîáðàæåíèå a
Ô−→ ω1

~a ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà EN âåêòîðîâ ~a â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 1-ôîðì Λ1(EN).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ñâîéñòâàõ:

1) ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ

2) èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå, èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíîå è èíú-

åêòèâíîå îòîáðàæåíèå îäíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî òîé æå ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Èçâåñòíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 1-ôîðì dimΛ1(EN) =

C1
N = N . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Ô ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òåîðåìà 1

äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå åâêëèäîâî ëèíåéíîå ïðîñòðàí-

ñòâî E3. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-

ðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðîéêè âåêòîðîâ a, b è c

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî (~a,~b,~c) = (~a×~b,~c), ãäå ïåðâûå äâà ñîìíîæèòåëÿ ïåðåìíî-

æàþòñÿ âåêòîðíî.

Â òðåõìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E3

êàæäîìó âåêòîðó a ∈ E3 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 2-ôîðìó ω2
~a, êîòîðàÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ω2
~a(~x, ~y) = (~a, ~x, ~y), (∀x, y ∈ E3). (2.2)

Òåîðåìà 2.2 Îòîáðàæåíèå a
ψ−→ ω2

~a ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà E3 âåêòîðîâ a â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 2-ôîðì Λ2(E3).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ñâîéñòâàõ:

1) ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ
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2) èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

Èòàê, ââåëè êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû. Òåïåðü íóæíî ïîäîéòè ê ïîíÿ-

òèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òðåõìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ïðîñòðàí-

ñòâî V3 ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij. Â êàæäîé òî÷êå ðèìàíîâà ïðîñòðàí-

ñòâà V3 êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì òðåõìåðíûì

åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì E3. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå A íà ðèìàíîâîì

ïðîñòðàíñòâå V3. Êàæäîìó çíà÷åíèþ ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ñèëó êàíîíè-

÷åñêèõ èçîìîðôèçìîâ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó

ω1
~A
, è äèôôåðåíöèàëüíóþ 2-ôîðìó ω2

~A
, ïî ôîðìóëàì (2.1) è (2.2). Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì âåêòîðíîå ïîëå A, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ

1-ôîðìà ω1
~A
(ξ) = (A, ξ) è äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ω2

~A
(ξ, η) = (A, ξ, η).

Ïóñòü ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ui), i = 1, 2, 3 ïîðîæäàåò áàçèñ
δ
δui , i = 1, 2, 3. Âåêòîðíîå ïîëå â ïðåäåëàõ ýòîé êàðòû èìååò âèä A = A(ui) δ

δui ,

ãäå A(ui)-äèôôåðåíöèàëüíûå ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðíîìó ïîëþ

A 1-ôîðìà ω1
~A
ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó dui,à ñîîòâåòñòâóþùàÿ 2-ôîðìà ω2

~A
-

ïî áàçèñó dui∧duj, ãäå i < j.Íàéääåì ýòè ðàçëîæåíèÿ 1-ôîðìû ω1
~A
è 2-ôîðìû

ω2
~A
, èñïîëüçóþ ôîðìóëû (2.3) è (2.4).

ω1
~A

= gi1A(ui)du1 + gi2A(ui)du2 + gi3A(ui)du3,

ω2
~A

= A(u3)(
δ

δu1
,
δ

δu2
,
δ

δu3
)du1 ∧ du2 − A(u2)(

δ

δu1
,
δ

δu2
,
δ

δu3
)du3 ∧ du1 +

+A(u1)(
δ

δu1
,
δ

δu2
,
δ

δu3
)du2 ∧ du3.

Òàê êàê gij è A(ui) äèôôåðåíöèàëüíûå ôóíêöèè, òî âñå êîýôôèöèåíòû äèô-

ôåðåíöèàëüíûå ôóíêöèè. Çíà÷èò, 1-ôîðìà è 2-ôîðìà ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåí-

öèàëüíûìè ôîðìàìè.

Åñëè ui è A(ui) äèôôåðåíöèàëüíûå ôóíêöèè, òî âñå êîýôôèöèåíòû äèô-

ôåðåíöèàëüíûå ôóíêöèè. Çíà÷èò, 1-ôîðìà è 2-ôîðìà ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåí-

öèàëüíûìè ôîðìàìè.
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Âñå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ äàíû, òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ïåðåîïðåäåëå-

íèþ ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåíöèè.

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî V3. Îñ-

íîâíûå ïîíÿòèÿ âåêòîðíîãî àíàëèçà
’
à èìåííî ãðàäèåíò, ðîòîð è äèâåðãåíöèþ

îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïîëå f íà V3. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ âíåøíåãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ df , ïîëó÷èì èíâàðèàíò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé 1-ãî ïî-

ðÿäêà. Â ñèëó óñòàíîâëåííîãî â òåîðåìå 1 èçîìîðôèçìà, ïåðåéäåì ê âåêòîð-

íîìó ïîëþ. Ýòî âåêòîðíîå ïîëå îïðåäåëÿåò ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f , ò.å.

df = ω1
gradf . (4.1)

2) Âîçüìåì âåêòîðíîå ïîëå A íà V3. Ó íàñ èìååòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

âåêòîðíûìè ïîëÿìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè 1-ãî ïîðÿäêà. Èñïîëü-

çóÿ ýòî ñîîòâåòñòâèå, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó ω1
~A
. Ðàññìîòðèì

âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ýòîé ôîðìû, ïîëó÷èì, ôîðìó 2-ãî ïîðÿäêà dω1
~A
. Â

ñèëó èçîìîðôèçìà, äîêàçàííîãî â òåîðåìå 2.2, èìååì âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå

îïðåäåëÿåò ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ A, ò.å.

dfω1
A = ω2

rotA. (4.2)

3) Òàêæå ó íàñ èìååòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðíûìè ïîëÿìè è äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè 2-ôîðìàìè. Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòâåòñòâèå, ïîëó÷èì äèôôå-

ðåíöèàëüíóþ 2-ôîðìó ω2
A, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåêòîðíîìó ïîëþ A. Ïðèìåíèì

îïåðàöèþ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ê ω2
A, ïîëó÷èì ôîðìó 3-ãî ïîðÿäêà

dω2
A. Ñêàëÿð ñîîòâåòñòâóþùèé 2-ôîðìå îïðåäåëÿåò äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî

ïîëÿ A, ò.å.

dfω2
A = ω3

divA. (4.3)

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îïåðàöèè ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåí-

öèè. Îíè èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå, ïîýòîìó ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èõ ñâîé-

ñòâà:

1) div~aA = (grad~a,A) + adivA;

2) rot~aA = (grad~a× A) + ~arotA;
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3) div(A×B) = (rotA,B)− (rotB,A).

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå áûëè èçëîæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé

àëãåáðû, âåêòîðíîãî àíàëèçà è òåíçîðíîãî àíàëèçà. Ðàññìîòðåíû äâå òåîðåìû

î êàíîíè÷åñêèõ èçîìîðôèçìàõ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ÷òî ïîìîãëî â

ïåðåîïðåäåëåíèè ðîòîðà, ãðàäèåíòû è äèâåðãåíöèè. Çàëîæåííûå îñíîâû èäåè

â ó÷åáíèêå Àðíîëüäà, ðåàëèçîâàíû.
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