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Ââåäåíèå. Öåëüþ äàííîé âûïóñêíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ

Ë¼âíåðà äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâ-

ëåíà áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñåäëîâîé òî÷êå.

Îñíîâíûì îáúåêòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ë¼âíåðà. Îíî èçó-

÷àëîñü ÷åøñêèì ìàòåìàòèêîì Ê. Ë¼âíåðîì. Â 1923 ãîäó îí èñïîëüçîâàë óðàâ-

íåíèå, â ïîñëåäñòâèè íîñÿùåå åãî èìÿ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

ãèïîòåçû Áèáåðáàõà. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî âåðñèé äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà, çàâèñÿùèõ îò èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè. Íàïðèìåð,

ñóùåñòâóþò âåðñèè â êðóãå, âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, â ðàçëè÷íûõ êîëüöåâûõ

îáëàñòÿõ è ò.ä.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî õîðäîâîìó óðàâíå-

íèþ Ë¼âíåðà, ðàññìîòðåíû îñíîâíûå åãî ñâîéñòâà è ñëó÷àé, êîãäà â êà÷åñòâå

óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè âûñòóïàåò áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. À òàêæå îïèñàí è

ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àé-

íûõ êðèâûõ, êîòîðûå ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò SLEκ. Âî âòîðîé ÷àñòè

âûïóñêíîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êà

ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè òåëà íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ V4(M), äîñòàâëÿå-

ìàÿ ôóíêöèåé Ïèêà PM3(z) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â äâóõ âàðèàíòàõ îòíîñèòåëüíî òå÷åíèÿ âðåìåíè: â ïðÿ-

ìîì è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè. Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ.

Ïðÿìàÿ âåðñèÿ õîðäîâîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

∂

∂t
g(t, z) =

2

g(t, z)− λ(t)
, g(0, z) = z (1.1)

ãäå λ : [0, T ]→ R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à z ∈ H = {z ∈ C : Im(z) > 0}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z0 ∈ H òàêàÿ, ÷òî çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-

íèÿ (1.1) ðàâåí íóëþ: g(t, z0) = λ(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂tg(t, z)

ñèíãóëÿðíà â ýòîé òî÷êå. Èç ÷åãî çàêëþ÷àåì, ÷òî òî÷êà z0 íå íàõîäèòñÿ â îá-

ëàñòè, îòîáðàæàåìîé ôóíêöèåé g(t, z). Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà λ(t)

ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê ïîðîæäàåò êðè-

âóþ ñ íà÷àëîì íà âåùåñòâåííîé îñè. Îäíàêî, â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè λ(t)
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ýòà êðèâàÿ ìîæåò áûòü êðèâîé, çàïîëíÿþùåé ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ýòó

êðèâóþ γ(t).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Tz = sup{t0 ∈ [0, T ] : g(t, z) ñóùåñòâóåò íà [0, t0)}.

Ýòî äà¼ò íàì ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå t òàêîå, ÷òî ðåøåíèå g(t, z)

èìååò ñìûñë, òî åñòü ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà ïðîìåæóòêå [0, t0). ×åðåç

Gt = {z ∈ H : t < Tz}

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

ìîìåíò âðåìåíè t < Tz òàêîé, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂tg(t, z) ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿð-

íîé ôóíêöèåé â ýòèõ òî÷êàõ. Òàêèì îáðàçîì, Gt � îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà (1.1).

Ñèíãóëÿðíàÿ êðèâàÿ γ(t) : [0, T ] → H ∪ {0}, ãäå γ(0) = 0, îòîáðàæàåòñÿ

íà îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè.

Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ λ(t) ãåíåðèðóåò gt(z) è ñîîòâåòñòâóþùóþ îá-

ëàñòü. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå gt ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, åñëè óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íîðìèðîâêå íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü:

lim
z→∞

(gt(z)− z) = 0 è èìååò ðàçëîæåíèå:

g(t, z) = z +
c(t)

z
+O

( 1

z2

)
(1.2)

Êîýôôèöèåíò c(t) íàçûâàþò ¼ìêîñòüþ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èëè îñòàò-

êîì gt(z).

Ââåä¼ì åù¼ îäèí òåðìèí � õàëë. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî õàëë � ýòî ñãå-

íåðèðîâàííàÿ êðèâàÿ γ(t). Òåðìèí ¾ìîæíî ñ÷èòàòü¿ èñïîëüçóåòñÿ ïîòîìó,

÷òî õàëë íåîáÿçàòåëüíî áóäåò êðèâîé, â îáùåì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü ëþáîé

íàáîð òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðèâåäåííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ, íàïðèìåð,

íàáîð, çàïîëíÿþùèé ïðîñòðàíñòâî.

Åñëè ìû áóäåì äâèãàòüñÿ ïî âðåìåííîìó ïðîìåæóòêó â îáðàòíîì íàïðàâ-

ëåíèè îò T ê 0, òî ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ êðèâóþ èç ðàíåå ¾ïóñòîé¿ (â
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ìîìåíò âðåìåíè T ) âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Òàêèå ôóíêöèè ãåíåðèðóþòñÿ

óðàâíåíèåì, íàçûâàåìûì îáðàòíûì óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà:

d

dt
f(t, z) =

−2

f(t, z)− ξ(t)
, f(0, z) = z (1.3)

ãäå ξ(t) � âåùåñòâåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Âñÿ âåðõíÿÿ ïîëóïëîñ-

êîñòü ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîé ñãåíåðèðîâàííîé óðàâíå-

íèåì ôóíêöèè f(t, z). Ýòî êîíòðàñòèðóåò ñ ïðÿìîé âåðñèåé óðàâíåíèÿ Ë¼â-

íåðà, ãäå ôóíêöèÿ g(t, z) ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè H\γ(t).

Óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.3) ñâÿçàíû òàê: åñëè T � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ

t, òî ðàâåíñòâî λ(T − t) = ξ(t) ïåðåâîäèò íàñ îò îäíîãî óðàâíåíèÿ ê äðóãîìó.

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(t, z), ïîðîæäàåìàÿ óðàâíåíèåì (1.3) íå ÿâëÿåò-

ñÿ îáðàòíîé äëÿ g(t, z), ïîðîæäàåìîé óðàâíåíèåì (1.1). Òî åñòü, êðèâàÿ γ(t),

ïîðîæäàåìàÿ óðàâíåíèåì (1.3), íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ êðèâîé γ(t), ïî-

ðîæäàåìîé óðàâíåíèåì (1.1). Íî â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T âñåãäà âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: f(T, z) = g−1(T, z).

Ôóíêöèÿ f(t, z) óäîâëåòâîðÿåò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íîðìèðîâêå íà áåñêî-

íå÷íîñòè, à èìåííî èìååò ðàçëîæåíèå:

f(t, z) = z +
−c(t)
z

+O
( 1

z2

)
(1.4)

Çíàê ìèíóñ ïåðåä c(t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ðåçóëüòàò ¾îáðàòíîãî õîäà

âðåìåíè¿ è çàìåíû âñåõ t íà −t.
Äëÿ ïðÿìîé âåðñèè óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà êðèâàÿ γ(t) îòîáðàæàåòñÿ íà âå-

ùåñòâåííóþ îñü. Â îáðàòíîé âåðñèè óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà ôóíêöèÿ f(t, z) îòîá-

ðàæàåò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè íà îäíó òî÷êó êðèâîé γ(t).

Ýòî íàçûâàåòñÿ ¾ñâàðêîé¿.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è SLE. Ïóñòü {µ}j �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé åäèíèöå.

Äëÿ n > 0 îïðåäåëèòå ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
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Bn(t) :=
1√
n

bntc∑
j=1

µj. (2.1)

Bn(t) � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà µj/
√
n äëÿ êàæ-

äîãî ïðèðàùåíèÿ ïî âðåìåíè. Òàê êàê µj íåçàâèñèìû, òî âðåìåííûå ïðèðà-

ùåíèÿ Bn(t) òàêæå íåçàâèñèìû. Ìîæíî âûáðàòü µj òàê, ÷òîáû èõ çíà÷åíèå

áûëî ëèáî +1, ëèáî −1. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âûïîëíåíèÿ øàãà âïå-

ðåä èëè íàçàä ÷åðåç çàäàííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè áóäåì îáîçíà÷àòü
∑
±1.

Òàê êàê Bn(t) → Bt ïðè n → ∞, òî áðîóíîâñêîå äâèæåíèå � ýòî íåïðå-

ðûâíûé ïðîöåññ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìî: îíî

èìååò óãëîâàòûå òî÷êè â êàæäîé òî÷êå íà êàæäîì ìàñøòàáå. Òåïåðü óêàæåì

òðè ñâîéñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå:

1. ñïîñîá ïðèðàùåíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè,

2. íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðîèçâîëüíà (Bt → Bs, äëÿ t ≥ s, íå çàâèñèò îò s) è

3. îíî èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (åñëè B0 = 0) è äèñïåð-

ñèþ t, êîãäà èçìåíåíèå âðåìåíè ñîñòàâëÿåò t åäèíèö è êîãäà äâèæåíèå

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíî.

Ñâîéñòâî ìàñøòàáèðîâàíèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ: Bt =D aBt/a2. Îáî-

çíà÷åíèå =D îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

SLE îçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ë¼âíåðà (èëè ýâîëþöèÿ Øðàììà-

Ë¼âíåðà) è ñîçäàåòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé â óðàâíåíèè

Ë¼âíåðà ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, òî åñòü ξ(t) =
√
κBt, ãäå κ ïðèíè-

ìàåò ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

×òîáû ïîñòðîèòü ìîäåëü äëÿ ãåíåðàöèè SLEκ, íåîáõîäèìî íàéòè àïïðîê-

ñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ äëÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ξ(t). Íàéä¼ì òàêîé ìî-

ìåíò âðåìåíè, ãäå ïîñëåäíÿÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ êðèâàÿ åäèíñòâåííà â âåðõ-

íåé ïîëóïëîñêîñòè. Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå Ë¼âíåðà ñ óïðàâëÿþùåé ôóíê-

öèåé êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïðÿìîé

ëèíèè, âûõîäÿùåé èç âåùåñòâåííîé îñè ïîä óãëîì. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â ýòó íîâóþ îáëàñòü èìååò âèä:

f(z) = (z − a)a(z − (a− 1))1−a (2.5)
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ãäå a ∈ [0, 1/2] � óãîë ìåæäó ïðÿìîé è îñüþ àáñöèññ, äåëåííûé íà π.

×òîáû ïîëó÷èòü êðèâóþ ïîëíîñòüþ, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü êîìïîçè-

öèþ èç n îòîáðàæåíèé. Çàôèêñèðóåì a è îïðåäåëèì äâà îòîáðàæåíèÿ f1(z)

è f2(z), ãäå f1(z) åñòü f(z), à f2(z) çàìåíÿåò a íà (1−a) , ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ-

ïîëîæåíî â òåõ æå ïðåäåëàõ ìåæäó 0 è π/2, íî îòíîñèòåëüíî îòðèöàòåëüíîé

âåùåñòâåííîé îñè. Ýòè äâå ôóíêöèè ñîçäàþò ðàçðåçû, ñèììåòðè÷íûå îòíî-

ñèòåëüíî ìíèìîé îñè. Ñðàâíèâàÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà äëÿ f1 è f2 íà

áåñêîíå÷íîñòè, çàìåòèì, ÷òî ðàçíèöà ðàçëîæåíèé òîëüêî â òîì, ÷òî ïîñòîÿí-

íûå ÷ëåíû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Òåïåðü ïîñòðîèì àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ fn, èç n ñëó÷àéíûõ êîì-

ïîçèöèé ýòèõ f1 è f2. Â ÷àñòíîñòè, âîçüìåì Fn = g1 ◦ g2 ◦ · · · ◦ gn, ãäå gi � ýòî

f1 èëè f2, âûáðàííàÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ýòà ôóíêöèÿ ïðèáëèçèòåëüíî

ñîîòâåòñòâóåò SLEκ.

Ñâÿçü ìåæäó κ è a ìîæíî íàéòè èç ðàçëîæåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ gi òàê, ÷òî

g1 è g2 ìîãóò áûòü ëèáî f1, ëèáî f2. Êîãäà ìû ñîñòàâëÿåì êîìïîçèöèþ ýòèõ

äâóõ ôóíêöèé ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû è êîýôôèöèåíòû ïðè 1/z ñêëà-

äûâàþòñÿ. Ïðè ñîñòàâëåíèè êîìïîçèöèè èç áîëüøåãî ÷èñëà gi îñòàòêè áó-

äóò ïðîäîëæàòü ñêëàäûâàòüñÿ, ò.ê. îñòàòêè f1 è f2 îäèíàêîâû, òî îñòàòîê

Fn = n(a − 1)a/2. Ïàðàìåòðèçóåì íàøó ôóíêöèþ Fn òàê, ÷òîáû ¼ìêîñòü

ïîëóïëîñêîñòè (èëè îñòàòîê) áûëà ðàâíà −2t, òîãäà t = −n(a− 1)a/4.

Ðàññìîòðèì ïîñòîÿííûé ÷ëåí Fn : ïîñòîÿííûå ÷ëåíû gi îòëè÷àþòñÿ çíàêà-

ìè. Êîãäà ìû ñêëàäûâàåì n± 1 ñëàãàåìîå, òî ïîëó÷àåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ñ äèñïåðñèåé n. Íà ñàìîì äåëå, ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíà
∑
±1, î êî-

òîðîé ãîâîðèëîñü âûøå. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííûé ÷ëåí Fn òåïåðü ðàâåí

(1 − 2a)
∑
±1. Åñëè ìû âîçüìåì äèñïåðñèþ Fn, òî êàæäûé ÷ëåí áóäåò ñ÷è-

òàòüñÿ ïîñòîÿííûì, êðîìå ïîñòîÿííîãî ÷ëåíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì âåðîÿòíîñòíûì ýëåìåíòîì â Fn, òîãäà V ar(Fn) = n(1−2a)2. Êðîìå òîãî,

ìû õîòèì, ÷òîáû Fn ïðèáëèæàëîñü ê
√
κB(t), ïîýòîìó èõ äèñïåðñèè äîëæíû

áûòü ðàâíû. Îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ a :

a =
1

2
±
√
κ
√

16 + κ

32 + 2κ
(2.10)
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Òàê êàê îáà ðåøåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî 1/2, ïîýòîìó ïðîñòî âûáå-

ðåì îäíî èç íèõ.

Èñïîëüçóÿ äàííûå ðàññóæäåíèÿ è êîä, ïðèâåäåííûé â ïðèëîæåíèè À, ìû

ìîæåì ãåíåðèðîâàòü êðèâûå, êîòîðûå ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò SLEκ

(ñì. ðèñóíîê 2.1).

Ðèñóíîê 2.1 � Îòîáðàæåíèÿ, ðåàëèçîâàííûå ïðîãðàììíî äëÿ SLE3

Ïåðåéä¼ì êî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé çàäà÷å, â êîòîðîé ïîêàçà-

íî, ÷òî òî÷êà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè V4(M), äîñòàâëÿåìàÿ ôóíêöèåé Ïèêà

PM3(z) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé M > M ∗. Äëÿ ðåøå-

íèÿ ýòîé çàäà÷è ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü S êëàññ îäíîëèñòíûõ

àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå E = {z : |z| < 1} ôóíêöèé f(z), íîðìèðî-

âàííûõ ðàçëîæåíèåì

f(z) = z + a2z
2 + · · · (3.0)

×åðåç SM , M > 1, îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùèõ â E

îãðàíè÷åíèþ |f(z)| < M, S∞ = S.

Ôóíêöèÿ Ïèêà

PM3(z) = z +
2

3
(1− 1

M 3
)z4 + . . . , z ∈ E

äîñòàâëÿåò ãðàíè÷íóþ òî÷êó AM = (0, 0, 2/3(1− 1/M3)) ìíîæåñòâó

V4(M) = {(a2, a3, Re(a4)) : f ∈ SM}, M > 1
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Òî÷êè ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ∂V 3
4 (M), äëÿ êîòîðîé òî÷êàAM ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííåé òî÷êîé, äîñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè f ∈ SM , êîòîðûå îòîáðàæàþò
êðóã E íà êðóã ðàäèóñà M ñ òðåìÿ êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêèìè ðàçðåçàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè f , ïðåäñòàâëåííûå ðàâåíñòâîì f(z) =

Mw(z, 1− 1/M), ãäå

w(z, t) = e−t(z + a2(t)z
2 + a3(t)z

3 + a4(t)z
4 + · · · ) (3.3)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà äëÿ êðóãà

dw

dt
= − w

1− t

3∑
k=1

λk
eiuk + w

eiuk − w
, w

∣∣
t=0

= z, 0 ≤ t ≤ 1, (3.4)

ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè uk(t), k = 1, 2, 3 è ïîñòîÿííûìè ÷èñëàìè λk,∑3
k=1 λk = 1.

Óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè uk óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòè-

ìàëüíîñòè ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å î äîñòèæèìîñòè ãðà-

íè÷íîé ïîâåðõíîñòè ∂V 3
4 (M). Ïóñòü ak(t), k ≥ 2, îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì

(3.3). Ïîäñòàâèì (3.3) â (3.4), ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ

ñòåïåíÿõ z, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ak(t) = x2k−3(t) + ix2k−2(t), k = 2, 3, 4, è

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôàçîâóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ1(t) = −2
3∑

k=1

λk cosuk, x1(0) = 0

ẋ2(t) = 2
3∑

k=1

λk sinuk, x2(0) = 0

ẋ3(t) = −2
3∑

k=1

λk[2(x1 cosuk + x2 sinuk) + (1− t) cos 2uk], x3(0) = 0

ẋ4(t) = 2
3∑

k=1

λk[2(x1 sinuk − x2 cosuk) + (1− t) sin 2uk], x4(0) = 0

ẋ5(t) = −2
3∑

k=1

λk[(x
2
1 − x2

2 + 2x3) cosuk + 2(x1x2 + x4) sinuk + (3.5)

+ 3(1− t)(x1 cos 2uk + x2 sin 2uk) + (1− t)2 cos 3uk], x5(0) = 0.
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Ââåä¼ì âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è çàïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà:

H(t, x,Ψ, u, λ) = −2
3∑

k=1

λk[cosukΨ1 − sinukΨ2 +
(
2(x1 cosuk + x2 sinuk)+

+(1−t) cos 2uk
)
Ψ3−

(
2(x1 sinuk−x2 cosuk)+(1−t) sin 2uk

)
Ψ4+

(
(x2

1−x2
2+ (3.6)

+2x3) cosuk+2(x1x2+x4) sinuk+3(1−t)(x1 cos 2uk+x2 sin 2uk)+(1−t)2 cos 3uk
)
Ψ5],

ãäå u = (u1, u2, u3), λ = (λ1, λ2, λ3), λk ≥ 0, k = 1, 2, 3,
∑3

k=1 λk = 1, x =

(x1, x2, x3, x4, x5)
T óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (3.5), à Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψ5)

T , Ψ5 = 1,

óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ψ̇1(t) = 2
3∑

k=1

λk[2 cosukΨ3 − 2 sinukΨ4 + (2x1 cosuk + 2x2 sinuk +

+ 3(1− t) cos 2uk)Ψ5],

Ψ̇2(t) = 2
3∑

k=1

λk[2 sinukΨ3 + 2 cosukΨ4 + (−2x2 cosuk + 2x1 sinuk +

+ 3(1− t) sin 2uk)Ψ5],

Ψ̇3(t) = 4
3∑

k=1

λk cosukΨ5, (3.7)

Ψ̇4(t) = 4
3∑

k=1

λk sinukΨ5

è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè

Ψj(1− 1/M) = 0, j = 1, . . . , 4, Ψ5(1− 1/M) = 1. (3.8)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ

ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.7) áóäóò íóëåâûìè ïðè u = u∗, êîòîðàÿ èìååò êîîð-

äèíàòû (π3 , π,
5π
3 ), è λ1 = λ2 = λ3 = 1

3 .

Èçâåñòíî, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü ìíîæåñòâà V4(M) ïàðàìåòðèçóåòñÿ

âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ ñîïðÿæ¼ííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû è êîîðäè-

íàòàìè âåêòîðà λ.
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Ïðîâàðüèðóåì ðàâåíñòâà Ψk(0) = 0, k = 1, . . . , 4, ïîëîæèâ Ψ1(0) = α1,

Ψ2(0) = α2, Ψ3(0) = α3, Ψ4(0) = α4. Ñîõðàíåíèå ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà â

ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äëÿ âàðüèðîâàííûõ çíà÷åíèé Ψ(0) îçíà÷àåò ðàâåíñòâî

ìåæäó ñîáîé êîýôôèöèåíòîâ ïðè λ1, λ2, λ3 ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðè t = 0

â òî÷êå u∗ = u∗(α1, α2, α3, α4). Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè λ1, λ2, λ3,

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîîðäèíàòàìè Ψ(0) :

α4 = −α2 + r2||α1, α2||, α3 = α1 + r3||α1, α2||,

ãäå r2, r3 → 0, ïðè α1, α2 → 0.

Çàäà÷à. Ïóñòü

FM : (Ψ(0), λ)→ x5(1− 1/M)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, êîòîðàÿ âñÿêîìó íà÷àëüíîìó äàííîìó Ψ(0) è ïàðàìåòðó

λ â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ñî ñêîëüçÿùèì îïòèìàëüíûì ðåæèìîì ñîïîñòàâ-

ëÿåò çíà÷åíèå x5(1− 1/M). Ïîëîæèì

(Ψ1(0),Ψ2(0),Ψ3(0),Ψ4(0)) = (α1, α2, α1,−α2) + o(α1, α2), α1, α2 → 0. (3.11)

λ = (1/3 + α3, 1/3 + α4, 1/3− α3 − α4), α = (α1, α2, α3, α4), (3.12)

ñîãëàñíî ÷åìó FM = FM(α). Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå M ∗
4 > 1 òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ M ≥ M ∗
4 òî÷êà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, äîñòàâëÿåìàÿ ôóíêöèåé

PM3, ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è íóæíî âû÷èñëèòü ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè FM ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà α (èëè,

÷òî òîæå ñàìîå, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîîðäèíàòû x5) ïðè λ3 = 1− λ1 − λ2.

Çàòåì áóäåì èñêàòü òàêîå çíà÷åíèå M , ïðè êîòîðîì îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè FM ïîìåíÿåò çíàê.

Âû÷èñëèì òàêæå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ñîäåðæàùèåñÿ â ïðàâûõ ÷à-

ñòÿõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè FM ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà α,

äëÿ êîîðäèíàò ôàçîâîãî âåêòîðà, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ êîîðäèíàò ñîïðÿæ¼ííîãî âåêòîðà ìîæíî óñòà-
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íîâèòü ñîîòíîøåíèÿ è ïðîèíòåãðèðîâàòü èõ, ïîëó÷àÿ ðàâåíñòâà, çàâèñÿùèå

îò (xk)αj
, k, j = 1, 2, 3, 4.

Òîæäåñòâî

Huk(t, x,Ψ, u, λ
k) = 0, k = 1, 2, 3, (3.10)

c ïðîèçâîëüíûìè (x,Ψ) èç îêðåñòíîñòè òî÷êè (x∗,Ψ∗) îïðåäåëÿåò íåÿâíûå

ôóíêöèè uk = uk(t, x,Ψ), k = 1, 2, 3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

óïðàâëåíèé uk ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî òîæäåñòâî ïî α è îòêóäà ïîëó÷àåì

âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

(uk)αj
= −

Hukxxαj
+HukΨΨαj

Hukuk

, k = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4 (3.23)

Âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïî x è ïî Ψ è âòîðóþ ïðî-

èçâîäíóþ ïî uk ïðè α = 0 ïîëó÷àåì âñå 12 ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (3.23) ïðè

α = 0 êàê ëèíåéíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî (xp)αj
p = 1, 2, 3, 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñèñòåìó 24 ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, ðàñïàäàþùóþñÿ íà íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç òð¼õ

óðàâíåíèé. Äâå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî (x1)αj
, (x3)αj

, (Ψ1)αj
, j = 1, 4, òðè ñè-

ñòåìû îòíîñèòåëüíî (x2)αj
, (x3)αj

, (Ψ4)αj
, j = 2, 3, 4. Ïîäñèñòåìû îòíîñèòåëü-

íî (x1)αj
, (x3)αj

, (Ψ1)αj
, j = 2, 3, è (x2)α1

, (x4)α1
, (Ψ2)α1

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

îäíîðîäíûìè ñèñòåìàìè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ÷òî ïðèâîäèò ê

äåâÿòè íóëåâûì ðåøåíèÿì. Ýòó ñèñòåìó è áóäåì ðåøàòü ÷èñëåííî ñ èñïîëü-

çîâàíèåì Wolfram Mathematica.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà-Ôåëüáåðãà ïîðÿäêà

O(h4) ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà O(h5) ïîëó÷åííûõ ñèñòåì äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåííîìó çíà÷åíèþM ∗
4 = 2.4939 . . . .

Òàêèì îáðàçîì, áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà. Òî÷êà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè AM ìíîæåñòâà V4(M) ÿâëÿåòñÿ ñåä-

ëîâîé òî÷êîé, åñëè M ≥M ∗
4 = 2.4939 . . .

Çàêëþ÷åíèå. Â ïåðâîé ÷àñòè âûïóñêíîé ðàáîòû ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå

âåðñèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè: äëÿ ïðÿ-

ìîãî è îáðàòíîãî îòñ÷¼òà âðåìåíè. Äàëåå èçó÷åíû è èçëîæåíû íåêîòîðûå

íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç îáëàñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ðåàëèçîâàí

11



ïðèìåð ïðîãðàììû íà ÿçûêå Python, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò SLE äëÿ ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèé κ. Âî âòîðîé ÷àñòè âûïóñêíîé ðàáîòû ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ

òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíî-

ñòè ìíîæåñòâà V4(M), äîñòàâëÿåìàÿ òð¼õðàçðåçíîé ôóíêöèåé Ïèêà PM3(z),

ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìó-

ìà Ïîíòðÿãèíà è ìåòîäàìè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. À ÷èñëîM ∗
4 íàõîäèò-

ñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ñîñòàâëåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñðåäñòâàìè Wolfram Mathematica.
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