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Введение. Теория вложения пространств дифференцируемых функций мно-
гих действительных переменных сложилась как новое направление матема-
тики в 30-е годы в результате работ С.Л. Соболева и интенсивно разрабаты-
валась на протяжении последних двух десятилетий многими учеными.

Изучение данной темы играет большую роль при установлении различ-
ных связей и соотношений между дифференциально-разностными свойства-
ми функций в различных метриках, а так же при выводе неравенств между
различными производными.

Целью данной работы является изучение анизотропных пространств Со-
болева и изучение теорем вложения.

Данная работа состоит из нескольких глав. В первой главе изложены
определение пространства Lp, его свойства, а так же основные интеграль-
ные неравенства. В второй главе рассматриваются различные интегральные
представления дифференцируемых функций. В третьей главе рассматрива-
ются анизотропные пространства Соболева, их свойства, а так же различные
методы распространения функций. В четвертой главе изложены теоремы вло-
жения пространства W l

p(G) в пространства Lq(G), C(G), и в класс Орлича.
Основное содержание работы. Cформулируем свойства пространств Lp

вещественных функций, определенных на измеримом множестве G ⊂ En, где
En это n-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xn). Измеримость
множеств понимается в смысле интеграла Лебега.
Определение 1.1.1. Пусть p - вещественное число, 1 ≤ p < ∞. Через Lp(G)

будем обозначать пространство измеримых на G функций f(x), для которых
функция |f(x)|p интегрируема в смысле Лебега на G.
Определение 1.1.2. Число

∥f∥Lp (G) = ∥f∥p, G =
(∫

G

|f(x)|p dx
) 1

p

называется нормой элемента f ∈ Lp (G).
Определение 1.1.3. Пусть p = (p1, . . . , pn) – вектор с компонентами, удо-
влетворяющими неравенствам 1 ≤ p ≤ ∞ (i = 1, . . . , n).
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Через Lp,En будем обозначать пространство измеримых на En функций
f(x), для которых конечна норма

∥f∥p,En = ∥f∥(p1,...,pn),En = ∥ . . . ∥∥f∥p1,x1
∥p2,x2

. . . ∥pn,xn
=

=


∫
E1

. . .

∫
E1

∫
E1

|f(x)|p1dx1


p2
p1

dx2


p3
p2

. . .


pn

pn−1

dxn


1
pn

.

Сформулируем основые свойства пространств Lp.
Определение 1.1.5. Свойства пространств Lp (G):
1) ∥f∥p, G = 0 эквивалентно f(x) = 0 почти для всех x ∈ G.
2) ∥cf∥p, G = |c| ∥f∥p, G.
3) ∥f1 + f2∥p, G ≤ ∥f1∥p ,G + ∥f2∥p, G.
4) Пространство Lp (G) - полное, т.е. если fk ∈ Lp (G) (k = 1, 2, . . .),
∥fk − fl∥p, G → 0 (k, l → ∞), то существует функция f ∈ Lp (G) такая,
что ∥fk − f∥p, G → 0 (k → ∞).
Определение 1.1.7. Функция f ∈ Lp(G) называется непрерывной (в целом)
в Lp(G), если для любого ϵ > 0 найдется δ > 0 такое, что

∥f(·+ y)− f∥p,En < e,

как только |y| < δ, где |y| =
(

n∑
i=1

y2i

) 1
2

.

Определение 1.1.8. Всякая функция f ∈ Lp(G), 1 ≤ p < ∞, непрерывна в
целом в Lp(G).
Определение 1.1.12. Множество S пространства Lp(G) называется плот-
ным в Lp(G), если для каждого f ∈ Lp(G) и любого ϵ > 0 найдется элемент
φϵ ∈ S такой, что

∥φϵ − f∥p,G < ϵ.

Рассмотрим интегральные неравенства, которые будут применяться в
дальнейшем.
Определение 1.2.1. Неравенство Гёльдера. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞,
f1 ∈ Lp(E

n), f2 ∈ Lp’(E
n) Тогда функция f1(x)f2(x) интегрируема по En
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и имеет место неравенство∫
En

|f1(x)f2(x)|dx ≤ ∥f∥p ∥f∥p’. (1.5)

Определение 1.2.3. Неравенство Минковского. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞,
fi ∈ Lp(E

n) (i = 1, . . . ,m). Тогда {f1 + . . .+ fm} ∈ Lp(E
n) и∥∥∥∥∥

m∑
i=1

fi

∥∥∥∥∥
p

≤
m∑
i=1

∥fi∥p. (1.7)

Определение 1.2.5. Неравенство Юнга. Пусть p,q, r такие, что

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1 − 1

p
+

1

q
=

1

r
.

J(x) =

∫
En

f(y) K(y − x) dy.

Тогда
∥J∥q ≤ ∥K∥r∥f∥p. (1.9)

Определение 1.2.6. Неравенство Харди – Литтлвуда. Пусть 1 < p < q <

< ∞, λi > 0, µ =
n∑

i=1

λi

(
1− 1

pi
+ 1

qi

)
, ρ(y) =

n∑
i=1

|yi|
1
λi ,

J(x) =

∫
En

f(y)[ρ(y − x)]−µdy,

где f ∈ Lp(E
n), Тогда

∥J∥q ≤ C∥f∥p. (1.10)

где C – константа, не зависящая от f .
Рассмотрим процесс усреднения функции f , приводящий к последова-

тельности бесконечно дифференцируемых функций, стремящихся к f .
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Определение 2.1.1. Пусть K(x) - бесконечно дифференцируемая, финит-
ная в En (K ∈ C∞

0 (En)) функция, удовлетворяющая условию∫
En

K(x)dx = 1. (2.1)

Пусть λ = (λ1, . . . , λn), λi > 0, (i = 1, . . . , n), v > 0. Функция

Kvλ(x) = v−|λ|K(x : vλ) (2.2)

бесконечно дифференцируема на En, ее носителем является множество
Svλ(K) ⊂ Ivλ, где

Svλ(K) =
{
x : (x : vλ) ∈ S(K)

}
,

и в силу (2.1)∫
En

Kvλ(x)dx =

∫
En

v−|λ|K(x : vλ)dx =

∫
En

K(x)dx = 1. (2.3)

Предложение 2.1.3. Определим среднюю функцию для функции f с ядром
усреднения K и параметром усреднения vλ по формуле

fvλ(x) = v−|λ|
∫
En

f(x+ y)K(y : vλ)dy =

= v−|λ|
∫
En

f(y)(K((y − x) : vλ))dy. (2.4)

Лемма 2.1.4. Если f ∈ Lp(G) (p = (p1, . . . , pn)), то

∥fvλ∥p ≤ ∥K∥l∥f∥p (1 ≤ p ≤ ∞), (2.6)

lim
v→0

∥fvλ − f∥p = 0 (1 ≤ p < ∞). (2.7)

Лемма 2.1.8. Множество C∞
0 (G) плотно в Lp(G), если 1 ≤ p < ∞.

Определение 2.2.1. Пусть функции f и χ локально суммируемы на от-
крытом множестве G ⊂ En. Если для любой бесконечно дифференцируемой
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финитной в G функции φ выполняется равенство∫
G

χ(x) φ(x)dx = (−1)|k|
∫
G

f(x) φ(k)(x)dx, (2.10)

где k = (k1, . . . , kn) (ki ≥ 0 - целые), то χ называется обобщенной производ-
ной функции f вида f (k) = Dkf = ∂|k|f

∂x
k1
1 ,...,∂xkn

n

в G.

Лемма 2.2.6. Пусть в области G заданы функция f ∈ Lloc
p (G), последова-

тельность функций fj ∈ Lloc
p (G) (j = 1, . . .), имеющиx обобщенные произ-

водные f
(k)
j ∈ Lloc

q (G) (j = 1, . . .), где 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞.
Если (fj → f) (j → ∞) в смысле Lloc

p (G) и (f
(k)
j − f

(k)
i ) → 0

(i, j → ∞) в смысле Lloc
q (G), то функция f имеет на G обобщенную про-

изводную f (k) ∈ Lloc
q (G) и f

(k)
j → f (k) (j → ∞) в смысле Lloc

q (G).
Для заданной локально суммируемой функции f построим ее среднюю

функцию fvλ(x) = f(x, v) с ядром Ω и параметром vλ, где λ– фиксированный
вектор.

На основании формулы Ньютона-Лейбница при любых ϵ и h, 0 < ϵ < h,
справедливо равенство

fϵλ(x) = fhλ(x)−
h∫

ϵ

∂

∂v
fvλ(x)dv. (2.13)

Пусть K(x) ∈ C∞
0 (En). K(x) удовлетворяет определению 2.1.1.

По заданной функции K(x) построим функцию Ω(x), которая обладает
всеми свойствами функции K(x), а так же некоторыми новыми. Положим

Ω(x) = Dk
x

 xk−1

(k − 1)!

∫
En

K(z)θ(x− z)dz

 , (2.14)

где k = (k1, . . . , kn), ki – достаточно больние натуральные числа.

θ(x) =
n∏

j=1

θ(xj),
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θ(xj) – функция Хевисайда, т.е. θ(t) = 1 при t > 0, θ(t) = 0 при t < 0.
Рассмотрим усреднение функции f , приняв за ядро усреднения функцию

Ω(x), а за параметр усреднения vλ.

fvλ(x) = v−|λ|
∫
En

f(x+ y)Ω(y : vλ)dy, (2.22)

где λ = (λ1, . . . , λn), λi > 0 (i = 1, . . . , n), v > 0.
В связи с использованием интегрального представления функций в теоре-

мах вложения возникают условия на геометрию области определения функ-
ций. Данные условия называются условиями l-рога.
Определение 2.4.1. Пусть l = (l1, l2, . . . , ln) – вектор с положительными
компонентами, 0 < h ≤ ∞, ϵ > 0, ai ̸= (i = 1, . . . , n). Множество

V (l) = V (l, h) =

=
⋃

0<v<h

{
x :

xi
ai

> 0, v <

(
xi
ai

)li

< (1 + ϵ)v (i = 1, 2, . . . , n)

}
. (2.27)

назовем l –рогом радиуса h и раствора ϵ.
Определение 2.4.2. Пусть для открытого множества G ⊂ En существует
конечное число K открытых множеств Gk и l-рогов Vk(l) = Vk(l, h) вида
(2.27) с коэффициентами ai, зависящими от k, так что при этом

G =
K⋃
k=1

Gk =
K⋃
k=1

(Gk + Vk(l, h)). (2.28)

Будем говорить в таком случае, что открытое множество G удовлетворяет
слабому условию l-рога, и писать G ∈ A(l, h).
Определение 2.4.3. Будем говорить, что открытое множество G удовле-
творяет условию l-рога, и писать G ∈ A(l, h), если для G выполнено условие
(2.28) и

G =
K⋃
k=1

G
(δ)
k при некотором δ > 0, (2.29)
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где
G

(δ)
k = {x : x ∈ Gk, ρ(x, ∂Gk\ ∂G) > δ} .

Определение 2.4.4. Будем говорить, что открытое множество G удовлетво-
ряет сильному условию l-рога, и писать G ∈ A(l, h), если для G выполнено
условие (2.28) и

G =
K⋃
k=1

G
[δ]
k при некотором δ > 0, (2.30)

где
G

[δ]
k = {x : x ∈ Gk, ρ(x,Gk\G) > δ} .

Определение 3.1.1. Пусть G - открытое множество n-мерного евклидово-
го пространства En, l = (l1, . . . , ln) – вектор с натуральными компонентами
1 ≤ p ≤ ∞. Обозначим через W l

p(G) пространство локально суммеруемых на
G функций f , имеющих на G обобщенные производные Dli

i f(x) (i = 1, . . . , n)

и конечную норму

∥f∥W l
p(G) = ∥f∥p,G +

n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f

∥∥∥
p,G

= ∥f∥p,G + ∥f∥Ll
p(G) . (3.1)

Теорема 3.1.2. Пространство W l
p(G), 1 ≤ p ≤ ∞, является полным норми-

рованным пространством, т.е пространством Банаха.
Теорема 3.1.3. Пространство W l

p(G), 1 ≤ p ≤ ∞, сепарабельно.
Определение 3.1.4. Пусть l = (l1, . . . , ln) - вектор с натуральными компо-
нентами, 1 ≤ p ≤ ∞, G - область евклидова пространства En, □ - открытый
n-мерный куб с ребрами, параллельными координатным осям, □ ⊂ G. Обо-
значим через W l

p(G,□) пространство локально суммируемых на G функций,
имеющих на G обобщенные производные Dl

if (i = 1, . . . , n) и конечную нор-
му

∥f∥W l
p(G,□) = ∥f∥p,□ +

n∑
1

∥∥∥Dli
i f

∥∥∥
p,G

= ∥f∥p,□ + ∥f∥Ll
p(G) . (3.3)

Теорема 3.1.5. Пространство W l
p(G,□) является полным.

Теорема 3.1.6. Пространство W l
p(G,□), 1 ≤ p ≤ ∞, сепарабельно.
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Лемма 3.1.7. При |α : l| < 1, 1 ≤ p ≤ ∞ и при |α : l| = 1, 1 < p < ∞ имеет
место неравенство

∥∥Dαf
∥∥

p,En ≤ Ch1−| α : l|
n∑

i=1

∥∥∥Dli
i f

∥∥∥
p,U+V

+ Ch−| α : l| ∥f∥p,U+V , (3.7)

где C не зависит от f и h.
Теорема 3.1.8. Пусть открытое множество G удовлетворяет слабому усло-
вию l-рога. Тогда при 1 ≤ p ≤ ∞, |α : l| < 1 и при 1 < p < ∞, |α : l| = 1

имеет место вложение DαW l
p(G) ↪→ Lp(G) и для f ∈ W l

p(G)

∥Dαf∥p,G ≤ Ch1−|α : l|
n∑

i=1

∥∥∥Dli
i f

∥∥∥
p,G

+ Ch−|α : l| ∥f∥p,G ≤

≤ C(h) ∥f∥W l
p(G) , (3.10)

где при некотором h0 = h0(G) > 0, 0 < h < h0, С не зависит от f и h.
Теорема 3.1.10. Пусть открытое множество G удовлетворяет сильному усло-
вию l-рога, 1 < p < ∞. Тогда пространство W l

p(G) совпадает с сужени-
ем пространства W l

p(E
n) на G. При этом существует линейно ограниченный

оператор распостранения функций из W l
p(G) в W l

p(E
n)

W l
p(G) ∋ f → f ∈ W l

p(En), f |G = f. (3.11)

Пусть E и F – два нормированных функциональных пространства. Гово-
рят, что E вложено в F , и писать E ↪→ F , если все элементы E содержатся
в F и существует не зависящая от f постоянная C такая, что

∥f∥F ≤ C∥f∥E, ∀f ∈ E.

Основным показателем в формулировке теорем вложения будет величина

κ =

∣∣∣∣(α +
1

p
− 1

q

)
: l

∣∣∣∣ ,
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имеющая простую геометрическую интерпретацию. Условие κ = 1 означает,
что точка α + 1

p − 1
q в n-мерном пространстве находится на гиперплоскости,

проходящей через n точек (l1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, ln). При κ ≤ 1 величина
κ − 1 пропорциональна расстоянию от точки α + 1

p − 1
q до гиперплоскости.

Лемма 4.0.1. Пусть 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,κ = |(α + 1
p − 1

q) : l| ≤ 1 и при κ = 1

либо 1 < p = q < ∞, либо 1 < pn < qn < ∞, либо 1 = pn < qn = ∞.
Тогда DαW l

p(U + V ) ↪→ Lq(U) и для f ∈ W l
p(U + V )

∥Dαf∥q,U ≤ C1h
1−κ

n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f

∥∥∥
p,U+V

+ C2h
−κ ∥f∥p,U+V . (4.1)

При чем C1 и C2 не зависят от f и h, а C2 не зависит также от q. В левой
части (4.1) Dαf можно заменить на Dαfϵ при любом ϵ ∈ (0, h].

При κ < 1

C1 = C ′
1

(
1

1− κ

)1− 1
pn

+ 1
qn
(

1

qn

) 1
qn

,

где C ′
1 не зависит от q.

Теорема 4.1.1. Пусть открытое множество G удовлетворяет слабому усло-
вию l-рога, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,κ = |(α + 1

p − 1
q) : l| ≤ 1 и при κ = 1 либо

1 < p = q < ∞, либо 1 < pn < qn < ∞, либо 1 = pn < qn = ∞.

Тогда DαW l
p(G) ↪→ Lq; точнее говоря, для f ∈ W l

p(G) существует на G

обобщенная производная Dαf ∈ Lq(G) и существует числа h0 > 0, C > 0

такие, что

∥Dαf∥q,G ≤ Ch1−κ
n∑

i=1

∥∥∥Dli
i f

∥∥∥
p,G

+ Ch−κ ∥f∥p,G , (4.8)

где постоянная C не зависит от f и h ∈ (0, h0). В частности, при
α = 0 W l

p(G) ↪→ Lq(G).
Теорема 4.2.1. Пусть открытое множество G удовлетворяет слабому усло-
вию l-рога, 1 ≤ p ≤ ∞,κ = |(α + 1

p) : l| ≤ 1 либо κ = 1, pn = 1.
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Тогда DαW l
p(G) ↪→ C(G), точнее говоря, для f ∈ W l

p(G) производная
Dαf непрерывна в G и

sup
G

|Dαf | ≤ Ch1−κ
n∑

i=1

∥∥∥Dli
i f

∥∥∥
p,G

+ Chκ ∥f∥p,G . (4.9)

где 0 < h < h0 и постоянная С не зависит от f и h.
Теорема 4.3.1. Пусть G удовлетворяет слабому условию l-рога, f ∈ W l

p(G),
1 ≤ p ≤ ∞, причем 1 < pn < ∞, α = (α1, . . . , αn) (0 ≤ αi − целые),

|(α +
1

p
) : l| = 1.

Тогда на G существует обобщенная производная Dαf и при любом q,
p ≤ q ≤ ∞, Dαf ∈ L(q,Φ)(G) (в частности, Dαf ∈ L(∞,Φ)(G)), т.е∫

ПnG

Φ
(
∥Dαf(·, xn)∥q,G|xn

)
dxn < A, (4.11)

где

Φ(t) = eµ|t|
p′n −

∑
0≤k<pn−1

1

k!

(
µ|t|p′n

)k
(
p′n =

pn
pn − 1

)
,

постоянная

µ <

[
e
(
C∗ ∥f∥W l

p(G)

)p′n
]−1

,

C∗ - постоянная, не зависящая от f , а A - константа, зависящая от ∥f∥W l
p(G).

Заключение. В данной работе были изложены понятия связанные с про-
странством Lp, приведены основные интегральные неравенства. Рассмотрены
различные интегральные представления дифференцируемых функций. Изу-
чены анизотропные пространства Соболева и их свойства. Рассмотрены тео-
ремы вложения пространств Соболева в различные пространства функций.
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