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Ââåäåíèå. Öåëüþ ìîåé âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ çíà-

êîìñòâî ñ óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè, êîãäà â êà÷åñòâå óïðàâ-

ëÿþùåé ôóíêöèè âûñòóïàåò ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, à òàêæå íàõîæäåíèå

÷èñëà Áîìáèåðè.

Â õîäå ðàáîòû ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- ðàññìîòðåòü îñíîâíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè;

- ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà;

- ïîñòðîèòü íà ÿçûêå Python äâóìåðíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ãåíåðèðóþò-

ñÿ óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà, åñëè â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè âçÿòü

ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà;

- ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Áîìáèåðè äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà σ42;

- íàïèñàòü ïðîãðàììíûé êîä äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Â ïåðâîé ÷àñòè âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿ ðàññìàòðèâàþ

óðàâíåíèå Ë¼âíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè, ãäå â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíê-

öèè âûñòóïàåò äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ôóíêöèÿ

Âåéåðøòðàññà, êîòîðàÿ, êàê è áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, íåïðåðûâíà, è íèãäå íå

äèôôåðåíöèðóåìà. Â ÷àñòíîñòè ÿ áóäó ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé

W (t) =
+∞∑
n=0

2−n/2cos(2nt).

Â ñðàâíåíèè ñ SLE ÿ ñòðåìëþñü ïîíÿòü äâóìåðíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå

ãåíåðèðóþòñÿ óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà, åñëè â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè

âçÿòü ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà. Áóäó íàçûâàòü ýòî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ ¾äå-

ôîðìàöèÿìè, óïðàâëÿåìûå ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà¿, è îñíîâíàÿ òåîðåìà,

ðàññìîòðåííàÿ â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû, óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà, êàê è â îáùåì ñëó÷àå SLE.

Òåîðåìà 0.1. Äåôîðìàöèè, îáóñëîâëåííûå ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà W (t),

èìåþò ôàçîâûé ïåðåõîä. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ c, õàëë, ãåíåðè-

ðóåìûé ôóíêöèåé cW (t), ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé â H∪cW (0) è íå ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòîé êðèâîé â ñëó÷àå, åñëè c äîñòàòî÷íî âåëèêî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé

äàåò íèæíþþ ãðàíèöó ðîñòà ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà âáëèçè åå ëîêàëüíûõ

ìàêñèìóìîâ.

Òåîðåìà 0.2. Ïóñòü tm,k = mπ/2k, ãäå m, k ∈ N. Åñëè 0 < |h| ≤ 2−(k+7), òî

W (tm,k)−W (tm,k + h) ≥ 0.2
√

|h|.

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òîW (t) èìååò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû â òî÷-

êàõ âèäà 2−kmπ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Ë¼âíåðà â êðóãå, ñ

ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à Áîìáèåðè.

Áîìáèåðè ïðèâåë äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé ãèïîòåçû Áèáåðáàõà î òî÷íîé

îöåíêå | an |≤ n, n ≥ 2 â êëàññå S è ïîñòàâèë òàì æå çàäà÷ó î íàõîæäåíèè

÷èñåë

σmn = lim
am→m

inf
n−Re(an)

m−Re(am)
= lim

f→K
inf

n−Re(an)

m−Re(am)
m,n ≥ 2,

ãäå f ñòðåìèòñÿ ê K ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî âíóòðè D.

Èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Ë¼âíåðà è ìåòîä îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ áûëî âû÷èñëåíî ÷èñëî Áîìáèåðè σ42.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà óñòàíàâëèâàåò ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó íåïðåðûâíûìè âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè è íåêîòîðûìè

ðàñòóùèìè ñåìåéñòâàìè ìíîæåñòâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü λ �

íåïðåðûâíàÿ, âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåçêå [0, T ]. Âû-

áåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó z0 ∈ H \ λ(0), ãäå H = {x + iy : y > 0} îáîçíà÷àåò

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Òîãäà çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ Ë¼âíåðà èìååò âèä:

d

dt
z(t) =

2

z(t)− λ(t)
, z(0) = z0. (1.1)

Íà ñàìîì äåëå ðåøåíèå z(t) áóäåò ïðîäîëæàòü ñóùåñòâîâàòü, åñëè çíàìå-

íàòåëü â (1.1) íå ðàâåí íóëþ. Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè z(s) = λ(s),

òî z0 çàõâàòûâàåòñÿ λ â ìîìåíò âðåìåíè s. Îïðåäåëèì õàëë â ìîìåíò âðåìåíè
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t è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Kt, êàê ñîâîêóïíîñòü çàõâà÷åííûõ òî÷åê:

Kt = {z0 ∈ H : z(s) = λ(s), s ≤ t}.

Ýòî ñåìåéñòâî õàëëîâ {Kt}t∈[0,T ] åñòü âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ λ(t) ÷åðåç óðàâíåíèå Ë¼âíåðà. Íàçîâåì λ(t) óïðàâëÿþùåé

ôóíêöèåé è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Kt ïîðîæäàåòñÿ λ(t).

Ðàññìîòðèì êðàòêî ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü λ(t) = − c
√
1− t ñ 0 < c < 4. Kt ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðè-

âîé äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Åñëè c ≥ 4, òî Kt äëÿ çíà÷åíèé t < 1 îñòàåòñÿ ïðîñòîé

êðèâîé. Îäíàêî ïðè t = 1 ãåîìåòðèÿ ñèòóàöèè ìåíÿåòñÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè

t = 1 ïðîñòàÿ êðèâàÿ âîçâðàùàåòñÿ íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü è îáðàçóåò ¾ïó-

çûðü¿, òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíûé õàëë Kt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ, òî÷êè â

H ïîä êðèâîé è èíòåðâàë âåùåñòâåííîé îñè. Ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 1.3 è

1.4. Õàëëû Kt, ïîðîæäåííûå − c
√
1− t äëÿ c = 3 è c = 5.
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Äàëåå ïåðåéäåì ê ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà. Êàðë Âåéåðøòðàññ ââåë ôóíê-

öèþ Âåéåðøòðàññà â 1872 ãîäó, îïóáëèêîâàâ ïåðâûé ïðèìåð íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè, êîòîðàÿ íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà. Ýòî ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíà â âèäå:

Fa,b(t) =
∞∑
n=0

ancos(bnt),
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ãäå ïàðàìåòð a ∈ (0, 1), à ïàðàìåòð b ≥ 1/a2. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé

ïðè a = 1/
√
2 è b = 2, ïîýòîìó îïðåäåëèì

W (t) =
∞∑
n=0

2−n/2cos(2nt).

Â 1916 ã. Õàðäè äîêàçàë, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ,W (t) ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé Lip(1/2). Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà Õàðäè, ïîçâîëÿþ-

ùåå âû÷èñëèòü âåðõíþþ ãðàíèöó íîðìû Lip(1/2) äëÿ ôóíêöèè W (t).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Lip(1/2) íîðìà ôóíêöèè W (t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâó: ||W (t)||1/2 ≤ 12.

Ýòîò ðåçóëüòàò äîïîëíÿåò òåîðåìó, êîòîðàÿ äàåò íèæíþþ îöåíêó ëîêàëü-

íîé âåðñèè íîðìû Lip(1/2).

Èñïîëüçóåì ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà, îáñóæäàâøèåñÿ ðàíåå, è ñâîé-

ñòâà ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà, ÷òîáû äîêàçàòü íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò - òåî-

ðåìó 0.1.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âîçüìåì ãðàíèöó c äëÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà, ðàâíóþ 4.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ÿçûêå Python íàïèñàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ

ïîçâîëÿåò óâèäåòü ñóùåñòâîâàíèå ôàçîâîãî ïåðåõîäà â çàâèñèìîñòè îò êîí-

ñòàíòû c.

Íà ðèñóíêàõ 3.1 è 3.2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû ïðè

çíà÷åíèè c = 1.
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Âèäíî, ÷òî õàëë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé. Ãðàôèê íå èìååò ñàìîïåðåñå-

÷åíèé, ÷òî ìîæíî âèäåòü íà ïðèáëèæåíèè 3.2.

Íà ðèñóíêå 3.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû ïðè çíà÷åíèè

c = 5.

20 15 10 5 0 5 10

5
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Ðèñóíîê 3.3

Âèäíî, ÷òî õàëë íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, à çàìûêàåòñÿ íà âåùåñòâåí-

íîé îñè.

Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó Áîìáèåðè. Îí ïðåäëîæèë îïèñàòü ñòðîåíèå ìíî-

æåñòâà çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ íîðìèðîâàííûõ êîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèé êðóãà â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè

Ê¼áå. ×èñëà Áîìáèåðè õàðàêòåðèçóþò ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ îïîðíûõ ãè-

ïåðïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ óãëîâóþ òî÷êó. Äëÿ åå ðåøå-

íèÿ, â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ñðåäñòâà, ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ë¼âíåðà äëÿ êðóãà.

dw

dt
= −w

eiu + w

eiu − w
, w(0) = z, t ≥ 0, (4.1)

ãäå ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u = u(t) êóñî÷íî íåïðåðûâíà ïðè t ≥ 0.

Ñäåëàåì çàìåíó t → 1− e−t.

Òîãäà óðàâíåíèå áóäåò ïðèìåò âèä

dw

dt
=

−w

1− t
· e

iu + w

eiu − w
, w(0) = z, 0 ≤ t ≤ 1− 1/M. (4.2)
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Èíòåãðàëû

w(z, t) = (1− t)(z + a2(t)z
2 + ...) (4.3)

óðàâíåíèÿ (4.2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñþäó ïëîòíûé ïîäêëàññ ôóíêöèé f ∈
SM .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ÷èñëà Áîìáèåðè ñôîðìóëèðîâàòü â

òåðìèíàõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íåîáõîäèìî çàïèñàòü ñèñòåìó äëÿ íà-

÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè, ïîðîæäåííîé óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà. Îòäå-

ëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì ôàçîâóþ ñèñòåìó äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ1(t) = −2 cosu, x1(0) = 0

ẋ2(t) = 2 sinu, x2(0) = 0

ẋ3(t) = −4(x1 cosu+ x2 sinu)− 2(1− t) cos 2u, x3(0) = 0

ẋ4(t) = −4(x2 cosu− x1 sinu) + 2(1− t) sin 2u, x4(0) = 0

ẋ5(t) = −2((x21 − x22 + 2x3) cosu+ 2(x1x2 + x4) sinu)−
− 6(1− t)(x1 cos 2u+ x2 sin 2u)− 2(1− t)2 cos 3u, x5(0) = 0. (4.4)

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé u = π ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè Ê¼áå â êëàññå S èëè

ôóíêöèè Ïèêà â êëàññå SM . Êðîìå òîãî, âñþäó ïëîòíûé ïîäêëàññ SM ñîäåð-

æèò âñå ôóíêöèè, çàäàþùèå ãðàíè÷íûå òî÷êè îáëàñòè êîýôôèöèåíòîâ

V M
4 = {(a2, a3, Re(a4)) : f ∈ SM}, 1 ≤ M ≤ ∞.

Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ÷èñåë Áîìáèåðè ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íà êëàññå S, ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì êîòîðûõ äàåòñÿ ôóíêöèåé

Ê¼áå. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

ReL(µ, ν, f) −→ max,

ãäå L(µ, ν, f) = a2 + µa3 + νa4, à f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n, ýêâèâàëåíòíà ýêñòðå-

ìàëüíîé çàäà÷å

x1(1− 1/M) + µx3(1− 1/M) + νx5(1− 1/M) −→ max. (4.5)
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Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïîðîæäåííûõ óðàâ-

íåíèåì Ë¼âíåðà, ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Çà-

ïèøåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è,÷òîáû ñôîðìóëèðî-

âàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

H(t, x,Ψ, u) = −2 cosuΨ1 + 2 sinuΨ2 −
−

(
4(x1 cosu+ x2 sinu) + 2(1− t) cos 2u

)
Ψ3 −

−
(
4(x2 cosu− x1 sinu)− 2(1− t) sin 2u

)
Ψ4 −

−
(
2((x21 − x22 + 2x3) cosu+ 2(x1x2 + x4) sinu) +

+ 6(1− t)(x1 cos 2u+ x2 sin 2u) + 2(1− t)2 cos 3u
)
Ψ5, (4.6)

ãäå x = (x1, x2, x3, x4, x5)
T óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 1, à Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψ5)

T ,

óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

Ψ̇1(t) = 4 cosuΨ3 − 4 sinuΨ4 + (4x1 cosu+ 2x2 sinu+ 6(1− t) cos 2u)Ψ5,

Ψ̇2(t) = 4 sinuΨ3 + 4 cosuΨ4 + (−4x2 cosu+ 2x1 sinu+ 6(1− t) sin 2u)Ψ5,

Ψ̇3(t) = 4 cosuΨ5,

Ψ̇4(t) = 4 sinuΨ5,

Ψ̇5(t) = 0 (4.7)

è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè

Ψ1(1− 1/M) = 1, Ψ3(1− 1/M) = µ, Ψ5(1− 1/M) = ν,

Ψ2(1− 1/M) = Ψ4(1− 1/M) = 0. (4.8)

Îïòèìàëüíàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñòðåìàëüíîé

ôóíêöèè f ∗ ∈ SM â (4.5), óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

max
u

H(t, x,Ψ, u) = H(t, x∗,Ψ∗, u∗), 0 ≤ t ≤ 1− 1/M, (4.9)

ãäå (x∗,Ψ∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåì (4.4) è (4.7) ñ u = u∗ â èõ ïðàâûõ

÷àñòÿõ.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ ñîïðÿæåííîé ãà-

ìèëüòîíâîé ñèñòåìû âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì òðàíñâåðñàëüíîñòè. Â ýòîì ñëó-

÷àå êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ (x(t),Ψ(t)) = (x0(t),Ψ0(t)) âû÷èñëÿþòñÿ ïî äàííûì

ôîðìóëàì.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûðàæåíèé ïðè óñëîâèè xj(0) = 0, j = 1, ..., 4 è u =

u∗ = π ïîëó÷èì ñèñòåìû:

x01(t) = 2t

x3(t) = 5t2 − 2t

x02(t) = x04(t) = 0. (4.12)

Ψ0
1(t) = ν(t− 1 + 1/M)2 + (14ν/M − 8ν − 4µ)(t− 1 + 1/M) + 1

Ψ0
3(t) = µ− 4ν(t− 1 + 1/M)

Ψ0
5(t) = ν

Ψ0
2(t) = Ψ0

4(t) = 0. (4.13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(M) ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü â (µ, ν)-ïëîñêîñòè, çâåç-

äîîáðàçíóþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì :

1) H(t, u) êàê ôóíêöèÿ y = cosu äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà [−1, 1]

òîëüêî ïðè y = −1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1− 1/M ];

2) Huu(t, x,Ψ, u) ̸= 0, 0 ≤ t ≤ 1− 1/M.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü (µ, ν) ∈ D(M). Òî÷êà x0(1 − 1/M) ïðèíàäëåæèò

ãðàíèöå ∂V M
4 îáëàñòè V M

4 è çàäàåòñÿ ôóíêöèåé Ïèêà.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü (µ, ν) ∈ D(M) è ïóñòü x−(t, ξ),Ψ−(t, ξ) ðåøåíèå çàäà÷

(4.4) è (4.7) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Ψ−(1− 1/M, ξ) = Ψ0(1− 1/M) + ξ. Ïóñòü

óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u = u−(t, ξ) ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòåì (4.4) è (4.7) óäî-

âëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Åñëè

∥x−(1− 1/M, ξ)− x0(1− 1/M)∥ = o(1), ξ → 0,
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òî

∥Ψ−(0, ξ)−Ψ0(0)∥ = o(1).

Ëåììà 4.3. Ïóñòü (µ, ν) ∈ D(M) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (4.7) ðàâíû

Ψ(0, ξ) = Ψ0(0) + ξ, ξ = εe, ε > 0, e = (e1, ..., e5)
T , ∥ e ∥= 1

(4.14)

è

x(t, ξ) = x0(t) + εδx(t) + o(ε), ε → 0. (4.15)

Òîãäà âåêòîð Ψ0(1− 1/M) îðòîãîíàëåí δx(1− 1/M), åñëè δx(1− 1/M) ̸= 0.

Ëåììà 5.1. Â óñëîâèè ëåììû 4.3 ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð e = (e1, ..., e5)
T ,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò âàðèàöèè Ψ0(0) â (4.14) ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè

e2, e4. Òîãäà δx(1− 1/M) = 0.

Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (4.15) çàïèøåì ðàçëîæåíèå äëÿ ñîïðÿæåííîãî âåê-

òîðà

Ψ(t, ξ) = Ψ0(t) + εδΨ(t) + o(ε), ε → 0.

Èç ëåìì 4.1�5.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ õàðàêòåðà òî÷êè x0(1− 1/M)

èç ãðàíèöû V M
4 ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âàðèàöèè ïî (4.14) ñ e1 = e3 = e5 = 0.

Ïóñòü ξ = (0, p, 0, q, 0) ñ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè p è q. Èçó÷èì

x(1 − 1/M, ξ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0(1 − 1/M). Äðóãèìè ñëîâàìè, áóäåì

ðåøàòü ñèñòåìó (4.7), â êîòîðîé êîîðäèíàòû âåêòîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ çà-

äàþòñÿ ôîðìóëàìè:

Ψ1(0) = 3ν(1− 1/M)(3− 5/M) + 4µ(1− 1/M) + 1

Ψ2(0) = p

Ψ3(0) = µ+ 4ν(1− 1/M)

Ψ4(0) = q

Ψ5(0) = ν. (5.1)
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Ïóñòü

F : (p, q) −→ x1(1− 1/M) + µx3(1− 1/M) + νx5(1− 1/M).

Ëåììà 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (µ, ν) ∈ D(M). Åñëè ôóíêöèÿ Ïèêà PM äî-

ñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì çíà÷åíèÿì ReL(µ, ν, f) â êëàññå S(M), òî

Fpp(0, 0) ≤ 0

Fpp(0, 0)Fqq(0, 0)− F 2
pq ≥ 0.

Îáðàòíî, åñëè

Fpp(0, 0) < 0

Fpp(0, 0)Fqq(0, 0)− F 2
pq > 0,

òî PM äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì çíà÷åíèÿì ReL(µ, ν, f) â êëàññå

S(M).

Äàëåå ïîëó÷èëè àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ Fpp(0, 0), âûðàæåííûé ñëåäóþùåé

ëåììîé.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü (µ, ν) ∈ D(M) è (x1)pp, (x3)pp, (x5)pp, (x2)p, (x4)p, (Ψ2)p, t ∈
[0, 1−1/M ] ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5.12)-

(5.17). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fpp(0, 0) = (x1)pp(1− 1/M) + µ(x3)pp(1− 1/M) + ν(x5)pp(1− 1/M).

Âû÷èñëåíèå Fqq è Fpq ïðîèçâåäåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü (µ, ν) ∈ D(M) è (x1)qq, (x3)qq, (x5)qq, (x2)q, (x4)q, (Ψ2)q, t ∈
[0, 1−1/M ] ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5.18)-

(5.23). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fqq(0, 0) = (x1)qq(1− 1/M) + µ(x3)qq(1− 1/M) + ν(x5)qq(1− 1/M).

Ïóñòü (µ, ν) ∈ D(M) è (x2)q, (x4)p, (Ψ2)p è (x1)pq, (x3)pq, (x5)pq, t ∈ [0, 1 −
1/M ] ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5.15)-(5.17)
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è (5.24)-(5.26). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fpq(0, 0) = (x1)pq(1− 1/M) + µ(x3)pq(1− 1/M) + ν(x5)pq(1− 1/M).

Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììû 5.2-5.4 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà Áîìáèåðè, ðàâíîãî

ñóïðåìóìó ïî âñåì äåéñòâèòåëüíûì çíà÷åíèÿì λ42 òàêèì, ÷òî Re(a2 − λ42a4)

ëîêàëüíî ìàêñèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèåé Ê¼áå â S.

×èñëåííûå ìåòîäû, ïðèìåíåííûå äëÿ ðåøåíèé (5.12)-(5.26), ïîçâîëÿþò

ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.1. ×èñëî Áîìáèåðè σ42 ðàâíî 0,050057..., òî åñòü ìàêñèìàëü-

íîìó îòðèöàòåëüíîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ (6.2), óìíîæåííîìó íà (−1), ãäå

(x1)pp, (x3)pp, (x5)pp, (x2)p, (x4)p, (Ψ2)p, (x1)qq, (x3)qq, (x5)qq, (x2)q, (x4)q, (x2)q,

(x4)p, (Ψ2)p, (x1)pq, (x3)pq, (x5)pq ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5.12)-(5.26) ïðè µ = 0 è M = ∞.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûëà èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà

Wolfram Mathematica.

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå ðàáîòû áûëî ïðîèçâåäåíî çíàêîìñòâî ñ óðàâíåíèåì

Ë¼âíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè, êîãäà â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè âûñòó-

ïàåò ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå òåîðåìû, êàñàþ-

ùèåñÿ äàííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, è ðàçîáðàíû èõ äîêàçàòåëüñòâà. Íåêî-

òîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà áûëè ïðîèëëþñòðèðîâàííûé ñ ïîìî-

ùüþ ãðàôèêîâ, ïîñòðîåííûõ ïóòåì íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû íà ÿçûêå Python.

Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà äëÿ ïîñòðîåíèÿ õàëëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà ñ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ c.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à Áîìáèåðè â êëàññå S

îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà σ42. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àë-

ãîðèòì íà ÿçûêå Wolfram Mathematica, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëî Áîì-

áèåðè σ42.

12


