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Введение. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â ôèçèêå, èíæåíåðèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ

íàóêè. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé, îñîáåííî äëÿ

ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëî-

æåíèå ôóíêöèè îò ìàòðèö.

Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ îò ìàòðèöû

â âèäå ñóììû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû. Ýòî

ïðèìåíåíèå òåîðèè ëèíåéíîé àëãåáðû ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîç-

âîëÿåò óïðîñòèòü ðåøåíèå è óëó÷øèòü åãî òî÷íîñòü.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèëîæåíèé ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé îò

ìàòðèö, âêëþ÷àÿ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â äàííîé ðàáîòå

èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòîé òåõíèêè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà èñïîëüçîâàëñÿ Wolfram

Mathematica.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû âêëþ÷àåò â ñåáÿ 2 ãëàâû. Ïåðâàÿ ãëàâà

ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà è íîðìàëüíûõ ôîðì,

íàïðèìåð æàðäàíîâûõ ôîðì. À âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ôóíêöèè îò

ìàòðèö, èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà , ñïåêòðàëüíîå

ðàçëîæåíèå è ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Основное содержание работы. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ

ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö.

Ðàññìîòðèì 𝑛 × 𝑛 - ìàòðèöó 𝐴(𝜆), ýëåìåíòû êîòîðîé � ìíîãî÷ëåíû îò

𝜆. Ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ äëÿ 𝜆 è êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ áåðóò-

ñÿ èç íåêîòîðîãî ïîëÿ 𝐹 , òàê ÷òî åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝐴 âû÷èñëÿþòñÿ

äëÿ ÷àñòíîãî çíà÷åíèÿ 𝜆, ñêàæåì 𝜆 = 𝜆0, òî 𝐴(𝜆0) ∈ 𝐹𝑛×𝑛. Åñëè èìååòñÿ

íåêîòîðûé ýëåìåíò â 𝐴(𝜆), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò 𝜆 ñòåïåíè 𝑙, è

íåò ýëåìåíòîâ â 𝐴(𝜆) ñòåïåíè, áîëüøåé 𝑙, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 𝑙 � ñòåïåíü

ìàòðèöû 𝐴(𝜆). Ìàòðèöà 𝐴(𝜆) èçâåñòíà êàê ìàòðèöà ìíîãî÷ëåíîâ, èëè 𝜆 -

ìàòðèöà. Åñëè íóæíî áóäåò âûäåëèòü îñíîâíîå ïîëå, òî áóäåì íàçûâàòü 𝐴(𝜆)

𝜆 - ìàòðèöåé íà ïîëåì 𝐹 .

Åñëè 𝐴(𝜆) èìååò ñòåïåíü 𝑙, òî (𝑖, 𝑗) - ýëåìåíò â 𝐴(𝜆) ìîæåò áûòü çàïèñàí

â âèäå
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𝑎𝑖𝑗(𝜆) = 𝑎
(0)
𝑖𝑗 𝜆

𝑙 + 𝑎
(1)
𝑖𝑗 𝜆

𝑙−1 + ...+ 𝑎
(𝑙−1)
𝑖𝑗 𝜆+ 𝑎

(𝑙)
𝑖𝑗

è èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî 𝑎0𝑖𝑗 ̸= 0. Åñëè

îïðåäåëèòü ìàòðèöó 𝐴𝑟 (𝑟 = 0, 1, ..., 𝑙) êàê òàêóþ, ó êîòîðîé (𝑖, 𝑗) - ýëåìåíò

ðàâåí 𝑎
(𝑟)
𝑖𝑗 , òî áóäåì èìåòü 𝐴0 ̸= 0 è

𝐴(𝜆) = 𝐴0𝜆
𝑙 + 𝐴1𝜆

𝑙−1 + ...+ 𝐴𝑙−1𝜆+ 𝐴𝑙.

𝜆 - ìàòðèöà 𝐴(𝜆) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè 𝑑𝑒𝑡(𝐴0) ̸= 0.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñêàëÿðíîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑝 ìîæíî çàïèñàòü

𝑝(𝜆) = 𝑎0𝜆
𝑙 + 𝑎1𝜆

𝑙−1 + . . .+ 𝑎𝑙 = 𝜆𝑙𝑎0 + 𝜆𝑙−1𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑙.

Äëÿ 𝜆-ìàòðèöû ñ ìàòðè÷íûì àðãóìåíòîì â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâîçìîæíî.

Åñëè 𝐴(𝜆)− 𝜆-ìàòðèöà íàä 𝐹 è 𝐵 ∈ 𝐹𝑛×𝑛, îïðåäåëèì ïðàâîå çíà÷åíèå 𝐴(𝐵)

ìàòðèöû 𝐴(𝜆) â 𝐵 êàê

𝐴(𝐵) = 𝐴0𝐵
𝑙 + 𝐴1𝐵

𝑙−1 + . . .+ 𝐴𝑙

è ëåâîå çíà÷åíèå 𝐴(𝐵) ìàòðèöû 𝐴(𝜆) â 𝐵 êàê

𝐴(𝐵) = 𝐵𝑙𝐴0 +𝐵𝑙−1𝐴1 + . . .+ 𝐴𝑙.

Tеорема 1.2 Åñëè 𝐴 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíî-

ãî÷ëåíîì 𝑐, òî 𝑐(𝐴) = 0.

Ýòà òåîðåìà èìååò òàêîå âàæíîå ñëåäñòâèå: åñëè 𝑓 - ëþáîé ñêàëÿðíûé

ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå 𝐹 è 𝐴 ∈ 𝐹𝑛×𝑛, òî ñóùåñòâóåò ìíîãî-

÷ëåí 𝑝 (çàâèñÿùèé îò A) ñòåïåíè, ìåíüøåé 𝑛, äëÿ êîòîðîãî 𝑓(𝐴) = 𝑝(𝐴).

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íàõîäèì ìíîãî÷ëåíû 𝑞, 𝑟, êîòîðûå áóäóò ÷àñòíûì

è îñòàòêîì ïðè äåëåíèè 𝑓 íà 𝑐. Òîãäà

𝑓(𝜆) = 𝑞(𝜆)𝑐(𝜆) + 𝑟(𝜆),
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ãäå 𝑟 � ëèáî íóëåâîé ìíîãî÷ëåí, ëèáî èìååò ñòåïåíü ìåíüøå 𝑛. Òàêèì îáðàçîì,

𝑓(𝐴) = 𝑞(𝐴)𝑐(𝐴) + 𝑟(𝐴).

Ââèäó òåîðåìû 1.2, ïîëó÷àåì 𝑓(𝐴) = 𝑟(𝐴).

Ñêàëÿðíûé ìíîãî÷ëåí 𝑓 íàä 𝐹 íàçûâàåòñÿ àíóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì

äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû 𝐴 ∈ 𝐹𝑛×𝑛, åñëè 𝑓(𝐴) = 0. Â òåîðåìå 1.2 óòâåð-

æäàåòñÿ, ÷òî 𝑐(𝐴) = 0, à ïîýòîìó âñåãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí

àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 𝑛, ïîðÿäêà ìàòðèöû 𝐴. Êîíå÷íî, ìîæíî

ïîñòðîèòü àííóëèðóþùèå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, áîëüøåé 𝑛, íî èíòåðåñíû àí-

íóëèðóþùèå ìíîãî÷ëåíû íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñòåïåíè. ×òîáû èçáåæàòü

íåíóæíûõ óñëîæíåíèé, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû, ó êîòîðûõ ñòàð-

øèé êîýôôèöèåíò (êîýôôèöèåíò ïðè íàèâûñøåé ñòåïåíè ïåðåìåííîé) ðàâåí

1. Òàêîé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì. Îïðåäåëèì òåïåðü ïðèâåäåí-

íûé ìíîãî÷ëåí 𝜓, ÿâëÿþùèéñÿ àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåíîì äëÿ 𝐴 íàèìåíü-

øåé ñòåïåíè, êàê ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ 𝐴.

Tеорема 1.3. Êàæäûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû 𝐴 äåëèòñÿ áåç

îñòàòêà íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ 𝐴 .

Tеорема 1.4. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ äàííîé ìàòðèöû åäèíñòâåí.

Òåïåðü ìîæíî èññëåäîâàòü ñâÿçü ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è ìèíèìàëü-

íûì ìíîãî÷ëåíàìè. Ïîêà íå áûëî ñêàçàíî íè÷åãî, ÷òî ïðåïÿòñòâîâàëî áû

ýòèì ìíîãî÷ëåíàì áûòü ñîâïàäàþùèìè.

Лемма 1.1. Åñëè 𝐴(𝜆) � 𝜆 - ìàòðèöà íàä 𝐹 ïîðÿäêà 𝑛, òî 𝐴(𝜆) ýêâè-

âàëåíòíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑎1(𝜆), ..., 𝑎𝑠(𝜆), 0, ..., 0}, ãäå 𝑠 ≤ 𝑛 è

𝑎1(𝜆), ..., 𝑎𝑠(𝜆) � ïðèâåäåííûå ìíîãî÷ëåíû íàä 𝐹 è 𝑎𝑖−1(𝜆), 𝑓 = 2, 3, ..., 𝑠.

Теорема 1.7. 𝜆−ìàòðèöà 𝐴(𝜆) ðàíãà 𝑟 ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå

diag {𝑖1(𝜆), . . . , 𝑖𝑟(𝜆), 0, . . . , 0}, ãäå 𝑖1(𝜆), . . . , 𝑖𝑟(𝜆) � uíâaðèàíòíûå ìíîãî÷ëå-

íû äëÿ 𝐴(𝜆).

Следствие. Äâå 𝜆 � ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíû ↔ îíè èìåþò îäèíàêîâûå

èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèÿ çàìåòèì, ÷òî óæå äîêàçàíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå

𝜆 � ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâûå èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû. Íàîáîðîò, åñëè

äâe 𝜆 � ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâûå èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû, òî òåîðåìà
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îçíî÷àåò, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâûå êàíîíè÷åñêèå ôîðìû Ñìèòà. Ñâîéñòâî

òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè îçíî÷àåò òîãäà, ÷òî 𝜆 � ìàòðèöû

ýêâèâàëåíòíû.

Íàêîíåö, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè â óòâåðæäåíèè òåîðåìû ýëåìåíòû

ìàòðèöû 𝐴(𝜆) � ýòî ìíîãî÷ëåíû íàä 𝐹 , òî èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû èìåþò

êîýôôèöèåíòû â òîì æå ñàìîì ïîëå 𝐹 .

Определение 2.1. Ìàòðèöà 𝐴 ∈ 𝑀(𝐶) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè àë-

ãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî åå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ åãî

ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ.

Èç ëèíåéíîé àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà 𝐴 ∈ 𝑀(𝐶) ïðîñòàÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐴 ∼ 𝑈 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆𝑖, ..., 𝜆𝑛).

Åñëè ìàòðèöà 𝐴 ïðîñòàÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò 𝑛 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 òàêèõ, ÷òî 𝐴𝑥𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖, äëÿ 𝑖 = 1, 𝑛. Çàïèøåì

ýòî ðàâåíñòâî â ìàòðè÷íîì âèäå:

𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛]

𝐴𝑋 = 𝑋𝑈

𝐴 = 𝑋𝑈𝑋−1 = (𝑋−1)−1𝑈𝑋−1,

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà 𝐴 ∈ 𝐵𝑛×𝑛 èìååò ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑠 ñ èíäåêñàìè 𝑚1,𝑚2, ...,𝑚𝑠, òàê ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî-

÷ëåí äëÿ 𝐴 ðàâåí

𝜓(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)
𝑚1(𝜆− 𝜆2)

𝑚2...(𝜆− 𝜆𝑠)
𝑚𝑠.

Ïóñòü 𝑔, ℎ � ìíîãî÷ëåíû íàä 𝐵, äëÿ êîòîðûõ 𝑔(𝐴) = ℎ(𝐴), è ïîëîæèì

𝑑 = 𝑔 − ℎ. Òîãäà 𝑑(𝐴) = 0, òàê ÷òî 𝑑 � àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí è ïîýòîìó

(òåîðåìà 1.3) äåëèòñÿ íà 𝜓. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí 𝑝,

÷òî

𝑔(𝜆)− ℎ(𝜆) = 𝜓(𝜆)𝑝(𝜆).

Íî, î÷åâèäíî, äëÿ 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑠

𝜓(𝜆𝑘) = 𝜓(1)(𝜆𝑘) = ... = 𝜓(𝑚𝑘−1)(𝜆𝑘) = 0,
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îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑔(𝜆𝑘) = ℎ(𝜆𝑘), 𝑔(1)(𝜆𝑘) = ℎ(1)(𝜆𝑘), ..., 𝑔
(𝑚𝑘−1)(𝜆𝑘) = ℎ(𝑚𝑘−1)(𝜆𝑘).

Â îáùåì ñëó÷àå 𝑚 ÷èñåë

𝑓(𝜆𝑘), 𝑓 (1)(𝜆𝑘), ..., 𝑓
(𝑚𝑘−1)(𝜆𝑘), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑠,

íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè 𝑓 íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴. Ïðî ëþáóþ ôóíê-

öèþ 𝑓 , äëÿ êîòîðîé ýòè ÷èñëà ñóùåñòâóþò, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà îïðå-

äåëåíà íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴. Î÷åâèäíî, êàæäûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëåí íà

ñïåêòðå ëþáîé ìàòðèöû èç 𝐵𝑛×𝑛 è, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàëè, ÷òî ìíîãî÷ëåíû 𝑔

è ℎ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴, åñëè 𝑔(𝐴) = ℎ(𝐴).

Íàîáîðîò, åñëè 𝑔 è ℎ � ëþáûå äâà ìíîãî÷ëåíà ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè

íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴, òî 𝑑 = 𝑔 − ℎ èìååò êîðåíü êðàòíîñòè 𝑚𝑘 â 𝜆𝑘 äëÿ

êàæäîãî 𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑑 äîëæåí äåëèòüñÿ íà 𝜓, è ïîýòîìó 𝑑(𝐴) = 0, ò.å.

𝑔(𝐴) = ℎ(𝐴). Äîêàçàíà.

Лемма 2.1. Åñëè 𝑔 è ℎ � ìíîãî÷ëåíû íà 𝐵 è 𝐴 ∈ 𝐵𝑛×𝑛, òî

𝑔(𝐴) = ℎ(𝐴) ⇔ 𝑔 è ℎ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴.

Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ìàòðè÷íûìè àðãóìåíòàìè èñïîëüçó-

åòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 𝑓(𝐴) ñ áîëåå îáùèìè ôóíêöèÿìè 𝑓 . Òàêèì îáðàçîì,

áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû âñå ôóêíöèè, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ñïåêòðå ìàòðè-

öû 𝐴 è ïðèíèìàþò òàì îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïðèâîäèëè ê îäíîé è òîé æå

ìàòðèöå 𝑓(𝐴).

Теорема 2.1. Åñëè 𝑓 � íåêîòîðàÿ ôóêíöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ñïåêòðå

ìàòðèöû 𝐴, è 𝑔 � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, îïðå-

äåëåííûé çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè 𝑓 íà ñïåêòðå 𝐴, òî 𝑓(𝐴) = 𝑔(𝐴).

Åñëè𝐴 � ïðîñòàÿ ìàòðèöà, òî ìíîãî÷ëåí (2.2) ïðèíèìàåò îñîáåííî ïðîñòîé

âèä. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì (ñëåäñòâèå 2 òåîðåìû 1.12)𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑘 = 1,

òàê ÷òî

𝑔(𝜆) =
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑓(𝜆𝑘)𝑙𝑘(𝜆),

ãäå 𝑙𝑘 � áàçèñíûé ìíîãî÷ëåí ëàãðàíæåâà òèïà ñòåïåíè 𝑠− 1.

6



Определение 2.2. Èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà-

Ñèëüâåñòðà äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝜆) íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴 íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

𝑟(𝜆), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèéñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè óñëîâèÿìè:

𝑟(𝜆𝑘) = 𝑓(𝜆𝑘), 𝑟
′(𝜆𝑘) = 𝑓 ′(𝜆𝑘)...𝑟

(𝑚𝑘−1)(𝜆𝑘) = 𝑓 (𝑚𝑘−1)(𝜆𝑘) (𝑘 = 1, 𝑠). (1)

Определение 2.3. Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓(𝜆) îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå ìàòðèöû

𝐴, òî 𝑟(𝜆) åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà-

Ñèëüâåñòðà, è òîãäà:

𝑓(𝐴) = 𝑟(𝐴)

Определение 2.4. Îïðåäåëèì ôîðìóëó èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà

Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå

èìååò êðàòíûõ êîðíåé, èëè æå, ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ êîðíåé, ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí, ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî, èìååò òîëüêî ïðî-

ñòûå êîðíè:

𝑟(𝜆) =
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜆− 𝜆1)...(𝜆− 𝜆𝑘−1)(𝜆− 𝜆𝑘+1)...(𝜆− 𝜆𝑛)

(𝜆𝑘 − 𝜆1)...(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘−1)(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘+1)...(𝜆𝑘 − 𝜆𝑛)
𝑓(𝜆𝑘), (2)

𝑓(𝐴) = 𝑟(𝐴) =
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐴− 𝜆1𝐸)...(𝐴− 𝜆𝑘−1𝐸)(𝐴− 𝜆𝑘+1𝐸)...(𝐴− 𝜆𝑛𝐸)

(𝜆𝑘 − 𝜆1)...(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘−1)(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘+1)...(𝜆𝑘 − 𝜆𝑛)
𝑓(𝜆𝑘).

Íåîáõîäèìî òàêæå ðàññìîòðåòü îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü

𝜓(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)
𝑚1(𝜆− 𝜆2)

𝑚2...(𝜆− 𝜆𝑠)
𝑚𝑠 (𝑚1 +𝑚2 + ...+𝑚𝑠 = 𝑚).

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ 𝑟(𝜆)
𝜓(𝜆)â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé:

𝑟(𝜆)

𝜓(𝜆)
=

𝑠∑︁
𝑘=1

(︁ 𝑎𝑘1
(𝜆− 𝜆𝑘)𝑚𝑘

+
𝑎𝑘2

(𝜆− 𝜆𝑘)𝑚𝑘−1
+ ...+

𝑎𝑘𝑚𝑘

𝜆− 𝜆𝑘

)︁
, (3)

ãäå 𝑎𝑘𝑗 (𝑗 = 1,𝑚𝑘; 𝑘 = 1, 𝑠) - íåêîòîðûå ÷èñëà.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.5) íà (𝜆− 𝜆𝑘)
𝑚𝑘 è îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåí

𝜓𝑘(𝜆) = 𝜓(𝜆)
(𝜆−𝜆𝑘)𝑚𝑘

.
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Ïîëó÷èì:

𝑟(𝜆)

𝜓𝑘(𝜆)
= 𝑎𝑘1+𝑎𝑘2(𝜆−𝜆𝑘)+...+𝑎𝑘𝑚𝑘

(𝜆−𝜆𝑘)𝑚𝑘−1+(𝜆−𝜆𝑘)𝑚𝑘𝜌(𝜆) (𝑘 = 1, 𝑠), (4)

ãäå 𝜌(𝜆) - ðåãóëÿðíàÿ ïðè 𝜆 = 𝜆𝑘 ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî

𝑎𝑘1 =

(︂
𝑟(𝜆)

𝜓𝑘(𝜆)

)︂
𝜆=𝜆𝑘

,

𝑎𝑘2 =

(︂
𝑟(𝜆)

𝜓𝑘(𝜆)

)︂′

𝜆=𝜆𝑘

= 𝑟(𝜆𝑘)

(︂
1

𝜓𝑘(𝜆)

)︂′

𝜆=𝜆𝑘

+ 𝑟
′
(𝜆𝑘)

1

𝜓𝑘(𝜆𝑘)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5)

Èç (2.7) âèäíî, ÷òî ÷èñëèòåëè 𝑎𝑘𝑗 â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.5) âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà 𝑟(𝜆) íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴, à ýòè çíà÷åíèÿ

ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè 𝑓(𝜆) è åå ïðîèçâîäíûõ. Ñëåäî-

âàòåëüíî ìîæåì ïåðåïèñàòü èõ òàê:

𝑎𝑘𝑗 =
1

(𝑗 − 1)!

(︂
𝑓(𝜆)

𝜓𝑘(𝜆)

)︂(𝑗−1)

𝜆=𝜆𝑘

(𝑗 = 1,𝑚𝑘; 𝑘 = 1, 𝑠). (6)

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ âñåõ 𝑎𝑘𝑗 îïðåäåëÿåì 𝑟(𝜆) èç ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

𝑟(𝜆) =
𝑠∑︁

𝑘=1

(︁
𝑎𝑘1 + 𝑎𝑘2(𝜆− 𝜆𝑘) + ...+ 𝑎𝑘𝑚𝑘

(𝜆− 𝜆𝑘)
𝑚𝑘−1

)︁
𝜓𝑘(𝜆). (7)

Ñëåäóþùåå (ñïåêòðàëüíîå) ðàçëîæåíèå äëÿ 𝑓(𝐴) èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå

è, î÷åâèäíî, òåñíî ïðèìûêàåò ê óæå ïîëó÷åííîé ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå äëÿ

ïðîñòûõ ìàòðèö.

Теорема 2.8. Åñëè 𝐴 ∈ 𝐵𝑛×𝑛, 𝑓 îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå 𝐴, 𝑓
(𝑖)
𝑘 � çíà-

÷åíèå 𝑗-é ïðîèçâîäíîé îò 𝑓 â ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè 𝜆𝑘 (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑠,

𝑗 = 0, 1, ...,𝑚𝑘 − 1) è 𝑚𝑘 � èíäåêñ 𝜆𝑘, òî ñóùåñòâóåò òàêèå íåçàâèñèìûå îò 𝑓

ìàòðèöû 𝑍𝑘𝑗, ÷òî

𝑓(𝐴) =
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑚𝑘∑︁
𝑗=1

𝑓
(𝑗−1)
𝑘 𝑍𝑘𝑗. (8)
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Êðîìå òîãî, ìàòðèöû 𝑍𝑘𝑗 ëèíåéíî íåçàâèñèìû êàê ýëåìåíòû èç 𝐵𝑛×𝑛 è êîì-

ìóòèðóåò ñ 𝐴.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî 𝑓 è ìíîãî÷ëåí 𝑔, îïðåäåëÿåìûé ðàâåí-

ñòâîì (2.2), ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ñïåêòðå ìàòðèöû 𝐴. Ñëåäî-

âàòåëüíî, 𝑓(𝐴) = 𝑔(𝐴) è ðàâåíñòâî (2.10) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïîëîæèòü

𝑍𝑘𝑗 = 𝜙𝑘𝑗(𝐴).

Òàê êàê 𝜙𝑘𝑗 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ𝐴, òî 𝑍𝑘𝑗

íå çàâèñèò îò 𝑓 . Íåìåäëåííî òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîå 𝑍𝑘𝑗 êîììóòèðóåò

ñ 𝐴.

Îñòàåòñÿ ëèøü äîêàçàòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑚𝑘∑︁
𝑗=1

𝑐𝑘𝑗𝑍𝑘𝑗 = 0

è îïðåäåëèì ℎ(𝜆) =
∑︀

𝑘,𝑗 𝑐𝑘,𝑗𝜙𝑘𝑗(𝜆) - ìíîãî÷ëåí ïðîñòðàíñòâà 𝑃𝑚−1. Òîãäà

ðàâåíñòâî 𝑍𝑘𝑗 = 𝜙𝑘𝑗(𝐴) îçíà÷àåò, ÷òî ℎ(𝐴) = 0. Íî𝑚 - ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû 𝐴 è, òàê êàê ℎ àííóëèðóåò 𝐴, èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò,

÷òî ℎ - íóëåâîé ìíîãî÷ëåí è, ñëåäîâàòåëüíî (òàê êàê 𝜙𝑘𝑗 íåçàâèñèìû), ÷òî

𝑐𝑘𝑗 = 0 äëÿ âñåõ 𝑘 è 𝑗. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû 𝑍𝑘𝑗 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöû 𝑍𝑘𝑗 êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû 𝐴. Çàìåòèì, ÷òî,

òàê êàê îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, íè îäíà èç íèõ íå ìîæåò áûòü íóëåâîé.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé ïðîñòûõ ìàòðèö. Â (2.10) èìååì òåïåðü

𝑚1 = 𝑚2 = . . . = 𝑚𝑠 = 1, òàê ÷òî

𝑓(𝐴) =
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑓𝑘𝑍𝑘1

äëÿ ïðîñòîé ìàòðèöû 𝐴. Ñðàâíèì ýòî ðàâåíñòâî ñ ðåçóëüòàòîì òåîðåìû (2.7).

Ïðèìåíÿÿ îáà ðåçóëüòàòà ê áàçèñíûì ëàãðàíæåâûì ìíîãî÷ëåíàì 𝑙𝑘(𝜆)

ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑍𝑘1 ðàâíà ñóììå ñîïðîâîæäàþùèõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜆𝑘. Êàê òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, 𝑍𝑘1 - èäåìïîòåíòíàÿ

ìàãðèöà è îáðàç 𝑍𝑘1 - ýòî ïðàâîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâó-

þùåå 𝜆𝑘 (ò. å. íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû 𝐼𝜆𝑘 − 𝐴). Òàêèì îáðàçîì,
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òåîðåìà 2.7 îêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.8. Èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

2.6 ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑍𝑘1 = 𝐼 è 𝑍𝑘1𝑍𝑗1 = 𝛿𝑘𝑗𝑍𝑘1, (9)

õîòÿ ïåðâûé èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, êàê ëåãêî âèäåòü, âåðåí äëÿ âñåõ ìàòðèö

𝐴 ∈ 𝐵𝑛×𝑛, ñëåäóåò ëèøü ïîëîæèòü 𝑓(𝜆) = 1 â ðàâåíñòâå (2.10).

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 𝜙𝑘1 = 𝑙𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠,

òàê ÷òî

𝑍𝑘1 = 𝜙𝑘1(𝐴) = 𝑙𝑘(𝐴) =
𝑠∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑘

(𝐴− 𝜆𝑖𝐼) /
𝑠∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑘

(𝜆𝑘 − 𝜆𝑗) . (10)

Ïóñòü 𝐴1, 𝐴2, . . . - íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, ïðèíàäëåæàùèõ

𝐶𝑚×𝑛, è ïóñòü 𝑎
(𝑝)
𝑖𝑗 − (𝑖, 𝑗)-ýëåìåíò ìàòðèöû 𝐴𝑝, 𝑝 = 1, 2, . . . Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 𝐴1, 𝐴2, . . . íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ìàòðèöå 𝐴 ∈ 𝐶𝑚×𝑛, åñëè ñóùå-

ñòâóþò òàêèå ÷èñëà 𝑎𝑖𝑗 (ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝐴 ), ÷òî 𝑎
(𝑝)
𝑖𝑗 → 𝑎𝑖𝑗 ïðè 𝑝 → ∞

äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 𝑖, 𝑗. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ íå ñõîäèòñÿ,

íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîýëåìåíòíàÿ ñõîäèìîñòü. Ââåäåííîå îïðåäåëåíèå

âêëþ÷àåò òàêæå â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñõîäèìîñòü âåêòîð-ñòîëáöîâ è

âåêòîð-ñòðîê.

Теорема 2.9. Ïóñòü ôóíêöèè 𝑓1, 𝑓2, . . . îïðåäåëåíû íà ñïåêòðå ìàò-

ðèöû 𝐴 ∈ 𝐵𝑛×𝑛 ∪ 𝐴𝑝 = 𝑓𝑝(𝐴), 𝑝 = 1, 2, . . . Òîãäa ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

𝐴1, 𝐴2, . . . ñõîäèòñÿ ïðè 𝑝 → ∞ ⇐⇒ 𝑚 ñêàëÿðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

𝑓
(𝑗−1)
1 (𝜆𝑘) , 𝑓

(𝑗−1)
2 (𝜆𝑘) , . . . (îïðåäåëåííûõ äëÿ 𝑘 = 1, 2, . . ., s è = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘)

ñõîäÿòñÿ 𝑝→ ∞.

Êðîìå òîãî, åñëè lim𝑝→∞ 𝑓
(𝑗−1)
𝑝 (𝜆𝑘) = 𝑓 (𝑗−1) (𝜆𝑘) äëÿ âñåõ 𝑖 è 𝑘 è íåêîòîðîé

ôóíêöèè 𝑓 , òî lim𝑝→∞𝐴𝑝 = 𝑓(𝐴) è, íàîáîðîò, åñëè lim𝑝→∞𝐴𝑝 ñóùåñòâóåò, òî

ñóùåñòâóåò òàêàÿ îïðåäåëåííàÿ íà ñïåêòðå 𝐴 ôóíêöèÿ 𝑓 , ÷òî

lim𝑝→∞𝐴𝑝 = 𝑓(𝐴).

Теорема 2.10. Åñëè ôóíêöèè 𝑢1, 𝑢2, . . . îïðåäåëåíû íà ñïåêòðå 𝐴 ∈ 𝐵𝑛×𝑛,

òî
∞∑︀
𝑝=1

𝑢𝑝(𝐴) ñõîäèòñÿ ⇐⇒ ðÿäû
∞∑︀
𝑝=1

𝑢
(𝑗−1)
𝑝 (𝜆𝑘) ñõîäÿòñÿ, ãäå 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠 è

𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘.
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Êðîìå òîãî, åñëè

∞∑︁
𝑝=1

𝑢(𝑗−1)
𝑝 (𝜆𝑘) = 𝑓(𝑗 − 1) (𝜆𝑘)

äëÿ âñåõ 𝑗 è 𝑘, òî
∞∑︁
𝑝=1

𝑢𝑝(𝐴) = 𝑓(𝐴)

è íàîáîðîò.

Ìîæíî òåïåðü ïðèìåíèòü ýòó òåîðåìó ê ïîëó÷åíèþ îäíîãî âàæíîãî

ðåçóëüòàòà, êîòîðûé äàñò âîçìîæíîñòü îïðàâäàòü íàøå èçëîæåíèå òåîðèè

ôóíêöèé îò ìàòðèö. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò îáùíîñòü äàííîãî â

(2.1) îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ìîãëî ïîêàçàòüñÿ íåñêîëü-

êî ïðîèçâîëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òî îïèñàííûå â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñâîé-

ñòâà ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè îò ìàòðèöû. Äàííûé ïîä-

õîä äîïóñêàåò îïðåäåëåíèå 𝑓(𝐴) äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé 𝑓 , ÷åì

îïèñàííûé â òåîpeìå (2.8).

Теорема 2.11. Ïóñòü ìàòðèöà 𝐴 ∈ 𝐵𝑛×𝑛 èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛. Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 èìååò ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå 𝜆0 :

𝑓(𝜆) =
∞∑︁
𝑝=0

𝛼𝑝 (𝜆− 𝜆0)
𝑝

ñ êðóãîì ñõîäèìîñòè |𝜆− 𝜆0| = 𝑟 è åñëè |𝜆𝑗 − 𝜆0| < 𝑟, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, òî

𝑓(𝐴) îïðåäåëåíà è

𝑓(𝐴) =
∞∑︁
𝑝=0

𝛼𝑝 (𝐴− 𝜆0𝐼)
𝑝 .

Заключение. Â äàííîé ðàáîòå áûëî èññëåäîâàíî ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíî-

ãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé. Áûëè ðàññìîòðåíû ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí è íîðìàëüíûå ôîðìû ìàò-

ðèö, à òàêæå ôóíêöèè îò ìàòðèö è èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà-

Ñèëüâåñòðà.

Ðàáîòà ïîêàçàëà, ÷òî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîùíîé òåõíè-

êîé â ðåøåíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâà-
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íèþ òåîðèè ëèíåéíîé àëãåáðû. Åãî ïðèëîæåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíû â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ íàóêè, ãäå òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíûõ ïðîöåññîâ.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò óëó÷-

øèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìîæåò

îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è èíæåíåðèè.

12


