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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность. Базовым понятием термодинамики – как классической 

равновесной, так и современной неравновесной – является понятие равновесно-

го состояния для изолированной системы. Эволюция произвольного состояния 

к состоянию равновесия происходит в результате необратимых процессов, ко-

торые «понуждают» систему эволюционировать к состоянию равновесия. В со-

стоянии равновесия эти процессы прекращаются. Информация, даваемая тер-

модинамикой, имеет ценность вследствие ее общности. 

В термодинамических терминах установления равновесного состояния 

можно трактовать и эволюционные свойства детерминированных дискретных 

динамических систем в форме разностных уравнений )(
1 nn

xfx 


, демонстри-

рующих хаотическое поведение. Если траекторные особенности итерационного 

процесса на всех его стадиях можно предсказать исключительно в вероятност-

ном ключе, то направление, в котором меняются при итерациях вероятностные 

свойства (по ансамблю траекторий) сечений процесса можно назвать однознач-

но – это первая собственная функция ассоциированного с отображением опера-

тора Перрона – Фробениуса, которая носит название инвариантной плотности.  

В настоящей выпускной квалификационной работе (ВКР) рассматрива-

ются эволюционные свойства ассоциированного с хаотическими отображения-

ми оператора Перрона-Фробениуса (ОПФ), вид которого определяется кон-

кретным отображением.  

Целью работы является аналитическое определение скорости сходимо-

сти произвольного вероятностного распределения к неподвижной «точке» опе-

ратора (инвариантному распределению). 

В задачи работы входят: 

а) выявление асимптотических закономерностей (особенностей) сходимо-

сти начального вероятностного распределения к стационарному (инвариантно-

му) в результате многократного действия ОПФ кусочно-линейных отображений 

(двоичного сдвига Бернулли и пирамидального отображения) на исходные ве-

роятностные плотности в виде многочленов первого и второго порядков. Ме-

тодической базой для проводимых расчетов является использование решения 

спектральной задачи для соответствующих ОПФ – его собственных функций и 

собственных чисел; 

б) Решение аналогичной задачи для хаотического отображения в виде 

квадратичного полинома Чебышёва второго рода на основе точного траектор-

ного решения для этого отображения ),(
0

xnxx
nn

 ; 
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в) Рассмотрение особенностей эволюционных процессов, обусловленных 

действием ОПФ хаотического отображения Гаусса. 

 

 

СТРУКТУРА И ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Структурно ВКР состоит из введения, 3-х глав, заключения, списка ис-

пользованных источников (26 наименований). Общий объем – 43 с.  

Во введении дается общая характеристика работы (актуальность, цели и 

задачи, научная и практическая значимость и т.д.).  

В главе 1 проводится аналитическое исследование установления «ста-

ционарного» вероятностного состояния в кусочно-линейных хаотических ото-

бражениях на основе решения спектральной задачи для оператора Перрона-

Фробениуса. Последовательно рассматриваются следующие вопросы: 

1. Определение оператора Перрона-Фробениуса, ассоциированного с хао-

тическим отображением. 

2. Решение спектральной задачи (нахождение Собственных функций и 

собственных чисел оператора Перрона-Фробениуса) для хаотического отобра-

жений «сдвиг Бернулли» и инвертированного кусочно-линейного преобразова-

ния.  

3. Решение спектральной задачи для пирамидального отображения 

4. Изучение динамики установления инвариантного распределения в ку-

сочно-линейных отображениях. 

Двоичный сдвиг Бернулли определяется преобразованием (рис. 1): 
 






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Рисунок 1 – Двоичный сдвиг Бернулли 
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Данному отображению соответствует ОПФ следующего вида: 

 )2/)1(()2/(
2

1
)( xfxfxfP

B
 . (2) 

Собственными функциями этого оператора являются полиномы Бернулли 

Собственными функциями ОПФ (2) являются полиномы Бернулли )(xB
k

, пер-

вые шесть из которых имеют вид (слева – аналитические выражения, справа – 

соответствующие графики, рис. 2): 

 

 

 

 

(3) 

 
Рисунок 2. Собственные функции ОПФ ото-

бражения «сдвиг Бернулли» 

 

Собственными значениями ОПФ (2) являются числа k

k
2/1 . Инвариантным 

распределением двоичного сдвиг Бернулли является равномерное распределе-

ние. Введем важное в методическом плане отображение, инверсное по отно-

шению к сдвигу Бернулли, т.е. с итеративной функцией )(1)( xgxg
inv

  (рису-

нок 3): 

  .,...2,1,0
,12/1,22

,2/10,21
21
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
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nn
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Оператор Перрона-Фробениуса для (3) записывается как 
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Рисунок 3 – Инверсный двоичный сдвиг Бернулли 
 

Для ОПФ этого отображения собственные числа являются знакопеременными: 
 

)(
2

)1(
)( xBxPB

nn

n

n


 , 0,1,2,...n    . (6) 

Пирамидальное отображение (tent map, рисунок 4) определяется как 

 

1

2 0 1/ 2,
1 | 2 1| 0,1,2,

2 2 1,

n n

n n

n n

x x
x x n
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 (7) 
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Рисунок 4 – Пирамидальное отображение 

 

Пирамидальному отображения отвечает оператор Перрона–Фробениуса: 

 

 )2/1()2/(
2

1
)( xfxfxfP

T
 . (8) 
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Нечетные по порядку полиномы Бернулли составляют нуль-пространство 

оператора (8), а четные полиномы Бернулли аргумента / 2x  являются собст-

венными функциями 2 2( ) ( / 2, )n nx B x t   этого оператора с собственными чис-

лами 2

2 1/ 2 n

n  , то есть 

2 1( ) 0T nP B x  ,  2 22

1

2 2 2
T n nn

x x
P B B

   
   

   
,   0,1,2,...n  . (9) 

Пирамидальное отображение, как и сдвиг Бернулли, характеризуется равно-

мерным инвариантным распределением. Оно является неподвижной точкой 

оператора (8), т.е. воспроизводится при его действии с единичным собственным 

числом.  

 Сходимость к инвариантной плотности. Сдвиг Бернулли. Рассмотрим 

вопрос асимптотического поведения итерационной процедуры )(
0

xfP
n

B
, где 

)(
0

xfP
B

 – оператор Перрона – Фробениуса (5) для двоичного сдвига Бернулли, 

при выборе начального распределения в форме, отличной от равномерного за-

кона 










).1,0(,0

),1,0(,1
)()(

1,00
x

x
xxf  (10) 

 Линейная функция. Выберем в качестве )(
0

xf  линейную функцию: 
 

baxxf )(
0

.  (11) 
 

Выражение (11) должно удовлетворять условию нормировки, что дает опреде-

ленную зависимость между конкретными значениями параметров a и b: 
 

1
2

)()(
1

0

1

0

0
  b

a
dxbaxxdxf .  (12) 

 

Используя (12), подействуем на вероятностную плотность (11) оператором (2), 

предварительно представив переменную x через первую собственную функцию 

ОПФ 2/1)(
1

 xxB . В результате итерационной процедуры получим: 
 

1)()1)(())(()(
1

1

1110

1 
 xBaxBaPbaxPPxfP

kkk

BB

k  . (13) 
 

На графике 5 для значений a = 2, b = 0 отражен процесс быстрой (в силу того, 

что 0
1


k
  с ростом k) эволюции начального линейного распределения (11) к 

равномерному распределению (10).  

 Квадратичная функция. Зададим начальное распределение в виде квадра-

тического трехчлена: 

cbxaxxf  2

0
)(  (14) 

с условием нормировки  

 
1

0

2

1

0

0
1

23
)()( с

ba
dxcbxaxdxxf .  (15). 
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Рисунок 5 – Эволюция линейного распределения к равномерному: 

уменьшение наклона прямой с ростом числа итераций 

 

Действие ОПФ (2) на функцию (14) с использованием выражений (6) для 

первых двух собственных функций ОПФ 2/1)(
1

 xxB  и 6/1)( 2

2
 xxxB  

позволяет представить процесс сходимости к инвариантному распределению в 

виде: 

1)()()()()(
1122

2

0
 xBbaxBacbxaxPxfP

kkk

B

k

B
 . (16) 

 

На графике 6 представлены шаги эволюции вероятностного распределе-

ния к равномерному для значений параметров 6/1,1,1  cba . Скорость бы-

строго приближения к инвариантному распределению определяется законом 

(1.44). 

 Общее решение. Аналогичная ситуация возникает и при рассмотре-

нии эволюции полинома произвольной степени к инвариантному распределе-

нию. Порядок аналитических вычислительных действий таков: выбирается на-

чальное распределение в полиномиальной форме 



N

k

k

k
xaxf

0
0

)( , определяется 

условие нормировки; каждая степенная функция mx  в представлении начально-
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го распределения заменяется выражением, следующим из  полинома Бернулли 

m-го порядка; осуществляются действия оператора Перрона-Фробениуса. 
 

f(x) 
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Рисунок 6 – Эволюция квадратичного начального распределения к равномерному: 

уменьшение наклона и «выпрямление» кривых с ростом числа итераций 

 

Пирамидальное отображение. Действие ОПФ пирамидального отобра-

жения определяет соотношение (8). Линейное представление (11) для началь-

ной плотности вероятности переводится в равномерное инвариантное распре-

деление за единственную операцию: 

1
22

1
22

1
)( 

























 b

a
b

x
ab

x
abaxP

T
.  (17) 

 

В главе 2 представлен расчет асимптотического процесса сходимости к 

инвариантной плотности для отображения в форме квадратичного полинома 

Чебышева, 

12
2

1


 nn
xx , (18) 

на основе точного траекторного решения для этого отображения, представлен-

ного в форме Шрёдера: 

 
00

arccos2cos),( xnxxx n

nn
 . (19) 
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Инвариантная плотность для отображения (18) имеет вид: 

21

1
)(

x
x





 . (20) 

 

Процесс сходимости к инвариантному распределению при начальном равно-

мерном распределении ),1,1(,2/1)(
0

 xx  описывается формулой, содер-

жащей первый замечательный предел: 

22 1

1

1

1

22

arccos
cos

)2/sin(

2/
lim),(lim)(

xx

x
nxx

nnn

n

n
n

n 













 






  (21) 

 

Графически сходимость к инвариантной плотности отражена на рисунке 7. 

 

 
 

Рисунок 7 – Эволюция начального распределения к инвариантному (зеленая кривая) 

для полинома Чебышёва второго порядка  

 

В главе 3 кратко рассмотрена история задачи Гаусса по исследованию 

сходимости начального равномерного распределения к инвариантному под 

действием отображения (рисунок 8) 

 

1

1
, (0,1), 0,1,2,...,n n

n

x Tx x n
x



 
    

 
 (22) 
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где фигурные скобки обозначают операцию выделения дробной части числа. 

На рисунке 9 даны графики инвариантной плотности отображения Гаусса и его 

функции распределения: 

x
x




1

1

2ln

1
)( , )1(log)1ln(

2ln

1

12ln

1
)(

2

0

xx
t

dt
xF

x




  . (23) 

 

 
 

 
 

Рисунок 8 – Отображение Гаусса 
 

Рисунок 9 – Инвариантные плотность 

(сплошная линия) и закон распределения 

(пунктирная линия) отображения Гаусса 
 

 

Оператор Перрона-Фробениуса для отображения Гаусса имеет сложную 

структуру, обусловленную счетным количеством ветвей отображения:   

2
1

1 1
( )

( )k

Pf x f
x k x k





 
  

  
 .  (24) 

Собственные значения оператора Перрона–Фробениуса для отображения 

Гаусса (литературные данные и рассчитанные для ОПФ инверсного триадиче-

ского сдвига Бернулли) приведены в таблице. 
 

Таблица. Собственные числа операторов Перрона–Фробениуса 

для отображения Гаусса [26] и триадического инверсного сдвига Бернулли 

 

 
2  3  4  5  6  7  

Отображение 

Гаусса 

–0.303663 0.10088 –0.03550 0.01284 –0.00472 0.00175 

Инверсный 

сдвиг 

–0.(3) 0.(1) –0.(037) 0.012345679 –0.0041115 0.0013717 
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Собственное число, отвечающее инвариантной плотности, обозначено как 

с .
1 1  . В первой строке представлены литературные данные. Собственные 

числа ОПФ знакопеременны. Во второй строке таблицы для сравнения приве-

дены величины 1 ( 1)( 1) 3n n   . Это собственные числа оператора Перрона–

Фробениуса для триадического инверсного сдвига Бернулли (рисунок 10): 

 

 

 

 

 

1

3 1, (0,1/3),

3 2, (1/3,2 /3),

3 3, (2 /3,1).

n n

n n n

n n

 

  

 



  


   
   

 (25) 

 
Рисунок 10 – Отображение 

,...2,1,0},3{1
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Несмотря на крохотное отличие величин 1 ( 1)( 1) 3n n   от первых собствен-

ных чисел оператора Перрона–Фробениуса для отображения Гаусса, речь не 

идет о буквальной эмуляции отображения Гаусса простым кусочно-линейным 

отображением. Здесь интересен качественный аспект: хаотические отображе-

ния с полными ветвями, имеющими «отрицательный» наклон, обладают в дис-

кретном спектре оператора Перрона–Фробениуса знакопеременными собствен-

ными числами. На рисунке 11 отражены первые этапы процесса сходимости 

начального равномерного распределения к инвариантному распределению (23). 

 

 

 

Рисунок 11. Плот-

ность равномерного 

распределения (крас-

ная линия), инвари-

антная плотность 

отображения Гаусса 

(зеленая линия, точка 

пересечения ордина-

ты 1/ln2) и результат 

действия ОПФ на 

равномерное распре-

деление 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

  

В работе рассмотрены математические приемы аналитического исследо-

вания сходимости в динамических системах в форме одномерных хаотических 

отображений произвольных начальных распределений к инвариантным, что со-

относится с термодинамическим понятием – установлением «равновесного со-

стояния». Процессы сходимости в хаотических нелинейных системах описы-

ваются в контексте эволюции вероятностных распределений под действием со-

относимого с отображением линейного несамосопряженного оператора Перро-

на-Фробениуса. Неподвижная точка оператора (в функциональном смысле) и 

является инвариантной плотностью (нулевой по индексу собственной функцией 

оператора ) с собственным числом 1. Точные оценки для нестационарного про-

цесса сходимости к равновесному состоянию на основе использования решения 

спектральной задачи для ОПФ в главе 1 демонстрируются для кусочно-

линейных отображений с полными ветвями.  

Знание точных траекторных решений для хаотических отображений по-

зволяет также получить выражения для нестационарных вероятностных рас-

пределений. В главе 2 построено хаотическое, сопряженное кусочно-

линейному, отображение в форме квадратичного полинома Чебышева первого 

порядка и найдены выражения для нестационарных и стационарного вероятно-

стных распределений, характеризующий эволюционные процессы под действи-

ем оператора Перрона-Фробениуса. 

В главе 3 приведен пример упрощенного подхода к решению сложной 

(как в аналитическом, так и в численном планах) задачи нахождения собствен-

ных функций и собственных чисел оператора Перрона-Фробениуса для ото-

бражений сложной структуры. Продемонстрирован прием, основанный на ис-

пользовании общих свойств собственных функций эволюционного оператора 

при одновременном соотнесении с решением спектральной задачи для более 

простых по структуре отображений. Например, сравнительная характеристика 

отображения Гаусса и триадического сдвига Бернулли позволила получить 

приближенную оценку для собственных чисел оператора Перрона-Фробениуса 

для отображения Гаусса.  
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