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Введение 

Актуальность темы исследования. Научно-техническая задача, 

поставленная в данной работе, заключается в получении оценок параметров 

модели эпидемии. Существуют различные модели, описывающие 

распространение инфекции, и используются различные методы для поиска 

оптимальных параметров. Основным математическим аппаратом в области 

эпидемиологии являются SIR-подобные модели, каждая из которых добавляет 

новые факторы или изменяет точность оценок модели. Для расчета параметров 

модели с использованием реальных статистических данных обычно 

используется метод наименьших квадратов дисперсии между реальными 

данными и данными модели. Это классические методы прогнозирования и 

оценки эпидемических ситуаций. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 

             Глава 1. SIRS МОДЕЛЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

ИНФЕКЦИОННЫХ ЗАБОЛЕВАНИЙ 

 

1.1  SIRS модель, история создания 

 

SIR – широко применяемая на сегодняшний день модель, разработанная 

британскими учеными Андерсоном Маккендриком и Ульямом Кермаком.   

SIR, что означает Susceptible – Infected – Recovered, «Восприимчивые — 

Зараженные — Выздоровевшие». 

 SIR-модель популярна из-за своей простоты построения. 

Система уравнения SIR. 

 

Где: 

1) S (t) – число лиц, восприимчивых к заражению в момент t; 

2) I (t) – число зараженных в момент времени t; 

3) R (t) – количество выздоровевших в момент времени t; 

4) β – коэффициент интенсивности контактов лиц с последующим 

заражением; 

5) γ – это коэффициент выздоровления зараженных лиц. 

Уравнение (1) означает, что количество здоровых людей уменьшается со 

временем пропорционально количеству контактов зараженных. 

Уравнение (2) показывает, что число инфицированных людей 

увеличивается пропорционально числу контактов здоровых и инфицированных, 

и уменьшается с восстановлением последних. 
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Уравнение (3) показывает, что число выздоровевших людей в единицу 

времени пропорционально числу инфицированных. Другими словами, через 

некоторое время состояние каждого пациента должно улучшиться. 

 

1.2  Клеточные автоматы и агентно-ориентированные модели 

 

Клеточные автоматы. 

          Т. С. Шеллинг в 1971 г. предложил теорию клеточных автоматов для 

моделирования локальных характеристик восприимчивых популяций и 

стохастических параметров, отражающих вероятностный характер передачи 

болезни. Клеточный автомат — это набор квадратных ячеек, объединенных в 

прямоугольную решетку, где каждая ячейка принимает состояние из 

конечного множества. Узлы решетки моделируют людей, и каждый человек 

имеет фиксированное положение в пространстве.  

 

 

Рисунок 3 – Представление распространения инфекции клеточным автоматом 

 

Агентно-ориентированные модели (АОМ). 

После публикации статьи П. Патруллы в 2004 году была предложена АОМ, 

в которой расширены возможности клеточных автоматов отслеживания 
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распространения болезни и контактов между каждым человеком в социальной 

группе, расположенной в географической области. АОМ позволяют 

взаимодействовать между людьми и способны преодолевать ограничения 

различных подходов, обращаясь к естественной стохастической природе 

эпидемического процесса. АОМ представляют схему возможных контактов в 

виде динамического или статического графа, в котором вершины – объекты с 

набором индивидуальных свойств, сколь угодно детализировано описывающие 

состояние отдельных индивидов (упрощенная схема графа в АОМ приведена на 

рисунке 4).  

 

 

Рисунок 4 – Представление распространения инфекции сетевой моделью 
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Глава 2. РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭПИДЕМИИ 

 

𝑆 + 𝐼
𝑃1
→ 2𝐼 

𝐼
𝑃2
→ 𝑅 

𝑅
𝑃3
→ 𝑆 

{
�̇� = −𝑃1𝑆𝐼 + 𝑃3𝑅

̇

𝐼̇ = 𝑃1𝑆𝐼 − 𝑃2𝐼

�̇� = 𝑃2𝐼 − 𝑃3𝑅

 

�̇� + 𝐼̇ + �̇� = 0 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑠 + 𝑖 + 𝑟) = 0 

𝑠 + 𝑖 + 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐶 – плотность населения 

{
�̇� = −𝑃1𝑠𝑖 + 𝑃3(𝑐 − 𝑠 − 𝑖)

�̇� = 𝑃1𝑠𝑖 − 𝑃2𝑖
 

�̇�

𝑃1
= −𝑠𝑖 +

𝑃3
𝑃1
(𝑐 − 𝑠 − 𝑖) 

�̇�

𝑃1
= 𝑠𝑖 −

𝑃2
𝑃1
𝑖 

𝑃3
𝑃1
= 𝛼 

𝑃2
𝑃1
= 𝛽 

1

𝑃1
 
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝑠𝑖 + 𝛼(𝑐 − 𝑠 − 𝑖) 

�́� = −𝑠𝑖 + 𝛼(𝑐 − 𝑠 − 𝑖) 

�́� = 𝑠𝑖 − 𝛽𝑖 
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2.1 Математическая модель распространения COVID-19 

 

Рассмотрим первое и второе уравнения SIR-модели: 

{
−𝑠𝑖 + 𝛼(𝑐 − 𝑠 − 𝑖) = 0

𝑠𝑖 − 𝛽𝑖 = 0
 

𝑠𝑖 − 𝛽𝑖 = 0 

𝑖(𝑠 − 𝛽) = 0 

А) i=0  s-любое 

Б) i≠0  s-𝛽=0 s=𝛽 

−𝑠𝑖 + 𝛼(𝑐 − 𝑠 − 𝑖) = 0 

А) i=0  s-любое 

𝛼(𝑐 − 𝑠) = 0 ⇒  𝑐 = 𝑠 

𝐸0 = (𝑐; 0) 

Б) i≠0  s=𝛽  

−𝛽𝑖 + 𝛼𝑐 − 𝛼𝛽 − 𝛼𝑖 = 0 

−𝛽𝑖 − 𝛼𝑖 = −𝛼𝑐 + 𝛼𝛽 

𝑖 =
−𝛼𝑐 + 𝛼𝛽

−𝛽 − 𝛼
=

𝛼

𝛽 + 𝛼
(𝑐 − 𝛽) 

𝐸1 = (𝛽;
𝛼

𝛼 + 𝛽
(𝑐 − 𝛽)) 

 

  Определение собственных значений матрицы линеаризации системы в 

состоянии равновесия 

 

�́� = −𝑠𝑖 + 𝛼(𝑐 − 𝑠 − 𝑖) 

�́� = 𝑠𝑖 − 𝛽𝑖 

Матрица линеаризации из частных производных: 
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J=[

𝜕𝑓1

𝜕𝑠

𝜕𝑓1

𝜕𝑖
𝜕𝑓2

𝜕𝑠

𝜕𝑓2

𝜕𝑖

] 

J=[
−𝑖 − 𝛼 −𝑠 − 𝛼
𝑖 𝑠 − 𝛽

] 

В качестве аргументов подставляем координаты состояние равновесия: 𝐸0 =

(𝑐; 0) 

[
𝐹1(𝑠; 𝑖) 𝐹2(𝑠; 𝑖)

𝐹3(𝑠; 𝑖) 𝐹4(𝑠; 𝑖)
] 

[
−𝛼 −𝑐 − 𝛼
0 𝑐 − 𝛽 ] 

Расчет собственных значений:  

det[

𝜕𝑓1

𝜕𝑠
− 𝜆

𝜕𝑓1

𝜕𝑖
𝜕𝑓2

𝜕𝑠

𝜕𝑓2

𝜕𝑖
− 𝜆
] 

[
−𝛼 − 𝜆 −𝑐 − 𝛼
0 𝑐 − 𝛽 − 𝜆

] 

 

((−𝛼 − 𝜆) ∗ (𝑐 − 𝛽 − 𝜆)) − 0 = 0 

𝜆1 = −𝛼 < 0 

𝛼 > 0⇒ 𝐸0 – устойчивое состояние равновесия   

𝜆2 = 𝑐 − 𝛽 < 0 

𝛽 > 𝑐 ⇒ 𝐸0 – устойчивое состояние равновесия  

𝛽 < 𝑐 ⇒ 𝐸1 – неустойчивое состояние равновесия  
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Заключение 

 

Подводя итоги полученных результатов, представляется возможным 

сделать следующие выводы: цель и задачи, определенные в начале работы по 

проекту, выполнены.  

Для этого были выполнены следующие этапы проектирования: 

1. Рассмотрели модель распространения эпидемий SIRS и построили 

для нее систему ОДУ. 

2. Провели теоретический анализ модели: определили состояния 

равновесия, их тип и устойчивость в зависимости от параметров.  
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