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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время актуальны поиски новых материалов, которые поз-

волили бы продолжить прогресс в быстродействии вычислительных и ком-

муникационных устройств. Среди перспективных материалов выделяются

двумерные структуры различного химического состава. В качестве самого

известного примера можно отметить графен, получение образцов которого

позволило разработать и экспериментально подтвердить ставшую уже клас-

сической модель безмассовых фермионов [1, 2]. Использование этой модели

позволяет прогнозировать поведение этого материала в различных условиях.

Особенно актуально уметь воспроизводить его отклик на действие внешних

электрических полей [3–8]. Для решения таких задач был разработан под-

ход на основе квантового кинетического уравнения [9–11], основные элемен-

ты которого представлены в первой главе ВКР. Его использование позволяет

получать точные результаты для широкого диапазона параметров внешнего

поля, однако требует большого объёма вычислений. Необходимые вычисле-

ния включают численное решение дифференциальных уравнений, определя-

ющих поведение модели, и обработку полученных массивов данных на этапе

получения физически наблюдаемых характеристик.

Целью представляемой работы является уменьшение необходимых для

такого моделирования ресурсов на этапе построения сетки воспроизводимых

значений заселённости возбуждённых состояний системы. Критерием высту-

пает минимальное количество используемых для покрытия заданной области

двумерного пространства узлов при точном воспроизведении интегральных

характеристик моделируемого распределения. Для достижения поставленной

цели разработана итерационная процедура поэтапного построения сетки, на

каждом этапе которой выполняется обработка и анализ результатов моде-

лирования предыдущих этапов и дополнение сетки новыми узлами. Пред-

ставленные результаты обладают научной новизной, а целевая область их

применения определяет научную значимость проделанной работы.

Необходимость работы с массивами промежуточных данных потребова-

ло изучения современных подходов к работе с большими данными (Big Data)

и их использования.

В ходе выполнения работы были решены следующие задачи:

1. Изучены особенности работы с большими массивами данных: типы дан-

2



ных, способы их хранения и обработки, инструменты для обработки и

анализа больших объёмов данных по материалам курса «Big data» Cisco

Networking Academy.

2. Изучены типовые инструменты для работы с большими данными на

примере языка программирования Python и библиотек для него:

∙ библиотека обработки данных, представленных в форме многомер-

ных массивов NumPy;

∙ библиотека анализа данных Pandas;

∙ библиотека визуализации данных Matplotlib.

3. Реализованы стандартные процедуры обработки массивов данных для

результатов численного моделирования физических процессов в систе-

ме безмассовых фермионов в условиях действия на неё импульсов внеш-

него поля.

4. Изучены и реализованы в качестве метода локализации алгоритмы AABB

и отслеживания изолиний скалярной функции.

5. Изучен и реализован метод локализации, основанный на выборочном

поэтапном уплотнении сетки.

6. Выполнена программная реализация адаптации вычислительной сетки

при произвольном числе областей локализации функции распределе-

ния.

Магистерская работа состоит из введения, 4 глав: «Модель безмассо-

вых фермионов», «Большие данные и работа с ними средствами Python»,

«Локализация возбуждённых состояний модели на языке программирования

Python», «Практическая реализация с использованием инструментовWolfram

Mathematica», заключения и списка использованных источников. Общий объ-

ём работы — 75 страниц, включая 45 рисунков и 2 таблицы, список исполь-

зованных источников содержит 38 наименований.
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В первой главе «Модель безмассовых фермионов» представлена ис-

пользуемая модель рассматриваемого физического процесса и сформулиро-

ваны основные проблемы, требующие нахождения решения в рамках данной

работы.

В работах [9–11] при описании процессов образования и эволюции носи-

телей заряда в двумерном монослое графена в условиях действия внешнего

электрического поля был реализован метод, основанный на использовании

квантового кинетического уравнения. Данный метод достаточно универса-

лен и может использоваться при рассмотрении других аналогичных матери-

алов. При таком подходе подсистема слабосвязанных электронов материала

рассматривается как квантовая система с двумя энергетическими уровнями.

Конкретный вид закона дисперсии (зависимости энергии состояний от им-

пульса) может быть различным. В простейшем случае он соответствует при-

ближению безмассовых фермионов, но может использоваться и строгая мо-

дель взаимодействия ближайших соседей. Кинетическое уравнение определя-

ет эволюцию функции распределения 𝑓(𝑝1, 𝑝2, 𝑡) носителей по возбуждённым

состояниям в условиях внешнего воздействия и может быть представлено в

виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений 1, определяемой

через гамильтониан модели.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓(𝑝, 𝑡) = 1

2𝜆(𝑝, 𝑡)𝑢(𝑝, 𝑡),

�̇�(𝑝, 𝑡) = 𝜆(𝑝, 𝑡)(1 − 2𝑓(𝑝, 𝑡)) − 2𝜖(𝑝,𝑡)
~ 𝑣(𝑝, 𝑡),

�̇�(𝑝, 𝑡) = 2𝜖(𝑝,𝑡)
~ 𝑢(𝑝, 𝑡),

(1)

где 𝑢(𝑝, 𝑡) и 𝑣(𝑝, 𝑡) вспомогательные функции (детали можно посмот-

реть в работе [11]). Поведение моделируемой системы фактически определя-

ется коэффициентами 𝜖(𝑝, 𝑡) и 𝜆(𝑝, 𝑡).

Основной сложностью при использовании данного метода является то,

что система уравнений, лежащая в его основе, может решаться только чис-

ленными методами и для каждой рассматриваемой точки импульсного про-

странства {𝑝1, 𝑝2} решение необходимо искать независимо [12]. Это вызывает
высокую вычислительную сложность процедуры получения наблюдаемых ха-

рактеристик. Ещё одной проблемой не имеющей эффективного решения было

предварительное определение местоположения области локализации макси-
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мальных значений. При моделировании процессов в рассматриваемых систе-

мах было обнаружено, что локализацию областей концентрации возбуждён-

ных состояний (где требуется использовать плотные сетки) удобнее выпол-

нять по данным о 𝑓(𝑝1, 𝑝2, 𝑡) не после завершения внешнего воздействия, а во

время его [13].

В работе [14] выполнены исследования и сопоставление поведения в им-

пульсном пространстве функции распределения в конечном состоянии 𝑓(𝑝1, 𝑝2,

𝑡 → ∞), в момент максимума внешнего воздействия 𝑓(𝑝1, 𝑝2, 𝑡𝐸𝑚𝑎𝑥
), а так-

же максимальных значений функции распределения в выбранной точке им-

пульсного пространства за всё время действия внешнего поля 𝑓𝑚𝑎𝑥(𝑝1, 𝑝2) и

средних значений функции распределения за время действия внешнего по-

ля 𝑓𝑎𝑣𝑒𝑟(𝑝1, 𝑝2). Это позволило разработать итерационный метод построения

разномасштабных регулярных сеток, обеспечивающий в рамках унифициро-

ванной процедуры локализацию области генерации возбуждённых состояний

с охватом всех рассматриваемых значений (𝑝1, 𝑝2) (первой зоны Бриллюэна)

и формирование в ней плотных сеток разного масштаба, представляемый в

настоящей работе.

Вторая глава «Большие данные и работа с ними средствами Python»

посвящена проблематике работы с большими данными, языку программиро-

вания Python, библиотекам анализа и обработки данных. Некоторые типовые

процедуры обработки данных демонстрируются применительно к исследуе-

мой предметной области.

Основными характеристиками больших данных являются 4 V: объём

(volume), скорость (velocity), разнообразие (variety) и достоверность (veracity).

Несмотря на то, что до недавнего времени только первые три V являлись

главными характеристиками больших данных, в современных условиях воз-

никла необходимость расширения до семи V: ценность (value), изменчивость

(variability), визуализация (visualization) [15].

В data science и области больших данных встречается много разных ти-

пов данных, для каждого из которых требуются свои инструменты и методы.

Основные категории данных: структурированные, неструктурированные, на

естественном языке, машинные, графовые, аудио, видео и графика, а также

потоковые.

Существует множество программ, которые используются для форма-
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тирования данных, их очистки, анализа и визуализации. Многие компании и

организации обращаются к инструментам с открытым исходным кодом для

обработки, агрегирования и обобщения своих данных. Язык программирова-

ния Python стал широко используемым инструментом для обработки и ма-

нипулирования данными.

Python — это один из самых распространённых языков программиро-

вания. Возможности языка Python могут быть расширены за счёт исполь-

зования большого количества сторонних библиотек, что позволяет решать

различные задачи [16]. Пакеты позволяют форматировать, структурировать,

анализировать и визуализировать данные. Использование таких библиотек

упрощает и ускоряет процесс создания инструментов для обработки данных.

С использованием реальных данных, представляющих результат физи-

ческого процесса на основе модели безмассовых фермионов и представленных

бибилиотек из экосистемы языка программирования Python, выполнена обра-

ботка массивов с целью сортировки, выборки данных в заданных диапазонах

и поиска экстремумов. Проиллюстрированы различные форматы графиче-

ской визуализации такой обработки.

В третьей главе «Локализация возбуждённых состояний модели на

языке программирования Python» рассмотрены варианты решения постав-

ленной задачи с использованием алгоритмов AABB, отслеживания изолиний

и масштабирования сеток.

Для обработки результатов моделирования, необходимо осуществлять

выборки данных и построение графиков, данная задача решается при помощи

алгоритма ААВВ и построения изолиний. Axis-aligned bounding box (ААВВ

— «параллельный осям ограничивающий параллелепипед») — это параллеле-

пипед со сторонами, параллельными осям координат, ограничивающий неко-

торый геометрический объект в пространстве [17]. Чаще за размеры парал-

лелепипеда берётся модуль максимальной разности проекций на выбранную

ось между двумя точками. Построение изолиний можно осуществлять следу-

ющими методами: метод статистического окна и метод шагающих квадратов.

Рассмотрим эти методы подробнее.

Метод статистического окна применяется при большом числе значений

функций. Заключается в построении изолиний поверхности по средним груп-

повым отметкам. На координатную плоскость с точками наносят квадратную
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сетку со сторонами а и b. В каждой ячейке сетки определяют среднее ариф-

метическое значение отметок всех попавших в неё точек и подписывают это

среднее в центре статистического окна. Окно перемещают на половину своего

размера сначала по одной оси, а затем по другой, или на полный его размер

[18]. Если точки группируются в одной какой-либо части ячейки, то среднее

подписывают в их геометрическом центре. Пограничные точки учитывают

в обоих соседних окнах. Затем, выбираем значение изолинии и по отмет-

кам средних строим её. Для уменьшения вычислительных операций при по-

строении изолинии, заданного уровня, выбираем значение функции методом

ААВВ. В результате получаем сглаженный контур.

Метод шагающих квадратов является интерпретацией метода шагаю-

щих кубов для плоскости [19]. На вход алгоритм получает регулярную сетку,

в каждом узле которой известно значение анализируемой функции. Выходная

сетка может иметь меньшее разрешение (в этом случае теряется точность, но

уменьшается ступенчатость). Далее для каждого узла выходной сетки прове-

ряется, выше ли значение в нём, чем на изоповерхности. Всем узлам, которые

выше, приписывается «+», остальным «-». Далее рассматриваются квадраты

выходной сетки, вершины которых лежат в отмеченных узлах. Всего получа-

ется 16 различных случаев, которые с учётом симметрий и поворотов можно

свести к четырём:

∙ Случай 1: все вершины имеют один знак.

∙ Случай 2: у одной вершины знак отличается.

∙ Случай 3: вершины с одинаковыми знаками имеют общее ребро.

∙ Случай 4: вершины с одинаковыми знаками не имеют общего ребра.

В четвёртом случае невозможно однозначно определить форму сег-

мента изолинии, поэтому дополнительно просматривается значение в центре

квадрата, если входные данные это позволяют. При невозможности узнать

значение в центре квадрата принятое решение может повлиять на связность

изолинии.

Метод локализации с использованием масштабирования сеток был раз-

работан на основе изучения поведения функции распределения, рассматри-

ваемой модели [13–14]. Параметры для генерации базовой регулярной сетки

и последующей её адаптации, физические параметры задачи, а также проме-

жуточные и итоговые результаты работы процедуры задаются в текстовых
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файлах. Описание итераций метода и графические результаты его апробации

представлены в работе.

В четвёртой главе «Практическая реализация с использованием ин-

струментов Wolfram Mathematica» приведено программное решение для ло-

кализации областей максимальных значений функции распределения и ре-

зультаты тестирования системы. В главе представлен пошаговый алгоритм

процедуры локализации и его программная реализация средствами системы

компьютерной алгебры Wolfram Mathematica.

Процедура локализация области максимальных значений функции рас-

пределения является ключевой для построения мультимасштабной сетки. Опи-

шем её алгоритм:

1. Проверяем не исчерпан ли лимит количества шагов масштабирования

grid_options.txt.

2. Перед началом процедуры оптимизации проверяем не осталось ли не

посчитанных узлов сетки.

3. Определяется максимальное значение функции распределения из всех

посчитанных (ММЗФР).

4. Проверяется, не превышает ли ММЗФР назначенный верхний порог.

Если не превышает переходим к шагу 3, если превышает, то к шагу 5.

5. Проверяется, превышает ли ММЗФР значение нижний порог рассмат-

риваемых значений МЗФР/диапазон МЗФР, используемый на этапе ло-

кализации области максимальных значений до выхода за верхний порог.

Данное условие определяет достаточен ли диапазон значений МЗФР

для корректного анализа на первом шаге масштабирования сетки и име-

ет смысл только при анализе первого поколения. Если не превышает, то

работа с сеткой прерывается. Необходимо увеличить 𝑘1. Выводится со-

общение, что начальное разбиение недостаточно представительно. Если

превышает, то переходим к шагу 4.

6. Выбираются все узлы со значением МЗФР в диапазоне от ММЗФР*

(диапазон МЗФР, используемый на этапе локализации области макси-

мальных значений до выхода за верхний порог) до ММЗФР. Проверя-

ется, не превышает ли их количество ограничивающее значение (макси-

мальное количество масштабируемых узлов, при котором использует-

ся коэффициент масштабирования 𝑘2). Если ограничение превышено,
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процедура прерывается, выводится соответствующее сообщение. Если

ограничение не нарушено, выбранные узлы помечаются к разбиению.

7. Если ММЗФР превысил верхний порог, подсчитывается количество уз-

лов сетки с МЗФР более чем верхнее пороговое значение МЗФР. Ес-

ли превышено ограничение (максимальное количество масштабируе-

мых узлов, при котором используется коэффициент масштабирования

𝑘2), процедура прерывается, выводится соответствующее сообщение. Ес-

ли это количество менее чем максимальное количество масштабируе-

мых узлов, при котором используется коэффициент масштабирования

𝑘2, но более чем максимальное количество масштабируемых узлов, при

котором используется коэффициент масштабирования 𝑘1, они помеча-

ются к разбиению. Если количество узлов с МЗФР более верхнего по-

рога менее чем максимальное количество масштабируемых узлов, при

котором используется коэффициент масштабирования 𝑘1, выполняется

процедура, описанная на шаге 4.

Алгоритм был реализован в виде системы блокнотовWolframMathematica.

Далее было проведено тестирование системы с различными парамет-

рами процедуры локализации и физическими параметрами модели для на-

хождения оптимальных параметров локализации при адаптации сетки. Для

нахождения оптимальных параметров локализации были проведены экспе-

рименты и протестирована система с различными начальными значениями

коэффициента масштабирования 𝑘1, который изменяли от 2 до 6 и значения-

ми коэффициента масштабирования 𝑘2 на этапе оптимизации сетки, который

был равен 1 или 2. При сопоставимой плотности и приемлемом для анализа

числе узлов расчётной сетки при начальном коэффициенте масштабирования

𝑘1 равном 3 и коэффициенте масштабирования 𝑘2 равном 1 на этапе оптими-

зации, получаем более быстрое время выполнения программы при меньшем

количестве шагов. Таким образом, проанализировав полученные результаты,

оптимальным значением для начального коэффициента масштабирования 𝑘1

является 3, а для коэффициента масштабирования 𝑘2 на этапе оптимизации

сетки — 1. Результаты тестирования представлены в форме таблиц, качество

построенных сеток иллюстрируется в графической форме.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены решения для адаптивной поэтапной локализа-

ции областей с максимальными значениями заселённости возбуждённых со-

стояний в графене в условиях действия на него внешнего электрического по-

ля. Такая локализация позволяет строить расчётную сетку переменной плот-

ности, размещая большую часть её узлов в областях с высокой концентраци-

ей возбуждённых состояний, дающих определяющий вклад в наблюдаемые

параметры моделируемой системы. Это обеспечило достижение цели, заклю-

чавшейся в минимизации необходимых для моделирования ресурсов.

Задачи, поставленные на этапе планирования содержания и хода вы-

полнения работы, были полностью решены.

Промежуточные результаты представлялись в докладе на националь-

ном суперкомпьютерном форуме 2022 года [14].
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