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Введение. Бакалаврская работа посвящается изучению резольвентно-
го подхода к методу Фурье в смешанной задаче для неоднородного волнового
уравнения.

Актуальность работы. Современное развитие методов математиче-
ского анализа и численного моделирования динамических процессов в науке и
технике в значительной степени опирается на использование различных мате-
матических инструментов. Среди таких инструментов особое место занимают
методы решения дифференциальных уравнений, которые широко применя-
ются для описания поведения физических систем.

Цели и задачи работы. Обоснование метода Фурье при получении
классического решения в смешанной задаче для неоднородного волнового
уравнения с комплексным потенциалом и закрепленными краевыми услови-
ями при минимальных требованиях на начальные данные. А так же реали-
зация численного нахождения собственных значений.

Рассмотреть резольвентный подход к методу Фурье для анализа и реше-
ния смешанной задачи для неоднородного волнового уравнения. Этот подход
основывается на применении резольвентного оператора, который позволяет
свести рассматриваемую задачу к серии более простых задач, решение кото-
рых может быть получено с использованием методов теории спектрального
анализа.

Выпускная квалифицированная работа содержит в себе 5 основных
глав: Постановка задачи, асимптотика собственных значений диф-
ференциального оператора, резольвента оператора и её свойства,.
сходимость метода Фурье в смешанной задаче,численное нахожде-
ние собственных значений в методе Фурье.
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1 Основное содержание работы

В первом разделе рассматривается смешанная задача:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), (1)

(x, t) ∈ Q = [0, 1]× [0,∞),

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = φ(x), u′t(x, 0) = ψ(x), (3)

где все функции комплекснозначные, причем

q(x) ∈ C[0, 1], φ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(x) ∈ C[0, 1],

f(x, t) непрерывна в Q.
(4)

Решением (1)-(3) называется функция u(x, t), имеющая частные произ-
водные по x и t до второго порядка включительно, непрерывна в Q и удовле-
творяет (1)-(3). Для существования решения кроме приведенных требований
необходимо выполнение еще следующих условий:

φ(0) = φ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, (5)

φ′′(0) + f(0, 0) = φ′′(1) + f(1, 0) = 0. (6)

Так же приводятся основные теоремы о классическом решении.

Теорема 1.1. Пусть вещественные функции q(x) ∈ C2[0, 1], φ(x) ∈ C3[0, 1],

ψ(x) ∈ C2[0, 1], причем φ(0) = φ′′(0) = φ(1) = φ′′(1) = ψ(0) = ψ(1) =

0, f(x, t) дважды непрерывно дифференцируема по x и удовлетворяет усло-
вию

f(0, t) = f(1, t) = 0, t ∈ [0,∞). (1.7)

Тогда формальный ряд по методу Фурье и ряды, получающиеся из него
почленным дифференцированием по x и t до двух раз включительно, сходят-
ся абсолютно и равномерно в Q̃Tν

= [0, 1]× [0, Tν] при любом Tν > 0, и сумма
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формального ряда является классическим решением задачи (1)-(3).

Классическое решение u(x,t) задачи (1)–(3) в ′Qt ищется в виде

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t),

где u0(x, t) — решение задачи (1)–(3) при f(x,t) = 0, u1(x, t) — решение задачи
(1)–(3) при φ(x) = ψ(x) = 0.

Теорема 1.2. Классическое решение u0(x, t) при вещественной q(x) ∈ C[0, 1],
f(x, t) = 0 существует и единственно тогда и только тогда, когда

φ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(x) ∈ C1[0, 1],

φ(0) = φ′′(0) = φ(1) = φ′′(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0,
(1.8)

и находится по методу Фурье.

Теорема 1.3. Для разрешимости задачи (1)-(3) при φ(x) = ψ(x) = 0, q(x) ∈
C[0, 1]u вещественной необходимо и достаточно, чтобы f(x, t) была непре-
рывной с условием (1.7), и функции p(x, t) =

∫ t

0 f̃(x±(t−τ), τ)dτ были непре-
рывно дифференцируемы по x и t, где f̃(x, t)− нечетное, 2-периодическое
продолжение f(x, t) по переменной x на всю числовую ось. Ряд, построен-
ный по методу Фурье, сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при фиксированном
t, и его сумма есть классическое решение задачи (1)-(3). См. [?, стр. 39]

В дипломной работе показывается, что с помощью резольвентного под-
хода можно обосновать существование решения задачи (1)-(3) при более сла-
бых условиях.

Во втором разделе изучается асимптотика собственных значений сле-
дующего дифференциального оператора L (7):

l(y) =
dny

dxn
+ p1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ pn(x)y, (7)

и краевые условия
Uν(y) = 0, ν = 1, 2, . . . , n, (8)

где Uν(y) линейные формы относительно следующих переменных
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ya, y
′
a, . . . , y

(n−1)
a ; yb, y

′
b, . . . , y

(n−1)
b /

Определение 2.2. Нормированные условия имеют вид:

Uν(y) ≡ Uν0(y) + Uν1(y) = 0

где

Uν0(y) = aνy
(kν)
0 +

kν−1∑
j=0

ανjy
(j)
0 , Uν1(y) = βνy

(kν)
1 +

kν−1∑
j=0

βνjy
(j)
1 ,

n− 1 ⩾ k1 ⩾ k2 ⩾ . . . ⩾ kn ⩾ 0, kν+2 < kν.

Определение 2.3. Нормированные краевые условия называются регуляр-
ными, если:

1. При n=2µ − 1, числа θ0 и θ1 не равны нулю. Причем числа заданы
равенством:

θ0 + θ1s =

∣∣∣∣∣∣∣
α1ω

k1
1 . . . α1ω

k1
µ−1 (α1 + sβ1)ω

k1
µ β1ω

k1
µ+1 . . . β1ω

k1
n

. . .

αnω
kn
1 . . . αnω

kn
µ−1 (αn + sβn)ω

kn
µ βnω

kn
µ+1 . . . βnω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣
2. При n=2µ, числа θ−1 и θ1 не равны нулю. Причем числа заданы равен-
ством:

θ−1

s
+θ0+θ1s =

∣∣∣∣∣∣∣
α1ω

k1
1 . . . α1ω

k1
µ−1 (α1 + sβ1)ω

k1
µ (α1 +

1
sβ1)ω

k1
µ+1 β1ω

k1
µ+2 . . . β1ω

k1
n

. . .

αnω
kn
n . . . αnω

kn
µ−n (αn + sβn)ω

kn
µ (αn +

1
sβn)ω

kn
µ+1 βnω

kn
µ+2 . . . βnω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣
Теорема 2.1. Собственные значения дифференциального оператора n-го
порядка в интервале [0, 1], порожденного регулярными краевыми условиями,
образуют две бесконечные последовательности λ′k, λ

′′
k(k = N,N + 1, N +

2, . . .), где N - целое число.
1. Нечетный случай:

— n=4q-1:
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λ′k = (−2kπi)n
[
1− n ln0 ξ

(1)

2kπi
+O

(
1

k2

)]
,

λ′′k = (2kπi)n
[
1 +

n ln0 ξ
(2)

2kπi
+O

(
1

k2

)]
,

— n=4q+1:

λ′k = (2kπi)n
[
1 +

n ln0 ξ
(1)

2kπi
+O

(
1

k2

)]
,

λ′′k = (−2kπi)n
[
1− n ln0 ξ

(2)

2kπi
+O

(
1

k2

)]
,

где ξ(1)uξ(2) - корни уравнения θ1ξ+ θ0 = 0, отвечающего области
S с ν, соответственно нечетным и четным областям.

2. Четный случай:
— n = 2µ, θ20 − 4θ−1θ1 ̸= 0

λ′k = (−1)µ(2kπ)n
[
1∓ µ ln0 ξ

′

kπi
+O

(
1

k2

)]
,

λ′′k = (−1)µ(2kπ)n
[
1∓ µ ln0 ξ

′′

kπi
+O

(
1

k2

)]
,

где ξ′uξ′′ - корни уравнения θ1ξ
2 + θ0ξ + θ−1 = 0, отвечающего

области S0.
— n, n = 2µ, uθ20 − 4θ−1θ1 = 0

λ′k = (−1)µ(2kπ)n
[
1∓ µ ln0 ξ

kπi
+O

(
1

k3/2

)]
,

λ′′k = (−1)µ(2kπ)n
[
1∓ µ ln0 ξ

kπi
+O

(
1

k3/2

)]
,

где ξ-(двойной) корень уравнения θ1ξ2+ θ0ξ+ θ−1 = 0, отвечающего области
S0, а выбор верхнего или нижнего знака аналогичен предыдущему.

В первых трех случаях все собственные значения, начиная с опреде-
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ленного момента, являются простыми, тогда как в четвертом случае они
могут быть простыми или двукратными, начиная с определенного момен-
та.

Доказательство приводится в частном случае, который используется в
методе Фурье.

В третьем разделе изучаются свойства резольвенты и проекторы Рисса
и доказывается основное свойство резольвенты.

Теорема 3.5. Имеет место формула

Sr(f, x) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

Rλfdλ,

где Sr(f, x) =
∑

|λk|<r

(f, ψk)φk, {φk}∞k=1 - система всех собственных присо-

единенных функций для тех λk, для которых |λk| < r, {ψk}∞k=1 - система
биортогональная все системе {φk}∞k=1. Нумерация {φk} идет в порядке воз-
растания модулей характеристических чисел с учетом кратности

Четвертый раздел является основным. В нем дается обоснование ме-
тода Фурье при получении классического решения в смешанной задаче для
неоднородного волнового уравнения при более слабых условиях.

Теорема 4.1. Если u(x, y) - классическое решение задачи (1)-(3), то для
него справедлива формула 9, причем ряд сходится равномерно по x ∈ [0, 1]

при каждом фиксированном t.

u(x, t) = − 1

2πi

( ∫
|λ|=r

+
∑
n≤n0

∫
γn

)[
(Rλφ)(x)cosρt+

+
1

ρ
(Rλψ)sinρt+

t∫
0

(Rλf)(x, τ)
sinρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ.

(9)

Во втором подразделе выводятся асимптотические формулы для ре-
зольвенты и на их основе доказывается сходимость формального ряда клас-
сического решения в частном случае.
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В третьем подразделе дается доказательство основной теоремы. Снача-
ла записывается формульное решение 9 в виде

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t) + u4(x, t),

где

u1(x, t) = − 1

2πi

(∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

)(∫ t

0

(
R0

λf1
) sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

)
dλ,

u2(x, t) = − 1

2πi

(∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

)
(Rλψ)

sin ρt

ρ
dλ,

u3(x, t) = − 1

2πi

(∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

)(∫ t

0

(
Rλf1 −R0

λf1
) sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

)
dλ,

u4(x, t) = − 1

2πi

(∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

)(
(Rλφ) cos ρt+

∫ t

0

(Rλf2)

)
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ)dλ.

Теорема 4.3. Если выполняются условия ниже, то при любых x ∈ [0, 1] и
t ∈ R формальный ряд (9) сходится, и его сумма (x, t) является классиче-
ским решением задачи (1)-(3).

q(x) ∈ C[0, 1], φ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(x) ∈ C ′[0, 1],

f(x, t) непрерывна в Q,

φ(0) = φ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0,

φ′′(0) + f(0, 0) = φ′′(1) + f(1, 0) = 0,

f ′t(x, t) ∈ C(Q).

В пятом разделе приводится описание программы, которая находит соб-
ственные значения смешанной задачи

−y′′(x) + q(x)y(x)− λy(x) = 0 q(x) ≥ 0,

y(0) = y(π) = 0
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с помощью метода Рунге-Кутты 4-5 порядка для различных значений пара-
метра ρ.На вход подается функция q(x)(неотрицательная), отрезок и интер-
вал, на котором берется значение ρ. На выходе получаем график решения
смешанной задачи при заданных ρ.

Заключение.Таким образом, мы дали обоснование метода Фурье при
получении классического решения в смешанной задаче для неоднородного
волнового уравнения с комплексным потенциалом и закрепленными краевы-
ми условиями при минимальных требованиях на начальные данные. Исполь-
зуемый резольвентный подход не требует никакой информации о собственных
и присоединен- ных функциях соответствующей спектральной задачи.
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