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Актуальность темы.Данная работа посвящена обоснованию метода
Фурье в смешанной задаче для однородного волнового уравнения.

Метод Фурье используется при решении задач математической физике,
интерес к которым постоянно поддерживается их многочисленными приложе-
ниями. Традиционно обоснование метода Фурье, в задачах математической
физики опирается на доказательство равномерной сходимости ряда, пред-
ставляющего формальное решение задачи и рядов, получающихся из него
почленным дифференцированием нужное число раз. Информация обзорного
характера содержится в книгах [1],[2],[3],[4],см.также[5],[6].

В настоящей работе использован резольвентный подход, опирающийся
на метод Коши-Пуанкаре интегрирования по спектральному параметру ре-
зольвенты оператора, порожденного спектральной задачей по методу Фурье,
впервые предложенный А.П.Хромовым, и прием А.Н.Крылова об ускорении
сходимости рядов Фурье. Суть приема А.Н.Крылова в том, что вопрос о диф-
ференцирование ряда решается путем разбиения его на два ряда, один из
которых точно суммируется, а второй ряд сходися настолько быстро, что его
можно почленно дифференцировать нужное число раз.

В.А. Чернятин приемом А.Н.Крылова с применением уточненной асимп-
тотики собственных значений и собственных функций оператора ,соответ-
ствующего метод Фурье спектральной задачи, и значительно ослабив их усло-
вие гладкости, а в ряде случаев эти условия гладкости стали минимально
возможными.

Дается обоснование метода Фурье двух смешанных задач с нулевой на-
чальной скоростью и ненулевом начальном положением с граничнымы усло-
виями, когда концы закреплены и в случае периодических условий при ми-
нимальных требованиях гладкости начальной функции

Цель работы. Для двух смешанных задач для однородного волново-
го уравнения с комплексным потенциалом, нулевой начальной скоростью с
граничными условиями, когда концы закреплены и в случае периодических
условий доказать теоремы о совпадении их формального решения по методу
Фурье с классическим решением при минимальных требованиях гладкости
начальной функции.

Структура работы. Работа состоит из введения, двух глав, заключе-
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ния и программы.

Основное содержание работы

Во Введении излагается направление исследований, история вопросс,
подход к решению поставленной задачи и ожидаемые результаты. В Главе
1 рассматривается задача

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0 (2)

u(x, 0) = φ(x), u′t(x, 0) = 0, (3)

где комплекснозначная q(x) ∈ C[0, 1] и

φ(x) ∈ C2[0, 1], φ(0) = φ(1) = φ′′(0) = φ′′(1) = 0 (4)

Метод Фурье связан со спектральной задачей для оператора L

Ly = −y′′ + q(x)y, y(0) = y(1) = 0.

Теорема 1.Собственные значения оператора , достаточно большие по моду-
лю, простые, и для них имеют место асимптотические формулы:

λn = ρ2n, ρn = πn+O(1/n), n = n0, n0 + 1, ...

Пусть γn = {ρ||ρ − nπ| = δ}, где δ > 0 и достаточно мало, а n ≥ n0

и n0 таково, что при всех n ≥ n0 внутрь и на границу γn попадает лишь по
одному из ρn. Пусть γ̃ - образ γn в λ-плоскости (λ = ρ2, Reρ ≥ 0). Обозначим
через Rλ = (L − λE)−1- резольвенту оператора L. Тогда по методу Фурье
формальное решение задачи (1)–(3) представимо в виде

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλφ)cosptdλ−
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

(Rλφ)cosptdλ,
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где r > 0 фиксировано и взято таким, что все собственные значения, меньшие
по модулю r , имеют номера, меньшие n0, на контуре |λ| = r нет собственных
значений.

Теорема 2.Для формального решения u(x, t) имеет место формула

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t) (5)

где

u0(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

R0
λg

λ− µ0
cos ρtdλ−

∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

R0
λg

λ− µ0
cos ρtdλ

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

1

λ− µ0

[
Rλg −R0

λg
]
cos ρtdλ

u2(x, t) = −
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

1

λ− µ0

[
Rλg −R0

λg
]
cos ρtdλ

R0
λ = (L0 − λE)−1 - резольвента оператора L0, который есть оператор L

при q(x) ≡ 0 (считаем, что вышеприведенные требования на µ0 выполняются
и для оператора L0).g = (L− λ0E)φ

Для u0(x, t) справедлива

u0(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(
R0

λφ1

)
cos ρtdλ−

∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

(
R0

λφ1

)
cos ρtdλ

где φ1 = R0
µ0
g

Для дальнейшего потребуется точная формула для резольвенты Rλ, R
0
λ.

Обозначим через z1(x, ρ) и z2(x, ρ) решения уравнения

y′′ − q(x)y + ρ2y = 0

с начальными условиями

z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1
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Тогда zj(x, ρ) являются целыми функциями по ρ и даже по λ, где λ = ρ2.
Теорема 3.
Для резольвенты Rλ имеет место формула

Rλf = z2(x, ρ) (f, z1)− v(x, ρ) (f, z2)− (Mρf) (x)

где

v(x, ρ) =
z2(x, ρ)z1(1, ρ)

z2(1, ρ)
, (f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

(Mρf) (x) =

∫ x

0

M(x, t, ρ)f(t)dt, M(x, t, ρ) =

∣∣∣∣∣ z1(t, ρ) z2(t, ρ)

z1(x, ρ) z2(x, ρ)

∣∣∣∣∣
Теорема 4. Для R0

λ имеет место формула

R0
λf = −z02(x, ρ)

(
f, z01

)
+ v0(x, ρ)

(
f, z02

)
+
(
M 0

ρf
)
(x)

где z01(x, ρ), z02(x, ρ), v0(x, ρ),M0
ρ те же, что и z1(x, ρ), z2(x, ρ), v(x, ρ),Mρ, но

взятые теперь для оператора L0.
Таким образом, z01(x, ρ) = cos ρx,

z02(x, ρ) =
sin ρx

ρ
, v0(x, ρ) =

sin ρx cos ρ

sin ρ

Теорема 5. Имеет место формула

u0(x, t) =
1

2
(φ̃1(x+ t) + φ̃1(x− t))

где φ̃1(x) ∈ C2(−∞,∞), нечетна, φ̃1(x) = φ̃1(2 + x), φ̃1(x) = φ1(x) при
x ∈ [0, 1].

Таким оббразом найдена сумма ряда u0(x, t) из (5). Для u2(x, t) из (5)
справедлива формула

u2(x, t) = − 1

2πi

∞∑
n=n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0

[
v(x, ρ) (g, z2)− v0(x, ρ)

(
g, z02

)]
cos ρtdλ (6)
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Потребуются следующие факты о z1(x, φ) и z2(x, φ)
Теорема 6.В полосе | Im ρ| ≤ h(h > 0 и любое) имеют место асимпто-

тические формулы

z1(x, ρ) = cos ρx+O(1/ρ), z′1(x, ρ) = −ρ sin ρx+O(1)

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+O

(
1/ρ2

)
, z′2(x, ρ) = cos ρx+O(1/ρ)

где оценки O(. . .) равномерны по x ∈ [0, 1].
Теорема 7.Для z2(x, ρ) имеет место формула

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

K(x, t)
sin ρt

ρ
dt

гдеK(x, t) непрерывно дифференцируема по х и t, иK(x, 0) ≡ 0(K(x, t)

не зависит от ρ).
Лемма 1.
При ρ ∈ γn имеют место асимптотические формулы

v(j)(x, ρ) = v0(j)(x, ρ) +O
(
ρj−1

)
, j = 0, 1, 2

v(j)(x, ρ) (g, z2)− v0(j)(x, ρ)
(
g, z02

)
= v0(j)(x, ρ)

(
g, z2 − z02

)
+O

(
ρj−1 (g, z2)

)
,

(j = 0, 1, 2),

(g, z2) = ρ−1 [(g1(ξ) cosµξ, sin πnξ) + (g1(ξ) sinµξ, cos πnξ)](
g, z2 − z02

)
= ρ−2 [(g2(ξ) cosµξ, cosπnξ)− (g2(ξ) sinµξ, sin πnξ)]

где

ρ = πn+ µ, µ ∈ γ0,

g1(ξ) = g(ξ) +

∫ 1

ξ

K(τ, ξ)g(τ)dτ,

g2(ξ) = −g(ξ)K(ξ, ξ) +

∫ 1

ξ

K ′
ξ(τ, ξ)g(τ)dτ
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Лемма 2.
Обозначим через ψ(x) функции cosx или sinx. Пусть f(x) ∈ Lox [0, 1]

и f(x, µ) = f(x)ψ(µx), µ ∈ γ0, βn(µ) = (f(x, µ), ψ(πnx)). Тогда верна оценка

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| ≤ c

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

где с > 0 и не зависит от n1, n2 и µ ∈ γ0.
Обозначим

an(x, t) = − 1

2πi

∫
γn

2ρ cos ρt

λ− µ0

[
v(x, ρ) (g, z2)− v0(x, ρ)

(
g, z02

)]
dρ

Использованием леммы 1 получаем
Лемма 3.Ряды

∑
a
(j)
n,xj(x, t),

∑
a
(j)

n,t(
(x, t), j = 0, 1, 2

сходятся абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1] и t ∈ [−T, T ], где T > 0 -
любое фиксированное число.

Так как u2(x, t) =(6), то из леммы 3 вытекает
Лемма 4.Ряд u2(x, t) допускает почленное дифференцирование два-

жды по x и t при x ∈ [0, 1]u t ∈ (−∞,∞).
Теорема 8. Формальное решение

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλφ)cosptdλ−
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

(Rλφ)cosptdλ,

есть классическое решение задачи (1)-(2) при минимальных условиях (4) на
φ(x).

В Главе 2 рассматривается смешанная задача

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) (7)

u(0, t) = u(1, t), ux(0, t) = ux(1, t) (8)
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u(x, 0) = φ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞) (9)

где q(x) ∈ C[0, 1] - комплекснозначная функция. Естественные мини-
мальные требования для классического решения следующие:

φ(x) ∈ C2[0, 1], φ(0) = φ(1), φ′(0) = φ′(1) (10)

Кроме того, в силу дифференциального уравнения (7) имеем

φ′′(0)− φ′′(1)− (q(0)− q(1))φ(0) = 0 (11)

При применении метода Фурье здесь возникают трудности из-за воз-
можной кратности собственных значений соответствующей спектральной за-
дачи. Успешно справиться с этими трудностями позволяет резольвентный
подход.

По методу Фурье с задачей (7)-(9) связывает спектральная задача для
оператора L

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x), y(0) = y(1), y′(0) = y′(1) (12)

Теорема 9.Для резольвенты Rλ оператора L имеет место формула

Rλf = −z1(x, ρ)
∆(ρ)

∣∣∣∣∣ U1 (Mρf) u12(ρ)

U2 (Mρf) u22(ρ)

∣∣∣∣∣−z2(x, ρ)∆(ρ)

∣∣∣∣∣ u11(ρ) U1 (Mρf)

u21(ρ) U2 (Mρf)

∣∣∣∣∣+(Mρf) (x),

где
U1(y) = y(0)− y(1), U2(y) = y′(0)− y′(1), uij(ρ) = Ui (zj) ,

∆(ρ) = det (uij(ρ))
2
i,j=1 , λ = ρ2,Re ρ ≥ 0

.
Теорема 10.Имеет место формула

Rλf = w1(x, ρ) (f, z1) + w2(x, ρ) (f, z2) + (Mρf) (x)

где
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w1(x, ρ) =
z1(x, ρ)v11(ρ) + z2(x, ρ)v21(ρ)

∆(ρ)
, w2(x, ρ) =

z1(x, ρ)v12(ρ) + z2(x, ρ)v22(ρ)

∆(ρ)

v11(ρ) = −u12(ρ)z′2(1, ρ) + u22(ρ)z2(1, ρ), v12(ρ) = −u22(ρ)z1(1, ρ) + u12(ρ)z
′
1(1, ρ)

v21(ρ) = −u21(ρ)z2(1, ρ) + u11(ρ)z
′
2(1, ρ), v22(ρ) = −u11(ρ)z′1(1, ρ) + u21(ρ)z1(1, ρ)

Теорема 11.Нули ρn функции ∆(ρ), достаточно большие по модулю,
образуют две серии с асимптотикой ρ′n = 2πn+ε′n, ρ

′′
n = 2πn+ε′′n (n = n0, n0 + 1, . . .),

где ε′n и ε′′n стремятся к нулю при n→ ∞. В случае ε′n ̸= ε′′n они простые, а в
случае ε′n = ε′′n они двукратные.

Теперь уже для задачи (7)-(9) обозначим через γn окружности γn =

{ρ||ρ − 2πn |= δ}, δ > 0 и пусть обозначим ∆0(ρ) =
(
u0ij(ρ)

)2
1
, где u0ij(ρ) =

Ui

(
z0j
)
.

Лемма 5.При ρ ∈ γn имеют место асимптотические формулы

z
(j)
1 (x, ρ) = z

0(j)
1 (x, ρ) +O

(
ρj−1

)
, z

(j)
2 (x, ρ) = z

0(j)
2 (x, ρ) +O

(
ρj−2

)
где j = 0, 1, 2, z

(j)
k (x, ρ) есть j − производная по функции zk(x, ρ), z01(x, ρ) =

cos ρx, z02(x, ρ) = sin ρx/ρ.
Лемма 6. При ρ ∈ γn имеет место формула

1

∆(ρ)
=

1

∆0(ρ)
+O

(
1

ρ

)
Лемма 7.При ρ ∈ γn имеют место формулы

(g, z1) = (g3(ξ) cosµξ, cos 2πnξ)− (g3(ξ) sinµξ, sin 2πnξ)(
g, z1 − z01

)
=

1

2πn+ µ
[(g4(ξ) cosµξ, sin 2πnξ) + (g4(ξ) sinµξ, cos 2πnξ)]

где

g3(ξ) = g(ξ) +

∫ 1

ξ

K1(τ, ξ)g(τ)dτ,
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g4(ξ) = g(ξ)K1(ξ, ξ)−
∫ 1

ξ

K ′
1ξ(τ, ξ)g(τ)dτ, g(ξ) ∈ C[0, 1]

Лемма 8. При ρ ∈ γn имеют место формулы

(g, z2) =
1

2πn+ µ
[(g5(ξ) cosµξ, sin 2πnξ) + (g5(ξ) sinµξ, cos 2πnξ)]

(
g, z2 − z02

)
=

1

(2πn+ µ)2
[(g6(ξ) cosµξ, cos 2πnξ)− (g6(ξ) sinµξ, sin 2πnξ)]

где

g5(ξ) = g(ξ) +

∫ 1

ξ

K(τ, ξ)g(τ)dτ, g6(ξ) = −g(ξ)K(ξ, ξ) +

∫ 1

ξ

K ′
ξ(τ, ξ)g(τ)dτ,

g(ξ) ∈ C[0, 1]

Лемма 9.
При ρ ∈ γn имеют место асимптотические формулы

w
(j)
1,x′(x, ρ) = w

(j)
1,x′(x, ρ) +O

(
nj−2

)
, w

(j)

2,x((x, ρ) = w
(j)
2,x′(x, ρ) +O

(
nj−1

)
где j = 0, 1, 2, w0

k(x, ρ) есть wk(x, ρ) для случая оператора L0 (т.е. опе-
ратора L при q(x) ≡ 0 ). Оценки О(..) равномерны по x ∈ [0, 1] и µ, где
µ = ρ− 2πn.

По методу Фурье формальное решение задачи (7)-(9) имеет вид

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλφ)cosptdλ−
∑
n≥n0

1

2πi

∫
γ̃n

(Rλφ)cosptdλ,

гдеRλ есть резольвента оператора L из (12), а γ̃n- образ в λ- плоскости окруж-
ности γn = {ρ||ρ − 2πn |= δ}. Для формального решения сохраняется фор-
мула (7) и представление (9), т.е. u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t).

Теорема 12.Формальное решение сходится абсолютно и равномерно
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по x ∈ [0, 1] и всех t ∈ [−T, T ], где T > 0 - любое фиксированное число.
Теорема 13. Для u0(x, t) имеет место формула

u0(x, t) =
1

2
[φ̃1(x+ t) + φ̃1(x− t)] ,

где, φ̃1(x) ∈ C2(−∞,∞),нечетна, φ̃1(x) = φ̃1(x + t), и φ̃1 = φ1(x) при x ∈
[0, 1].

Теорема 14.Функция u0(x, t) есть классическое решение смешанной
задачи

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
, u(0, t) = u(1, t), u′x(0, t) = u′x(1, t)

u(x, 0) = φ1(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞)

Лемма 10.Пусть ψ(x) и f(x) те же, что и в лемме 2, βn(µ) = (f(x, µ), ψ(2πnx)).
Тогда справедлива оценка

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| ≤ c

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2
,

где c > 0 и не зависит n1, n2, µ ∈ γ0

Обозначим

bn(x, t) = − 1

2πi

∫
1

λ− µ0
[w1(x, ρ) (g, z1) + w2(x, ρ) (g, z2)−

−w0
1(x, ρ)

(
g, z01

)
− w0

2(x, ρ)
(
g, z02

)
] cos ρtdλ

Лемма 11. Ряды

∑
b
(j)
n,xj(x, t),

∑
b
(j)
n,tj(x, t), j = 0, 1, 2

сходятся абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1] и t ∈ [−T, T ] при любом
фиксированном T > 0.

Теорема 15. Формальный ряд u(x, t) задачи (7)-(9) дает классическое
решение при условиях (10),(11).
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Заключение.В данной работе рассмотрены и подробно изложены но-

вые подходы к обоснованию метода Фурье в смешанной задаче для однород-
ного волнового уравнения с нулевой начальной скоростью и двумя видами
граничных условий, когда концы закреплены или периодического типа.

Основными результатами работы являются теоремы о совпадении клас-
сического решения этих смешанных задач с их формальным решением по
методу Фурье при минимальных условиях гладкости исходных данных. В ос-
нове этих результатов резольвентный подход в методе Фурье А.П.Хромова.
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