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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1. Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Âñå íà÷àëîñü ñ ¾Íà÷àë¿ Åâ-

êëèäà. Â òðèíàäöàòè êíèãàõ îí èçëîæèë âñå íàêîïëåííûå ê òîìó âðåìåíè

ãåîìåòðè÷åñêèå çíàíèÿ. Â ïåðâîé èç íèõ Åâêëèä ïðèâåë ñïèñîê èç ïÿòè ïî-

ñòóëàòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè:

1. Îò âñÿêîé òî÷êè äî âñÿêîé òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ.

2. Îãðàíè÷åííóþ ïðÿìóþ ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü äî ïðÿìîé.

3. Èç âñÿêîãî öåíòà âñÿêèì ðàäèóñîì ìîæåò áûòü îïèñàí êðóã.

4. Âñå ïðÿìûå óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

5. Åñëè ïðÿìàÿ, ïàäàþùàÿ íà äâå ïðÿìûå, îáðàçóåò âíóòðåííèå îäíîñòî-

ðîííèå óãëû, ìåíüøèå äâóõ ïðÿìûõ, òî, ïðîäîëæåííûå íåîãðàíè÷åííî,

ýòè äâå ïðÿìûå âñòðåòÿòñÿ ñ òîé ñòîðîíû, ãäå óãëû ìåíüøå äâóõ ïðÿ-

ìûõ.

Ïÿòûé ïîñòóëàò ýêâèâàëåíòåí àêñèîìå ïàðàëëåëüíîñòè Åâêëèäà: ÷åðåç òî÷-

êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé ëèíèè, ïðîõîäèò â òî÷íîñòè îäíà ïðÿìàÿ

ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé.

Åâêëèä ÷åðïàë ìàòåðèàë äëÿ ñâîèõ êíèã èç ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ, ïîýòîìó

íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî â òîì, ÷òî èç åãî ¾Íà÷àë¿ ñìîãëè ðàçâèòüñÿ äâå

ñàìîñòîÿòåëüíûå ãåîìåòðèè, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ êàê ñâîåé ëîãè÷åñêîé îñ-

íîâîé, òàê è ñâîèìè ïåðâîíà÷àëüíûìè ïîíÿòèÿìè è àêñèîìàìè. Îíè èçâåñòíû

êàê àáñîëþòíàÿ è àôôèííàÿ ãåîìåòðèè.

Àáñîëþòíàÿ ãåîìåòðèÿ, êîòîðóþ âïåðâûå âûäåëèë Áîéÿè - ýòî ÷àñòü åâ-

êëèäîâîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ îïèðàåòñÿ íà ÷åòûðå ïîñòóëàòà è íå çàâèñèò îò

ïÿòîãî. Îíà íå îïèðàåòñÿ íà åäèíñòâåííîñòü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé

ïðÿìîé è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

Çàòî â àôôèííîé ãåîìåòðèè, êîòîðóþ âïåðâûå âûäåëèë Ýéëåð, ýòà åäèí-

ñòâåííîñòü ïàðàëëåëüíîé èãðàåò âåäóùóþ ðîëü. Òðåòèé è ÷åòâåðòûå ïîñòóëà-

òû òåðÿþò â íåé ñìûñë, òàê êàê â ýòîé ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè íå ðàññìàòðèâà-

þòñÿ, à óãëû íå èçìåðÿþòñÿ. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûìè äîïóñòèìûìè äâèæåíè-

ÿìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ è öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ. Àôôèííûå

ïðåäïîëîæåíèÿ Åâêëèäà - ýòî òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ñè-

ëó ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñ îäíîé ïëîñêîñòè íà äðóãóþ [1].
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Ïîñêîëüêó êàæäîå ïðåäïîëîæåíèå Åâêëèäà ïðèíàäëåæèò ëèáî àôôèí-

íîé, ëèáî àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè, ëèáî íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé èç íèõ,

òî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòè äâå ãåîìåòðèè íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî, êðî-

ìå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîñòóëàòîâ. Îäíàêî ñóùåñòâóåò ãðóïïà âåñüìà âàæíûõ

ïðåäïîëîæåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ îáåèì ãåîìåòðèÿì. Îñíîâíîé èäååé â ýòèõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ èäåÿ î ðàñïîëîæåíèè ¾ìåæäó¿ (èëè ¾ïðîìåæó-

òî÷íîñòè¿), êîòîðóþ Åâêëèä èñïîëüçîâàë â ñâîåì îïðåäåëåíèè ¾êîíöû ëèíèè

- òî÷êè¿, ãäå ëèíèÿ, ïîä êîòîðîé èìååòñÿ â âèäó ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê,

îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî, ÷òî íàõîäèòñÿ ìåæäó åå êîíöàìè. Îäíàêî ëèíèÿ è òî÷-

êà ðàçíûå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ýëåìåíòû, îò÷åãî èõ ñ òðóäîì ìîæíî ïðèïèñàòü

ê îäíîìó ìíîæåñòâó. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î âîçìîæíîñòè ïðèíÿòü ïîíÿòèå

¾ëåæàòü ìåæäó¿ â êà÷åñòâå ïåðâîíà÷àëüíîãî è îïðåäåëÿòü ïðÿìîëèíåéíûé

îòðåçîê êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, ëåæàùèõ ìåæäó äâóìÿ äàííûìè òî÷êà-

ìè.

Ïðîñòàÿ ãåîìåòðèÿ, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â ýòîé ðàáîòå è êîòîðàÿ ëåãëà

â îñíîâó àôôèííîé è àáñîëþòíîé, äîñòàòî÷íî âàæíà, ÷òîáû èìåòü ñâîå íà-

çâàíèå. Íàçâàíèå ¾äåñêðèïòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ¿, êîòîðîå ïðèìåíÿåò Áåðòðàí

Ðàññåë [2], êàæåòñÿ íåóäà÷íûì, òàê êàê óïîòðåáëÿåòñÿ â ñìûñëå íà÷åðòàòåëü-

íîé ãåîìåòðèè. Àðòèí [3] íàçâàë ýòó ãåîìåòðèþ ãåîìåòðèåé ïîðÿäêà, êîòîðàÿ

òàê è âîøëà â ðóññêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ. Ñîãëàñíî Õàøèìî-

òî [4] ýòó ãåîìåòðèþ â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü ïîä íàçâà-

íèåì ¾betweenness geometry¿, ÷òî ìîæíî ïåðåâåñòè êàê ¾ãåîìåòðèÿ ïðîìåæó-

òî÷íîñòè¿. Ïðèäåðæèâàÿñü ðóññêîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè, ìû áóäåì

íàçûâàòü ýòó ãåîìåòðèþ ãåîìåòðèåé ïîðÿäêà.

2. Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçó÷èòü ãåîìåòðèþ ïîðÿäêà, èñòîðèþ åå

ïîÿâëåíèÿ è ñàìóþ ðàñïðîñòðàíåííóþ àêñèîìàòèêó, ïðåäëîæåííóþ Ïàøåì è

óïðîùåííóþ Âåáëåíîì. Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû

è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Íàéòè ìàòåðèàë ïî äàííîé òåìå, ïåðåâåñòè åãî è ïðîàíàëèçèðîâàòü.

2. Èçó÷èòü èñòîðèþ ãåîìåòðèè ïîðÿäêà.

3. Ñòðóêòóðèðîâàòü ïîëó÷åííûé ìàòåðèàë è ïðåäñòàâèòü â ãîòîâîé ðàáî-

òå.
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4. Ñ ïîìîùüþ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python è áèáëèîòåêè matplotlib

âûïîëíèòü èëëþñòðàöèè ê ðàáîòå.

3. Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ðàçäåëîâ,

çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ñîñòîÿùåãî èç 22 íàèìåíî-

âàíèé, è òðåõ ïðèëîæåíèé, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ êîä âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ â

äèïëîìå èçîáðàæåíèé. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 63 ñòðàíèöû âìåñòå ñ ïðè-

ëîæåíèÿìè.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà èñòîðèÿ ãåîìåòðèè ïîðÿäêà. Âòîðîé ðàçäåë

ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ îòíîøåíèþ "áûòü ìåæäó"äëÿ ïðÿìûõ, à â òðåòüåì - äëÿ

ïëîñêîñòè. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû àêñèîìà î ðàçáèåíèè è

îäíîèìåííàÿ òåîðåìà. Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïàðàëëåëüíîñòè.

4. Ìåòîäû ðàáîòû. Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû èçó÷åí, ïåðåâåäåí íà ðóñ-

ñêèé è ñèñòåìàòèçèðîâàí èìåþùèéñÿ ìàòåðèàë ïî ãåîìåòðèè ïîðÿäêà. Ïðè

íàïèñàíèè ðàáîòû áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àíàëèçà ëèòåðàòóðû, äåäóê-

öèè, èíäóêöèè è ôîðìàëèçàöèè.

5. Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ ñäåëàí äîêëàä íà

çàñåäàíèè êàôåäðû ãåîìåòðèè.

Îñíîâíûå àêñèîìû áûòü ìåæäó

Â ãåîìåòðèè ïîðÿäêà, ðàññìàòðèâàåìîé íàìè, çà îñíîâó áåðóò òî÷êè è îò-

íîøåíèå ïðîìåæóòî÷íîñòè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà

B ëåæèò ìåæäó A è C è çàïèñûâàåòñÿ êàê [ABC]. Åñëè æå B íå ëåæèò

ìåæäó A è C, òî çàïèñü âûãëÿäèò êàê ¾íå [ABC]¿. Ãåîìåòðèÿ ïîðÿäêà îïèðà-

åòñÿ íà äåñÿòü àêñèîì, îäíàêî ìû ðàññìîòðèì òîëüêî äåâÿòü, êîòîðûå áóäóò

ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå ïîñëåäîâàòåëüíî, ôîðìèðóÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåî-

ðåìû.

Àêñèîìà 2.1. Ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå òî÷êè.

Àêñèîìà 2.2. A è B - ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òîãäà ∃C òàêàÿ, ÷òî [ABC]

Àêñèîìà 2.3. Åñëè [ABC], òî A ̸= C

Àêñèîìà 2.4. Åñëè [ABC], òî [CBA], íî íå [BCA]

Ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ ÷åòûðåõ àêñèîì ìû óæå ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü

íåñêîëüêî òåîðåì è äàòü îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå â èòîãå ïðèâåäóò íàñ ê îïðåäå-
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ëåíèþ ïðÿìîé, êîòîðàÿ â äðóãèõ ãåîìåòðèÿõ óæå ñ÷èòàåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíûì

ïîíÿòèåì.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè [ABC], òî íå [CAB]

Òåîðåìà 2.2. Åñëè [ABC], òî A ̸= B ̸= C.

Îïðåäåëåíèå 2.1. A è B - äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê P ,

òàêèõ ÷òî [APB], íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì AB. Åñëè [APB], òî ãîâîðÿò, ÷òî

òî÷êà P ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó AB (P ∈ AB).

Ýòî îïðåäåëåíèå ïåðâûé øàã ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïðÿìîé.

Òåîðåìà 2.3. A,B /∈ AB, ãäå AB - èíòåðâàë.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Îòðåçêîì íàçûâàåòñÿ AB = A + AB + B, ãäå AB - èí-

òåðâàë, à A è B - åãî êîíöû.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ëó÷îì A/B (¾èñõîäèò èç òî÷êè A â ñòîðîíó, ïðîòèâîïî-

ëîæíóþ òî÷êå B¿) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê P , òàêèõ ÷òî [PAB].

Îïðåäåëèâ îòðåçîê è ëó÷ ÷åðåç ìíîæåñòâî òî÷åê, ìû òåïåðü ìîæåì îïðå-

äåëèòü ïðÿìóþ ÷åðåç ýòè ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ AB = A/B + AB + B/A, ãäå AB -

îòðåçîê, à A/B,B/A - ëó÷è.

Àêñèîìà 2.5. AB - ïðÿìàÿ, C,D ∈ AB - ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òîãäà A ∈ CD

- ïðÿìàÿ.

Òåîðåìà 2.5. AB - ïðÿìàÿ, C,D ∈ AB - ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òîãäà AB = CD.

Ñëåäñòâèå 2.5.1. A,B - ðàçëè÷íûå òî÷êè, òîãäà ∃!AB - ïðÿìàÿ.

Ñëåäñòâèå 2.5.2. AB,CD - äâå ïðÿìûå, òîãäà ∃!F - èõ îáùàÿ òî÷êà. F

íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ, è ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

F .

Àêñèîìà 2.6. ∀AB - ïðÿìîé ∃C /∈ AB.
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Îïðåäåëåíèå 2.6. [ABC] è [ACD], òîãäà [ABCD].

Äëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê ñîõðàíÿþòñÿ ¾íàãëÿäíûå¿ ñâîéñòâà. Íàïðèìåð: åñëè

[ABCD], òî [DCBA] è íèêàê èíà÷å.

Ïóñòü n ðàçëè÷íûõ êîëëèíåàðíûõ òî÷åê, ãäå n > 1 è n ∈ N - P1, P2, ..., Pn,

ðàçáèâàþò ïðÿìóþ, êîòîðîé ïðèíàäëåæàò, íà äâà ëó÷à P1/Pn è Pn/P1 è n−1

èíòåðâàëîâ

P1P2, P2P3, ..., Pn−1Pn,

â êàæäîì èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ íè îäíîé èç íàøèõ òî÷åê. Òîãäà ýòè

òî÷êè ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå P1P2...Pn è çàïèñûâàþòñÿ [P1P2...Pn]. Ñëåäî-

âàòåëüíî

[P1P2...Pn] ⇔ [P1P2P3], [P2P3P4], ..., [Pn−2Pn−1Pn].

Òåîðåìà 2.16. Åñëè ABC - òðåóãîëüíèê è òî÷êè F è D òàêèå, ÷òî [AFB] è

[BCD]. Òîãäà DF - ïðÿìàÿ è ∃E ∈ DF - òàêàÿ, ÷òî [CEA].

Ïëîñêîñòè

Íàñòàëî âðåìÿ ïåðåâåñòè ãåîìåòðèþ ïîðÿäêà, î êîòîðîé ìû ðàíåå ðàññóæ-

äàëè â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè îäèí, òî åñòü ãîâîðèëè òîëüêî î ïðÿìûõ, â

ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè äâà è îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. A,B,C - íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè. Òîãäà ïëîñêîñòü ABC

- ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå êîëëèíåàðíû ïàðàì òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ

îäíîé èëè äâóì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC. Îòðåçîê, èíòåðâàë, ëó÷ èëè

ïðÿìàÿ ëåæàò â ïëîñêîñòè, åñëè âñå èõ òî÷êè ïðèíàäëåæàò åé.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ââå-

äåì ñîîòâåòñâóþùóþ àêñèîìó:

Àêñèîìà 3.1. Âñå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Àêñèîìû, îïðåäåëåííûå íàìè ðàíåå, ïîçâîëÿò âûâåñòè èçâåñòíûå ñâîéñòâà

èíöèäåíòíîñòè â ïëîñêîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. α - ïëîñêîñòü, A,B,C - íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè. Òîãäà

A,B,C ∈ α ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ýòó ïëîñêîñòü.
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Ïðåäëîæåíèå 3.2. α - ïëîñêîñòü, a - ïðÿìàÿ, A,B ∈ a - ðàçëè÷íûå òî÷êè

ïðÿìîé. Åñëè A,B ∈ α, òî è âñå îñòàëüíûå òî÷êè ïðÿìîé òàêæå ïðèíàäëåæàò

ýòîé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Óãîë - ýòî ôèãóðà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òî÷êè O è äâóõ

íåêîëëèíåàðíûõ ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç íåå, OA è OB. O íàçûâàåòñÿ âåðøè-

íîé, à OA è OB - ñòîðîíàìè óãëà.

Óãîë îáîçíà÷àåòñÿ ∠AOB èëè ∠BOA. Ñòîðîíû ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê a1

è b1, òîãäà óãîë ìîæíî çàïèñàòü êàê a1b1 èëè b1a1. Ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà òî÷åê

A è B íà ñîîòâåòñâóþùèõ ñòîðîíàõ îïðåäåëÿåò îäèí è òîò æå óãîë a1b1.

Åñëè òî÷êà C òàêàÿ, ÷òî [ACB], òî ëó÷ OC ëåæèò âíóòðè óãëà (èëè

ìåæäó ëó÷àìè OA è OB).

Îïðåäåëåíèå 3.3. Âûïóêëàÿ îáëàñòü - ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå ëþáûå äâå

ìîæíî ñîåäèíèòü îòðåçêîì, êîòîðûé òàê æå ñîñòîèò èç òî÷åê ìíîæåñòâà, è

êàæäàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâóì òàêèì íåêêîëèíåàðíûì

îòðåçêàì.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Óãëîâàÿ îáëàñòü - ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ëó÷åê, êîòîðûå

ëåæàò âíóòðè óãëà.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü - ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå ëå-

æàò ìåæäó ïàðàìè òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèì ðàçëè÷íûì ñòîðîíàì òðåóãîëü-

íèêà, òî åñòü âíóòðè òðåóãîëüíèêà.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Óãîë/òðåóãîëüíèê îãðàíè÷èâàåò óãëîâóþ/òðåóãîëüíóþ

îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 3.6. α - ïëîñêîñòü, a ∈ α - ïðÿìàÿ. Òîãäà ýòà ïðÿìàÿ ðàçáèâàåò

ýòó ïëîñêîñòü íà äâå âûïóêëûå îáëàñòè - ïîëóïëîñêîñòè.

Äâå òî÷êè íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé a, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò

îäíîé ïëîñêîñòè. Åñëè æå òî÷êè ïðèíàäëåæàò äîïîëíèòåëüíûì ïîëóïëîñêî-

ñòÿì, òî îíè íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé a, òî åñòü ïðÿìàÿ a

ðàçäåëÿåò ýòè òî÷êè.
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Îáùàÿ òî÷êà F èç ñëåäñòâèÿ 2.5.2 ðàçáèâàåò äâå ïðÿìûå íà 4 ëó÷à: AB íà

a1, a2, CD íà b1, b2 ïî îäíîìó â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé, êîòîðûå îïðåäåëÿ-

þòñÿ ïðÿìîé AB è êîòîðûå òàêæå ðàçáèâàþòñÿ ýòèìè ëó÷àìè íà äâå óãëîâûå

îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå AB è CD ðàçáèâàþò

ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå óãëîâûå îáëàñòè, êîòîðûå îãðàíè÷åíû óãëàìè

b1a1, a1b2, b2a2, a2b1.

.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîòèâîïîëîæíûå ëó÷è a1 è a2 ðàçäåëÿþò ëó÷è b1 è b2. Ýòè

ëó÷è òàêæå ðàçäåëÿþò âñå ëó÷è, ëåæàùèå âíóòðè îäíîãî èç óãëîâ a1b1, b1a2,

è âñå ëó÷è, ëåæàùèå âíóòðè îäíîãî èç óãëîâ a2b2, b2a1, ñîîòâåòñòâåííî. Ëó÷è

a1 è b1 òàê æå îòäåëÿþò ëó÷è, ëåæàùèå ìåæäó íèìè, îò ëó÷åé â îñòàëüíûõ

óãëîâûõ îáëàñòÿõ: b1a2, a2, b2 èëè b2a1.

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå 2.4, êîòîðîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå òî÷-

êè A è B ðàçáèâàþò ïðÿìóþ, êîòîðîé îíè ïðèíàäëåæàò, íà òðè ÷àñòè: îòðåçîê

AB è ëó÷è A/B è B/A. Èç ýòîãî ìîæíî âûâåñòè, ÷òî äâå êîìïëàíàðíûå ïðÿ-

ìûå a è b ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü λ, òàêóþ ÷òî a, b ∈ α, íà òðè îáëàñòè: α, γ è β.

Îáëàñòü γ ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè, òî åñòü ñîñòîèò èç òî÷åê îòðåçêîâ

AB, ãäå A ∈ a,B ∈ b.

Òîãäà ïðÿìàÿ c ëåæèò ìåæäó a è b, åñëè îíà ïåðåñåêàåò òàêèå îòðåçêè

AB, íî íå ïåðåñåêàåò ïðÿìûå a è b. Îáîçíà÷àåòñÿ [acb].

Ñòîèò òàê æå îòìåòèòü, ÷òî ãåîìåòðèÿ ïîðÿäêà äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå

ïðîñòðàíñòâà, à òàê æå ãèïåðïðîñòðàíñòâà, äëÿ ÷åãî ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñâóþ-

ùèå àêñèîìû, íî â äàííîé ðàáîòå îíè ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò.

Íåïðåðûâíîñòü è òåîðåìà î ðàçáèåíèè

Íàì èçâåñòíî, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè íàéäåòñÿ åùå

îäíî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë, ÷òî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ðàöèîíàëü-

íî. Òî÷íî òàê æå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ïî òåîðåìå ?? íàéäåòñÿ åùå

îäíà òî÷êà è, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ òî÷åê, ÷òî, îäíàêî, íå

îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ¾íåïðåðûâíà¿. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè åùå îäíó

àêñèîìó.
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Àêñèîìà 4.1. Ïóñòü P1, P2 ̸= ∅ - ìíîæåñòâà òî÷åê, îáðàçóþùèõñÿ ïðè ëþ-

áîì ðàçáèåíèè âñåõ òî÷åê íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ïðè÷åì ∀A1 ∈ P1, A2, B2 ∈ P2

ñïðàâåäëèâî íå [A2A1B2], àíàëîãè÷íî ñ òî÷êàìè èç ìíîæåñòâà P2. Òîãäà ∃F
- òàêàÿ òî÷êà, ÷òî

[A1B1...FA2B2..],

ãäå A1, B1, ... ∈ P1 è A2, B2, ... ∈ P2, à F ∈ P1 èëè P2.

Âìåñòî ¾ïðÿìîé¿ â äàííîé àêñèîìå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ¾ëó÷¿, èëè ¾èí-

òåðâàë¿, èëè ¾îòðåçîê¿, ïîëó÷àÿ àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ. Òàê æå èç ýòîé

àêñèîìû, ðàññìàòðèâàÿ ìíîæåñòâî ëó÷åé âíóòðè óãëà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü P1 ∩ P2 = ∅ - ìíîæåñòâà ëó÷åé, îáðàçóþùèõñÿ ïðè ëþ-

áîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà âñåõ ëåæàùèõ âíóòðè óãëà AOB ëó÷åé. Ïðè÷åì

∀a1 ∈ P1, a2, b2 ∈ P2 ñïðàâåäëèâî íå [a2a1b2], àíàëîãè÷íî ñ ëó÷àìè èç ìíîæå-

ñòâà P2. Òîãäà ∃f - ëó÷, òàêîé, ÷òî

[a1b1...fa2b2..],

ãäå a1, b1, ... ∈ P1 è a2, b2, ... ∈ P2, à f ∈ P1 èëè P2.

Ïàðàëëåëüíîñòü

Ïàðàëëåëüíîñòü, êîòîðàÿ â Åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñ÷èòàåòñÿ àêñèîìîé, â

ãåîìåòðèè ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ òåîðåìó, äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà êîòîðîé íåîáõîäèìû âñå èçó÷åííîå íàìè ðàíåå.

Òåîðåìà 5.1. ∀r - ïðÿìîé è ∀A /∈ r - òî÷êè, ∃q, p ∈ Ar - ëó÷è, êîòîðûå

âûõîäÿò èç òî÷êè A, íå ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ r è îòäåëÿþò ëó÷è, êîòîðûå

âûõîäÿò èç A è ïåðåñåêàþò r, îò ëó÷åé, êîòîðûå âûõîäÿò èç A è íå ïåðåñåêàþò

r.

Ëó÷è p è q, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè A, íàçûâàþò ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé r

â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: ëó÷ p ïàðàëëåëåí ëó÷ó C/B, à ëó÷ q ïàðàëëåëåí ëó÷ó

B/C. Òàê æå ãîâîðÿò, ÷òî äâà ëó÷à èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå, åñëè îíè

ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé èõ íà÷àëüíûå òî÷êè.
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Îïðåäåëèì ëó÷è, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé r, âûõîäÿùèå èç ïðèíàäëåæàùåé

ýòîé ïðÿìîé òî÷êè A, êàê ëó÷è, íà êîòîðûå òî÷êà A ðàçáèâàåò ïðÿìóþ r.

Çàäàäèì âîïðîñ, áóäóò ëè äëÿ äðóãèõ ïîëîæåíèé òî÷êè A /∈ r ëó÷è p è q

ïðèíàäëåæàòü îäíîé ïðÿìîé.

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì àôôèíóþ ãåîìåòðèþ, òî îòâåò ïîëîæèòåëüíûé, è

ïðÿìàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ëó÷åé p è q, ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè,

â îäíîé èç êîòîðûõ ïîëíîñòüþ ëåæèò ïðÿìàÿ r.

Åñëè æå ìû ðàññìàòðèâàåì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, òî îòâåò áóäåò

îòðèöàòåëüíûì, è ïðÿìûå a è b, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ëó÷è p è q, ðàçáèâàþò

ïëîñêîñòü íà 4 óãëîâûå îáëàñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

5.1, ïðÿìàÿ r öåëèêîì ëåæèò â îäíîé èç 4 óãëîâûõ îáëàñòåé, îïðåäåëÿåìîé

ëó÷àìè p è q.

Ñëåäñòâèå 5.1.1. Ïóñòü òî÷êà A /∈ r - ïðÿìàÿ. Òîãäà ÷åðåç òî÷êó A ïðîõîäèò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè Ar è íå ïåðåñåêàåò

ïðÿìóþ r.

Åùå îäíèì èçâåñòíûì ñâîéñòâîì ïàðàëëåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ¾íåçàâèñè-

ìîñòü îò âûáîðà íà÷àëà ëó÷à¿, î ÷åì ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü r - ïðÿìàÿ, p1 - ïàðàëëåëüíûé åé ëó÷. Òîãäà, åñëè ïåðå-

íåñòè íà÷àëî ëó÷à â äðóãóþ òî÷êó òîé æå ïðÿìîé, îíè îñòàíóòñÿ ïàðàëëåëü-

íûìè.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìàÿ p = AA′ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé

r = BC. Íî íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ïîíÿòèå ¾ïàðàëëåëèçìà¿ ñâÿçàíî ñ âûáîðîì

îïðåäåëåííîãî ¾íàïðàâëåíèÿ¿ íà êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïðÿìûõ. Áûëî

äàæå äîêàçàíî, ÷òî íåâîçìîæíî ñðåäñòâàìè îäíîé òîëüêî äâóìåðíîé ãåîìåò-

ðèè ïîðÿäêà óñòàíîâèòü ¾ñèììåòðè÷íîñòü¿ ýòîãî ïîíÿòèÿ, òî åñòü äîêàçàòü,

÷òî åñëè ïðÿìàÿ p ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé r, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ

r ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé p. ×òîáû ñäåëàòü ýòî íåîáõîäèìî ââåñòè àêñèîìó î

íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ê ïëîñêîñòè è ïåðåéòè ê ïðîñòðàíñòâàì.

Òàêæå ìû íå ìîæåì óñòàíîâèòü ¾òðàíçèòèâíîñòü¿ ïîíÿòèÿ ¾ïàðàëëåëèç-

ìà¿, òî åñòü äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðÿìûå p è q ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé r â îäíîì

íàïðàâëåíèè, òî îíè ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî áûë ñäåëàí øàã íà

ïóòè ê ýòîìó â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû:
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Òåîðåìà 5.3. p è r - äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû òðåòüåé ïðÿìîé s â îäíîì

íàïðàâëåíèè. Òîãäà ∃t - ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ýòè òðè ïðÿìûå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîäðîáíî èçó÷èëè, ÷òî ãåîìåòðèÿ ïîðÿäêà ïðåäñòàâ-

ëÿåò èç ñåáÿ ãåîìåòðèþ, ãäå îñíîâíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, à îñíîâ-

íûì îòíîøåíèåì - ¾áûòü ìåæäó¿. Âñåãî ãåîìåòðèÿ ïîðÿäêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ

äåñÿòü àêñèîì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ â äàëüíåéøåì ôîðìèðóþòñÿ òåîðåìû,

îïðåäåëåíèÿ, ñëåäñòâèÿ è ò.ä. Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî

îòíîøåíèå ¾áûòü ìåæäó¿ è ñëåäóþùèå èç íåãî ïîíÿòèÿ îòðåçêà, èíòåðâà-

ëà, ëó÷à, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû ïîëó÷èëè ïîíÿòèå ïðÿìîé. Èç îäíîìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ïîçæå ìû ïåðåøëè â äâóìåðíîå è îïðåäåëèëè ïîíÿòèå ïëîñêî-

ñòåé, óãëà, óãëîâûõ îáëàñòåé, ïîëóïëîñêîñòåé. Ìû èçó÷èëè âàæíóþ àêñèîìó

î ðàçáèåíèè, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà íàì âûâåñòè òåîðåìó î ïàðàëëåëüíîñòè â

ãåîìåòðè ïîðÿäêà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñìîãëè ïîäðîáíî èçó÷èòü ãåîìåòðèþ ïîðÿäêà, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé àôôèíîé è àáñîëþòíîé ãåîìåòðèé, ÷òî â äàëüíåéøåì ìîæåò

ïîìî÷ü â èõ èçó÷åíèè, à òàê æå çà ñ÷åò ýòîãî ðàñøèðèëè ñâîè ìàòåìàòè÷åñêèå

çíàíèÿ.
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