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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. При планировании производства часто возни-
кает потребность изучить различные возможности производственных мощ-
ностей с целью оптимизации или масштабирования. Однако внесение изме-
нений в огромные заводы или машины может привести к непоправимым по-
следствиям. Для таких целей можно использовать математические модели,
которые следуют законам математики, не затрагивая реальный мир, и ими-
тирующие поведение исследуемых объектов. Такие модели позволяют учесть
сложные взаимодействия между различными компонентами производствен-
ного процесса. Качественная модель дает возможность менять параметры и
наблюдать как происходят изменения, подбирая конфигурацию удовлетворя-
ющую необходимым целям.

Бакалаврская работа содержит 3 раздела.
В первом разделе описывается модель производственной системы, прин-

ципы ее функционирования и метод нахождения основных характеристик.
Во втором разделе описан алгоритм анализа модели, структура про-

граммы, ее возможности и правила использования.
В третьем разделе представлен пример использования программы, по-

строены графики зависимостей характеристик от некоторых параметров мо-
дели. На основе анализа зависимостей делаются соответствующие выводы.

Цель бакалаврской работы — исследовать математическую модель
производственной системы.

Поставленная цель определила следующие задачи:
1. Изучить математическую модель производственной системы и метод ее

анализа;
2. Разработать алгоритм и программу для анализа модели производствен-

ной системы;
3. Исследовать зависимость характеристик модели производственной си-

стемы от ее параметров.
Методологические основы исследования математической модели про-

изводственной системы представлены в работах W. J. Hopp, [1], W. Whitt [2,
3].

Практическая значимость бакалаврской работы. В ходе выпол-
нения выпускной квалификационной работы был разработан алгоритм и про-
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грамма анализа модели производственной системы, с помощью которого мож-
но исследовать зависимости характеристик модели.

Структура и объем работы. Бакалаврская работа состоит из введе-
ния, 3 разделов, заключения, списка использованных источников и цифро-
вого носителя в качестве приложения. Общий объем работы — 56 страниц,
из них 40 страниц — основное содержание, включая 8 рисунков и 1 таблицу,
список использованных источников информации — 20 наименований.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Первый раздел «Модель производственной системы» посвящен
описанию производственной системы. В качестве модели производственной
системы используется сеть массового обслуживания с несколькими классами
требований. Описан процесс функционирования сети массового обслужива-
ния, обработка требований и их маршрутизация.

В рассматриваемой производственной системе осуществляется произ-
водство различных видов изделий. Процесс изготовления каждого изделия
включает в себя последовательную обработку на нескольких станциях, при-
чем каждый вид изделия имеет свой маршрут обработки. Каждая станция
обработки оборудована несколькими инструментами, что позволяет выпол-
нять обработку нескольких изделий параллельно с одинаковой интенсивно-
стью [4].

По завершении обработки на любой из станций изделие направляется
на следующую станцию в соответствии с заранее определенным маршрутом.
Каждая станция выполняет определенные операции или процессы обработки,
которые специфицированы в маршруте для данного вида изделия.

В качестве математической модели производственной системы была
использована открытая сеть массового обслуживания, в которой имеются
несколько систем (станций), которые принимают и передают требования (из-
делия) по заданному маршруту. В каждой системе есть несколько обслужи-
вающих приборов и очередь неограниченного размера, в которую попадают
поступившие требования, не нашедшие свободный прибор.

Предполагается, что каждое изделие следует одному из K различных
детерминированных маршрутов, посещая некоторые из N различных станций
производственной системы. Каждая станция является частью маршрута хотя
бы одного изделия.
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Основные стационарные характеристики модели производственной си-
стемы вычисляются по формулам:

1. Математическое ожидание длительности пребывания требований в оче-
реди системы [5]:

EW (ρ, c2a, c
2
s,m) ≈ ϕ(ρ, c2a, c

2
s,m)

(c2a + c2s
2

)
EWM/M/m,

где ρ - коэффициент использования системы, c2a - коэффициент измен-
чивости трафика в узле, c2s - коэффициент вариации эффективной дли-
тельности обслуживания в системе, m - количество обслуживающих
устройств в системе, EWM/M/m - математическое ожидание длительно-
сти пребывания требований в системе M/M/m [6, 7].

2. Общая ожидаемая задержка на шаге l маршрута k:

ETkl =
(mbl −mbl−1)

+

2mbl−1

mbl−1

λ̂krbkαk,l−1

+EW (ρnkl
, ca2nkl

, ct2nkl
,mnkl

)

+
m̃bl − pbnkl

2pbnkl

τkl + τkl,

где mbl - размер пакета перемещений на шаге l, λ̂k - количество пар-
тий, выпускаемых на маршрут k, rbk - размер партий, выпускаемых
на маршрут k, αk,l - коэффициент выживаемости на l-м шаге маршру-
та k, m̃bl = max(pbnkl−1

, sbnkl
, pbnkl

), sbi - заданный размер группы (т.е.
количество лотов поступивших на обработку) на станции i, pbi - мак-
симальный размер обрабатываемой группы (в лотах) на станции i, τkl
- эффективное среднее время обработки (для группы размером pbk ло-
тов) на l-м шаге маршрута k, nkl - номер станции на l-м шаге маршрута
k.
Второй раздел «Алгоритм анализа модели производственной

системы» посвящен алгоритму анализа модели производственной системы,
который позволяет вычислить основные характеристики модели производ-
ственной системы.

В подразделе 2.1 описан алгоритм состоящий из нескольких основных
блоков, каждый из которых отвечает за определённый этап анализа:
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Блок 1. Ввод данных.
Блок 2. Вычисление среднего значения и коэффициента вариации дли-

тельности эффективных процессов.
Блок 3. Вычисление коэффициента выживаемости продукта.
Блок 4. Вычисление интенсивностей потоков между станциями.
Блок 5. Вычисление доли уцелевших лотов.
Блок 6. Вычисление интенсивностей входящих потоков на станции.
Блок 7. Вычисление среднего значения и коэффициента вариации дли-

тельности обслуживания агрегированных групп.
Блок 8. Вычисление размеров эффективных групп для станций.
Блок 9. Вычисление среднего значения и коэффициента вариации вре-

мени обработки агрегатной партии на станциях.
Блок 10. Вычисление среднего значения и коэффициента вариации вре-

мени обработки агрегатной партии, включая время обработки и наладки, на
станциях.

Блок 11. Вычисление коэффициента вариации поступающих извне групп
на каждую станцию и коэффициента эффективного использования на стан-
циях.

Блок 12. Вычисление коэффициента изменчивости трафика на стан-
ции j.

Блок 13. Вычисление математического ожидания длительности пребы-
вания в очереди станции j.

Блок 14. Вычисление общих задержек на каждом шаге маршрута.
Подраздел 2.2 посвящен структуре программы, используемых техно-

логиях и инструментах. Здесь описаны функции и методы, содержащиеся в
программе, а так же переменные и их обозначения в алгоритме.

Программа для анализа модели производственной системы состоит из
нескольких основных модулей, каждый из которых реализует определённые
этапы алгоритма:

1. Пользовательский интерфейс для ввода исходных данных;
2. Механизмы проверки корректности введённых данных и их предвари-

тельная обработка;
3. Реализация математических формул и алгоритмов для вычисления ха-

рактеристик производственной системы;
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4. Обработка промежуточных результатов и их сохранение для дальней-
шего анализа;

5. Расчёт характеристик для каждой станции или шага маршрута;
6. Визуализация полученных результатов в виде графиков или вывод в

виде списка;
В подразделе 2.3 описаны правила использования программы. Для кор-

ректного использования программы необходимо соблюдать следующие пра-
вила:

— вводить все необходимые данные необходимо в соответствующие поля
пользовательского интерфейса;

— правильность введённых данных проверяется с помощью встроенного
механизма валидации.

Третий раздел «Результаты исследования модели производ-
ственной системы» посвящен результатам проведенного исследования за-
висимостей характеристик модели от входных параметров.

В первом примере рассматривается открытая сеть с N = 2 маршрута-
ми и K = 4 станциями. Количество обслуживающих устройств для каждой
станции m = (20, 34, 32, 26), что соответствует 20 приборам на первой стан-
ции, 34 приборам на 2 станции и т.д. Порядок станций в каждом маршруте
nkl, k = 1, ..., 4, l = 1, 2: 1, 2, 3, 4 для первого продукта и 3, 2, 4 для второго
продукта. В системе обслуживаются требования (продукты) двух классов,
соответственно 2 маршрута. Для первого продукта L1 = 4 шага, для второго
3. Количество партий, выпускаемых на каждый маршрут λ̂1 = 4, λ̂2 = 3. Раз-
меры партий для каждого маршрута rb1 = 4, rb2 = 5. Процент выживаемости
на каждой станции (вероятность успешного завершения шага) αi, i = 1, ..., K:
1, 0.7, 0.95, 0.8. Исходное время процессов на каждом шаге первого маршру-
та τ ′1l: 0.3, 0.2, 0.4, 0.4 и для второго маршрута τ ′2l: 0.2, 0.5, 0.3. Максималь-
ный размер передаваемой группы для каждой станции (включая источник)
pbi, i = 0, ..., K: 3, 6, 3, 4, 4. Размер группы, который прибывает на станцию
sbi: 3, 4, 2, 3, 2. Средняя длительность переналадки si на каждой станции и
её коэффициент вариации csi: 2, 3, 1, 4 и 0.4, 0.5, 0.2, 0.3 соответственно. Так
как каждая станция подвержена простоям из-за поломки и ремонта, запишем
среднюю наработку на отказ µf и ремонт µr: 10 и 2 соответственно.

Были получены характеристики модели на основе введенных данных,
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например:
1. EWj - среднее значение длительности ожидания обслуживания на стан-

ции j:
0.016 0.031 0.025 0.025;

2. ETkl - среднее значение длительности задержки на l-м шаге маршрута
k:

0.856 0.622 0.684 0.552

0.794 0.616 0.552;

Во втором примере был проведен анализ зависимости математического
ожидания длительности пребывания в очереди систем от количества обслу-
живающих приборов (рисунки 1, 2).

Рисунок 1 – Зависимость EW на станциях от m2

В третьем примере были изучены зависимости общих задержек ETkl на
шаге l маршрута k от максимального размера обрабатываемой партии pb на
первой станции (Рисунок 3).
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Рисунок 2 – Зависимость EW на станциях от m3

Рисунок 3 – Зависимость ET на разных шагах маршрута от pb1

Линиями на графике показаны суммарные задержки на каждом шаге
каждого маршрута. Например, запись "2_1 (3)" означает 2 маршрут, 1 шаг
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на котором расположена 3 станция.
Так как в маршруте со станцией 1 связана только станция 2, на нее и

оказывается наибольшее влияние при вариации значений. На графике вид-
но, что значения ET для второго шага второго маршрута (2 станция) начали
убывать, т.к. увеличивался максимальный размер обрабатываемой партии и с
1 станции на вторую начало поступать больше требований на обслуживание.
Соответственно, системе необходимо меньше времени на сбор необходимо-
го количества требований для начала обслуживания. Но затем, после точки
pb1 = 4, значения перестали значительно изменяться и, из-за большого ко-
личества обслуживающих устройств, требования успевают обслуживаться по
мере поступления, суммарная задержка здесь состоит из небольшой задерж-
ки во время упаковки требований (около 0.05), математического ожидания
длительности пребывания в очереди (около 0.00013) и длительности задерж-
ки из-за распаковки после окончания обслуживания (около 0.58), которые
незначительно увеличиваются.

В то же время после точки pb1 = 4, значения для остальных шагов
первого и второго маршрутов начали увеличиваться из-за задержек во время
пребывания требований в очереди и распаковки после обслуживания. Значе-
ния для 1_4 и 2_3 изменяются незначительно.

По выходным данным программы так же видно, что такие выводы сле-
дуют и для шага 2 маршрута 2, так как на этом шаге маршрута так же
находится вторая станция.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной бакалаврской работе была рассмотрена производственная си-
стема с точки зрения теории массового обслуживания. Была изучена матема-
тическая модель, описывающая процессы функционирования производствен-
ной системы. Модель представляет собой открытую сеть систем массового об-
служивания с несколькими классами требований. Был описан алгоритм для
анализа модели, приведена его программная реализация и подробное описа-
ние. Реализация была осуществлена при помощи средств языка программи-
рования Python. Для данной программы был также разработан графический
интерфейс пользователя при помощи библиотеки PyQt5. Программа позво-
ляет исследователю варьировать параметры исследуемой сети и получать ре-
зультаты моделирования. Таким образом, с её помощью имеется возможность

9



проводить расчёты необходимых характеристик функционирования системы
в определённых исследователем конфигурациях этой модели.
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