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Введение. Современный этап развития технологий характеризуется ак-
тивным внедрением методов искусственного интеллекта и машинного обуче-
ния в различные сферы человеческой деятельности. Нейронные сети, как один
из ключевых инструментов машинного обучения, находят применение в зада-
чах распознавания образов, обработки естественного языка, прогнозирования и
многих других областях. Одной из фундаментальных задач, демонстрирующих
возможности нейронных сетей, является реализация логических операций, та-
ких как AND, OR, NOT и XOR. Эти операции лежат в основе более сложных
логических и вычислительных процессов, что делает их изучение важным как
с теоретической, так и с практической точек зрения.

Целью работы является исследование возможностей нейронных сетей для
реализации базовых логических операций (AND, OR, NOT, XOR).

Для достижения цели поставлены следующие задачи:
– Изучить теоретические основы нейронных сетей;
– Реализовать логические операции AND, OR, NOT с помощью однослой-

ных сетей;
– Исследовать реализацию операции XOR с использованием многослойных

сетей и сетей Колмогорова–Арнольда;
– Сравнить точность и эффективность различных архитектур.
Объект исследования — нейронные сети.
Предмет исследования — реализация логических операций с помощью

нейронных сетей.
Актуальность темы исследования обусловлена необходимостью понимания

принципов работы нейронных сетей и их способности решать задачи, которые
традиционно относятся к области логики и математики. Реализация логических
операций с помощью нейронных сетей позволяет не только продемонстрировать
их универсальность, но и выявить ограничения, связанные с архитектурой и
обучением сетей. Например, операция XOR, которая не может быть реализова-
на с помощью однослойного перцептрона, требует использования многослойных
сетей, что подчеркивает важность выбора правильной архитектуры для реше-
ния конкретных задач.

В первом разделе рассмотрены теоретические основы нейронных сетей,
их архитектурные особенности и математические принципы, лежащие в осно-
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ве реализации логических операций. Нейронные сети представляют собой ма-
тематические модели, вдохновленные биологическими нейронными системами,
состоящие из взаимосвязанных искусственных нейронов. Основным строитель-
ным блоком является искусственный нейрон, который формально описывается
функцией активации, применяемой к взвешенной сумме входных сигналов с
добавлением смещения. Современные нейронные сети организованы в слои -
входной, получающий исходные данные, скрытые, выполняющие промежуточ-
ные вычисления, и выходной, формирующий конечный результат. Ключевым
элементом, обеспечивающим нелинейность сети, являются функции активации,
среди которых наиболее распространены сигмоида, преобразующая вход в диа-
пазон от 0 до 1, ReLU, возвращающая максимум между нулем и входным зна-
чением, и гиперболический тангенс, сжимающий данные в интервал от -1 до
1.

В работе рассматриваются различные архитектуры нейронных сетей, начи-
ная с простейших однослойных перцептронов, способных решать только линей-
но разделимые задачи, до более сложных многослойных перцептронов, кото-
рые благодаря теореме универсальной аппроксимации могут приближать лю-
бые непрерывные функции. Особое внимание уделяется сетям Колмогорова-
Арнольда, основанным на фундаментальной математической теореме и исполь-
зующим обучаемые функции активации, что обеспечивает им преимущества в
точности и интерпретируемости по сравнению с традиционными подходами.

Исследование логических операций начинается с базовых: AND, OR и NOT,
которые могут быть реализованы однослойными сетями. Операции AND и OR
являются линейно разделимыми, что позволяет точно реализовать их с помо-
щью одного нейрона с соответствующими весами и порогом срабатывания. Опе-
рация NOT, будучи унарной, требует всего одного нейрона с отрицательным
весом. Однако операция XOR, возвращающая истину, когда входные значения
различны, демонстрирует принципиальное ограничение однослойных архитек-
тур - невозможность решения нелинейно разделимых задач. Эта проблема, из-
вестная как “проблема XOR”, была строго доказана Минским и Пейпертом в
1969 году и стала важным этапом в развитии нейросетевых технологий, пока-
зав необходимость перехода к многослойным архитектурам.
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Решение проблемы XOR требует введения как минимум одного скрытого
слоя, который преобразует исходные признаки в линейно разделимое простран-
ство. Практически это реализуется комбинацией операций NAND и OR в скры-
том слое с последующим применением AND на выходном слое. Геометрически
это соответствует построению двух разделяющих линий в пространстве призна-
ков с их последующим объединением. Данный подход не только демонстрирует
принципиальную важность скрытых слоев в нейронных сетях, но и служит на-
глядной иллюстрацией их вычислительной мощности при переходе от простых
однослойных к более сложным многослойным архитектурам.

Во втором разделе рассмотренна реализация базовых логических опера-
ций с помощью нейронных сетей. Использовались однослойные перцептроны с
пороговой функцией активации. Архитектура сети для операций AND и OR
включала два входных нейрона (по одному на каждый входной бит) и один
выходной нейрон. Для операции NOT достаточно одного входного и одного вы-
ходного нейрона.

y “ f

˜

n
ÿ

i“1

wixi ` b

¸

, (1)

где f – функция активации, wi – весовые коэффициенты, b – смещение.
Архитектура сети для операций AND и OR включала:
– Два входных нейрона
– Один выходной нейрон с пороговой активацией
Оптимальные параметры моделей приведены в соответствии с таблицей 1.

Таблица 1 — Параметры нейронов для логических операций

Операция w1 w2 b
AND 1 1 -1.5
OR 1 1 -0.5
NOT -1 – 0.5

Программная реализация на Python демонстрирует создание класса
Perceptron с методом activate(), вычисляющим выходное значение. Тестирова-
ние подтвердило 100 процентную точность всех трех операций, что соответству-

4



ет их таблицам истинности. Визуализация разделяющей границы для операции
AND наглядно показала линейную разделимость этой задачи.

Экспериментальные результаты:
– Однослойные сети достигают 100 процентов точности для AND/OR/NOT;
– Для XOR двухслойный MLP (2 нейрона в скрытом слое) обеспечивает

99.8 процентов точности;
– Сети KAN демонстрируют 100 процентную точность на XOR, но требуют

больше времени на обучение.
В третьем разделе рассмотрена реализация операции XOR с помощью MLP
и нейросетей Колмогорова-Арнольда.

Для реализации операции XOR с помощью MLP была использована двух-
слойная сеть с архитектурой:

- Входной слой: 2 нейрона (x1, x2),
- Скрытый слой: 2 нейрона с пороговой активацией,
- Выходной слой: 1 нейрон (ŷ) с пороговой активацией.

Разложение операции XOR через базовые логические операции:

XORpx1, x2q “ ANDpNANDpx1, x2q,ORpx1, x2qq. (2)

Уравнение (2) описывает реализацию операции XOR (исключающее ИЛИ)
с помощью комбинации трех базовых логических операций: NAND, OR и AND.
Определение базовых логических операций:

– NAND (И-НЕ):
NANDpx1, x2q “ ␣px1 ^ x2q. (3)

– OR (ИЛИ):
ORpx1, x2q “ x1 _ x2. (4)

– AND (И):
ANDpx1, x2q “ x1 ^ x2. (5)

– XOR (исключающее ИЛИ):

XORpx1, x2q “ x1 ‘ x2. (6)
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Рассмотрим детали этого разложения. Обучение нейросети Колмогоро-
ва–Арнольда (KAN) основано на архитектуре, отличной от традиционных мно-
гослойных перцептронов. Вместо фиксированных линейных преобразований с
последующей активацией в KAN используются обучаемые функции одной пере-
менной — так называемые унивариантные функции, реализуемые в виде сплай-
нов. Эта особенность позволяет достичь высокой точности аппроксимации и
более глубокой интерпретируемости.

Теоретической основой модели является теорема Колмогорова, утверждаю-
щая, что любую непрерывную функцию многих переменных можно точно пред-
ставить в виде суперпозиции непрерывных функций одной переменной. Мате-
матически это выражается формулой:

fpx1, x2, . . . , xnq “
2n`1
ÿ

q“1

Φq

˜

n
ÿ

p“1

ψq,ppxpq

¸

,

где ψq,p и Φq — непрерывные функции одной переменной. В KAN они аппрок-
симируются с помощью B-сплайнов — кусочно-гладких функций, заданных на
равномерной сетке узлов.

Каждая внутренняя функция ψq,ppxq и внешняя функция Φqpsq записыва-
ется как линейная комбинация базисных сплайнов:

ψq,ppxq “
m

ÿ

k“1

cq,p,kBkpxq, Φqpsq “
m

ÿ

l“1

dq,lBlpsq,

где cq,p,k и dq,l — обучаемые коэффициенты, а Bkpxq — базисные сплайн-
функции. Благодаря такому представлению обучение сводится к настройке ко-
эффициентов линейных комбинаций.

Входной слой сети содержит n переменных, каждая из которых независи-
мо преобразуется функциями ψq,p. Суммы этих преобразований подаются на
внешние функции Φq, которые затем складываются для получения выходного
значения. Такой подход позволяет построить точную функциональную зависи-
мость между входом и выходом при минимальном числе скрытых элементов.

Для реализации операции XOR была использована следующая архитектура:
– Входной слой: 2 нейрона (x1, x2)
– Скрытый слой: 2 нейрона с обучаемыми сплайн-функциями
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– Выходной слой: 1 нейрон с линейной активацией
Математически это можно выразить как:

XORpx1, x2q “
2

ÿ

i“1

ϕi

˜

2
ÿ

j“1

ψi,jpxjq

¸

, (7)

где:
– ψi,j – сплайн-функции внутреннего преобразования,
– ϕi – сплайн-функции внешнего преобразования.
Процесс обучения включал следующие этапы:

а) Инициализация параметров сплайн-функций:

ψi,jpxq “
m

ÿ

k“1

ci,j,kBkpxq, (8)

где Bk – базисные B-сплайны
б) Оптимизация методом стохастического градиентного спуска:

θt`1 “ θt ´ η∇θLpθtq. (9)

в) Функция потерь MSE:

L “ 1

N

N
ÿ

k“1

pyk ´ ŷkq
2. (10)

Сравнение архитектур соответсвует таблице 2.

Таблица 2 — Сравнение архитектур нейронных сетей

Параметр Однослойная MLP (XOR) KAN (XOR)
Точность 100% (AND/OR) 99.8% 100%
Число слоев 1 2 2
Время обучения <1 сек 1-5 сек 10-15 сек
Параметры 2-3 9 28
Интерпретируемость Высокая Средняя Высокая
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Анализ результатов проведенные эксперименты по реализации логиче-
ских операций позволили провести сравнительный анализ различных нейросе-
тевых архитектур:

а) Линейная разделимость: Однослойные перцептроны успешно справ-
ляются с базовыми операциями (AND, OR, NOT), что подтверждает их
пригодность для линейно разделимых задач. Геометрическая интерпрета-
ция показывает четкие разделяющие гиперплоскости в пространстве при-
знаков.

б) Проблема XOR: Экспериментально подтверждено, что однослойная ар-
хитектура принципиально неспособна решить задачу XOR, что согласу-
ется с теоретическими предсказаниями Минского-Пейперта. Ошибка на
обучающей выборке не опускается ниже 25 процентов независимо от ко-
личества итераций.

в) Многослойные сети: Введение скрытого слоя из 2 нейронов позволяет
достичь 99.8 процентов точности на операции XOR. Анализ весов показал,
что сеть самостоятельно выучивает эквивалент комбинации NAND и OR
операций:

XORpx1, x2q “ ANDpNANDpx1, x2q,ORpx1, x2qq (11)

г) Сети Колмогорова-Арнольда: KAN демонстрируют абсолютную точ-
ность на XOR, однако требуют в 3 раза больше параметров и дольше
обучаются. Преимущество проявляется в сдедующем:

– Более плавные и интерпретируемые преобразования входных дан-
ных.

– Возможность точной аппроксимации при меньшем количестве ней-
ронов.

– Устойчивость к проблеме исчезающих градиентов.
На основании проведенного анализа можно сформулировать следующие ре-

комендации:
– Для простых линейно разделимых задач оптимальны однослойные пер-

цептроны
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– Многослойные MLP – универсальный выбор для большинства логических
операций

– KAN целесообразно применять, когда требуется:
а) Высокая точность представления функций
б) Интерпретируемость преобразований
в) Работа с аналитически заданными зависимостями

Таким образом теоретический анализ подтвердил принципиальные ограни-
чения однослойных перцептронов в решении нелинейно разделимых задач, в
частности операции XOR, что согласуется с фундаментальными работами Мин-
ского и Пейперта. Экспериментально установлено, что минимальная достаточ-
ная архитектура для реализации XOR содержит один скрытый слой с двумя
нейронами.

Практическая реализация продемонстрировала:
– 100 процентную точность базовых операций (AND, OR, NOT) на одно-

слойных сетях
– Эффективность двухслойного MLP для XOR (99.8 процентов точности)
– Абсолютную точность сетей Колмогорова-Арнольда при решении XOR
Сравнительный анализ архитектур выявил:
– Преимущество KAN в точности и интерпретируемости
– Более высокую эффективность MLP по времени обучения
– Ограниченную применимость однослойных сетей
Перспективными направлениями дальнейших исследований являются:
– Разработка гибридных архитектур, сочетающих преимущества MLP и

KAN
– Оптимизация алгоритмов обучения для KAN
– Применение изученных подходов к более сложным логическим схемам
– Исследование масштабируемости на многомерные случаи
Практическая значимость работы заключается в:
– Систематизации знаний о возможностях различных нейросетевых архи-

тектур
– Создании проверенных реализаций базовых логических операций
– Разработке методического инструментария для образовательных целей
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Заключение: Работа систематизирует знания о возможностях нейросете-
вых архитектур для реализации логических операций, подтверждая теорети-
ческие положения экспериментальными результатами. Полученные данные де-
монстрируют необходимость выбора архитектуры в зависимости от сложности
задачи. Поставленная в работе цель была достигнута.
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