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Ââåäåíèå Ïîèñê ýêñòðåìóìà öåëåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëþ-

÷åâûõ çàäà÷ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è âû÷èñëèòåëüíîé íàóêè, íàõîäÿùåé

øèðîêîå ïðèìåíåíèå â èíæåíåðèè, ýêîíîìèêå, ìåäèöèíå è äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Ìèíèìèçàöèÿ èëè ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü ïðî-

öåññû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ñîâðåìåííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè õàðàêòåðèçóþòñÿ âûñîêîé ðàçìåðíîñòüþ,

îñîáåííî â îáëàñòÿõ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ôèçè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èí-

æåíåðíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ýòî äåëàåò ïîèñê ýêñòðåìóìà íå òîëüêî òåîðå-

òè÷åñêè çíà÷èìîé, íî è âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé, òðåáóþùåé ïðèìå-

íåíèå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ è âûñîêîýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ àíàëèçà

ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìóìà êëàññèôèöèðóþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò èñ-

ïîëüçóåìîé èíôîðìàöèè: ìåòîäû íóëåâîãî ïîðÿäêà îïèðàþòñÿ òîëüêî íà çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè; ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóþò òàêæå ïåðâûå ïðîèçâîä-

íûå; ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàþò âòîðûå ïðîèçâîä-

íûå. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî îòñóòñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå öå-

ëåâîé ôóíêöèè, è ìîæíî ëèøü âû÷èñëÿòü åå çíà÷åíèÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Â

òàêèõ óñëîâèÿõ îñîáîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò ìåòîäû íóëåâîãî ïîðÿäêà, òàê-

æå íàçûâàåìûå ìåòîäàìè ïðÿìîãî ïîèñêà, êîòîðûå íå òðåáóþò èíôîðìàöèè î

ïðîèçâîäíûõ è ïîòîìó îáëàäàþò øèðîêîé ïðèìåíèìîñòüþ. Ýòè ìåòîäû ïîä-

ðàçäåëÿþòñÿ íà àëãîðèòìû ñ ôèêñèðîâàííîé ñòðàòåãèåé ïîèñêà, ê êîòîðûì

îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà è ìåòîä Õóêà�Äæèâñà, è

àäàïòèâíûå àëãîðèòìû, òàêèå êàê ìåòîäû Ðîçåíáðîêà è Ïàóýëëà, ãäå íàïðàâ-

ëåíèÿ ïîèñêà èçìåíÿþòñÿ â õîäå îïòèìèçàöèè íà îñíîâå àíàëèçà ïîâåäåíèÿ

öåëåâîé ôóíêöèè.

Àêòóàëüíîñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ âîçðîñøåé ïîòðåáíîñòüþ

â ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ îïòèìèçàöèè, ñïîñîáíûõ ðåøàòü çàäà-

÷è âûñîêîé ðàçìåðíîñòè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé

ôóíêöèè. Òàêèå óñëîâèÿ õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â êî-

òîðûõ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ôóíêöèè, à å¼ çíà÷å-

íèÿ äîñòóïíû ëèøü â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ èëè òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé.

Íåñìîòðÿ íà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà, ìíîãèå èç

íèõ îñíîâàíû íà ýâðèñòè÷åñêèõ ïîäõîäàõ è íå èìåþò ñòðîãîãî òåîðåòè÷åñêîãî
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îáîñíîâàíèÿ, ÷òî çàòðóäíÿåò îöåíêó èõ ýôôåêòèâíîñòè. Êðîìå òîãî, âûáîð

ïîäõîäÿùåãî àëãîðèòìà âî ìíîãîì çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ óñëîâèé çàäà÷è, òà-

êèõ êàê ðåëüåô öåëåâîé ôóíêöèè, òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè è âû÷èñëèòåëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî äåëàåò èññëåäîâàíèå è ñîïîñòàâëåíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ

îñîáåííî âàæíûì.

Öåëüþ ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ íóëåâîãî

ïîðÿäêà, àíàëèç èõ àëãîðèòìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, à òàêæå ïðîâåäåíèå ñðàâ-

íèòåëüíîãî àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðå-

ëüåôà öåëåâîé ôóíêöèè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè ìîæíî âûäåëèòü ðÿä çàäà÷:

� èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ðåëàêñàöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è

óñëîâèé èõ ñõîäèìîñòè;

� àíàëèç îáùåé ñõåìû ìåòîäîâ ñïóñêà, âêëþ÷àÿ âûáîð íàïðàâëåíèÿ è äëè-

íû øàãà;

� ðàññìîòðåíèå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïðÿìîãî ïîèñêà;

� ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ñðàâíåíèþ ýôôåêòèâíî-

ñòè èçó÷åííûõ ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ðàáîòà âêëþ÷àåò ââåäåíèå, ÷åòûðå ðàçäåëà, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê èñïîëü-

çîâàííûõ èñòî÷íèêîâ èç 20 íàèìåíîâàíèé, à òàêæå ïðèëîæåíèå ñ ïðîãðàìì-

íûì êîäîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðåëàêñàöèîí-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è óñëîâèÿ èõ ñõîäèìîñòè. Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí

îáùåé ñõåìå ìåòîäîâ ñïóñêà. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèíöèïû âûáîðà íà-

ïðàâëåíèÿ ñïóñêà è äëèíû øàãà. Òðåòèé ðàçäåë ñîäåðæèò îïèñàíèå àëãîðèò-

ìîâ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïðÿìîãî ïîèñêà: ìåòîäà ïîêîîðäè-

íàòíîãî ñïóñêà, ìåòîäà Õóêà-Äæèâñà, ìåòîäà Ðîçåíáðîêà, ìåòîäà Ïàóýëëà.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ, ïîçâîëÿþùèå ñðàâíèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ â çà-

âèñèìîñòè îò ðåëüåôà öåëåâîé ôóíêöèè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû Â ïåðâîì ðàçäåëå ìàãèñòåðñêîé ðàáî-

òû ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðåëàêñàöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé, à òàêæå óñëîâèÿ èõ ñõîäèìîñòè. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è

ïîèñêà ýêñòðåìóìà öåëåâîé ôóíêöèè áàçèðóþòñÿ íà ïîñòðîåíèè ïîäîáíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó x∗ ∈ Rn, â êîòîðîé îãðàíè÷åííàÿ ñíè-

çó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ â Rn, äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî

çíà÷åíèÿ (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò). Òîãäà çàäà÷ó ïîèñêà ìè-

íèìóìà ôóíêöèè f(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x)→ min, x ∈ Rn.

Îáùåé ÷åðòîé âñåõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåõîä îò òî÷êè xk−1 ê òî÷êå xk, k ∈ N, íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ Rn, ïðè÷åì íà êàæäîé èòåðàöèè ñ íîìåðîì k

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

fk = f(xk) 6 f(xk−1) = fk−1, k ∈ N. (1)

Îïðåäëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâî-

ðÿþò íåðàâåíñòâó (1), íàçûâàþò ðåëàêñàöèîííîé.

×èñëåííûå ìåòîäû, íàïðàâëåííûå íà ïîñòðîåíèå ðåëàêñàöèîííûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ ñïóñêà.

Âòîðîé ðàçäåë ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ìåòîäîâ ñïóñ-

êà, âêëþ÷àÿ ïðèíöèïû âûáîðà íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà è äëèíû øàãà. Ïîñêîëü-

êó ðàçëè÷íûå ìåòîäû ñïóñêà îòëè÷àþòñÿ ëèáî âûáîðîì íàïðàâëåíèÿ, ëèáî

ñïîñîáîì äâèæåíèÿ âäîëü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ, äëÿ íèõ ìîæíî ñôîðìó-

ëèðîâàòü åäèíóþ îáùóþ ñõåìó.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ Rn, â êîòîðîé öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f(x) äî-

ñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ,

âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà x0 ∈ Rn. Òîãäà ïðîöåññ ïîèñêà ðåøåíèÿ

x∗ â ðàìêàõ ìåòîäîâ ñïóñêà ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ:

xk = xk−1 + αku
k, k ∈ N,

ãäå uk ∈ Rn � åäèíè÷íûé âåêòîð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå ñïóñêà íà k-é èòå-

ðàöèè, à αk > 0 � äëèíà øàãà, îïðåäåëÿþùàÿ ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò òî÷êè xk−1 ê íîâîé òî÷êå xk âäîëü íàïðàâëåíèÿ uk.

Ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîíêðåòíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè çàêëþ÷àþòñÿ, êàê
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ïðàâèëî, â ñïîñîáàõ âûáîðà íàïðàâëåíèé uk è øàãîâ αk. Âûáîð ýòèõ ïàðà-

ìåòðîâ îïðåäåëÿåò êàê ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà, òàê è åãî ñõîäèìîñòü.

Êðèòåðèè çàâåðøåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîãóò áàçèðîâàòüñÿ íà

äîñòèæåíèè çàäàííîé òî÷íîñòè. Îáû÷íî ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè çàâåðøàåòñÿ

ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èëè îáîèõ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:∣∣xk − xk−1∣∣ = αk < ε1,
∣∣f(xk)− f(xk−1)∣∣ < ε2, (2)

ãäå ε1 > 0 è ε2 > 0 � çàäàííûå äîïóñòèìûå óðîâíè òî÷íîñòè ïî àðãóìåíòó

è ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ãàðàíòèðî-

âàòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ ëèáî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè êî-

îðäèíàò ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ëèáî ïðè íåçíà÷èòåëü-

íîì èçìåíåíèè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè.

Òðåòèé ðàçäåë ñîäåðæèò îïèñàíèå àëãîðèòìîâ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-

íûõ ìåòîäîâ ïðÿìîãî ïîèñêà: ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, ìåòîäà Õóêà-

Äæèâñà, ìåòîäà Ðîçåíáðîêà, ìåòîäà Ïàóýëëà. Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ðà-

áîòû ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 1.

Ìåòîä öèêëè÷åñêîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí

èç àëãîðèòìîâ ïðÿìîãî ïîèñêà, îñíîâàííûé íà èäåå ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ.

Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîé îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè öåëåâîé

ôóíêöèè ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò âåêòîðà àðãóìåíòà x ∈ Rn.

Êàê èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñóíêå 1a, äàííûé ìåòîä îñóùåñòâëÿåò ïîî÷å-

ðåäíûé îäíîìåðíûé ïîèñê âäîëü íàïðàâëåíèé êîîðäèíàò ñòàíäàðòíîãî áàçè-

ñà â ïðîñòðàíñòâå R2. Òàêîé ïîäõîä ïðîñò â ðåàëèçàöèè, íî õàðàêòåðèçóåòñÿ

ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ íà ó÷àñòêàõ ñ êðèâîëèíåéíîé ãåîìåòðèåé, ïîñêîëüêó

ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Ýôôåêòèâíîñòü ïðÿìîãî ïîèñêà ìèíèìóìà îãðàíè÷åííîé ñíèçó ôóíê-

öèè ìîæíî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü, åñëè íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà öåëåíà-

ïðàâëåííî âûáèðàòü íàïðàâëåíèå ñïóñêà. Â ÷àñòíîñòè, â ìåòîäå Õóêà�Äæèâñà

äëÿ ýòîé öåëè íà êàæäîì øàãå k ðåàëèçóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï èññëåäó-

þùåãî ïîèñêà, íàïðàâëåííûé íà îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ óáû-

âàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Íà äàííîì ýòàïå àíàëèçèðóåòñÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè
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(a) Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (b) Ìåòîä Õóêà-Äæèâñà

(c) Ìåòîä Ðîçåíáðîêà (d) Ìåòîä Ïàóýëëà

Ðèñóíîê 1 � Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà

òåêóùåé òî÷êè xk−1, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Â ðåçóëüòàòå ôîð-

ìèðóåòñÿ íîâàÿ òî÷êà x̃k, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x̃k) < f(xk−1),

à íàïðàâëåíèå ñïóñêà îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì x̃k − xk−1.
Êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1b, ïîñëå ýòàïà èññëåäóþùåãî ïîèñêà ìå-

òîä âûïîëíÿåò øàã óñêîðåíèÿ âäîëü íàéäåííîãî íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ. Òà-

êîé ïðèåì ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèò-

ìà íà ó÷àñòêàõ ñ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîëèíåéíûì ðåëüåôîì öåëåâîé ôóíêöèè.
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Îñîáåííî ýôôåêòèâíî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàïðàâëåíèå ñïóñêà

èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, ïîñêîëüêó îäèí øàã óñêîðåíèÿ ìîæåò çàìåíèòü

íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ èññëåäóþùèõ øàãîâ. Â ðåçóëüòàòå îáùåå êîëè-

÷åñòâî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ.

Åùå îäíà ñòðàòåãèÿ ïîèñêà òî÷êè ìèíèìóìà îãðàíè÷åííîé ñíèçó ôóíê-

öèè f(x), x ∈ Rn, ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìåòîäà Ðîçåíáðîêà. Ìåòîä, ðåàëèçóþ-

ùèé ýòó ñòðàòåãèþ, òàêæå êàê è ìåòîä Õóêà�Äæèâñà, ïðåäóñìàòðèâàåò ïðîâå-

äåíèå èññëåäóþùåãî ïîèñêà íà êàæäîì k-îì øàãå. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ

â îêðåñòíîñòè òåêóùåé òî÷êè xk−1, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå, è íà-

ïðàâëåíî íà âûÿâëåíèå íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â äèíàìè÷åñêîì ïîñòðîå-

íèè íîâîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Rn íà êàæäîì øàãå.

Ýòî ïîçâîëÿåò àäàïòèðîâàòü íàïðàâëåíèÿ èññëåäóþùåãî ïîèñêà ê ëîêàëüíîé

ñòðóêòóðå ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà x̃k, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ f(x̃k) < f(xk−1), à ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð x̃k − xk−1 îïðåäåëÿåò

íàïðàâëåíèå ñïóñêà íà òåêóùåì øàãå àëãîðèòìà.

Íà ðèñóíêå 1c èëëþñòðèðóåòñÿ îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà � äèíà-

ìè÷åñêîå îáíîâëåíèå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â õîäå èòåðàöèé. Â îòëè÷èå îò

ìåòîäîâ ñî ñòàòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè ïîèñêà, òàêàÿ àäàïòèâíîñòü ïîçâî-

ëÿåò áîëåå ýôôåêòèâíî ó÷èòûâàòü ãåîìåòðèþ öåëåâîé ôóíêöèè. Îñîáåííî ýòî

ïðîÿâëÿåòñÿ íà óçêèõ âûòÿíóòûõ ó÷àñòêàõ, ãäå îïòèìàëüíûé ïîäáîð íàïðàâ-

ëåíèé ñïîñîáñòâóåò ñîêðàùåíèþ ÷èñëà èòåðàöèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíà-

êî, ÷òî âûñîêàÿ àäàïòèâíîñòü ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì âû÷èñëèòåëüíîé

ñëîæíîñòè ìåòîäà.

Êðîìå ìåòîäà Ðîçåíáðîêà ñóùåñòâóåò åùå îäèí àëãîðèòì ïðÿìîãî ïîèñ-

êà, íàçûâàåìûé ìåòîäîì Ïàóýëëà, íàïðàâëåííûé íà àäàïòàöèþ íàïðàâëåíèé

äâèæåíèÿ ê ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå öåëåâîé ôóíêöèè. Íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ àë-

ãîðèòì âî ìíîãîì àíàëîãè÷åí ìåòîäó Ðîçåíáðîêà: ðåàëèçóåòñÿ èññëåäóþùèé

ïîèñê â îêðåñòíîñòè òåêóùåé òî÷êè, îïðåäåëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ è

ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïåðåõîäà. Îäíàêî êëþ÷åâîå îòëè÷èå ìåòîäà Ïàóýëëà

ïðîÿâëÿåòñÿ íà ñëåäóþùåì ýòàïå ôîðìèðîâàíèÿ íàïðàâëåíèé ñïóñêà.

Â îòëè÷èå îò ñòàòè÷åñêèõ ñõåì è ïðîöåäóð îðòîíîðìèðîâàíèÿ, ìåòîä

Ïàóýëëà îáíîâëÿåò íàïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ðàíåå èñ-
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ïîëüçîâàííûõ âåêòîðîâ. Ýòîò ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íàêîïëåííóþ

èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ôóíêöèè è áîëåå òî÷íî àäàïòèðîâàòüñÿ ê åå ëî-

êàëüíîé ãåîìåòðèè.

Êàê èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñóíêå 1d, äèíàìè÷åñêîå îáíîâëåíèå íàïðàâ-

ëåíèé ñïîñîáñòâóåò óñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè, îñîáåííî íà ó÷àñòêàõ ñ âûðàæåí-

íîé êðèâèçíîé. Àäàïòèâíîñòü ìåòîäà îáåñïå÷èâàåò áîëåå ýôôåêòèâíûé âû-

áîð íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ áåç íåîáõîäèìîñòè ïðÿìîãî èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäè-

åíòíîé èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ïðåèìóùåñòâî ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíè-

òåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ðåãóëÿðíûì ïåðåñ÷å-

òîì è ïåðåîïðåäåëåíèåì íàïðàâëåíèé.

Öåëüþ ÷åòâåðòîãî ðàçäåëà ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ

ïðîâåðêà ýôôåêòèâíîñòè è îñîáåííîñòåé ðàáîòû èçó÷åííûõ ðàíåå àëãîðèòìîâ

íóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà, à òàêæå èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

íà ïðèìåðå òåñòîâîé ôóíêöèè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ìå-

òîäîâ ïðÿìîãî ïîèñêà áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå C#, ðåàëèçó-

þùàÿ ïðîãðàììíûå ìîäåëè ìåòîäîâ öèêëè÷åñêîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà,

Õóêà-Äæèâñà, Ðîçåíáðîêà è Ïàóýëëà.

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé ôóíêöèè âûáðàíà äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà:

f(x1, x2) = (1− x1)2 + 100(x2 − x21)2, x∗ = (1, 1),

êîòîðàÿ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ

îïòèìèçàöèè. Ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà îáëàäàåò óçêîé, èçâèëèñòîé äîëèíîé, âå-

äóùåé ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó, è õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåííîé íåëèíåéíî-

ñòüþ. Ýòî îáåñïå÷èâàåò áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèò-

ìîâ, îñîáåííî òåõ, êîòîðûå íå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèÿõ ïðîèç-

âîäíûõ, ïîñêîëüêó ïðàâèëüíîå íàïðàâëåíèå ïîèñêà çà÷àñòóþ íå ñîâïàäàåò ñ

êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, à ðåëüåô ôóíêöèè çàòðóäíÿåò áûñòðîå äîñòèæåíèå

ýêñòðåìóìà.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè èñïîëüçóþòñÿ îáà óñëîâèÿ èç âûðàæå-

íèÿ (2), ãäå çàäàíû çíà÷åíèÿ òî÷íîñòè ε1 = ε2 = 10−9. Íà÷àëüíîå çíà÷å-

íèå óñêîðÿþùåãî ìíîæèòåëÿ â ìåòîäàõ Õóêà-Äæèâñà è Ïàóýëëà óñòàíîâëåíî

ðàâíûì 1. Íà÷àëüíàÿ äëèíà øàãà âî âñåõ ìåòîäàõ óñòàíîâëåíà ðàâíîé 0.5 è â
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äàëüíåéøåì èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì óäâîåíèÿ. Ìåòîä óäâîåíèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðàòåãèþ àäàïòèâíîãî âûáîðà øàãà, ïðè êîòîðîé øàã

ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îáåñïå÷èâàåòñÿ óìåíüøåíèå ôóíê-

öèè. Ïðè ïðåêðàùåíèè óáûâàíèÿ øàã óìåíüøàåòñÿ, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê

ñíèæåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, øàã äîïîëíèòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ.

Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ èçó÷åííûõ ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà â óñëî-

âèÿõ ñëîæíîãî ðåëüåôà öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü èõ ðàáîòó ïðè âûáîðå

íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (−0.5, 0.6), ðàñïîëîæåííîé âáëèçè óçêîé èçîãíóòîé

äîëèíû ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà. Ýòîò ó÷àñòîê ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåñòèðî-

âàíèÿ àëãîðèòìîâ èç-çà âûñîêîé êðèâèçíû è îòêëîíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íàè-

ñêîðåéøåãî ñïóñêà îò êîîðäèíàòíûõ îñåé. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìîâ íà

äàííîì ó÷àñòêå ïîçâîëÿåò îöåíèòü èõ ñïîñîáíîñòü ýôôåêòèâíî ïðåîäîëåâàòü

îâðàæíóþ ñòðóêòóðó ðåëüåôà è äàåò ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ôîðìèðóå-

ìûõ òðàåêòîðèé â óñëîâèÿõ èñêàæåííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà â óñëî-

âèÿõ îâðàæíîãî ðåëüåôà ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà, ïðîâåäåííûé ïðè ñòàðòîâîé

òî÷êå x0 = (−0.5, 0.6), âûÿâèë ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ðàáîòå ðàññìàò-

ðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ. Êàê ïîêàçûâàþò äàííûå òàáëèöû 1 è âèçóàëèçàöèÿ

òðàåêòîðèé íà ðèñóíêå 2, ïîâåäåíèå ìåòîäîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò èõ ñïî-

ñîáíîñòè àäàïòèðîâàòüñÿ ê ñëîæíîé ãåîìåòðèè öåëåâîé ôóíêöèè.

Òàáëèöà 1 � Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà â îâðàæíîé îáëàñòè ôóíêöèè

Ìåòîä
ïîêîîðäè-
íàòíîãî
ñïóñêà

Ìåòîä
Õóêà-
Äæèâñà

Ìåòîä
Ðîçåíáðîêà

Ìåòîä
Ïàóýëëà

Êîëëè÷åñòâî
øàãîâ

808 114 66 44

Êîëëè÷åñòâî
âûçîâîâ
ôóíêöèè

5732 512 194 384

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïîêàçàë, ÷òî íàè-

ìåíüøóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðîäåìîíñòðèðîâàë ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà
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(a) Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (b) Ìåòîä Õóêà-Äæèâñà

(c) Ìåòîä Ðîçåíáðîêà (d) Ìåòîä Ïàóýëëà

Ðèñóíîê 2 � Âèçóàëèçàöèÿ òðàåêòîðèè ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ îâðàæíîé îáëàñòè

öåëåâîé ôóíêöèè

èç-çà èãíîðèðîâàíèÿ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ïåðåìåííûìè è ñëàáîé ïðèñïîñîá-

ëåííîñòè ê êðèâîëèíåéíîìó ðåëüåôó, ÷òî ïðèâåëî ê âûñîêîé âû÷èñëèòåëü-

íîé íàãðóçêå. Ìåòîä Õóêà�Äæèâñà ïîêàçàë áîëåå âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü

çà ñ÷åò ÷åðåäîâàíèÿ èññëåäîâàòåëüñêèõ è óñêîðÿþùèõ øàãîâ. Íàèáîëåå ýô-

ôåêòèâíûìè îêàçàëèñü ìåòîäû ñ àäàïòèâíûì âûáîðîì íàïðàâëåíèé: ìåòîä

Ðîçåíáðîêà (ëó÷øèé ïî ÷èñëó âû÷èñëåíèé) è ìåòîä Ïàóýëëà (íàèëó÷øèé ïî

÷èñëó èòåðàöèé). Ïåðâûé ýôôåêòèâíî àäàïòèðóåòñÿ ê ãåîìåòðèè ðåëüåôà çà

ñ÷åò îáíîâëåíèÿ áàçèñà, âòîðîé � áëàãîäàðÿ ïîñòðîåíèþ ñîïðÿæåííûõ íà-

ïðàâëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïòèìèçàöèè ôóíêöèé ñ îâðàæíîé ñòðóêòó-

ðîé öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü àäàïòèâíûå àëãîðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå ëó÷-

øåå ñî÷åòàíèå ñõîäèìîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå èññëåäóåìûõ àëãîðèòìîâ â óñëîâèÿõ, êî-

ãäà íàïðàâëåíèå ê ýêñòðåìóìó õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåíüøèì îòêëîíåíèåì îò êî-
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îðäèíàòíûõ îñåé. Âûáîð íà÷àëüíîé òî÷êè x0 = (1.4, 1.6) ïîçâîëÿåò ïðîàíà-

ëèçèðîâàòü ðàáîòó ìåòîäîâ íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå äîëè-

íû Ðîçåíáðîêà. Ñîãëàñíî äàííûì òàáëèöû 2 è âèçóàëèçàöèè òðàåêòîðèé íà

ðèñóíêå 3, âñå ìåòîäû äåìîíñòðèðóþò óëó÷øåíèå ïîêàçàòåëåé ñõîäèìîñòè

ïî ñðàâíåíèþ ñ îâðàæíîé îáëàñòüþ, ÷òî îáóñëîâëåíî óïðîùåíèåì ãåîìåòðè-

÷åñêîé ñòðóêòóðû ðåëüåôà. Îäíàêî ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âûÿâëÿåò ñóùå-

ñòâåííûå èçìåíåíèÿ â îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ïî ñðàâíå-

íèþ ñ îâðàæíîé îáëàñòüþ.

Òàáëèöà 2 � Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà â ïðÿìîëèíåéíîé îáëàñòè ôóíêöèè

Ìåòîä
ïîêîîðäè-
íàòíîãî
ñïóñêà

Ìåòîä
Õóêà-
Äæèâñà

Ìåòîä
Ðîçåíáðîêà

Ìåòîä
Ïàóýëëà

Êîëëè÷åñòâî
øàãîâ

261 48 58 26

Êîëëè÷åñòâî
âûçîâîâ
ôóíêöèè

2148 234 176 278

Íà ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå ôóíêöèè ýôôåêòèâíîñòü âñåõ ìåòîäîâ âîç-

ðàñòàåò çà ñ÷åò óïðîùåííîé ãåîìåòðèè ðåëüåôà. Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñ-

êà äåìîíñòðèðóåò ñîêðàùåíèå ÷èñëà èòåðàöèé (261 èòåðàöèÿ ïðîòèâ 808 â

îâðàæíîé îáëàñòè), ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé

öåëåâîé ôóíêöèè. Ìåòîä Õóêà�Äæèâñà ïîêàçûâàåò èçìåíåíèå îòíîñèòåëü-

íîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ îâðàæíîé îáëàñòüþ - â äàííûõ

óñëîâèÿõ îí ïðåâîñõîäèò ìåòîä Ðîçåíáðîêà ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé (48 ïðî-

òèâ 58), õîòÿ è òðåáóåò áîëüøå âû÷èñëåíèé ôóíêöèè (234 ïðîòèâ 176). Òàêîå

ïîâåäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ ïîâûøåííîé ýôôåêòèâíîñòüþ óñêîðÿþùèõ øàãîâ íà

ó÷àñòêàõ ñ ìàëîé êðèâèçíîé, ãäå íàïðàâëåíèå ñïóñêà îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè

ïîñòîÿííûì. Ìåòîä Ðîçåíáðîêà îñòàåòñÿ íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûì ïî ÷èñëó âû-

÷èñëåíèé ôóíêöèè (176), äåìîíñòðèðóÿ ïðè ýòîì áîëüøåå ÷èñëî èòåðàöèé (58

øàãîâ) ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè Õóêà-Äæèâñà è Ïàóýëëà èç-çà íåîáõîäèìî-

ñòè íàñòðîéêè íàïðàâëåíèé. Ìåòîä Ïàóýëëà âíîâü ëèäèðóåò ïî ñêîðîñòè ñõî-
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(a) Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (b) Ìåòîä Õóêà-Äæèâñà

(c) Ìåòîä Ðîçåíáðîêà (d) Ìåòîä Ïàóýëëà

Ðèñóíîê 3 � Âèçóàëèçàöèÿ òðàåêòîðèè ìåòîäîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé

îáëàñòè öåëåâîé ôóíêöèè

äèìîñòè (26 øàãîâ), íî åãî ïðåèìóùåñòâî â âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè

ñíèæàåòñÿ. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äëÿ îâðàæíîãî è ïðÿìîëè-

íåéíîãî ó÷àñòêîâ ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîäû ñ àäàïòèâíû-

ìè íàïðàâëåíèÿìè ñîõðàíÿþò ïðåèìóùåñòâî, îäíàêî ïðè óïðîùåíèè ðåëüåôà

ðàçíèöà ìåæäó àëãîðèòìàìè óìåíüøàåòñÿ, è ïðîñòûå ñòðàòåãèè ìîãóò îêà-

çàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà ýêñòðåìóìà öåëåâîé

ôóíêöèè. ×èñëåííûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ ñïóñêà è

îñíîâàíû íà ïîñòðîåíèè ðåëàêñàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â õîäå ðàáîòû

áûëè ïîäðîáíî èçó÷åíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðåëàêñàöèîííûìè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Êðîìå òîãî, áûëà èçó÷åíà îáùàÿ ñõåìà ìåòîäîâ ñïóñêà

è ïðèíöèïû, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð íàïðàâëåíèÿ
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è äëèíû øàãà íà êàæäîì ýòàïå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ñðåäè ìåòîäîâ ñïóñêà, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è, áûëè ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, Õó-

êà�Äæèâñà, Ðîçåíáðîêà è Ïàóýëëà. Âñå îíè îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì íóëåâîãî

ïîðÿäêà, òî åñòü íå èñïîëüçóþò ïðîèçâîäíûå öåëåâîé ôóíêöèè. Ñòðàòåãèÿ

ýòèõ ìåòîäîâ îñíîâàíà èñêëþ÷èòåëüíî íà èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè,

÷òî äåëàåò èõ îñîáåííî ïîëåçíûìè â ñèòóàöèÿõ, êîãäà àíàëèòè÷åñêîå âûðàæå-

íèå öåëåâîé ôóíêöèè îòñóòñòâóåò, à èìååòñÿ ëèøü âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü

åå çíà÷åíèå â ëþáîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ.

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà

íà ÿçûêå C#, ðåàëèçóþùàÿ âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìåòîäû. Â êà÷åñòâå òåñòî-

âîé ôóíêöèè èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà � êëàññè÷åñêèé ïðèìåð

ôóíêöèè ñ óçêîé èçâèëèñòîé äîëèíîé è âûñîêîé íåëèíåéíîñòüþ, óñëîæíÿ-

þùåé ïîèñê ýêñòðåìóìà. Âèçóàëèçàöèÿ òðàåêòîðèé îïòèìèçàöèè ïîçâîëèëà

ïðîàíàëèçèðîâàòü õàðàêòåð äâèæåíèÿ êàæäîãî àëãîðèòìà è èõ ñïîñîáíîñòü

àäàïòèðîâàòüñÿ ê ðàçëè÷íûì ó÷àñòêàì ðåëüåôà.

Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ìåòîäû ñ àäàïòèâíûì

âûáîðîì íàïðàâëåíèé (Ðîçåíáðîêà è Ïàóýëëà) îáëàäàþò çíà÷èòåëüíûìè ïðå-

èìóùåñòâàìè íà ðåëüåôàõ ñ âûðàæåííîé êðèâèçíîé. Ìåòîä Ïàóýëëà ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàë íàèëó÷øèé áàëàíñ ìåæäó ÷èñëîì èòåðàöèé è âû÷èñëèòåëüíû-

ìè çàòðàòàìè, â òî âðåìÿ êàê ìåòîä Ðîçåíáðîêà îêàçàëñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå

ïðè íåîáõîäèìîñòè ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî âûçîâîâ öåëåâîé ôóíêöèè.

Ìåòîäû ñ ôèêñèðîâàííûìè íàïðàâëåíèÿìè, òàêèå êàê ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê

è Õóêà�Äæèâñà, îêàçàëèñü ìåíåå ýôôåêòèâíûìè â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî ðåëüå-

ôà öåëåâîé ôóíêöèè.

Íà ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ ýôôåêòèâíîñòü âñåõ àëãîðèòìîâ çíà÷è-

òåëüíî âîçðàñòàåò, ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî àäàïòèâíûõ ìåòî-

äîâ ñíèæàåòñÿ. Ìåòîä Ðîçåíáðîêà ïðîäîëæàåò äåìîíñòðèðîâàòü íèçêèå âû-

÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, íî óñòóïàåò ìåòîäàì Õóêà-Äæèâñà è Ïàóýëëà ïî ÷èñ-

ëó èòåðàöèé. Ìåòîä Ïàóýëëà, íåñìîòðÿ íà ëèäåðñòâî â ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè,

óñòóïàåò ìåòîäàì Õóêà-Äæèâñà è Ðîçåíáðîêà ïî îáùèì âû÷èñëèòåëüíûì çà-

òðàòàì. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîä÷åðêèâàþò âàæíîñòü âûáîðà ìåòîäà ñ ó÷åòîì ëî-

êàëüíûõ îñîáåííîñòåé ðåëüåôà öåëåâîé ôóíêöèè.
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