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Введение. Â ðàáîòå ¾Ïåðñèñòåíòíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé. Êîïìëåêñû ñâè-

äåòåëåé¿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ãîìîëîãèè ôèëüòðîâàííîãî 𝑑-ìåðíîãî ñèì-

ïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà 𝐾. Ïðè÷¼ì â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ îñíîâíîãî

êîëüöà äîïóñêàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ 𝐷. Ôèëüòðîâàí-

íûé êîìïëåêñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-

ïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Òàêàÿ ôèëüòðàöèÿ èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï

ãîìîëîãèé, òî åñòü ñåìåéñòâî àáåëåâûõ ãðóïï {𝐺𝑖}𝑖⩾0 âìåñòå ñ ãîìîìîðôèç-

ìàìè 𝐺𝑖 → 𝐺𝑖+1. Åñëè ãîìîëîãèè âû÷èñëÿþòñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ,

òî ïîëó÷àåòñÿ èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïî-

ëåì. Êàæäîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-

ôèçìà) ñâîåé ðàçìåðíîñòüþ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâûå ãîìîëîãèè ôèëü-

òðîâàííîãî 𝑑-ìåðíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ãî-

ìîëîãèåé îïðåäåëåííîãî ñòåïåííîãî ìîäóëÿ íàä ïîëèíîìèàëüíûì êîëüöîì.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïðåäñòàâëÿåò óñòîé÷èâûå ãîìîëîãèè â ðàìêàõ êëàññè÷å-

ñêîé àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

ñòàíäàðòíóþ òåîðåìó î ñòðóêòóðå, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî

îïèñàíèÿ ãðóïï óñòîé÷èâîé ãîìîëîãèè â âèäå íàáîðà èíòåðâàëîâ. Ýòî îïèñà-

íèå ñóùåñòâóåò â ïðîèçâîëüíûõ ïîëÿõ, à íå òîëüêî â Z2.

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïðîáëåìå íàäåæíîãî âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ èíâàðèàíòîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, èñïîëüçóÿ òîëüêî äàííûå îáëàêà

òî÷åê, ïîëó÷åííûå ïóòåì âûáîðêè ñ îáúåêòà. Ïîäîáíûé âèä òîïîëîãè÷åñêîãî

àíàëèçà ìîæåò ïðåäîñòàâèòü êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î íàáîðàõ äàííûõ,

êîòîðàÿ íåäîñòóïíà äðóãèìè ìåòîäàìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò ñïîñîáñòâî-

âàòü âèçóàëèçàöèè ìíîãîìåðíûõ äàííûõ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ðåñóðñîâ ñòàíäàðòíûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû äëÿ àïïðîêñèìàöèè òîïî-

ëîãè÷åñêîãî òèïà èñõîäíîãî íàáîðà äàííûõ ÿâëÿþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè. Ðå-

øåíèå ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàê íàçûâàåìîãî êîìïëåêñà ñâè-

äåòåëåé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåáåð, íàòÿíóòûõ íà âûáðàííûå ðàíåå îïîðíûå òî÷êè

èñõîäíûõ äàííûõ. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîçäàåò âëîæåííîå ñåìåéñòâî ñèìïëè-

öèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò äàííûå â ðàçíûõ ìàñøòàáàõ

ïðèçíàêîâ, ÷òî ïîäõîäèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðñèñòåíûõ ãîìîëîãèé ìåòîäàìè,

èçëîæåííûìè â ïåðâîé ãëàâå ðàáîòû.

2



Основное содержание работы. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû, êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ ¾Ïåðñèñòåíòíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé ôèëüòðîâàííîãî ñèìïëèöè-

àëüíîãî êîìïëåêñà¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ è àëãîðèòìè÷åñêàÿ îñ-

íîâû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû. Ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ îáçîðà ñòðóêòóðû êîíå÷-

íîïîðîæäåííûõ ìîäóëåé è ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé íàä îáëàñòüþ ãëàâíûõ

èäåàëîâ (ÎÃÈ).

Определение 1.1. Ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî � ýòî êîëüöî ⟨𝑅,+, ·⟩, êîòîðîå
ðàññêëàäûâàåòñÿ íà ïðÿìóþ ñóììó àáåëåâûõ ãðóïï 𝑅 ∼=

⨁︀
𝑖𝑅𝑖, 𝑖 ∈ Z, ïðè

ýòîì óìíîæåíèå îïðåäåëåíî êàê áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑅𝑛 ⊗𝑅𝑚 → 𝑅𝑛+𝑚.

Теорема 1.1. Åñëè 𝐷 � ýòî îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî êàæäûé êîíå÷-

íîïîðîæäåííûé 𝑝-ìîäóëü èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå öèêëè÷åñêèõ 𝑝-ìîäóëåé.

Òî åñòü, îí îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â ñëåäóþùóþ ôîðìó

𝐷𝛽 ⊕

(︃
𝑚⨁︁
𝑖=1

𝐷/𝑑𝑖𝐷

)︃
, (1.1)

ãäå 𝑑𝑖 ∈ 𝐷, 𝛽 ∈ Z, è 𝑑𝑖|𝑑𝑖+1. Àíàëîãè÷íî, êàæäûé ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü

𝑀 íàä ãðàäóèðîâàííîé îáëàñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ 𝐷 îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ

â ñëåäóþùóþ ôîðìó (︃
𝑛⨁︁

𝑖=1

Σ𝛼𝑖𝐷

)︃
⊕

(︃
𝑚⨁︁
𝑗=1

Σ𝛾𝑗𝐷/𝑑𝑗𝐷

)︃
, (1.2)

ãäå 𝑑𝑗 ∈ 𝐷 � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû, òàêèå ÷òî 𝑑𝑗|𝑑𝑗+1, 𝛼𝑖, 𝛾𝑗 ∈ Z, è ñèìâîë

Σ𝛼 îáîçíà÷àåò ñäâèã íà 𝛼 ââåðõ â ãðàäóèðîâêå.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òåîðåìà ðàçäåëÿåò ñòðóêòóðû íà äâå ÷àñòè. Ñâîáîäíàÿ

÷àñòü, êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷-

íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó 𝛽Z, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

ðàçìåðíîñòè 𝛽. Êðó÷åíàÿ ÷àñòü ñïðàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, åñëè îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ 𝐷 ðàâíî Z â òåîðåìå,

òî Z/3Z = Z3 áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî òðè ýëåìåíòà. Ýòè êðó÷åíûå ýëåìåí-

òû òàêæå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. Ïîíÿòíî, ÷òî òåîðåìà îïèñûâàåò êîíå÷-

íîïîðîæäåííûå ìîäóëè è ãðàäóèðîâàííûå ìîäóëè êàê ñòðóêòóðû, êîòîðûå

âûãëÿäÿò êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, íî ïðè ýòîì èìåþò ¾êîíå÷íûå¿ ðàç-

ìåðíîñòè.
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Çàòåì îáñóæäàþòñÿ ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû è ñâÿçàííûå ñ íèìè öåï-

íûå êîìïëåêñû.

Определение 1.2. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ � ýòî ìíîæåñòâî 𝐾 âìå-

ñòå ñ ìíîæåñòâîì 𝑆 ïîäìíîæåñòâ 𝐾, íàçûâàåìûõ ñèìïëåêñàìè, òàêèõ ÷òî

äëÿ êàæäîãî 𝑣 ∈ 𝐾, {𝑣} ∈ 𝑆, è åñëè 𝜏 ⊆ 𝜎 ∈ 𝑆, òî 𝜏 ∈ 𝑆.

Ðèñóíîê 1 � Îðèåíòèðîâàííûå 𝑘-ñèìïëåêñû â R3, 0 ≤ 𝑘 ≤ 3. Îðèåíòàöèÿ

òåòðàýäðà ïîêàçàíà íà åãî ãðàíÿõ.

Ðèñóíîê 2 � Ôèëüòðîâàííûé êîìïëåêñ ñ äîáàâëåííûìè ñèìïëåêñàìè

Îïðåäåëèì ïîäãðóïïû â 𝐶𝑘 ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà ãðóïïû öèê-

ëîâ 𝑍𝑘 = 𝑘𝑒𝑟 𝜕𝑘 è ãðóïïà ãðàíèö 𝐵𝑘 = 𝑖𝑚 𝜕𝑘+1. Ïðèìåðû öèêëîâ ïîêàçàíû

íà ðèñóíêå 3.
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Ðèñóíîê 3 � Øòðèõîâàííàÿ 1-ãðàíèöà ðàñïîëîæåíà íà ïîâåðõíîñòè òîðà.

Äâà ñïëîøíûõ 1-öèêëà îáðàçóþò áàçèñ äëÿ ïåðâîãî êëàññà ãîìîëîãèè òîðà.

Ýòè öèêëû íå ñâÿçàíû: íè îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé êàêîé-ëèáî

÷àñòè ïîâåðõíîñòè.

Âàæíûì ñâîéñòâîì îïåðàòîðîâ ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðàíèöà ãðàíè-

öû âñåãäà ðàâíà ïóñòîìó ìíîæåñòâó, 𝜕𝑘𝜕𝑘+1 = 0. Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî

îïðåäåëåííûå ïîäãðóïïû âëîæåíû äðóã â äðóãà: 𝐵𝑘 ⊆ 𝑍𝑘 ⊆ 𝐶𝑘, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå 4.

Ðèñóíîê 4 � Öåïíîé êîìïëåêñ ñ åãî âíóòðåííèìè ýëåìåíòàìè: ãðóïïîé

öåïåé, ãðóïïîé öèêëîâ è ãðóïïîé ãðàíèö, à òàêæå èõ îáðàçû ïðè äåéñòâèè

ãðàíè÷íûìè îïåðàòîðàìè

Îáúåäèíèâ ýòè êîíöåïöèè, îïðåäåëÿåì ñèìïëèöèàëüíóþ ãîìîëîãèþ è ïðåä-

ñòàâëÿåì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì åå âû÷èñëåíèÿ. Èçó÷àþòñÿ ìåòîäèêà, àëãî-
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ðèòì è ïðèìåíÿåìûå îïåðàöèè äëÿ óïðîùåíèÿ ìàòðèöû ãðàíè÷íîãî îïåðàòî-

ðà äî äèàãîíàëüíîé ôîðìû.

Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä ñòðî-

êàìè ìàòðèöû 𝑀𝑘:

1. Ïåðåìåíà ìåñò 𝑖 è 𝑗 ñòðîê,

2. Óìíîæåíèå 𝑖 ñòðîêè íà −1,

3. Çàìåíà 𝑖 ñòðîêè íà (𝑖+ 𝑞𝑗) ñòðîêó, ãäå 𝑞 � öåëîå ÷èñëî, à 𝑗 ̸= 𝑖.

Àëãîðèòì òàêæå èñïîëüçóåò ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä ñòîëáöàìè, êî-

òîðûå îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Êàæäàÿ îïåðàöèÿ íàä ñòîëáöàìè

(ñòðîêàìè) ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ áàçèñà äëÿ 𝐶𝑘 (𝐶𝑘−1). Íàïðèìåð, åñëè

𝑒𝑖 è 𝑒𝑗 ÿâëÿþòñÿ 𝑖-ûì è 𝑗-ûì áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè äëÿ 𝐶𝑘 ñîîòâåòñòâåííî,

òî îïåðàöèÿ íàä ñòîëáöîì òèïà (3) çàìåíÿåò 𝑒𝑖 íà 𝑒𝑖 + 𝑞𝑒𝑗. Àíàëîãè÷íàÿ îïå-

ðàöèÿ íàä ñòðîêîé äëÿ áàçîâûõ ýëåìåíòîâ 𝑒𝑖 è 𝑒𝑗, äëÿ 𝐶𝑘−1, îäíàêî, çàìåíÿåò

𝑒𝑗 íà 𝑒𝑗 − 𝑞𝑒𝑖.Àëãîðèòì ñèñòåìàòè÷åñêè ìîäèôèöèðóåò áàçèñû 𝐶𝑘 è 𝐶𝑘−1 ñ

ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ÷òîáû ïðèâåñòè 𝑀𝑘 ê íîðìàëüíîé ôîðìå

(ôîðìå Ñìèòà):

𝑀̃𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1 0

. . . 0

0 𝑏𝑙𝑘
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

ãäå 𝑙𝑘 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑀𝑘 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑀̃𝑘, 𝑏𝑖 ≥ 1 è 𝑏𝑖 | 𝑏𝑖+1 äëÿ âñåõ 1 ≤ 𝑖 < 𝑙𝑘. Àëãîðèòì

òàêæå ìîæåò âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñû {𝑒𝑗} è {𝑒𝑖} äëÿ 𝐶𝑘 è 𝐶𝑘−1

ñîîòâåòñòâåííî, õîòÿ ýòî íåîáÿçàòåëüíî, äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü äåêîìïîçè-

öèþ. Âû÷èñëÿÿ íîðìàëüíóþ ôîðìó âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ, ïîëó÷àåì ïîëíóþ

õàðàêòåðèñòèêó 𝐻𝑘:

(i) êîýôôèöèåíòû êðó÷åíèÿ 𝐻𝑘−1 (𝑑𝑖 â (1.1)) òî÷íî ñîîòâåòñòâóþò äèàãî-

íàëüíûì ýëåìåíòàì 𝑏𝑖, áîëüøèì åäèíèöû.

(ii) {𝑒𝑖 | 𝑙𝑘+1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚𝑘} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äëÿ 𝑍𝑘. Òàêèì îáðàçîì, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑍𝑘 =

𝑚𝑘 − 𝑙𝑘.
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(iii) {𝑏𝑖𝑒𝑖 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙𝑘} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äëÿ 𝐵𝑘−1. Òî åñòü, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐵𝑘 =

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑀𝑘+1 = 𝑙𝑘+1.

Пример 1.1. Äëÿ êîìïëåêñà íà ðèñóíêå 2 ñòàíäàðòíûì ìàòðè÷íûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì 𝜕1 ÿâëÿåòñÿ

𝑀1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎𝑏 𝑏𝑐 𝑐𝑑 𝑎𝑑 𝑎𝑐

𝑎 −1 0 0 −1 −1

𝑏 1 −1 0 0 0

𝑐 0 1 −1 0 1

𝑑 0 0 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

ãäå ïîêàçûâàåì îñíîâàíèÿ âíóòðè ìàòðèöû. Óìåíüøàÿ ìàòðèöó, ïîëó÷àåì

íîðìàëüíóþ ôîðìó

𝑀̃1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑑 𝑏𝑐 𝑎𝑏 𝑧1 𝑧2

𝑑− 𝑐 1 0 0 0 0

𝑐− 𝑏 0 1 0 0 0

𝑏− 𝑎 0 0 1 0 0

𝑎 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

ãäå 𝑧1 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 − 𝑐𝑑 − 𝑎𝑏 è 𝑧2 = 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏 îáðàçóþò áàçèñ äëÿ 𝑍1, à

{𝑑− 𝑐, 𝑐− 𝑏, 𝑏− 𝑎} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äëÿ 𝐵0.

Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà, îïèñûâàåòñÿ ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ãîìîëîãè÷å-

ñêèõ ãðóïï â ôèëüòðîâàííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñàõ. Ââîäèòñÿ îïðåäå-

ëåíèå óñòîé÷èâûõ ãîìîëîãèé, îáúÿñíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå

êîíñòðóêöèè è èõ ñâîéñòâà.

Çàäàííîìó ôèëüòðîâàííîìó 𝑖-ìó êîìïëåêñó 𝐾 𝑖 ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íûå

îïåðàòîðû 𝜕𝑖
𝑘, ìàòðèöû 𝑀 𝑖

𝑘 è ãðóïïû 𝐶 𝑖
𝑘, 𝑍

𝑖
𝑘, 𝐵

𝑖
𝑘 è 𝐻 𝑖

𝑘 äëÿ âñåõ 𝑖, 𝑘 ≥ 0. Âåðõ-

íèå èíäåêñû óêàçûâàþò èíäåêñ ôèëüòðàöèè è íå ñâÿçàíû ñ êîãîìîëîãèÿìè.

𝑝-óñòîé÷èâóþ 𝑘-ìåðíóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó 𝐾 𝑖 îïðåäåëèì êàê

𝐻 𝑖,𝑝
𝑘 = 𝑍 𝑖

𝑘/(𝐵
𝑖+𝑝
𝑘 ∩ 𝑍 𝑖

𝑘). (1.4)

Âî âòîðîì ðàçäåëå, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ¾Òîïîëîãè÷åñêàÿ îöåíêà ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñîâ ñâèäåòåëåé¿ ðàññìàòðèâàþòñÿ àáñòðàêòíûå ñèì-
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ïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû è êîìïëåêñû ñâèäåòåëåé.

Àáñòðàêòíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ 𝑆 çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè äàííû-

ìè:

� Ìíîæåñòâî âåðøèí 𝑍.

� Ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå, êîãäà '𝑝-ñèìïëåêñ' 𝜎 = [𝑧0𝑧1...𝑧𝑝] ïðèíàäëåæèò

𝑆; çäåñü âåðøèíû 𝑧0, 𝑧1, ..., 𝑧𝑝 ñèìïëåêñà 𝜎 ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ýëåìåí-

òàìè 𝑍, ïåðå÷èñëåííûìè â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, êîòîðûé ôèêñèðóåì ðàç

è íàâñåãäà.

� Êàæäûé 𝑝-ñèìïëåêñ 𝜎 èìååò 𝑝 + 1 ãðàíåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ (𝑝 − 1)-

ñèìïëåêñàìè; êàæäàÿ ãðàíü ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì óäàëåíèÿ îäíîé èç âåðøèí

𝑧0, 𝑧1, ..., 𝑧𝑝. Ïðàâèëî ïðèíàäëåæíîñòè îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè

𝜎 ïðèíàäëåæèò 𝑆, òî âñå åãî ãðàíè ïðèíàäëåæàò 𝑆.

Ïóñòü 𝐷 � ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛×𝑁 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ êàê ìàòðèöà ðàññòîÿíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì èç 𝑛 îðèåíòèðîâ

è 𝑁 òî÷êàìè äàííûõ. Îïðåäåëèì (ñòðîãèé) êîìïëåêñ ñâèäåòåëåé 𝑊∞(𝐷) ñ

ìíîæåñòâîì âåðøèí {1, 2, ..., 𝑛} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Ðåáðî 𝜎 = [𝑎𝑏] ïðèíàäëåæèò 𝑊∞(𝐷) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà äàííûõ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 òàêàÿ, ÷òî 𝐷(𝑎, 𝑖) è 𝐷(𝑏, 𝑖) ÿâëÿþòñÿ

äâóìÿ íàèìåíüøèìè ýëåìåíòàìè â 𝑖-îì ñòîëáöå ìàòðèöû 𝐷 â íåêîòîðîì

ïîðÿäêå.

� Ïî èíäóêöèè ïî 𝑝: ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ãðàíè 𝑝-ñèìïëåêñà 𝜎 = [𝑎0𝑎1...𝑎𝑝]

ïðèíàäëåæàò 𝑊∞(𝐷).

Òîãäà ñàì 𝜎 ïðèíàäëåæèò𝑊∞(𝐷) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

òî÷êà äàííûõ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 òàêàÿ, ÷òî 𝐷(𝑎0, 𝑖), 𝐷(𝑎1, 𝑖), ..., 𝐷(𝑎𝑝, 𝑖) ÿâëÿþòñÿ

íàèìåíüøèìè 𝑝 + 1 ýëåìåíòàìè â 𝑖-îì ñòîëáöå ìàòðèöû 𝐷 â íåêîòîðîì

ïîðÿäêå.

Ðàññìîòðèì 2 ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ íàáîðà îðèåíòèðîâ: ñëó÷àéíî èëè ìåòî-

äîì ¾ìàêñìèí¿, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 16.
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Ðèñóíîê 16 � Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ íàáîðà îðèåíòèðîâ

Ìåòîä ¾ìàêñìèí¿ ýòî ñëåäóþùàÿ èíäóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà:

Èíèöèàëèçèðóåì, âûáèðàÿ 𝑙1 ∈ 𝑍 ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Èíäóêòèâíî, åñëè

𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑖−1 áûëè âûáðàíû, òî 𝑙𝑖 ∈ 𝑍 ∖ {𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑖−1} � ýòî òî÷êà äàííûõ,

êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

𝑧 ↦→ min{𝐷(𝑧, 𝑙1), 𝐷(𝑧, 𝑙2), ..., 𝐷(𝑧, 𝑙𝑖−1)},

ãäå 𝐷 � ìåòðèêà. Ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûáðàíî æåëàåìîå

êîëè÷åñòâî òî÷åê-îðèåíòèðîâ.

Ìåòîä ¾ìàêñìèí¿ äàåò áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå îðèåíòèðû, íî

îí òàêæå èìååò òåíäåíöèþ âûáèðàòü ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè. Ïðèìåðû îáîèõ

ñëó÷àåâ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 16: ñëó÷àéíûé ñëåâà, ¾ìàêñìèí¿ ñïðàâà.

Êîëè÷åñòâî îðèåíòèðîâ ñëåäóåò âûáèðàòü, óñòàíîâèâ íèæíþþ ãðàíèöó

îòíîøåíèÿ 𝑁/𝑛.

Заключение. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ðàçäåë ïðåäîñòàâëÿåò âàæíûå èí-

ñòðóìåíòû äëÿ àíàëèçà è ïîíèìàíèÿ ñòðóêòóðû ìîäóëåé íàä îáëàñòÿìè ãëàâ-

íûõ èäåàëîâ, êàê â îáùåì ñëó÷àå, òàê è â ãðàäóèðîâàííûõ âåðñèÿõ. Îíà îõâà-

òûâàåò áàçîâûå ïîíÿòèÿ è èíñòðóìåíòû ñèìïëèöèàëüíîé ãîìîëîãèè, èëëþ-

ñòðèðóÿ èõ ñ ïîìîùüþ òåîðåòè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìåðîâ. À òàêæå

îïèñûâàåò êëþ÷åâûå øàãè è òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðåäóêöèîííîãî àëãîðèòìà,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìåòîäîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé ñèìïëèöè-
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àëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Âòîðîé ðàçäåë ðåøàåò ïðîáëåìó íàäåæíîãî âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ

èíâàðèàíòîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, èñïîëüçóÿ òîëüêî äàííûå îáëàêà òî-

÷åê, ïîëó÷åííûå ïóòåì âûáîðêè ñ îáúåêòà. Øèðîêî ïðèçíàíî, ÷òî òàêîé

âèä òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ìîæåò ïðåäîñòàâèòü êà÷åñòâåííóþ èíôîðìà-

öèþ î íàáîðàõ äàííûõ, êîòîðàÿ íåäîñòóïíà äðóãèìè ìåòîäàìè. Â ÷àñòíîñòè,

ýòî ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü âèçóàëèçàöèè ìíîãîìåðíûõ äàííûõ. Ñòàíäàðòíûå

ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû äëÿ àïïðîêñèìàöèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, ëå-

æàùåãî â îñíîâå ïðîñòðàíñòâà (òàêèå êàê ×åõà, Ðèïñà èëè 𝛼-ôîðìû) ñîçäà-

þò ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðûõ èìååò òîò æå

ðàçìåð, ÷òî è áàçîâûé íàáîð äàííûõ îáëàêà òî÷åê. Òàêèå ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ íåýôôåêòèâíûìè (ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ), ïîñêîëü-

êó ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû áàçîâûõ îáúåêòîâ îáû÷íî ðåàëèçóþòñÿ íà ãîðàçäî

ìåíüøèõ ìíîæåñòâàõ âåðøèí. Ââîäèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ âàæíàÿ ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ íîâûå ìåòîäû àíàëèçà ïåðñèñòåíòíûõ

ãîìîëîãèé, ÷òî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ òîïîëî-

ãè÷åñêèõ äàííûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ.
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