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ВВЕДЕНИЕ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îáúåêòîâ êîíå÷íûõ ïîëåé, àëãîðèòìàì

ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëå-

íû è ïðîâåðêè íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, à òàêæå öèêëè÷åñêèì êîäàì.

Актуальность темы. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøå îïåðàöèé ðàçëè÷-

íîãî õàðàêòåðà, ïðåäóñìàòðèâàþùèå îáìåí êîíôèäåíöèàëüíûìè äàííûìè,

âîçìîæíû ÷åðåç èíòåðíåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî çàùèùàòü ïåðåäàâà-

åìóþ èíôîðìàöèþ, à òàêæå ñëåäèòü çà öåëîñòíîñòüþ ïåðåäàííûõ äàííûõ,

òàê êàê èíòåðíåò ýòî îòêðûòûé êàíàë ñâÿçè. Èìåííî ïîýòîìó ñåé÷àñ àêòèâ-

íî ðàçâèâàþòñÿ ïðèêëàäíûå àñïåêòû òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé, êîòîðàÿ áû-

ëà ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ Ôåðìà, Ýéëåðà, Ëåæàíäðà, Ãàóññà, Ãàëóà, Äèêñîíà

è äðóãèõ âûäàþùèõ ó÷åíûõ, è ðàçâèâàëàñü êàê îáëàñòü ÷èñòîé ìàòåìàòè-

êè äî ïîñëåäíèé ÷åòâåðòè 20-ãî âåêà, ïîêà íå âîçíèêëà íàäîáíîñòü äàííîé

òåîðèè â êðèïòîãðàôèè è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ ïîçâîëÿþò ìàêñèìèçèðîâàòü ýôôåêòèâíîñòü êîìïüþòåðíîé ðåàëè-

çàöèè àðèôìåòèêå â êîíå÷íûõ ïîëÿõ. Òàêîâû, íàïðèìåð, ðåàëèçàöèÿ ýëåê-

òðîííîé öèôðîâîé ïîäïèñè íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà,

Ðèäà-Ñîëîìîíà è äðóãèå.

Íà÷èíàÿ ñ 20 âåêà ìíîãî÷ëåíû ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íîâûõ öåëåé.

Íóæíî áûëî áûñòðî è ýôôåêòèâíî ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ. Ñîîáùåíèå

äîëæíî áûëî ñîäåðæàòü â ñåáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, êîòîðîå ïîòîì

ïåðåäàëè ïî êàíàëó ñâÿçè. Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ. Ïóñòü ìû õîòèì ïåðåäàòü ÷èñëî ¾2017¿, â äâîè÷-

íîé çàïèñè ÷èñëó ¾2017¿ ýêâèâàëåíòíî ÷èñëî ¾11111100001¿, è îáîçíà÷àåò

ìíîãî÷ëåí 10-é ñòåïåíè 𝑥10 +𝑥9 +𝑥8 +𝑥7 +𝑥6 +𝑥5 + 1. Òàê êàê ìû âñåãäà ìî-

æåì ïðåîáðàçîâàòü äâîè÷íóþ çàïèñü ñîîáùåíèÿ â ìíîãî÷ëåí 𝑛−îé ñòåïåíè,

ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå îïåðàöèè ñ ìíîãî÷ëåíàìè, äëÿ âûïîë-

íåíèÿ íåîáõîäèìûõ äåéñòâèé íàä äàííûìè. Ñ ïîìîùüþ òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ

ìû ìîæåì ïðîâåðèòü ïåðåäàâàåìóþ èíôîðìàöèþ íà öåëîñòíîñòü, äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóþòñÿ öèêëè÷åñêèå êîäû.

Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû, êîðíè êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ äëÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷íûõ ïîëåé, àíàëîãè÷íû ïðîñòûì ÷èñëàì. Îíè íàøëè
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ñâîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííîé òåõ-

íèêè è çàùèòå èíôîðìàöèè. Ê ïðèìåðó, ñèììåòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû(ó êîòî-

ðûõ êîýôôèöèåíòû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîãî áèòà.), êîòîðûå

ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, èìåþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê

𝑝− 22
𝑘

+ 1, ãäå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà 𝑁 = 2𝑘+1. Ýòî ñáëèæàåò èõ ñ òåìàòèêîé

ïðîñòûõ ÷èñåë Ôåðìà, êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå 𝑝 = 22𝑘+1. Äàí-

íûå ÷èñëà èíòåðåñíû êàê ïðèìåð áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ìàëî

åäèíè÷íûõ áèòîâ â ñâîåé äâîè÷íîé çàïèñè. ×èñëà Ôåðìà èìåþò âñåãî äâà

òàêèõ áèòîâ - ñòàðøèé è ìëàäøèé ýòî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî.

Ïîðÿäîê ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 𝑛, ðàâíûé 𝑝 = 2𝑛 − 1, ñáëè-

æàåò èõ ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè Ìåðñåííà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàéäåíî 48 òàêèõ

÷èñåë è ïîèñê èõ ïðîäîëæàåòñÿ. Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ýêâèâàëåíòíîãî ïî-

èñêà ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 𝑛 ìîãëî áû óïðîñòèòü èëè õîòÿ áû

ñèñòåìàòèçèðîâàòü ïðîöåäóðó ïîèñêà ÷èñåë Ìåðñåííà. Â çàùèòå èíôîðìàöèè

ýòè ÷èñëà ïðèìåíÿþòñÿ â ãåíåðàòîðå ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ¾âèõðü Ìåðñåí-

íà¿.

Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îñíîâàíû ïðåèìóùåñòâåííî íà

òåîðåòèêî-ñëîæíîñòíûõ ïðîáëåìàõ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. À îäíîé èç

òàêèõ ñëîæíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ çàäàí-

íîé ñòåïåíè 𝑛 íàä íåêîòîðûì êîíå÷íûì ïîëåì 𝐹𝑝 èëè 𝐺𝐹 (𝑝). Â íàõîæäåíèè

òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ çàèíòåðåñîâàíû êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñëóæáû âñåãî ìèðà,

îíè âåäóò àêòèâíóþ ðàáîòó, íî ýòè ðàáîòû çàñåêðå÷åíû. Îäíàêî, Ýâàðèñò

Ãàëóà (1811 -1832 ãã.) äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ñòåïåíè è ñîçäàë òåîðèþ ïîëÿ Ãàëóà. Ïîñòðîåíèå òàêèõ

ìíîãî÷ëåíîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïîäáîðîì, òî åñòü âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè,

÷òî òðåáóåò âðåìåííûõ çàòðàò è îáúåìíûõ âû÷èñëåíèé, ÷òî íàõîäèò ïðè-

ìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåòèêî-ñëîæíîñòíûõ ïðîáëåì â

êðèïòîãðàôèè ïðèîáðåëî îñîáóþ çíà÷èìîñòü òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê â 1976

ãîäó Äèôôè è Õåëëìàí îòêðûëè ïðèíöèïèàëüíî íîâûé òèï êðèïòîñèñòåì

è èçîáðåëè ¾êðèïòîãðàôèþ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì¿. Äàííàÿ êðèïòîñèñòåìà

íå ïîçâîëÿåò ïî êëþ÷ó øèôðîâàíèÿ íàéòè êëþ÷ äåøèôðîâàíèÿ, èçáåæàâ

÷ðåçâû÷àéíî äëèííûõ âû÷èñëåíèé.
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Òàêæå ê ÷èñëó ñëîæíûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â êðèïòîãðàôèè, îò-

íîñèòñÿ çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Èìå-

åòñÿ ìíîãî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, åñëè êîíå÷íîå

ïîëå ìàëîãî ðàçìåðà. Êîãäà ðàññìàòðèâàåì ïîëÿ áîëüøèõ ðàçìåðîâ, òî ïî-

ñòàâëåííàÿ çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ â ðàçû. Íàõîäÿ ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå

ìíîãî÷ëåíû, áóäóò îòûñêèâàòüñÿ íîâûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû áîëüøèõ

ñòåïåíåé.

Объект изучения � ýëåìåíòû êîíå÷íûõ ïîëåé (íåïðèâîäèìûå ìíîãî-

÷ëåíû, öèêëè÷åñêèå êîäû) è èõ ñâîéñòâà.

Предмет изучения � àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäè-

ìûå ìíîæèòåëè.

Цель. Ãëàâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íåïðèâîäè-

ìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ è èç ñâÿçü ñ òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ïîòðåáîâàëîñü ðåøèòü ñëåäóþùèå çà-

äà÷è:

1) Ðàññìîòðåòü íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû â êîíå÷íûõ ïîëÿõ: îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ, òåîðåìû, àëãîðèòìû.

2) Èçó÷èòü ïðèìåíåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â öèêëè÷åñêèõ êîäàõ.

3) Èçó÷èòü àëãîðèòì Áåðëåêýìïà è åãî óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.

4) Èçó÷èòü àëãîðèòì Áåðëåêýìïà-Ìåññè äëÿ åãî ðåàëèçàöèè.

Ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ,

ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è ïðèëîæåíèé.

Â ðàçäåëàõ ðàáîòû ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è àëãîðèòìû ñâÿçàííûå ñ

íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, à òàêæå ðàññìîòðåíî

èõ ïðèìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè è ïðèâåäåíû ïîäðîáíûå ïðèìåðû.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ èç ðàáîòû.

Алгоритм решения 𝑓(𝑥) = 0 в 𝐺𝐹 (𝑝).

1 шаг. Âû÷èñëèòü

𝑔(𝑥) = ÍÎÄ(𝑓(𝑥), 𝑥𝑝 − 𝑥) ∈ 𝐺𝐹 (𝑝)[𝑥].

Çàìåòèì, ÷òî âñå êîðíè 𝑓(𝑥) â 𝐺𝐹 (𝑝) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà 𝑔(𝑥)

êðàòíîñòè 1, è äðóãèõ êîðíåé ó 𝑔(𝑥) íåò. Åñëè 𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥) = 0, òî êîðíåé ó

4



𝑓(𝑥) â 𝐺𝐹 (𝑝) íåò. Åñëè 𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥) = 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑎, òî 𝑎 − åäèíñòâåííûé

êîðåíü 𝑓(𝑥) â ïîëå 𝐺𝐹 (𝑝)(áåç ó÷åòà êðàòíîñòè). Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

2 6 𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥) < 𝑝, èùåì êîðíè 𝑔(𝑥) â 𝐺𝐹 (𝑝).

2 шаг. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàòü ýëåìåíò 𝜎 ∈ 𝐺𝐹 (𝑝) è âû÷èñëèòü

𝑑(𝑥) = ÍÎÄ((𝑥 + 𝜎)
𝑝−1
2 − 1, 𝑔(𝑥)).

3 шаг. Åñëè 𝑑(𝑥) = 1 èëè 𝑑(𝑥) = 𝑔(𝑥), òî âåðíóòüñÿ íà øàã 2. Åñëè

𝑑𝑒𝑔 𝑑(𝑥) = 1, 𝑑(𝑥) = 𝑥 − 𝑏, òî 𝑏 − êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝑥); ìû çàíîñèì åãî

â ñïèñîê íàéäåííûõ êîðíåé, çàìåíÿåì 𝑔(𝑥) íà 𝑔(𝑥)/(𝑥 − 𝑏) è âîçâðàùàåìñÿ

íà øàã 2. Àíàëîãè÷íî, ïðè 𝑑𝑒𝑔 𝑑(𝑥) = 𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥) − 1 ìû íàõîäèì 𝑥 − 𝑏 = 𝑔(𝑥)
𝑑(𝑥) ,

çàíîñèì 𝑏 â ñïèñîê êîðíåé, çàìåíÿåì 𝑔(𝑥) íà 𝑑(𝑥) è âîçâðàùàåìñÿ íà 2-é øàã.

Åñëè 2 6 𝑑𝑒𝑔 𝑑(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥) − 1, òî ìû ðàññìàòðèâàåì âìåñòî 𝑔(𝑥) äâà åãî

äåëèòåëÿ − ìíîãî÷ëåíû 𝑑(𝑥) è 𝑔(𝑥)/𝑑(𝑥), è ê êàæäîìó èç íèõ ìû ïðèìåíÿåì

2 è 3 øàãè àëãîðèòìà, ÷òîáû íàéòè èõ êîðíè.

Конец алгоритма

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì Òîíåëëè-Øýíêñà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 𝑥2 ≡
𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝), â ñëó÷àå 𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4). Â íåì 𝑝−1 = 4𝑘 = 2𝑠+1 ·𝑡 = 2𝑒 ·𝑡;𝑁 − êàêîé-

ëèáî èçâåñòíûé íàì êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ 𝑝. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî(︁
𝑎
𝑝

)︁
= ±1.

Алгоритм Тонелли-Шэнкса.

1 шаг. Âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

𝑦 := 𝑁 𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑝), 𝑟 := 𝑒, 𝑥 := 𝑎(𝑡−1)/2(𝑚𝑜𝑑 𝑝),

𝑏 := 𝑎𝑥2(𝑚𝑜𝑑 𝑝), 𝑥 := 𝑎𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑝).

2 шаг. Åñëè 𝑏 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝), òî 𝑥 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ,

è àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.

3 шаг. Íàõîäèì íàèìåíüøåå 𝑚 ∈ N òàêîå, ÷òî 𝑏2𝑚 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝). Îíî

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 𝑎 6 𝑚 6 𝑟 − 1.

4 шаг. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ

𝑙 := 𝑦2
𝑟−𝑚−1

(𝑚𝑜𝑑 𝑝), 𝑦 := 𝑙2, 𝑟 := 𝑚,
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𝑥 := 𝑥𝑙(𝑚𝑜𝑑 𝑝), 𝑏 := 𝑏𝑦(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

è âîçâðàùàåìñÿ íà 2-é øàã.

Конец алгоритма.

Алгоритм Берлекэмпа. Íà âõîäå àëãîðèòìà çàäàí óíèòàðíûé ìíîãî-

÷ëåí 𝑓(𝑥) ∈ 𝐺𝐹 (𝑞)[𝑥], 𝑑𝑒𝑔 𝑓(𝑥) = 𝑛 > 2, ïðî êîòîðûé èçâåñòíî, ÷òî îí íå

èìååò êðàòíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé. Íà âûõîäå − ðàçëîæåíèå 𝑓(𝑥)

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.

1 шаг. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó 𝐵.

2 шаг. Íàéòè áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

𝐵1

⎛⎜⎝ 𝑥0

...

𝑥𝑛−1

⎞⎟⎠ = 0, (1)

ãäå 𝐵1 = (𝐵 − 𝑙𝑛)𝑇 , 𝑙𝑛 − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, çíàê (·)𝑇 îçíà÷àåò òðàíñïîðòè-

ðîâàíèå. Ïóñòü 𝑒1 = (1, 0, ..., 0), 𝑒2, ..., 𝑒𝑘 − íàéäåííûé áàçèñ.

Ïîñêîëüêó 𝑥𝑖𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑓(𝑥)) ïðè 𝑖 = 0, òî â ìàòðèöå 𝐵 ïåðâàÿ ñòðîêà

âñåãäà èìååò âèä (1, 0, ..., 0), è ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû 𝐵1 áóäåò íóëåâûì.

Ïîýòîìó 𝑒1 = (1, 0, ..., 0) áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà ðåøå-

íèé.

3 шаг. Ïðè 𝑘 = 1 ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝑥) íåïðèâîäèì; âîîáùå, íàéäåííîå çíà÷å-

íèå 𝑘 ðàâíî êîëè÷åñòâó íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé 𝑓(𝑥) â 𝐺𝐹 (𝑞)[𝑥]. Ïðè 𝑘 > 1

íàäî âçÿòü 𝑒2 = (ℎ2,0, ..., ℎ2,𝑛−1) è ïîñòðîèòü 𝑓 − ðàçëàãàþùèé ìíîãî÷ëåí

ℎ2(𝑥) =
𝑛−1∑︀
𝑖=0

ℎ2,𝑖𝑥
𝑖. Ñ åãî ïîìîùüþ, òî åñòü âû÷èñëÿÿ ÍÎÄ(𝑓(𝑥), ℎ2(𝑥)−𝑐) ïðè

𝑐 ∈ 𝐺𝐹 (𝑞), íàéòè ðàçëîæåíèå

𝑓(𝑥) = 𝑔1(𝑥)...𝑔𝑙(𝑥),

ãäå 𝑔𝑖(𝑥) ∈ 𝐺𝐹 (𝑞)[𝑥], 𝑙 > 2. Åñëè 𝑙 = 𝑘, àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ. Åñëè

𝑙 < 𝑘, òî ìû áåðåì 𝑒3 = (ℎ3,0, ..., ℎ3,𝑛−1), ñòðîèì ℎ3(𝑥) =
𝑛−1∑︀
𝑖=0

ℎ3𝑖𝑥
𝑖; âû-

÷èñëÿÿ ÍÎÄ(𝑔𝑖(𝑥), ℎ3(𝑥) − 𝑐) äëÿ íàéäåííûõ 𝑔𝑖(𝑥), ìû ïîëó÷àåì äàëüíåé-

øåå ðàçëîæåíèå 𝑓(𝑥), è ò.ä. Àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà ìû ïåðåáå-

ðåì âñå áàçèñíûå âåêòîðû 𝑒2, ..., 𝑒𝑘, è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìíîãî÷ëåíîâ
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ℎ𝑖(𝑥) âû÷èñëèì íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè íàéäåííûõ ìíîæèòåëåé 𝑓(𝑥) ñ

ℎ𝑖(𝑥) − 𝑐, 𝑐 ∈ 𝐺𝐹 (𝑞).

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, êàê òîëüêî ìû íàéäåì ðàçëîæåíèå 𝑓(𝑥) íà 𝑘

ìíîæèòåëåé, ãäå 𝑘 = 𝑛− 𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐵1.

Конец алгоритма.

Àëãîðèòì Áåðëåêýìïà èìååò ðåàëèçàöèþ â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé

àëãåáðû PARI/GP è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïîñðåäñòâîì êîìàíäû

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑚𝑜𝑑. PARI/GP � ýòî ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè ñ ñîáñòâåí-

íûì 𝐶−ïîäîáíûì èíòåðïðåòèðóåìûì ÿçûêîì, îðèåíòèðîâàííàÿ íà âû÷èñ-

ëèòåëüíóþ òåîðèþ ÷èñåë. Òàêæå ìîæíî ïðîâåðèòü ìíîãî÷ëåí íà íåïðèâî-

äèìîñòü êîìàíäîé 𝑝𝑜𝑙𝑖𝑠𝑖𝑟𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑖𝑏𝑙𝑒(𝑓) èëè íàéòè óíèòàðíûé íåïðèâîäèìûé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 𝑛 ñ ïåðåìåííîé 𝑤 íàä êîíå÷íûì ïîëåì 𝐹𝑝 ñ ïîìîùüþ

êîìàíäû 𝑓𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑝, 𝑛, 𝑤).

Íàèáîëåå èíòåðåñåí äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòì Áåðëåêýìïà-Ìåññè. Ýòî àë-

ãîðèòì ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ðåãèñòðà ñäâèãà ñ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ

ïîäàííîé íà âõîä áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêæå àëãîðèòì ïîçâîëÿåò

íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïîäàííîé íà âõîä ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì. Àëãîðèòì áûë îòêðûò Ýëâèíîì

Áåðëåêýìïîì (àíãë.) â 1968 ãîäó. Äæåéìñ Ìýññè â ñëåäóþùåì ãîäó íàøåë

ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ê ëèíåéíûì êîäàì. Ýòî ñòàëî êëþ÷îì äëÿ ïðàêòè-

÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ êîäîâ Ðèäà � Ñîëîìîíà, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â ñëó÷àå ïîâðåæäåíèé, â ïîìåõîóñòîé÷èâîì êîäèðîâàíèè.

Ðàññìîòðèì óñîâåðøåíñòâîâàíèå àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà.

Метод Кантора-Цассенхауза Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî 𝑝. Ïóñòü

𝑓(𝑥) ∈ Z/𝑝Z[𝑥], 𝑓(𝑥) óíèòàðåí è íå èìååò êðàòíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæè-

òåëåé. Íèæå ìû îïèøåì àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ çàäàííîãî 𝑑 ∈ N íàõîäèò

ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé 𝑓(𝑥), èìåþùèõ ñòåïåíü 𝑑. Ïðåä-

âàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ëåììó.

Лемма 0.1. Ïóñòü 𝑔(𝑥) ∈ Z/𝑝Z[𝑥], 𝑓(𝑥) − óíèòàðíûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî-

÷ëåí.

1. Åñëè 𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥) = 𝑑, òî 𝑔(𝑥) äåëèò 𝑥𝑝
𝑑 − 𝑥.

2. Åñëè 𝑔(𝑥) äåëèò 𝑥𝑝
𝑑 − 𝑥 è 𝑔(𝑥) íå äåëèò 𝑥𝑝

𝑒 − 𝑥 äëÿ âñåõ 𝑒 < 𝑑, òî

𝑑𝑒𝑔 𝑔(𝑥) = 𝑑.
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Замечание 0.1. Ýòîò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèé âñåõ íåïðèâîäè-

ìûõ äåëèòåëåé 𝑓(𝑥), èìåþùèõ ôèêñèðîâàííóþ ñòåïåíü, ìîæíî ïðèìåíÿòü äî

òîãî, êàê ìû ïðèìåíÿåì àëãîðèòì Áåðëåêýìïà äëÿ ôàêòîðèçàöèè 𝑓(𝑥).

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî 𝑓(𝑥) ∈ Z/𝑝Z[𝑥], 𝑓(𝑥) áåñêâàäðàòåí, è âñå åãî íåïðè-

âîäèìûå äåëèòåëè èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü 𝑑, èçâåñòíóþ íàì. Ñëåäóþùèå

äâå òåîðåìû îïèñûâàþò метод Кантора-Цассенхауза äëÿ ôàêòîðèçàöèè

𝑓(𝑥). Â íåì ðàçëè÷àþòñÿ ñëó÷àè 𝑝 = 2 è 𝑝 > 2.

Теорема 0.1. Åñëè 𝑝 > 2, òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑇 = 𝑇 (𝑥) ∈ Z/𝑝Z[𝑥]

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑓(𝑥) = ÍÎÄ(𝑓(𝑥), 𝑇 )ÍÎÄ(𝑓(𝑥), 𝑇 (𝑝𝑑−1)/2 + 1)ÍÎÄ(𝑓(𝑥), 𝑇 (𝑝𝑑−1)/2 − 1).

Теорема 0.2. Ïóñòü 𝑝 = 2, 𝑈(𝑥) = 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥4 + ... + 𝑥2
𝑑−1 ∈ Z/2Z[𝑥]. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑇 = 𝑇 (𝑥) ∈ Z/2Z[𝑥] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑓(𝑥) = ÍÎÄ(𝑓(𝑥), 𝑈(𝑇 ))ÍÎÄ(𝑓(𝑥), 𝑈(𝑇 ) + 1).

Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ñëåäóþùèé ìåòîä,

â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèì ìàòðèöà èç ìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü ìàòðèöà, ýëåìåí-

òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû èç êîëüöà F𝑞[𝑥].

Теорема 0.3. Ïóñòü 𝑓 = 𝑓1...𝑓𝑘, ãäå 𝑓1, ..., 𝑓𝑘 − ðàçëè÷íûå íîðìèðîâàííûå

íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû èç F𝑞[𝑥], è ïóñòü ℎ2, ..., ℎ𝑘 ∈ F𝑞[𝑥] − íîðìèðîâàí-

íûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝑥), êîòîðûå âìåñòå ñ

ℎ1 = 1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä ïîëåì F𝑞 ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ

ℎ𝑞 ≡ ℎ(𝑚𝑜𝑑 𝑓), 𝑑𝑒𝑔 (ℎ) < 𝑑𝑒𝑔 (𝑓). (2)

Òîãäà äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç ìíîãî÷ëåíîâ

𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓1 0 ... 0

0 𝑓2 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 𝑓𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
8



ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå èç ìíîãî÷ëåíîâ

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓 0 0 ... 0

ℎ2 − 1 −1 0 ... 0

ℎ3 0 −1 ... 0

... ... ... ... ...

ℎ𝑘 0 0 ... −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà îáåñïå÷èâàåò òåîðåòè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü íà-

õîæäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëé ìíîãî÷ëåíà 𝑓 ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû

𝐴 ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ñàìà æå ìàòðèöà 𝐴 (÷èñëî 𝑘 è ìíîãî÷ëåíû ℎ2, ..., ℎ𝑘

èç åå ïåðâîãî ñòîëáöà) ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà. Îäíàêî

àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû 𝐴 äî-

âîëüíî ñëîæåí.

Заключение. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà êîíå÷íûì ïîëÿì è íåïðèâîäèìûì ìíî-

ãî÷ëåíàì. Â íåé áûëè äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ

íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè, êîòîðûå êàê è ïðîñòûå ÷èñëà àêòèâíî ïðè-

ìåíÿþòñÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Òàêæå áûëî èçó÷åíî ïðèìåíåíèå íåïðèâî-

äèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â öèêëè÷åñêèõ êîäàõ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Â ñîâðåìåííîì àëãîðèòìå øèôðîâàíèÿ AES, ïðè-

øåäøåì íà ñìåíó DES, èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîå ïîëå Ãàëóà 𝐺𝐹 (28). Ýòî ïî-

ëå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñàìîãî ìàëåíüêîãî ïîëÿ 𝐺𝐹 (2), êîòîðîå ñîñòîèò

èç äâóõ íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ {0, 1}. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðîãî îíî ñòðîèòñÿ, ñîãëàñíî ñòàíäàðòó ÑØÀ 𝐹𝐼𝑃𝑆 − 197, èìååò

âèä 𝑓(𝑥) = 𝑥8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 1. Äàííûé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì. Ïóñòü

𝑔(𝑥) = 𝑥7 + 𝑥3 + 𝑥 + 1. Ýòîò îñòàòîê çàäàåò, ñîãëàñíî 𝐹𝐼𝑃𝑆 − 197, áàéò ñî

ñëåäóþùèìè áèòàìè 10001011. Îäíî èç îñíîâíûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé àëãîðèòìà AES ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýëåìåíò ïîëÿ 𝑔(𝑥) ïðåîáðàçóåò-

ñÿ â îáðàòíûé ê íåìó ïî óìíîæåíèþ 𝑔−1(𝑥). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò àëãîðèòì

Åâêëèäà. Ïîñëå òîãî êàê íàéäåì òàêèå îñòàòêè 𝑢, 𝑣, ÷òî 𝑢𝑔 + 𝑣𝑓 = 1. Ïî-

ëó÷èì, ÷òî 𝑢 = 𝑥7 + 𝑥6 + 𝑥4 + 𝑥3 + 1, 𝑣 = 𝑥6 + 𝑥5 + 𝑥3 + 𝑥 + 1, òî åñòü

𝑔−1(𝑥) = 𝑥7 + 𝑥6 + 𝑥4 + 𝑥3 + 1 è, çíà÷èò, áàéò 10001011 ïîä äåéñòâèå îäíîãî

øàãà àëãîðèòìà AES ïåðåéäåò â áàéò 11011001.
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Â ðàáîòå äàí îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèé óðàâíåíèé â êîíå÷-

íûõ ïîëÿõ. Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Òîíåëëè-Øýíêñà, îí

íàõîäèò ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ 𝑥2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑝). Òàêæå áûëè ðàñ-

ñìîòðåíû àëãîðèòìû ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ. Îäíèì èç îñíîâíûõ àëãî-

ðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Áåðëåêýìïà. Òàêæå Áåðëåêýìïîì áûë ïðåäëîæåí

àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèö èç ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïîìèìî îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà òàêæå ïðèâîäèòñÿ ðÿä åãî óñîâåðøåíñòâîâà-

íèé. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Áåðëåêýìïà-Ìåññè, äèàãðàììó äàííîãî

àëãîðèòìà è åãî ðåàëèçàöèè ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè. Òàì æå åñòü ïðèìåð

âûïîëíåíèÿ ñîçäàííîé ïðîãðàììû.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ìåòîä Êàíòîðà-Öàññåíõàóçà, êîòîðûé íàõîäèò ïðî-

èçâåäåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíà, èìåþùèõ ôèêñèðîâàí-

íóþ ñòåïåíü. Åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü äî òîãî, êàê ìû ïðèìåíÿåì àëãîðèòì

Áåðëåêýìïà. Àëãîðèòìû äîïîëíåíû ïðèìåðàìè.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè

íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëÿìè.

Ïðèâåäåííûå çäåñü àëãîðèòìû íàõîäÿò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå â òåî-

ðèè êîäèðîâàíèÿ, ïðîòîêîëàõ øèôðîâàíèÿ, ïðîãðàììèðîâàíèè äèñêðåòíûõ

óñòðîéñòâ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè, à èìåííî èçó÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ

ìíîãî÷ëåíîâ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ è èõ ñâÿçè ñ òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ, áûëè èçó-

÷åíû ðàçëè÷íûå èñòî÷íèêè â òîì ÷èñëå àíãëèéñêàÿ ëèòåðàòóðà. Ñëåäóåò îò-

ìåòèòü, ÷òî ðàáîòà îñíàùåíà ìíîæåñòâîì ïðèìåðîâ. È ïîëíîñòüþ ñîîòâåò-

ñòâóåò ïîñòàâëåííûì çàäà÷àì.
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