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Ââåäåíèå. Äàííàÿ ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ðàçâèâàåò èññëåäîâàíèå âçàèìîñâÿ-

çè ìåæäó òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàëãåáð Ëè è òåîðèåé îáîáù¼ííûõ

êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Êàëîäæåðî-Ìîçåðà-Ñàçåðëåíäà (ÊÌÑ),

íà÷àòîå â ðàáîòàõ À.Í. Ñåðãååâà è À.Ï. Âåñåëîâà. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì

íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû À.Í. Ñåðãååâûì 1 2, ÷üè èññëåäîâàíèÿ íå òîëü-

êî ñòèìóëèðîâàëè èçó÷åíèå êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ

ñóïåðàëãåáð Ëè, íî è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ

êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.

Â äàëüíåéøåì Ì.Â. Ôåéãèí, À.Ï. Âåñåëîâ è Î.À. ×àëûõ èçó÷èëè ÷àñòíûå

ñëó÷àè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.3 Çàòåì Â.Â. Ñåðãàíîâà ââåëà ïîíÿòèå

îáîáù¼ííîé ñèñòåìû êîðíåé4, à ïîñëå áûëà óñòàíîâëåíà å¼ ñâÿçü ñ êâàíòîâû-

ìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè, à èìåííî ïîñòðîåíèå èíòåãðàëîâ.5 Àëüòåð-

íàòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ áûëè ïðåäëîæåíû â äàëüíåéøèõ

èññëåäîâàíèÿõ.6 7

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå â ÷àñòíîì ñëó-

÷àå ñâÿçåé êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé ñó-

ïåðàëãåáðû Ëè.

Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà ñóïåðïîëèíîìîâ

ßêîáè. Ïåðâîå èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöè-

ÿìè äåôîðìèðîâàííîãî îïåðàòîðà Êàëîäæåðî-Ìîçåðà-Ñàçåðëåíäà (ÊÌÑ), à

âòîðîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ôîðìóëàì Ïüåðè. Ïî-

ýòîìó âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ñóïåðïîëèíîìîâ ßêîáè áóäåì âû÷èñëÿòü

ïðåäåë îïåðàòîðà ÊÌÑ è ïðåäåë êîýôôèöèåíòîâ ôîðìóë Ïüåðè. Â ñëó÷àå

1Ñåðãååâ, À. Í. Îïåðàòîð Êàëîäæåðî è ñóïåðàëãåáðû Ëè / À. Í. Ñåðãååâ // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ôèçèêà, 2002. � Ò. 131, � 3. � Ñ. 355-376.

2Sergeev, A. N. Superanalogs of the Calogero operators and Jack polinomials / A. N. Sergeev // J. Noliniar
Math. Phys, 2001. � Vol. 8, no. 1. � P. 59�64

3Veselov, A. P. New integrable deformations of the Calogero�Moser quantum problem / A. P. Veselov, M.
V. Feigin, O. A. Chalykh // J. Math. Phys, 1998. � Vol. 39, no. 2. � P. 659�703.

4Serganova, V. V. On generalization of root system / V. V. Serganova // Communication in Algebra, 1996.
� Vol. 24, no. 13. � P. 4281�4299.

5Sergeev, A. N. Deformed quantum Calogero�Moser systems and Lie superalgeras / A. N. Sergeev, A. P.
Veselov // Communications in Algebra, 2004. � Vol. 245, no. 2. � P. 249�278

6Sergeev, A. N. Generalised discriminant, deformed quantum Calogero-MoserSutherland problem and super-
Jack polynomials / A. N. Sergeev, A. P. Veselov // Advances in Mathematics, 2005. � Vol. 192, no. 4. � P.
341-375.

7Sergeev, A. N. Deformed Macdonald - Ruijsenaars operators and super Macdonald polynomials / A. N.
Sergeev, A. P. Veselov // Communications in Mathematical Physics, 2009. � Vol. 288, no. 2. � P. 65-75.
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BC1,1 (êàê è â îáùåì ñëó÷àå BCn,m) áûëî áû åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ðå-

çóëüòàòû Ê. Ãðócîí è Â. Ñåðãàíîâîé.8 9

Â õîäå ðàáîòû ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- Èññëåäîâàòü ñòðóêòóðû ñóïåðàëãåáðû Ëè osp(3|2) è å¼ ïðåäñòàâëåíèé;

- Èçó÷èòü ñâîéñòâ ñóïåðïîëèíîìîâ ßêîáè, ñâÿçàííûõ ñ osp(3|2);
- Óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäó ñóïåðïîëèíîìàìè ßêîáè è õàðàêòåðàìè Ýéëå-

ðà ïðåäñòàâëåíèé osp(3|2).
- Ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé äèàãðàììû λ = (2, 1) è ïîëó÷èòü ÿâíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â ôîðìóëå Ïüåðè;

- Ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ aλ,µ â

ôîðìóëå Ïüåðè p1Jλ =
∑

aλ,µJµ äëÿ â îáùåì ñëó÷àå λ = (a, 1b), âêëþ-

÷àÿ ñèììåòðè÷íûå ñëó÷àè;

- Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

äèàãðàìì Þíãà, èñïîëüçóåìûõ â èññëåäîâàíèè.

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóïåðàëãåáðû Ëè osp(3|2):
ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñóïåðõàðàêòåðîâ å¼ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé, îñíîâàííûé íà ñâÿçè ìåæäó ñóïåðàëãåáðàìè Ëè è äåôîðìèðîâàííûìè

êâàíòîâûìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè.10 Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ñïåöèàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà

Êàëîäæåðî-Ìîçåðà-Ñàçåðëåíäà òèïà BC1,1.

Êîíêðåòíî, èçó÷àþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïî-

ëèíîìû, ïàðàìåòðèçîâàííûå äèàãðàììàìè Þíãà λ ñïåöèàëüíîãî âèäà (òàê

íàçûâàåìûå "êðþêè"). Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïîëèíîìîâ ðàöèîíàëüíî çàâèñÿò

îò ïàðàìåòðîâ k è p, ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ k = −1 è p = −1 ñîîòâåòñòâóþò ñó-

ïåðàëãåáðå osp(3|2).
Òàêæå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóïåðìíîãî÷ëåíû ßêîáè, êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

Êàëîäæåðî-Ìîçåðà-Ñàçåðëåíäà è òàê æå êàê è ñàì îïåðàòîð çàâèñÿò îò òðåõ

ïàðàìåòðîâ k, p, q. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè îïðå-

8Cruson, C. Cohomology of generalized supergrassmannians and character formulae for basic classical Lie
superalgebras / C. Cruson, V. Serganova // Proe. Lond. Math Soc. (3), 2010 � P. 852-892.

9Cruson, C. Bernstein-Gel'fand-Gel'fand reciprocity and indecomposable projective modules for classical
algebraic supergroups / C. Cruson, V. Serganova // Mosc. Math. J. 13 (2), 2013 � P. 1-33.

10Sergeev, A. N. Deformed quantum Calogero�Moser systems and Lie superalgeras / A. N. Sergeev, A. P.
Veselov // Communications in Algebra, 2004. � Vol. 245, no. 2. � P. 249�278
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äåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýòè ìíîãî÷ëåíû ìîãóò ñòàíîâèòüñÿ íåêîð-

ðåêòíî îïðåäåëåííûìè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé

ñóïåðãðóïïû Ëè osp(3|2) ïðè m = n = 1.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêè õàðàêòåð. Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû îáóñëîâëåíà

òåì, ÷òî åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ñó-

ïåðàëãåáð Ëè, òåîðèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ

ôóíêöèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû âêëþ÷àåò ââåäåíèå, ÷åòûðå ðàçäåëà, çàêëþ÷åíèå, áèá-

ëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê è ïðèëîæåíèå. Â ïåðâîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ îñ-

íîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñóïåðàëãåáð Ëè, âêëþ÷àÿ èõ îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà

è ïðèìåðû. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ êëàññè÷åñêèå è ñóïåðïîëèíîìû ßêîáè, èõ

ñâÿçü ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è îðòîãîíàëüíîñòüþ. Âòîðîé ðàç-

äåë îñâåùàåò âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñóïåðïîëèíîìàìè ßêîáè è îïåðàòîðàìè

ÊÌÑ. Ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â ôîðìóëå Ïüå-

ðè, à òàêæå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà äèàãðàìì Þíãà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìè-

ðîâàííûé îïåðàòîð ÊÌÑ òèïà BCm,n è åãî ñâÿçü ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé. Â

òðåòüåì ðàçäåëå àíàëèçèðóþòñÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû äèàãðàììÞíãà, âêëþ-

÷àÿ ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ λ = (2, 1). Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé

âèä äèàãðàììû λ = (a, 1b) è èçó÷àþòñÿ ñèììåòðè÷íûå ñëó÷àè (â íèõ âîçíè-

êàþò îñîáåííîñòè) è âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. Â

÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðû Ýéëåðà è èõ ñâÿçü ñ ïðåäåëü-

íûìè çíà÷åíèÿìè ñóïåðïîëèíîìîâ ßêîáè. Ïðèëîæåíèÿ ñîäåðæàò ïðîãðàìì-

íûé êîä äëÿ âèçóàëèçàöèè äèàãðàìì Þíãà.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ÿ ðàññìàòðèâàþ îñíîâíûå îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè

ñóïåðàëãåáð Ëè è ñóïåðïîëèíîìîâ ßêîáè.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå áóäåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.11

Òåîðåìà 2.1. Ïîâòîðíûé ïðåäåë ñóïåðïîëèíîìîâ ßêîáè, êîãäà âíà÷àëå k →
−1, a çàòåì p → −1, êîððåêòíî îïðåäåëåí è ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðîì Ýéëåðà.

Çàòåì îïðåäåëèì ñóïåðïîëèíîìû ßêîáè, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî îíè óäî-

âëåòâîðÿþò ôîðìóëå Ïèåðè è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè äåôîðìè-

11Sergeev, A. N. Euler characters and super Jacobi polynomials. / A. N. Sergeev, A. P. Veselov // Advances
in Mathematics, 2011. � Vol. 226, no. 5. � P. 4286-4315.
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ðîâàííîãî îïåðàòîðà Êàëîäæåðî - Ìîçåðà - Ñàçåðëåíäà (ÊÌÑ). Äåôîðìèðî-

âàííûé îïåðàòîð ÊÌÑ òèïà BCm,n èìååò ñëåäóþùèé âèä 12

L =
m∑
i=1

∂2
xi
+ k

n∑
j=1

∂2
yj
+ k

m∑
i<j

(xi + xj
xi − xj

(∂xi
− ∂xj

) +
xixj + 1

xixj − 1
(∂xi

+ ∂xj
)
)
−

−
n∑
i<j

(yi + yj
yi − yj

(∂yi − ∂yj) +
yiyj + 1

yiyj − 1
(∂yi + ∂yj)

)
−

−
m∑
i=1

(
p
xi + 1

xi − 1
+ 2q

x2i + 1

x2i − 1

)
∂xi

− k
m∑
i=1

(
r
yj + 1

yj − 1
+ 2s

y2j + 1

y2j − 1

)
∂yj −

−
∑
i,j

(xi + yj
xi − yj

(∂xi
− k∂yj) +

xiyj + 1

xiyj − 1
(∂xi

+ k∂yj)
)
,

ãäå ∂xi
= xi

∂

∂xi
, ∂yj = yj

∂

∂yj
, à ïàðàìåòðû k, p, q, r, s âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèé

p = kr, 2q + 1 = k(2s+ 1).

Â ïðèâåäåííûõ íèæå ôîðìóëàõ ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

h = −km− n− 1

2
p− q,

ãäå m,n � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äèàãðàììà Þíãà � ýòî êîíå÷íûé íàáîð êëåòîê, âûðîâ-

íåííûõ ïî ëåâîìó êðàþ, ãäå äëèíà ñòðîê íå âîçðàñòàåò ñâåðõó âíèç.

Ïóñòü H(m,n)− ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé äèàãðàììû λ òàêèõ, ÷òî λm+1 ≤ n.

Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîé äèàãðàììû λ ñëåäóþùèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-

íîé

n(λ) = λ2 + 2λ3 + 3λ4 + ...

ai = λi + ki, i = 1, 2...

C0
λ(x) =

∏
(i,j)∈λ

(j − 1 + k(i− 1) + x)

C+
λ (x) =

∏
(i,j)∈λ

(λi + j + k(λ′
j + i) + x)

12Sergeev, A.N. Cologero-Moser operator and super Jacobi polynomals / A. N. Sergeev, A. P. Veselov // Adv.
Math. 222, 2009 � P. 1678-1726.
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C−
λ (x) =

∏
(i,j)∈λ

(λi − j − k(λ′
j − i) + x),

Jλ(1) = 4|λ|
C0

λ(h+ 1
2p+ q)C0

λ(k + h− 1
2p+

1
2)

C−
λ (−k)C+

λ (2h− 1)
,

ãäå λ′ îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåííîå ðàçáèåíèå íà λ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S+(λ) ìíîæåñòâî äèàãðàìì µ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó-

÷èòü èç λ äîáàâëåíèåì îäíîé êëåòêè, à ÷åðåç S+(λ) � ìíîæåñòâî äèàãðàìì

µ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç λ óäàëåíèåì îäíîé êëåòêè. Çàäàäèì òàêæå

S(λ) = S+(λ) ∪ S−(λ) ∪ {λ}.
Åñëè µ ∈ S+(λ) è µi = λi + 1, òî îáîçíà÷èì

Vµ(λ) =

l(λ)+1∏
i ̸=j

(ai − aj − k)

(ai − aj)

(ai + aj + 2h− k)

(ai + aj + 2h)
×

×
(ai − k + h+ 1

2p+ q)

(ai − k(l(λ) + 2))

(ai + k(l(λ) + 1) + 2h)

(ai + h)

(ai + h− 1
2p+

1
2)

(ai + h+ 1
2)

.

Åñëè µ ∈ S−(λ) è µi = λi − 1, òî îáîçíà÷èì

Vµ(λ) =

l(λ)∏
i̸=j

(ai − aj + k)

(ai − aj)

(ai + aj + 2h+ k)

(ai + aj + 2h)
×

×
(ai + k + h− 1

2p− q)

(ai + k(l(λ) + 1) + 2h)

(ai − kl(λ))

(ai + h)

(ai + h+ 1
2p−

1
2)

(ai + h− 1
2)

.

Òîãäà

aλ,µ = Vµ(λ)
Jλ(1)

Jµ(1)
, µ ∈ S(λ) \ {λ},

aλ,λ = −k−1(2h+ p+ 2q)−
∑

µ∈S(λ)\{λ}

Vµ(λ).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü 1, k, h ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

Jλ = Jλ(x, y, k, p, q) ∈ Pn,m, λ ∈ H(m,n)
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òàêîå, ÷òî

J∅ = 1, p1Jλ =
∑

µ∈S(λ)

aλ,µJµ, (1)

ãäå p1 = x1 + x−1
1 + ...+ xm + x−1

m + k−1(y1 + y−1
1 + ...+ yn + y−1

n ).

Çàòåì ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë äëÿ êîíêðåò-

íûõ äèàãðàìì. Â ðàáîòå òàêæå âàæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà äèàãðàììà

Þíãà λ ñîñòîèò èç îäíîé êëåòêè (λ = (1)) èëè ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé (λ = ∅). Ýòè
ñëó÷àè òðåáóþò îòäåëüíîãî àíàëèçà, ïîñêîëüêó îáùèå ôîðìóëû äëÿ êîýôôè-

öèåíòîâ aλ,µ â ôîðìóëå Ïüåðè ìîãóò ñóùåñòâåííî óïðîùàòüñÿ èëè äàæå âèäî-

èçìåíÿòüñÿ. Èçó÷åíèå ýòèõ êðàéíèõ ñëó÷àåâ íå òîëüêî äîïîëíÿåò òåîðèþ, íî

è íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé êàðòèíû ñâÿçè ñóïåðïîëèíîìîâ ßêîáè

ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàëãåáð Ëè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà ïðåäñòàâëåíà îäíîé êëåòêîé, ìîæíî

äîáàâèòü êëåòêó â ïåðâóþ èëè âòîðóþ ñòðîêè, à óáðàòü òîëüêî åäèíñòâåí-

íóþ êëåòêó. Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé è ôîðìóë, ïðåäñòàâëåííûõ ðàíåå,

ïîëó÷èì, ÷òî

p1Jλ = Jµ1
+ Jµ2

+
2(1− t)

t
Jλ −

2(2− 2t)

t2
Jµ3

,

ãäå µ1 = (2, 0), µ2 = (1, 1), µ3 = ∅.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà ïóñòàÿ, ìîæíî òîëüêî äîáàâèòü îäíó

êëåòêó èëè íå äåëàòü íè÷åãî. Òîãäà èìååì

p1Jλ = Jµ −
2

t
Jλ,

ãäå µ = (1).

Òåïåðü ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ äèàãðàììû λ =

(a, 1, 1, 1, ..., 1) ïåðâàÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîñòîèò èç a êëåòîê, à ñëåäóþùèå b

ñòðîê èç îäíîé êëåòêè.

Äëÿ äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû äèàãðàìì Þíãà λ íåîáõîäèìî

ñèñòåìàòè÷åñêè ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ìîäèôèêàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè

äîáàâëåíèè èëè óäàëåíèè êëåòîê. Â äàííîé ñèòóàöèè ìîæíî óáðàòü îäíó
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êëåòêó èç ïåðâîé ñòðîêè è äîáàâèòü êëåòêó â ïåðâóþ ñòðîêó. Àíàëîãè÷íî

ìîæíî ïîñòóïèòü ñ ïîñëåäíåé ñòðîêîé. Äàëåå ïîëîæèì m = n = 1, q = 0 è

ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè k → −1.

Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû Ïèåðè:

1. Äëÿ äèàãðàììû-êðþêà âèäà λ = (a, 1a−1) ôîðìóëà Ïüåðè èìååò âèä:

p1Jλ = J(a+1,1a−1) + J(a,1a) +
a− t

a− t− 1

(
J(a−1,1a−1) + J(a,1a−2)

)
.

2. Äëÿ äèàãðàììû-êðþêà âèäà λ = (a, 1a−2) ôîðìóëà Ïüåðè èìååò âèä:

p1Jλ = J(a+1,1a−2) + J(a,1a−1) +
a− t− 2

a− t− 1
J(a−1,1a−2) + J(a,1a−3).

3. Äëÿ äèàãðàììû-êðþêà âèäà λ = (a, 1a) ôîðìóëà Ïüåðè èìååò âèä:

p1Jλ = J(a+1,1a) + J(a,1a+1) + J(a−1,1a) +
a− t− 2

a− t− 1
J(a,1a−1).

4. Äëÿ äèàãðàììû-êðþêà âèäà λ = (a, 1b), êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò íè

îäíîìó èç âûøåîïèñàííûõ ñëó÷àåâ, ôîðìóëà Ïüåðè èìååò âèä:

p1J(a,1b) = J(a+1,1b) + J(a,1b+1) + J(a−1,1b) + J(a,1b−1) − {δ(a = 1) + δ(b = 1)}J(a,1b).

5. Â ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà ïðåäñòàâëåíà îäíîé êëåòêîé, èìååì

p1Jλ = Jµ1
+ Jµ2

+
2(1− t)

t
Jλ −

2(2− 2t)

t2
Jµ3

,

ãäå µ1 = (2, 0), µ2 = (1, 1), µ3 = ∅.
Âî ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà ïóñòàÿ, èìååì

p1Jλ = Jµ −
2

t
Jλ,

ãäå µ = (1).

Äàëåå ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè t → ∞. Èìååì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðè t → ∞ äëÿ äèàãðàììû λ èìååì

ñëåäóþùóþ ôîðìóëó Ïüåðè äëÿ limt→∞ Jλ(t) = Iλ

p1I(a,1b) = I(a+1,1b) + I(a,1b+1) + I(a−1,1b) + I(a,1b−1) − {δ(a = 1) + δ(b = 1)}I(a,1b),

Èíûìè ñëîâàìè

p1Iλ =
∑

µ∈S+(λ)∪S−(λ)

Iµ − {δ(λi = 1) + δ(λ′
i = 1)}Iλ.

Äëÿ ïóñòîé äèàãðàììû èìååì

p1I∅ = I(1),

Â ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà ïðåäñòàâëåíà îäíîé êëåòêîé, èìååì

p1I(1) = I(2,0) + I(1,1) − 2I(1).

Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàëãåáð Ëè õàðàêòåðû Ýéëåðà èãðàþò ôóí-

äàìåíòàëüíóþ ðîëü, ÿâëÿÿñü ñóïåðñèììåòðè÷íûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðîâ ïðåäñòàâëåíèé. Â ñëó÷àå ñóïåðàëãåáðû osp(3|2) õàðàêòåðû Ýéëåðà

íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñó-

ïåðïîëèíîìîâ ßêîáè ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ.

Â ðàáîòå Ãðóñîí è Ñåðãàíîâîé äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ðàçëîæåíèÿ

õàðàêòåðà íåïðèâîäèìîãî ìîäóëÿ ïî õàðàêòåðàì Ýéëåðà.13

Â ðàáîòå Âåñåëîâà è Ñåðãååâà áûëî äîêàçàíî, ÷òî Iλ ñîâïàäàþò ñ õàðàê-

òåðàìè Ýéëåðà Eλ äëÿ osp(m|n).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ââåäåì ïîëèíîìû Qλ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

Qλ = Eλ −
1

t− λ1 + 1
(Eλ(1) − Eλ(2) + ...+ (−1)λ1−2E(1) + 2(−1)λ1−2E∅).

13Cruson, C. Cohomology of generalized supergrassmannians and character formulae for basic classical Lie
superalgebras / C. Cruson, V. Serganova // Proe. Lond. Math Soc. (3), 2010 � P. 852-892.
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Îòäåëüíî ââåäåì ïîëèíîìû Qλ äëÿ ïóñòîé äèàãðàììû è äèàãðàììû, ñîñòîÿ-

ùåé èç îäíîé êëåòêè

Q∅ = E∅,

Q(1) = E(1) +
2

t
E∅.

Â äàííîì îïðåäåëåíèè λ(1) � ýòî äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç λ ïóòåì îò-

íèìàíèÿ ïî îäíîé êëåòêå èç ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà îäíîâðåìåííî,

λ(2) � ýòî äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç λ ïóòåì îòíèìàíèÿ ïî äâå êëåòêè èç

ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà îäíîâðåìåííî è òàê äàëåå.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ðàçëè÷íûõ äèàãðàìì λ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

1. Ïðè λ1 ̸= λ′
1, òî åñòü êîëè÷åñòâî êëåòîê â ïåðâîé ñòðîêå íå ñîâïàäàåò ñ

êîëè÷åñòâîì êëåòîê â ïåðâîì ñòîëáöå, èìååì Jλ = Iλ.

2. Ïðè λ1 = λ′
1, òî åñòü êîëè÷åñòâî êëåòîê â ïåðâîé ñòðîêå ñîâïàäàåò ñ

êîëè÷åñòâîì êëåòîê â ïåðâîì ñòîëáöå, èìååì Jλ = Qλ.

Òåîðåìà 4.2. Åñëè äèàãðàììà λ ̸= (1), òî Jλ(t) ñîâïàäàåò ñ íåïðèâîäèìûì

õàðàêòåðîì osp(3|2) ïðè t = λ1.

Åñëè äèàãðàììà ñîñòîèò èç îäíîé êëåòêè λ = (1), òî Jλ(t) ñîâïàäàåò ñ

íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì osp(3|2) ïðè t = 2.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âçàè-

ìîñâÿçè ìåæäó ñóïåðïîëèíîìàìè ßêîáè è òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàë-

ãåáðû Ëè osp(3|2). Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ìîæíî ìîæíî îòíåñòè

âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ aλ,µ â ôîðìóëå Ïèåðè äëÿ ñóïåðïî-

ëèíîìîâ ßêîáè. Â õîäå ðàáîòû ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû äëÿ äèàãðàìì âèäà

λ = (a, 1b) (Òåîðåìà 3.2) è èññëåäîâàíû ñèììåòðè÷íûå ñëó÷àè, ãäå âîçíèêàþò

îñîáåííîñòè ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.

Òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñóïåðïîëèíî-

ìîâ ßêîáè è õàðàêòåðàìè Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíèé osp(3|2), à èìåííî äîêàçàíî,
÷òî Jλ ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðîì Ýéëåðà ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðîâ (Òåîðåìà 4.2).

Äîïîëíèòåëüíî ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå íà ÿçûêå Python

äëÿ âèçóàëèçàöèè äèàãðàìì Þíãà, èñïîëüçóåìûõ â èññëåäîâàíèè. Êîä ïðî-

10



ãðàììû ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðîèçâîëüíûå äèàãðàì-

ìû Þíãà è îòîáðàæàòü îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ èëè óäàëåíèÿ êëåòîê.

Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò áûòü

îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ñóïåðàëãåáð osp(m|n) è èçó÷åíèå ñâÿçè ñ

äðóãèìè êëàññàìè îðòîãîíàëüíûõ ñóïåðïîëèíîìîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçâèòèè ìåòîäîâ, ñâÿ-

çûâàþùèõ òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàëãåáð Ëè ñ êâàíòîâûìè èíòåãðèðó-

åìûìè ñèñòåìàìè. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â ÿâíûõ âû-

÷èñëåíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ è ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî èíñòðó-

ìåíòàðèÿ äëÿ ðàáîòû ñ äèàãðàììàìè Þíãà.

Ðàáîòà ðàçâèâàåò òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàëãåáð Ëè � àêòèâíî ðàçâè-

âàþùåãîñÿ íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, èìåþùåãî ãëóáîêèå ñâÿçè

ñ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêîé. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû íàõîäÿòñÿ íà ñòûêå àë-

ãåáðû, òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ñîâðåìåííûì òåíäåíöèÿì ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè, òàêæå îíè ìîãóò áûòü ïðè-

ìåíåíû â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ñóïåðñèì-

ìåòðè÷íûõ ìîäåëÿõ. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíóþ öåííîñòü äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé,

íàïðèìåð, äëÿ õàðàêòåðîâ è ñóïåðõàðàêòåðîâ ïðåäñòàâëåíèé êëàññè÷åñêèõ è

ñóïåðñèììåòðè÷íûõ àëãåáð Ëè.
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