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Ââåäåíèå. Öåëüþ ìîåé áàêàëàâðñêîé âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðà-

áîòû ÿâëÿåòñÿ: 1) èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíèå

ñëó÷àåâ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà â êâàäðàòóðàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ

óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé; 2) ïîñòðîåíèå ë¼âíåðîâñêèõ õàëëîâ äëÿ êàæäîãî èç

ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ; 3) ïîñòðîåíèå ë¼âíåðîâñêèõ õàëëîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé. Â

ñâîåé ïåðâîîñíîâå îí âîñõîäèò ê òåîðèè ÷åøñêîãî ìàëåìàòèêà Ê. Ë¼âíåðà,

îïóáëèêîâàííîé â 1923 ãîäó. Ìåòîä ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîçâîëÿ-

åò ïîëó÷èòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîé îáëàñòè íà äðóãóþ ïîñðåäñòâîì

ïîñòðîåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Ýòî

ñåìåéñòâî ïðåäñòàâèìî ôóíêöèåé îäíîãî êîìïëåêñíîãî è îäíîãî âåùåñòâåí-

íîãî ïåðåìåííîãî (ïàðàìåòðà), ðàâíîìåðíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ïàðàìåòðó

âíóòðè èñõîäíîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþùåé êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà íåêîòî-

ðîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, â ÷àñòíîì ñëó÷àå - óðàâíåíèþ Ë¼âíå-

ðà. Ðàçëè÷àþò äâå âåðñèè óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà � ðàäèàëüíóþ, â ñëó÷àå êðóãà,

è õîðäîâóþ, â ñëó÷àå ïîëóïëîñêîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå, çíà÷èòåëüíûé âêëàä

â ðàçâèòèå òåîðèè Ë¼âíåðà âí¼ñ Ï.Ï. Êóôàðåâ, ïîëó÷èâøèé â îäíîé èç ñâîèõ

ðàáîò îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà, êîòîðîå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà-

Êóôàðåâà.

Ïóñòü C[a;b] ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ

p(z, t), a ≤ t ≤ b, ôóíêöèé êëàññà C, ãäå C - êëàññ Êàðàòåîäîðè ôóíêöèé

p(z), ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z : |z| < 1} ñ ðàçëîæåíèåì

p(z) = 1 +
∞∑
k=1

2pkz
k

è óñëîâèåì Rep(z) > 0. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(z) ∈ S ñóùåñòâóåò îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî p(z, t) èç ìíîæåñòâà C[0,∞) òàêîå, ÷òî ðåøå-

íèå w = f(z, t) çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà-

Êóôàðåâà

dw

dt
= −wp(w, t), w

∣∣∣
t=0

= z,
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ïðåäñòàâëÿåò f(z) ïî ôîðìóëå

f(z) = lim
t→∞

etf(z, t).

Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà âîçíèêàåò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà-

Êóôàðåâà ïðè

p(w, t) =
1 + k(t)w

1− k(t)w
, |k(t)| = 1

è ïîðîæäàåò êëàññ ôóíêöèé âñþäó ïëîòíûé â S. Ýòè ôóíêöèè îòîáðàæà-

þò D íà ïëîñêîñòü ñ îäíèì ðàçðåçîì.

Ïóñòü òåïåðü z ∈ H, ãäå H- âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ïëîñêîñòè z, òî åñòü

H = {z ∈ C : Im z > 0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ(t), t ≥ 0, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé

êðèâîé â H, âûõîäÿùåé èç âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå

î êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå âèäà,

w = g(t, z), êîòîðîå îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü H ñ ðàçðåçîì ïî

êðèâîé γ(τ), τ ∈ [0, t], íà âåðõíþþ ïîëîâèíó w-ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì,

÷òî â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè ýòî îòîáðàæåíèå èìååò ðàçëîæåíèå:

g(t, z) = z +
c(t)

z
+O(

1

z2
)

Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îòîáðàæåíèÿ ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 1.

Ðèñóíîê 1 � Ñõåìà êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ

Êîýôôèöèåíò c(t) íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì t. Ïîýòîìó ïàðà-

ìåòðèçàöèÿ êðèâîé ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêîé, ÷òî c(t) = 2t, è â äàëüíåéøåì

áóäåì äîïóñêàòü ýòî.
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Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ gt(z) óäîâëåòâîðÿþò äèôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ, êîòîðîå íàçûâàþò õîðäîâûì óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà:

∂g(t, z)

∂t
=

2

g(t, z)− ξ(t)
, g(0, z) = z,

äëÿ âñåõ z â H. Çäåñü çíà÷åíèå ξ â ìîìåíò âðåìåíè t - ýòî ïðîîáðàç òî÷-

êè γ(t) ïðè îòîáðàæåíèè gt. Áóäåì íàçûâàòü ξ(t) óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé

óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà. Îíà íåïðåðûâíà, âåùåñòâåííîçíà÷íà è ξ : [0, T ] → R.
Ïóñòü z0 ∈ H è òàêàÿ, ÷òî g(t, z0) = ξ(t), òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ ∂tg(t, z) ñèí-

ãóëÿðíà â ýòîé òî÷êå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà z0 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè,

îòîáðàæàåìîé ôóíêöèåé g(t, z).

Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà ïîñòîÿííî ïîðîæäàåò íîâûå ñèíãóëÿðíûå òî÷êè gt,

êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåå íà ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ξ(t) â w-

ïëîñêîñòè. Åñëè ξ(t) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî ýòè ñèíãóëÿðíûå òî÷êè îáðàçóþò

ïðîñòóþ êðèâóþ zc(t) è òî÷êè ýòîé êðèâîé ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ:

gt(zc(t)) = ξ(t).

Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ õàëëîì Ë¼âíåðà, íî òàêæå å¼ ìîæíî íàçâàòü ëèíè-

åé ñèíãóëÿðíîñòåé. Òàêæå, åñëè ïðèíÿòü óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ ξ(t), ñîîò-

âåòñòâóþùóþ äàííîé êðèâîé γ(t), òî zc(t) áóäåò ñîâïàäàòü ñ γ(t). Ïðè îïðåä-

ëåííûõ óñëîâèÿõ íà ξ(t), êðèâàÿ γ(t) ìîæåò áûòü êðèâîé çàïîëíÿþùåé ïðî-

ñòðàíñòâî.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà äëÿ

åäèíè÷íîãî êðóãà è ïîëóïëîñêîñòè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà ñîñòàâëÿåò îñíîâó

ìåòîäà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé â òåîðèè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, ñûã-

ðàâøåãî âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ Áèáåðáàõà è ïðè ïîëó÷å-

íèè ðàíåå è â äàëüíåéøåì ìíîãèõ äðóãèõ òî÷íûõ îöåíîê. Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà

ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëî ïðè èçó÷åíèè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ êàíîíè÷å-

ñêîé îáëàñòè íà îáëàñòü ñ ðàçðåçîì ïî ïðîñòîé äóãå ïåðåìåííîé äëèíû.

Òåîðåìà. Ðåøåíèå ζ = ζ(τ, z, µ) = e−τz + ... óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà

dζ

dτ
= −ζ

µ(τ) + ζ

µ(τ)− ζ
, 0 ≤ τ ≤ τ 0, 0 < τ 0 ≤ +∞,
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ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé µ(τ), |µ(τ)| = 1, è íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì ζ(0, z, µ(0)) = z, z ∈ D = {z ∈ C : |z| < 1}, ñóùåñòâóåò íà
(0, τ 0), îäíîëèñòíî è êîíôîðìíî îòîáðàæàåò (ïðè ôèêñèðîâàííîì τ ) êðóã D

íà îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü B(τ ;µ), ëåæàùóþ â åäèíè÷íîì êðóãå; åñëè τ 0 = +∞,

òî ôóíêöèÿ fµ(z) = lim
τ→+∞

eτζ(τ, z, µ) ïðèíàäëåæèò êëàññó S (òî åñòü ìíîæå-

ñòâó ôóíêöèé f(z), f(0) = 0, f ′(0) = 1, ãîëîìîðôíûõ è îäíîëèñòíûõ â D).

Ê ýôôåêòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ êëàññà S ìîæ-

íî ïðèéòè çà ñ÷¼ò óäà÷íîãî âûáîðà µ(τ) è ïîñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ

óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà.

Òåîðåìà. Êëàññó S ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè

f(z) =
[
s(1 + iδ)

z∫
0

(1− u)us(1+iδ)−1

(1− eiφu)2s+1
du
] 1

s(1+iδ)

,

ãäå s > 0, −∞ < δ < +∞, −π < φ ≤ π [3].

Óñòàâíîâëåíà ñâÿçü ξ(t, z;−1) ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè íåêîòîðûõ

îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è äðóãèìè êëàññàìè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

1

1− z

d

dτ
lnζ(τ, z;−1) =

∞∑
m=0

Pm(1− 2e−τ)zm =
∞∑
l=0

F (−l, l + 1; e−τ)zl, |z| < 1,

ζm(τ, z;−1) = e−mτ
∞∑
l=m

(
m+ l − 1

2m− 1

)
F (m+ l,m− l; 2m+ 1; e−τ)zl, |z| < 1,

ãäå Pm(x) - ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, F (α, β, γ, z) - ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ, m = 1, 2, ....

Â âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåë ñëó÷àé èíòåãðèðîâà-

íèÿ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà ñ ïîñòîÿííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêèåé µ(τ) = eiα.

Îáðàòèìñÿ ê õîðäîâîìó óðàâíåíèþ Ë¼âíåðà.

Ïóñòü γ(t), t ≥ 0, ýòî ïðîñòàÿ êðèâàÿ â H, âûõîäÿùàÿ èç âåùåñòâåí-

íîé ëèíèè. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, ñóùåñòâóåò
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åäèíñòâåííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âèäà w = gt(z), êîòîðîå îòîáðàæàåò

îáëàñòü Gt, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òî÷åê â H ñ ðàçðåçîì ïî êðèâîé γ[o, t] íà âåðõ-

íþþ ïîëîâèíó w-ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè

ýòî îòîáðàæåíèå èìååò ðàçëîæåíèå

gt(z) = z + c(t)/z +O(1/z2).

Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ gt óäîâëåòâîðÿþò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåí-

öèàëüíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà

dgt
dt

=
2

gt − ξ(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì g0 = z äëÿ âñåõ z â H.

Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðåðûâíûìè âå-

ùåñòâåííîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè è îïðåäåë¼ííûìè ðàñòóùèìè ñåìåéñòâàìè

ìíîæåñòâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äàíà ôóíêöèÿ � îïèøåì, êàê ïîëó÷èòü

ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà.

Ïóñòü ξ � íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåç-

êå [0, T ], è âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó z0 ∈ H \ {ξ(0)}, ãäå

H = {x+ iy : y > 0}

îáîçíà÷àåò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Òîãäà õîðäîâîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå Ë¼âíåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè:

d

dt
z(t) =

2

z(t)− λ(t)
, z(0) = z0.

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z(t) ñóùåñòâóåò íà íåêîòîðîì âðåìåííîì èíòåðâà-

ëå ñîãëàñíî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Ôàêòè÷åñêè, ðåøåíèå z(t) áóäåò ñóùåñòâîâàòü äî òåõ ïîð,

ïîêà çíàìåíàòåëü íå îáðàòèòñÿ â íóëü, ÷òî ïðîèçîéä¼ò, åñëè z(s) = λ(s) äëÿ

íåêîòîðîãî s. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî z0 çàõâà÷åíà ôóíêöèåé λ â ìîìåíò

âðåìåíè s.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kt õàëë â ìîìåíò âðåìåíè t � ìíîæåñòâî çàõâà÷åííûõ

òî÷åê:

Kt = {z0 ∈ H : z(s) = λ(s) äëÿ íåêîòîðîãî s ≤ t}.

Ýòî ñåìåéñòâî õàëëîâ {Kt}t∈[0,T ] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçðàñòàþùåå ñåìåé-
ñòâî ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèè ξ(t) ïî óðàâíåíèþ Ë¼âíåðà. Íà-

çûâàåì ξ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé, à Kt � ìíîæåñòâîì, ïîðîæä¼ííûì ξ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåçêå

[0, T ]. Ñåìåéñòâî äåôîðìàöèé, óïðàâëÿåìûõ ξ, � ýòî ñåìåéñòâî õàëëîâ Kc
t ,

c > 0.

Ðèñóíîê 2 � Ïðèìåðû õàëëîâ

Õàëëû Kc
t , ïîðîæä¼ííûå óïðàâëåíèåì ξc(t) = c − c

√
1− t, ïðè c = 3

(ñëåâà) è c = 5 (ñïðàâà).

Òåîðåìà. Åñëè ξ � ôóíêöèÿ êëàññà Lip
(
1
2

)
ñ íîðìîé ∥ξ∥1/2 < 4, òî õàëëû,

ïîðîæä¼ííûå ξ, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè êðèâûìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â H∪{λ(0)}.

Ñâîéñòâî êîíêàòåíàöèè óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà. Ïóñòü ξ � íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà [0, T ], è Kt � õàëëû, ïîðîæä¼ííûå ξ. Äëÿ

t0 ∈ (0, T ) ïóñòü K̃t � õàëëû, ïîðîæä¼ííûå ñäâèíóòîé ïî âðåìåíè óïðàâëÿ-

þùåé ôóíêöèåé:

ξ̃(t) = ξ(t0 + t), äëÿ t ∈ [0, T − t0].

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ξ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòðåçêå

[0, T ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò:

� t0 ∈ [0, T ],

� s ∈ (0, T − t0],
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òàêèå, ÷òî ñìåù¼ííàÿ ïî âðåìåíè óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ξ̃(t) = ξ(t0 + t)

çàõâàòûâàåò âåùåñòâåííóþ òî÷êó â ìîìåíò âðåìåíè s. Òîãäà õàëë Kt0+s, ïî-

ðîæä¼ííûé ôóíêöèåé ξ, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, ñîäåðæàùåéñÿ â

H ∪ {ξ(0)}.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà â êâàäðàòóðàõ.

Íà÷í¼ì ñ òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ξ = A. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ gt(z), â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t, ïðèîáðåòàåò íîâóþ ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå

zc(t) = A+ 2it1/2,

êîòîðàÿ ïîñðåäñòâîì ýòîé ôóíêöèè îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó ξ(t) = A â w-

ïëîñêîñòè.

Òðàåêòîðèÿ, ñîçäàâàåìàÿ óïðàâëåíèåì êîíñòàíòû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îò-

ðåçîê âåðòèêàëüíîé ëèíèè.

Ðèñóíîê 3 � Òðàåêòîðèÿ ïðè ïîñòîÿííîì óïðàâëåíèè

Â ñëó÷àå, êîãäà ξ(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ξ(t) = t, òàê êàê äîáàâëåíèå êîíñòàíòû è óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó êîìïåíñè-

ðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñäâèãà èëè ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Òðàåêòîðèÿ, ñîçäàâàåìàÿ ýòèì óïðàâëåíèåì, èìååò âèä:
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Ðèñóíîê 4 � Òðàåêòîðèÿ ïðè ëèíåéíîì óïðàâëåíèè

Ñëåäóþùèé ñëó÷àé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-

åé êâàäðàòíîãî êîðíÿ îò âðåìåíè. Ýòîò ñëó÷àé èìååò äâà ïîäñëó÷àÿ: îäèí, â

êîòîðîì óïðàâëåíèå èìååò êîíå÷íóþ âðåìåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü, îñíîâàííóþ

íà ïðàâèëå óðàâíåíèÿ

ξ(t) = C(1− t)β,

èëè, â ÷àñòíîñòè,

ξ(t) = 2[k(1− t)]
1
2 , t ⩽ 1, k ⩾ 0.

Çäåñü, êàê óâèäèì, ðåçóëüòàò êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè k, ïðè-

÷åì êðèòè÷åñêèì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ k = 4, êîãäà ñèíãóëÿðíàÿ êðèâàÿ çàìû-

êàåòñÿ íà âåùåñòâåííóþ îñü.

Ðèñóíîê 5 � Çàâèñèìîñòü òðàåêòîðèè îò k
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Âî âòîðîì ñëó÷àå óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íóþ ïî âðåìåíè

ñèíãóëÿðíîñòü, îòâå÷àþùóþ ïðàâîìó ñëó÷àþ:

ξ(t) = 2[kt]
1
2 , k ⩾ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå zc(t) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé.

Ðèñóíîê 6 � Òðàåêòîðèè ïðè áåñêîíå÷íîé ñèíãóëÿðíîñòè

Äàëåå â ðàáîòå â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåì äåòåð-

ìèíèðîâàííûé àíàëîã áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ � ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà,

êîòîðàÿ, êàê è áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íî íèãäå íå

äèôôåðåíöèðóåìîé. Â ÷àñòíîñòè, ðàáîòàåì ñ ôóíêöèåé:

W (t) =
∞∑
n=0

2−n/2 cos(2nt),

Â 2000 ãîäó Øðàìì ïðåäñòàâèë ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ êðèâûõ, íàçâàí-

íûõ èì ñòîõàñòè÷åñêîé ýâîëþöèåé Ë¼âíåðà (SLE). Ïîçäíåå ýòè êðèâûå áûëè

ïåðåèìåíîâàíû â ýâîëþöèþ Øðàììà�Ë¼âíåðà â ÷åñòü Øðàììà. Óðàâíåíèå

Ë¼âíåðà óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó: äâóìåðíûìè êðèâûìè è íåïðå-

ðûâíûìè îäíîìåðíûìè ôóíêöèÿìè.

SLE ÷àñòî çàïèñûâàþò êàê SLEk, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî áåñêîíå÷-

íîå ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà k ≥ 0. Â ÷àñòíî-

ñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà, SLEk ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè
√
kB(t), ãäå B(t) � áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Êðèâûå SLEk áûâàþò

òð¼õ òèïîâ, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ k:
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� åñëè k ∈ [0, 4], òî SLEk � ýòî ïðîñòàÿ êðèâàÿ;

� åñëè k ∈ (4, 8), òî SLEk � ýòî êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ñàìó ñåáÿ;

� åñëè k ∈ [8,∞), òî SLEk � ýòî çàïîëíÿþùàÿ ïðîñòðàíñòâî êðèâàÿ.

Ïîäðîáíî ðàçîáðàíû äîêàçàòåëüñòâà äâóõ òåîðåì:

Òåîðåìà. Ïóñòü tm,k = mπ
2k

äëÿ m, k ∈ N. Åñëè 0 < |h| ≤ 2−(k+7), òî

W (tm,k)−W (tm,k + h) ≥ 0.2
√

|h|.
Òåîðåìà. Äåôîðìàöèè, óïðàâëÿåìûå ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà W (t), äå-

ìîíñòðèðóþò ôàçîâûé ïåðåõîä. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà c äîñòàòî÷íî ìàëî, õàë-

ëîâ, ïîðîæä¼ííûé cW (t), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ êðèâóþ âH∪{cW (0)},
è ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà c äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Çàêëþ÷åíèå. Â ñâîåé ðàáîòå ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ ìåòîäîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ

ïðîäîëæåíèé â òåîðèè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé âîñõîäÿùèõ ê ðàáîòàì Ë¼âíåðà.

Áûëè ðàññìîòðåíû äâå âåðñèè óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà: ðàäèàëüíàÿ � äëÿ êðóãà è

õîðäîâàÿ � äëÿ ïîëóïëîñêîñòè. Îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî õîðäîâîìó

óðàâíåíèþ. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ â êâàäðàòóðàõ. Íàïèñàí ïðîãðàììíûé êîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ õàëëîâ.

Áûëî òàêæå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ë¼âíåðîâñêèõ õàëëîâ, ïîðîæäàåìûõ

ïðîöåññàìè Øðàììà-Ë¼âíåðà â ðàìêàõ òåîðèè óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà. Äàííûé

àïïàðàò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó âåùåñòâåííûì àíà-

ëèçîì è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðî-

âåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîäòâåðæäàåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ë¼âíåðà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò êàê òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ òåîðèè

êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, òàê è ïîòåíöèàëüíîå ïðèêëàäíîå ïðèìåíåíèå â

ìîäåëÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ñâÿçàííûõ ñ êðèòè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè íà

ïëîñêîñòè.
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