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Ââåäåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà áûëî îòêðûòî ×àðëü-

çîì Ëåâíåðîì â 1923 ãîäó. Ñ òåõ ïîð íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò îíî ñëóæè-

ëî ìîùíûì ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì

êðóãå. Çà ýòî âðåìÿ ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî âèäîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè:

ðàäèàëüíîå è õîðäîâîå.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ Ëåâíå-

ðà, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êàê

êëàññè÷åñêîìó ðàäèàëüíîìó óðàâíåíèþ, òàê è åãî õîðäîâîìó âàðèàíòó. Â îò-

ëè÷èå îò îáùåé òåîðèè, ãäå ðåøåíèå, íå âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-

öèÿõ, âûáîð ñïåöèàëüíûõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå

èëè íåÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è èññëåäîâàòü èõ ïðå-

äåëüíîå ïîâåäåíèå.

Â íà÷àëå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ñåìåéñòâàõ îáëàñòåé Ëåâíåðà.

Çäåñü îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ðàçðåçà, ïàðàìåòðèçîâàííîãî íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèåé, è ââåäåíî ñåìåéñòâî îáëàñòåé ∆α = ∆ \ Lα. Äîêàçàíû ëåììà î ïàðà-

ìåòðèçàöèè, ïîçâîëÿþùàÿ ââåñòè ¾âðåìÿ¿ t òàêîå, ÷òî ïåðâûé êîýôôèöèåíò

Òåéëîðà èìååò âèä γ1(t) = et, à òàêæå ëåììû î ñòÿãèâàíèè ðàçðåçà è äóãè

ïðè ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäàõ. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûâåäåíî ðàäèàëü-

íîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà äëÿ ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèè è äëÿ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèè, ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà îá èíòåãðàëàõ óðàâíåíèÿ è äîêàçàíà îä-

íîëèñòíîñòü ïðåäåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïîñëå ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíå-

ðà äëÿ íåñêîëüêèõ òèïîâ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîò-

ðåíû ñëó÷àè. Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷åíî íåÿâíîå ðåøåíèå, âûïîëíåí ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä τ → ∞ è íàéäåíà ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(z).

Â êîíöå ðàññìàòðèâàåòñÿ õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà äëÿ âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè. Ïðèâåäåíû åãî âûâîä è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Èññëåäîâàíû ÷àñò-

íûå ñëó÷àè óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷åíî ÿâíîå

èëè íåÿâíîå ðåøåíèå, ïðîàíàëèçèðîâàíà ãåîìåòðèÿ ðàñòóùåãî ðàçðåçà (õàë-

ëà). Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïîëîæåíèå íà÷àëüíîé òî÷êè ðàçðåçà è óãîë åãî âûõîäà

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ïàðàìåòðàìè A è t0.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. ∆ ⊂ C � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ íà÷à-

ëîì êîîðäèíàò â òî÷êå O.

Ðèñóíîê 1 � Îáëàñòü ∆ ñ ðàçðåçîì L

Çàôèêñèðóåì â îáëàñòè ∆ ðàçðåç L, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó íà÷àëà

êîîðäèíàò. Äàííûé ðàçðåç ïàðàìåòðèçîâàí íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé φ(α) íà

îòðåçêå [0, α0], ïðè ÷åì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) φ(0) = B ∈ ∆ (âíóòðåííÿÿ òî÷êà ∆),

2) φ(α0) = A ∈ ∂∆ (òî÷êà ãðàíèöû ∆).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α ∈ [0, α0] ðàññìîòðèì ÷àñòü ðàç-

ðåçà Lα = {φ(s) : α ≤ s ≤ α0}. Ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî îáëàñòåé Ëåâíåðà:

∆α = ∆ \ Lα, 0 ≤ α ≤ α0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè α ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè ∆α âîçðàñòàþò.

Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà α ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ(z, α). Ðàññìîòðèì êîí-

ôîðìíîå îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå ψ(z, a) : D → ∆a åäèíè÷íîãî êðóãà

D = {z ∈ C : |z| < 1} íà îáëàñòü ∆α. Ïóñòü îíî íîðìèðîâàíî óñëîâèÿìè:

ψ(0, α) = 0, ψ′
z(0, α) > 0.

Òàêèå ôóíêöèè â D ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé z:

ψ(z, α) = γ1(α)z + γ2(α)z
2 + γ3(α)z

3 + · · · .
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Èç áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ψ(z, α):

F (ω, α) = ψ−1(ω, α),

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò îáëàñòü ∆α îáðàòíî íà åäèíè÷íûé êðóã. Îíî òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíôîðìíûì è ñîõðàíÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìèðîâêó:

F (0, α) = 0, F ′
ω(0, α) > 0.

Åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà ïî ïåðåìåííîé ω èìååò âèä:

F (ω, α) =
1

γ1(α)
ω + δ2(α)ω

2 + · · · .

Ðèñóíîê 2 � Îòîáðàæåíèå îáëàñòè ñ ðàçðåçîì íà åäèíè÷íûé êðóã è îáðàòíî

Ëåììà (î ïàðàìåòðèçàöèè). Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ çàìåíà ïåðå-

ìåííûõ α = α(t) (α, t ∈ R), òàêàÿ ÷òî Òåéëîðñêèé êîýôôèöèåíò ôóíêöèè

ψ(z, α) èìååò âèä: γ1(α) = et.

Ëåììà. Ïóñòü t′ → t′′ èëè t′′ → t′. Òîãäà îòîáðàæåíèå Φ(z, t′, t′′) ñõî-

äèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó z ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå

çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà, íå ñîäåðæàùåì:

- òî÷êó M(t′, t′) ïðè ôèêñèðîâàííîì t′

- òî÷êó A(t′′) ïðè ôèêñèðîâàííîì t′′

Ëåììà (î ñòÿãèâàíèè ðàçðåçà). Åñëè t′ ôèêñèðîâàíî, à t′′ → t′, òî ïðè

îòîáðàæåííèè Φ(z, t′, t′′) êðèâàÿ ℓ(t′, t′′) ñòÿãèâàåòñÿ â íåêîòîðóþ òî÷êóM íà

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
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Ëåììà (Î ñòÿãèâàíèè äóãè γ). Åñëè t′′ ôèêñèðîâàíî, à t′ → t′′, òî ïðè

îòîáðàæåíèè Φ(z, t′, t′′) äóãà γ(t′, t′′) ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó M íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè.

Ââåäåì çàìåíó α íà ïàðàìåòð âðåìåíè t. Ïóñòü ñóùåñòâóåò âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó α è t, çàäàííîå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöè-

åé α = α(t), òàêîå ÷òî ðàçëîæåíèå ψ(z, α) â ðÿä óäîâëåòâîðÿåò: γ1(α(t)) = et.

Ââåäåì ôóíêöèþ ψ(z, t) = ψ(z, α(t)), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îòîá-

ðàæåíèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ F (ω, t) =

ψ−1(ω, t) îòîáðàæàåò îáëàñòü ∆α(t) îáðàòíî íà åäèíè÷íûé êðóã.

Òåîðåìà (óðàâíåíèå Ëåâíåðà äëÿ ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèè). Ôóíêöèÿ

F (ω, t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

dF (ω, t)

dt
= −F (ω, t)1 + e−iµF (ω, t)

1− e−iµF (ω, t)
,

ãäå µ(t) � óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà (óðàâíåíèå Ëåâíåðà äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè). Ïóñòü ψ(z, t)

- ñåìåéñòâî îäíîëèñòíûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà D =

{|z| < 1} íà îáëàñòè∆t = ∆\Lt ñ íîðìèðîâêîé ψ(0, t) = 0, ψ′
z(0, t) = et > 0,

ãäå Lt - ýâîëþöèîíèðóþùèé ðàçðåç. Òîãäà ψ(z, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂ψ(z, t)

∂t
= z

∂ψ(z, t)

∂z
· e

iµ(t) + z

eiµ(t) − z
.

Òåîðåìà (îá èíòåãðàëàõ óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà). Ïóñòü µ = µ(t) íåïðåðûâíà

ïðè t ∈ [0;∞). Òîãäà ôóíêöèÿ ξ = ξ(z, t)
dξ
dt = −ξ e

iµ(t)+ξ
eiµ(t)−ξ

,

ξ(z, 0) = z,

îäíîëèñòíà â |z| < 1 êàê ôóíêöèÿ îò z è ñóùåñòâóåò lim
t→∞

etξ(z, t) = f(z),

ïðè÷åì ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé â |z| < 1.

Äëÿ ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ â

ñëåäóþùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
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Ñëó÷àé 1: ïîñòîÿííàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ µ(τ) = eiα. Ðåøåíèå â íåÿâ-

íîì âèäå:
eτξ

(eiα + ξ)2
=

z

(eiα + z)2
.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ:

f(z) =
z

(1 + e−iαz)2
= eiα · k(e−iαz),

ãäå k(z) =
z

(1 + z)2
� ôóíêöèÿ Êåáå. Òàêèì îáðàçîì, f(z) îñóùåñòâëÿåò

êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó

ïîä óãëîì −α.
Ñëó÷àé 2: ëèíåéíàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ µ(τ) = ei(α+βτ). Ïîñëå çàìåí

ïåðåìåííûõ ïîëó÷åíî íåÿâíîå ðåøåíèå:

eτξ

(1 + δe−i(α+βτ)ξ)
2

1−iβ

=
z

(1 + δe−iαz)
2

1−iβ

,

ãäå δ = 1+iβ
1−iβ . Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ:

f(z) =
z

(1 + δe−iαz)
2

1−iβ

.

Ñëó÷àé 3: êóñî÷íî-çàäàííàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ. Íà èíòåðâàëå [0, τ1]

ïðè µ(τ) = eiα1τ :

eτξ

(1 + δ0e−iα1τξ)
2

1−iα1

= z, δ0 =
1− iα1

1 + iα1
.

Íà èíòåðâàëå [τ1,∞) ïðè µ(τ) = ei(α2τ+β):

eτξ =
eτ1ξ∗

(1 + δ1e−i(α2τ+β)ξ∗)
2

1−iα2

, δ1 =
1− iα2

1 + iα2
.
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Ñëó÷àé 4: àïïðîêñèìàöèÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè
√
τ . Óïðàâëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ çàäàíà êóñî÷íî:

µ(τ) =



eτ , 0 ≤ τ < 1,

e1+
1
3 (τ−1), 1 ≤ τ < 4,

e2+
1
5 (τ−4), 4 ≤ τ < 9,

e3, τ ≥ 9.

Äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ïîëó÷åíî íåÿâíîå ðåøåíèå. Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ:

f(z) = e9
ξ3

(e3i + ξ3)2
.

Òàêæå â ðàáîòå ðàññìîòðåíî "õîðäîâîå"óðàâíåíèå Ëåâíåðà.

H : z = x+ iy ∈ C; y > 0 � ìíîæåñòâî òî÷åê âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ : (0;T ] → H � íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæå-

íèå è γ(t) ∈ H, γ(0) = 0. Îáîçíà÷èì Kt = γ[0; t] è Ht = H\Kt. Kt - ðàñòóùåå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå îáîëî÷êîé Ëåâíåðà èëè "õàëëîì".

Ïóñòü gt : Ht → H � åäèíñòâåííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íîðìèðîâêå:

gt = z +
c(t)

z
+O

�
1

z2

�
, z → ∞,

ãäå c(t) ∈ R+. Çäåñü gt ìîæåò áûòü ãîëîìîðôíî ðàñøèðåíî íà C\Kt ∓ s(Kt).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ t→ c(t) íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò îò 0 äî∞, èçìåíèì

ïàðàìåòðèçàöèþ γ(t) òàê, ÷òîáû c(t) = 2t. gt ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà H̄t →
ïðåäåë λ(t) = limz→γ(t)gt(z) ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå t → λ(t)

íåïðåðûâíî, à t→ gt(z) óäîâëåòâîðÿåò õîðäîâîìó óðàâíåíèþ Ëåâíåðà:

ġ(z) =
2

gt(z)− λ(z)
, g0(z) = z, z ∈ H.
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Åñëè γ åñòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïðîñòûõ êðèâûõ, âîçìîæíî, ñ îáùèìè

òî÷êàìè, òî èñïîëüçóåòñÿ êðàòíîå õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà:

ġ(z) =
n∑

k=1

2µk
gt(z)− λk(t)

, gt(z) = z, 0 ⩽ t ⩽ T, z ∈ H \ γ[0, T ]

ñ êóñî÷íî�çàäàííûìè íåïðåðûâíûìè óïðàâëÿþùèìè ôóíêöèÿìè λk :

(0, T ] → R è µk > 0, k = 1, . . . , n òàêèå, ÷òî
∑n

k=1 µk = 1.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïðè gs(z) = λ(s) â çíàìåíàòåëå ïîëó÷àåì íóëü.

Ñîáèðàÿ ýòè "ïðîáëåìíûå" òî÷êè â Kt ïîëó÷àåì, ÷òî "õàëë"ðàâåí:

Kt = {z ∈ H : gs = λ(s), s ∈ (0; t]}.

Òåîðåìà. Ïóñòü γ : (0;T ) → (H, 0,∞) ïîðîæäàåòñÿ óïðàâëÿþùåé ôóíê-

öèåé λ(t). Åñëè ëþáàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ ∈ Cn, òî ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîëóïëîñ-

êîñòíîé åìêîñòè γ íàõîäèòñÿ â Cn−1(0; τ) è λ ∈ Cn−1(0; τ), ãäå τ ÿâëÿåòñÿ

ïîëóïëîñêîñòíîé åìêîñòüþ γ è ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò T > t0, äëÿ êîòîðîãî õîðäîâîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå Ëåâíåðà (3.2) ñ êóñî÷íûìè óïðàâëÿþùèìè ôóíêöèÿìè âèäà

λ(t) =

0, 0 ⩽ t < t0,

A, t0 ⩽ t ⩽ T,

èìååò ðåøåíèå w = gt(z) íà [0, T ]. Íà [0, t0], gt(z) =
√
z2 + 4t, à íà [t0, T ]

w = gt(z) óäîâëåòâîðÿåò íåÿâíîìó óðàâíåíèþ:

w2 − z2 − A2 log
w2

z2 + 4t0
= 4t, gt0(z) =

√
z2 + 4t0, z ∈ H \ [0, i2

√
t0], (1)

ãäå íåïðåðûâíûå âåòâè logw è log z âåùåñòâåííû, êîãäà w è z ïîëîæèòåëüíû.

Ôóíêöèÿ gT (z) îòîáðàæàåò H\Γ íà H ñîãëàñíî ñëåäóþùèì òðåì ñëó÷àÿì:

1. Åñëè A > 2
√
t0, òî Γ =

⋃2
k=0 Γk, ãäå Γ0 = [0, 2i

√
t0], Γ2[0, T ] � êðèâàÿ,

êîòîðàÿ âûõîäèò èç òî÷êè
√
A2 − 4t0 è îðòîãîíàëüíà R â ýòîé òî÷êå,

Γ1[0, T ] ñèììåòðè÷íà Γ2[0, T ] îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè;
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2. Åñëè A < 2
√
t0, òî Γ =

⋃2
k=0 Γ

∗
k, ãäå Γ

∗
0 = Γ0, Γ

∗
2[0, T ] � êðèâàÿ, êîòîðàÿ

âûõîäèò èç òî÷êè i
√
4t0 − A2 è îðòîãîíàëüíà ìíèìîé îñè â ýòîé òî÷êå,

Γ∗
1[0, T ] ñèììåòðè÷íà Γ∗

2[0, T ] îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè;

3. Åñëè A = 2
√
t0, òî Γ =

⋃2
k=0 Γk, ãäå Γ0 = Γ0, Γ2[0, T ] � êðèâàÿ, êîòîðàÿ

âûõîäèò èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì π/4 ê R, Γ1[0, T ] ñèììåòðè÷íà

Γ∗∗
2 [0, T ] îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî T > t0 õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà ñ êóñî÷íûìè

óïðàâëÿþùèìè ôóíêöèÿìè âèäà

λ(t) =

0, 0 ⩽ t < t0,

A
√
t− t0, t0 ⩽ t ⩽ T,

èìååò ðåøåíèå w = g(z, t) íà [0, T ]. Íà [0, t0] g(z, t) =
√
z2 + 4t, à íà [t0, T ]

w = g(z, t) óäîâëåòâîðÿåò íåÿâíîìó óðàâíåíèþ

(A2 + 4)(t− t0) = w2 − (z2 + 4t0)
A2

4 +1w−A2

2 , w(z, t0) =
√
z2 + 4t0,

ãäå âåòâè ñòåïåííûõ ôóíêöèé ïîëîæèòåëüíû, êîãäà z2+4t0 è w ïîëîæèòåëü-

íû. Ôóíêöèÿ g(z, T ) îòîáðàæàåò H \ Γ íà H, Γ =
⋃2

k=0 Γk, ãäå Γ0 � îòðåçîê

[0, i2
√
t0], Γ2 � êâàäðàòíûé êîðåíü èç ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà ïîä óãëîì

4π/(A2 + 4) ê R èç (−4t0), è Γ1 ñèììåòðè÷íà Γ2 îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.

Äëÿ õîðäîâîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ â

ñëåäóþùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

1) Äëÿ λ(t) = 0 õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà ïðèíèìàåò âèä:

ġt =
2

gt
,

"Õàëë"óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé:

−z2 = 4t⇐⇒ z = 2i
√
t.

2) Äëÿ λ(t) = ct óðàâíåíèå Ëåâíåðà ïðèíèìàåò âèä:

ġt =
2

gt − ct
.
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"Õàëë"óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé:

z =
2

c
− 2ϕ

c
ctgϕ+ i

2

c
ϕ.

Çàêëþ÷åíèå. Â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà: ñå-

ìåéñòâà îáëàñòåé Ëåâíåðà, ëåììà î ïàðàìåòðèçàöèè, ëåììû î ñòÿãèâà-

íèè ðàçðåçà è äóãè, âûâîä óðàâíåíèÿ äëÿ ïðèñîåäèíåííîé è ïðîèçâîäÿ-

ùåé ôóíêöèé, òåîðåìà îá èíòåãðàëàõ óðàâíåíèÿ;

- ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êðóãîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñòîÿí-

íîé, ëèíåéíîé, êóñî÷íî-çàäàííîé è àïïðîêñèìèðóþùåé êîðåíü óïðàâ-

ëÿþùèõ ôóíêöèé;

- èññëåäîâàíî õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,

ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé λ(t) = 0, λ(t) = ct;

- ïðîàíàëèçèðîâàíà ãåîìåòðèÿ ðàñòóùåãî ðàçðåçà (õàëëà) â çàâèñèìîñòè

îò ïàðàìåòðîâ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè;

Ïîëó÷åíû ÿâíûå è íåÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé êðóãîâîãî óðàâíåíèÿ

Ëåâíåðà äëÿ ðàçíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, à òàêæå óðàâ-

íåíèÿ "õàëëà"äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû áûë ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé

êîìïëåêñ íà ÿçûêå Python, ðåàëèçóþùèé âèçóàëèçàöèþ "õàëëîâ"õîðäîâîãî

óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò:

- çàäàâàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c äëÿ óïðàâëÿþùåé ôóíê-

öèè λ(t) = ct;

- ñòðîèòü õàëëû äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ è íóëåâîãî c;

- âèçóàëèçèðîâàòü îòðàæåíèå õàëëà îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè ïðè ñìåíå

çíàêà c;

- ñîõðàíÿòü ïîëó÷åííûå ãðàôèêè â ôàéë.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåí-

íûõ çíà÷åíèé c ôîðìà õàëëà ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè õîðäîâîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà: ñ ðîñòîì |c| ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà õàë-
ëà ymax = 2π/|c| óìåíüøàåòñÿ (õàëë ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïðèæàòûì ê âåùå-
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ñòâåííîé îñè), ïðè c = 0 âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê íà ìíèìîé îñè, à ïðè c < 0

ïðîèñõîäèò çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.

Ðàáîòà íîñèò çàâåðøåííûé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê òåî-

ðåòè÷åñêàÿ îñíîâà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â

òåîðèè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, à òàêæå äëÿ çíàêîìñòâà ñ ìåòîäàìè ïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðèìåíÿåìûõ â ñîâðåìåííîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå

è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
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