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Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò çàäàíèÿ ïî ìåòîäàì âû÷èñëåíèé,
ïðåäëàãàâøèåñÿ â ðàçíûå ãîäû ñòóäåíòàì ôàêóëüòåòà êîìïüþ-
òåðíûõ íàóê è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÑÃÓ. Ìàòåðèàë
ïîñîáèÿ îõâàòûâàþò ñëåäóþùèå ðàçäåëû: èíòåðïîëèðîâàíèå è
ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé, ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èí-
òåãðèðîâàíèå, ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Çàäàíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðàçíûõ ôîðì ïðàêòè÷åñêèõ çà-
íÿòèé. Ðàçäåë ¾Òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è¿ ñîäåðæèò çàäà÷è äëÿ
ðåøåíèÿ íà àóäèòîðíûõ çàíÿòèÿõ ¾ðó÷êîé íà áóìàãå¿ ñ ïðèìå-
íåíèåì êàëüêóëÿòîðà, ìîæåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ íàèáîëåå âàæ-
íûõ çàäà÷ ðàçîáðàíû ðåøåíèÿ. Îñòàëüíûå ìîãóò áûòü ðåøå-
íû ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè èç êóðñà ëåêöèé èëè èç ó÷åáíèêîâ
[1, 2, 3, 4]. Íåêîòîðûå íåîáÿçàòåëüíûå çàäàíèÿ ýòîãî ðàçäåëà
ïðåäïîëàãàþò ïðîãðàììèðîâàíèå íà êîìïüþòåðå, îíè ïîìå÷å-
íû ñèìâîëîì ¾çâåçäî÷êà¿∗. Îòäåëüíî ïðèâåäåíû òèïîâûå çà-
äàíèÿ, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ êîíòðîëüíîé ðàáîòû. Òàêæå ïî-
ñîáèå ñîäåðæèò çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà â êîì-
ïüþòåðíîì êëàññå è äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ ïðîåêòîâ.

Ñ àâòîðîì ïîñîáèÿ ìîæíî ñâÿçàòüñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå
BondarenkoNP@info.sgu.ru. Áóäó áëàãîäàðíà çà ëþáûå çàìå÷à-
íèÿ è ïðåäëîæåíèÿ.
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Òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è

Ââîäíûå çàäà÷è

1. Âû÷èñëèòü
√
2 ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì; ïî èòå-

ðàöèîííîé ôîðìóëå Ãåðîíà:

xn+1 =
1

2

(
xn +

2

xn

)
.

Îöåíèòü ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáó-
åìîãî êîëè÷åñòâà çíàêîâ. Âûâåñòè àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ
3
√
2.
2. Âû÷èñëèòü sin 0.1, sin 1 ïðè ïîìîùè ðÿäîâ Òåéëîðà. Îïðå-

äåëèòü êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé òî÷íîñòè.
3. Âû÷èñëèòü ÷èñëî π ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

arctg x â ðÿä Òåéëîðà.

Èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû

4. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè
f(x) = sinx ïî òðåì ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì íà îòðåçêå [0, π]
ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà è ïî ôîðìóëå Íüþòîíà. Ñðàâíèòü ðå-
çóëüòàòû.
5. Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ â çàäà÷å 4 ïî

ôîðìóëå

rn(x) 6
Mn

n!
|ωn(x)|.

Îöåíèòü ìàêñèìóì ìíîãî÷ëåíà ωn(x), èññëåäóÿ ýòó ôóíêöèþ
íà ýêñòðåìóì. Ïîëó÷èòü ÷èñëåííóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè.
6. Ïîñòðîèòü ÷åáûøåâñêèå óçëû íà îòðåçêå [0, π] (n = 3).

Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ f(x) = sinx ïî
÷åáûøåâñêèì óçëàì (èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëàãðàíæà èëè ôîð-
ìóëó Íüþòîíà). Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ.
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7. Ðåøèòü çàäà÷ó 4 ïðè n = 4. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà è ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ â
òî÷êå π

2 .
8∗.Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ñòðîÿùóþ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíî-

ãî÷ëåí äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ïî çàäàííûì óçëàì ïî ôîðìóëå
Ëàãðàíæà è/èëè ïî ôîðìóëå Íüþòîíà. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíî-
ñòè ñðàâíèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ñ çàäàííîé ôóíê-
öèåé âèçóàëüíî íà ãðàôèêå èëè âû÷èñëèòü ïîãðåøíîñòü â óç-
ëàõ î÷åíü ìåëêîé ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ è ñïëàéíû

9. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî
äàííûì (

xi : 0 1 2 3
f(xi) : 0 0.6 2.3 1.6

)
i = 0, 1, 2, 3.

10.Ïðîâåñòè ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàé-
íà ïî äàííûì

a)

(
xi : 0 1 2

f(xi) : 0 3 1

)
b)

(
xi : 0 1 2 3

f(xi) : 0 0.6 2.3 1.6

)
1) Íà êàæäîì îòðåçêå [xi−1, xi] çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå ñïëàé-
íà ÷åðåç íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû

si(x) = ai + bi(x− xi) +
ci
2
(x− xi)2 +

di
6
(x− xi)3.

2) Âûïèñàòü óñëîâèÿ s(xi) = f(xi) âìåñòå ñ óñëîâèÿìè íåïðå-
ðûâíîñòè ñïëàéíà:

si(xi−1) = f(xi−1), si(xi) = f(xi).

3) Âûïèñàòü óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè s′(x):

s′i(xi) = s′i+1(xi).
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4) Âûïèñàòü óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè s′′(x):

s′′i (xi) = s′′i+1(xi).

5) Âûïèñàòü êðàåâûå óñëîâèÿ: s′′(x0) = s′′(xn) = 0.
6) Èç ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ñîñòàâèòü ñèñòåìó è ðåøèòü åå.

Çàïèñàòü ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ñïëàéí.
11. Êàê îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè êóñî÷íî-ëèíåéíîé

èíòåðïîëÿöèè (çàäàíèå 9) èëè ñïëàéíà (çàäàíèå 10, à), b)) â
êîíêðåòíîé òî÷êå x? Íàïðèìåð, x = 0.5, x = 1.7.
12∗. Íàïèñàòü ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà

ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì. Ïðîòåñòèðîâàòü åå íà ðåçóëüòàòàõ
çàäàíèÿ 10. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðèòü òåîðåìó î ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ïðîöåññà èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñïëàéíàìè äëÿ
êàêîé-íèáóäü êîíêðåòíîé ôóíêöèè f(x). (Ïîãðåøíîñòü âû÷èñ-
ëÿòü, áåðÿ ìàêñèìóì |f(x)− s(x)| ïî óçëàì î÷åíü ìåëêîé ñåò-
êè).
13∗.Ïîäîáðàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê, ÷òîáû ïðî-

öåññ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñïëàéíàìè íå ñõîäèëñÿ. Ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòàëüíî, ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû.
14. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí ñòåïåíè 2 äåôåê-

òà 1 (íà îäíîì èç ïðèìåðîâ èç çàäàíèÿ 10).

×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

15. Íàéòè ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 − x+ 1 ïî ôîðìóëàì:

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)
h

(ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ), (1)

f ′(x) ≈ f(x)− f(x− h)
h

(ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ), (2)

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)
2h

, (3)
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f ′′(x) ≈ f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)
h2

. (4)

16.Íàéòè ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçíîñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ (2) è (3), èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Òåéëîðà.
17. Ïóñòü {xk}nk=0 � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà, xk = a + kh, h =

(b− a)/n. Ïðè ðåøåíèè íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðàçíîñòíûå
àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â êîíöàõ îòðåçêà. Èõ ìîæíî ïî-
ëó÷àòü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëó÷èòå ðàç-
íîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé f ′(x0) ïî çíà÷åíèÿì f â
óçëàõ x0, x1, x2 è f

′(xn) ïî óçëàì xn−2, xn−1, xn ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ O(h2).
18. Ñêîëüêî óçëîâ íóæíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ

ïðîèçâîäíîé f ′ ñ òî÷íîñòüþ O(h3)? Ïîëó÷èòå òàêèå àïïðîêñè-
ìàöèè äëÿ f ′(x0) è f

′(x1).

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

19∗. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ çíà÷åíèå èíòå-
ãðàëà ïî ñîñòàâíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ/òðàïåöèé/Ñèìïñîíà. Äëÿ âûáîðà øàãà îáÿçàòåëüíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðàâèëî Ðóíãå. Ïðîòåñòèðîâàòü ðàáîòó ïðîãðàì-
ìû íà èíòåãðàëå, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîãî âàì èçâåñòíî. Íà-
ïðèìåð, ∫ π

0

sinx dx.

Ïðîãðàììà äîëæíà âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ ëþáîé
íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε.
20∗. Âû÷èñëèòü äëèíó ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b ñ çàäàííîé

òî÷íîñòüþ ε.
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Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ÑËÀÓ) ìåòîäîì Ãàóññà

21. Ðåøèòü ÑËÀÓ ìåòîäîì Ãàóññà:
x1 + x2 + x3 = 6,

2x1 + x2 = 4,

−x1 + x2 − 3x3 = −8.

Îòâåò: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.
22. Êàêèå óñëîâèÿ íåîáõîäèìû äëÿ ðàáîòû ìåòîäà Ãàóññà?

(ñì. òåîðåìó îá LU-ðàçëîæåíèè). Ïðèäóìàòü ìàòðèöó 3 × 3,
äëÿ êîòîðîé ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Ðåøèòü äëÿ íåå ñè-
ñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëá-
öàì, ïî ñòðîêàì, ïî âñåé ìàòðèöå.
23. Ðåøèòü ÑËÀÓ

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 2,

3x1 − 2x3 + 5x4 = −2,
2x2 + 3x3 − 4x4 = 5,

5x1 − x2 + x3 = 0.

ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà à) ïî ñòðîêàì, á)
ïî ñòîëáöàì, â) ïî âñåé ìàòðèöå.
24. Íàéòè îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 3 −1
2 0 5

∣∣∣∣∣∣
ìåòîäîì Ãàóññà. Îòâåò: −7.
25. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó ìåòîäîì Ãàóññà, ñäåëàòü ïðî-

âåðêó.

A =

[
1 2
3 4

]
.
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26∗.Íàïèñàòü ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû ìåòîäîì Ãàóññà. Ó÷åñòü ñëó÷àè, êîãäà óãëîâûå ìèíîðû
ðàâíû íóëþ, â òîì ÷èñëå è ñàì îïðåäåëèòåëü ìîæåò áûòü ðà-
âåí íóëþ.

Ðåøåíèå ÑËÀÓ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè

27. Ðåøèòü ÑËÀÓ ìåòîäàìè ïðîñòîé èòåðàöèè è Çåéäåëÿ:{
3x1 − x2 = 2,

−x1 + 2x2 = 1.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü íóëåâîé âåêòîð.
Âûïîëíèòü òðè èòåðàöèè. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàò ñ òî÷íûì ðåøå-
íèåì (1, 1). (Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà).
28. Ðåøèòü ÑËÀÓ ìåòîäàìè ïðîñòîé èòåðàöèè è Çåéäåëÿ:

3x1 + x2 + x3 = 8,

−2x1 + 5x2 + x3 = 11,

−x1 + 2x3 = 5.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü íóëåâîé âåêòîð.
Ñðàâíèòü ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. Îòâåò: (1, 2, 3).
29. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñèñòåì èç çàäàíèé 27 è 28

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäû ïðîñòîé èòåðàöèè è Çåéäåëÿ äëÿ íèõ
ñõîäÿòñÿ.

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé

30. Ðåøèòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå x2 − ex = 0 ìåòîäàìè
ïðîñòîé èòåðàöèè è Íüþòîíà. Äëÿ âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ èñïîëüçîâàòü ãðàôè÷åñêèé ìåòîä. Ñðàâíèòü ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ. Îòâåò: -0.7034674224.
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31. Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ
âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé
èòåðàöèè (|s′(x)| < 1 â îêðåñòíîñòè êîðíÿ).
32∗. Ðåøèòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

a)x− cosx = 0, b) sinx− 2 cosx = 0

1. ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè xk+1 = s(xk);

2. ìåòîäîì Íüþòîíà xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

;

3. ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà xk+1 = xk − f(xk)
f ′(x0)

;

4. ìåòîäîì ñåêóùèõ xk+1 = xk − f(xk)(xk−xk−1)
f(xk)−f(xk−1) .

Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ âñå ÷åòûðå ìåòîäà. Ñðàâ-
íèòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ ðàçíûì ìåòîäàì äëÿ
äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

Îòâåò: a) 0.7390851332, b) 1.107148717794, -2.034443935795.
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Ðåøåíèÿ

4. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè
f(x) = sin x ïî òðåì ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì íà îòðåçêå
[0, π] ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà è ïî ôîðìóëå Íüþòîíà. Ñðàâ-
íèòü ðåçóëüòàòû.

Ïîñòðîèì ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû:

x0 = 0, x1 =
π

2
, x2 = π.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ óçëàõ:

y0 = f(x0) = sin 0 = 0, y1 = f(x1) = sin
π

2
= 1,

y2 = f(x2) = sin π = 0.

Íà÷íåì ñ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà:

Ln(x) =
n∑
k=0

yklnk(x),

ãäå lnk(x) � áàçèñíûå ìíîãî÷ëåíû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé

lnk(x) =

∏
j=0,n,j 6=k(x− xj)∏
j=0,n,j 6=k(xk − xj)

.

Çàïèøåì äàííûå ôîðìóëû äëÿ n = 2:

L2(x) = y0l20(x) + y1l21(x) + y2l22(x),

l20(x) =
(x− x1)(x− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

, l21(x) =
(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

,

l22(x) =
(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå y0 = y2 = 0, íàì íåîá-
õîäèìî íàéòè òîëüêî ìíîãî÷ëåí l21(x). Â îáùåì ñëó÷àå íóæíû
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âñå òðè áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíà. Èòàê, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ x0,
x1, x2 è ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, íàõîäèì:

l21(x) = −
4x2

π2
+

4x

π
.

Ïî ôîðìóëå äëÿ L2(x) ïîëó÷àåì

L2(x) = −
4x2

π2
+

4x

π
.

Ìû ïîñòðîèëè èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïî ôîðìóëå
Ëàãðàíæà. Åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü åãî çíà÷åíèå â íåêîòî-
ðîé çàäàííîé òî÷êå s íóæíî ïðîñòî ïîäñòàâèòü x = s.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëå Íüþòîíà:

Ln(x) = f(x0)+f(x0, x1)(x−x0)+f(x0, x1, x2)(x−x0)(x−x1)+
+ · · ·+ f(x0, . . . , xn)(x− x0) . . . (x− xn−1).

Äëÿ n = 2:

L2(x) = f(x0)+ f(x0, x1)(x−x0)+ f(x0, x1, x2)(x−x0)(x−x1).

Âû÷èñëèì ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè:

f(x0, x1) =
f(x0)− f(x1)

x0 − x1
=

0− 1

0− π
2

=
2

π
,

f(x1, x2) =
f(x1)− f(x2)

x1 − x2
=

1− 0

π − π
2

= −2

π
,

f(x0, x1, x2) =
f(x0, x1)− f(x1, x2)

x0 − x2
=

2
π +

2
π

0− π
= − 4

π2
.

Ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â ôîðìóëó Íüþòîíà:

L2(x) = 0+
2

π
(x−0)− 4

π2
(x−0)

(
x− π

2

)
=

2

π
x− 4

π2

(
x2 − π

2
x
)
.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì

L2(x) = −
4x2

π2
+

4x

π
.
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ çàäà÷ó ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà è ïî
ôîðìóëå Íüþòîíà, ìû ïîëó÷èëè îäèí è òîò æå èíòåðïîëÿöè-
îííûé ìíîãî÷ëåí.
9. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè

ïî äàííûì(
xi : 0 1 2 3

f(xi) : 0 0.6 2.3 1.6

)
i = 0, 1, 2, 3.

Ôóíêöèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [xi−1, xi]:

l(x) = li(x) = ai + bi(x− xi), x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n.

x0 x1 x2 x3

l1

l2
l3

Â íàøåì ñëó÷àå

l1(x) = a1 + b1(x− 1), x ∈ [0, 1],

l2(x) = a2 + b2(x− 2), x ∈ [1, 2],

l3(x) = a3 + b3(x− 3), x ∈ [2, 3].

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè l(x) ñîâïàäàëè ñî çíà-
÷åíèÿìè f(x) â óçëàõ xi, i = 0, n. Âûïèøåì ýòè óñëîâèÿ:

l1(x0) = 0 ⇒ a1 − b1 = 0,

l1(x1) = 0.6 ⇒ a1 = 0.6,

l2(x1) = 0.6 ⇒ a2 − b2 = 0.6,

l2(x2) = 2.3 ⇒ a2 = 2.3,

l3(x2) = 2.3 ⇒ a3 − b3 = 2.3,

l3(x3) = 1.6 ⇒ a3 = 1.6.
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Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a1, a2, a3 óæå íàéäåíû. Ïîñ÷èòàåì
b1, b2, b3:

b1 = a1 = 0.6,

b2 = a2 − 0.6 = 2.3− 0.6 = 1.7,

b3 = a3 − 2.3 = 1.6− 2.3 = −0.7.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè

l(x) =


0.6 + 0.6(x− 1), x ∈ [0, 1],

2.3 + 1.7(x− 2), x ∈ [1, 2],

1.6− 0.7(x− 3), x ∈ [2, 3].

10.Ïðîâåñòè ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷åñêîãî
ñïëàéíà ïî äàííûì

a)

(
xi : 0 1 2

f(xi) : 0 3 1

)
b)

(
xi : 0 1 2 3

f(xi) : 0 0.6 2.3 1.6

)
Ðàçáåðåì ïðèìåð a).
1) Íà êàæäîì îòðåçêå [xi−1, xi] çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

ñïëàéíà ÷åðåç íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû

si(x) = ai + bi(x− xi) +
ci
2
(x− xi)2 +

di
6
(x− xi)3.

Íà îòðåçêå [x0, x1] = [0, 1]:

s1(x) = a1 + b1(x− 1) +
c1
2
(x− 1)2 +

d1
6
(x− 1)3.

Íà îòðåçêå [x1, x2] = [1, 2]:

s2(x) = a2 + b2(x− 2) +
c2
2
(x− 2)2 +

d2
6
(x− 2)3.

2)Âûïèøåì óñëîâèÿ s(xi) = f(xi) âìåñòå ñ óñëîâèÿìè íåïðå-
ðûâíîñòè ñïëàéíà:

si(xi−1) = f(xi−1), si(xi) = f(xi).
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s1(x0) = 0 ⇒ a1 − b1 +
c1
2
− d1

6
= 0,

s1(x1) = 3 ⇒ a1 = 3,

s2(x1) = 3 ⇒ a2 − b2 +
c2
2
− d2

6
= 3,

s2(x2) = 1 ⇒ a2 = 1.

3) Âûïèøåì óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè s′(x):

s′i(xi) = s′i+1(xi).

Â íàøåì ñëó÷àå áóäåò óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè â îäíîì âíóò-
ðåííåì óçëå x1:

s′1(x1) = s′2(x1) ⇒ b1 = b2 − c2 +
d2
2
.

4) Âûïèøåì óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè s′′(x):

s′′i (xi) = s′′i+1(xi).

s′′1(x1) = s′′2(x1) ⇒ c1 = c2 − d2.
5) Âûïèøåì êðàåâûå óñëîâèÿ: s′′(x0) = s′′(xn) = 0.

s′′(x0) = s′′1(0) = c1 − d1 = 0,

s′′(xn) = s′′2(2) = c2 = 0.

6) Èç ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ñîñòàâèì ñèñòåìó (ïîäñòàâèâ
óæå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ a1 = 3, a2 = 1, c2 = 0:

b1 − c1
2 + d1

6 = 3,

b2 +
d2
6 = −2,

b1 = b2 +
d2
2 ,

c1 = −d2,
c1 − d1 = 0.
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Èñêëþ÷èì d1 è d2, ïîëüçóÿñü äâóìÿ ïîñëå ïîñëåäíèìè óðàâ-
íåíèÿìè ñèñòåìû:

b1 −
c1
2
+
c1
6

= 3,

b2 −
c1
6

= −2,

b1 = b2 −
c1
2
.

Âûðàçèì b1 è b2 èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé è ïîäñòàâèì â òðå-
òüå:

b1 = 3 +
c1
3
,

b2 = −2 +
c1
6
,

3 +
c1
3

= −2 + c1
6
− c1

2
.

Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè áîëüøåì êîëè÷åñòâå óçëîâ), ìû áû ïî-
ëó÷èëè òðåõäèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ci. Â äàííîì ñëó÷àå ñè-
ñòåìà ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî c1. Ðåøàÿ åãî,
íàõîäèì

c1
3
− c1

6
+
c1
2

= −2− 3 ⇔ 2c1
3

= −5 ⇔ c1 = −
15

2
.

Äàëåå âû÷èñëÿåì:

b1 = 3− 15

2 · 3
=

1

2
,

b2 = −2 +
15

2 · 2
= −13

4
,

d1 = −
15

2
,

d2 =
15

2
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷å-
ñêèé ñïëàéí:

s(x) =

{
3 + 1

2(x− 1)− 15
4 (x− 1)2 − 5

4(x− 1)3, x ∈ [0, 1],

1− 13
4 (x− 2) + 5

4(x− 2)3, x ∈ [1, 2].

Ìû ïîäðîáíî ðàçîáðàëè ýòîò ïðèìåð, íà÷àâ ñ ñèñòåìû óñëî-
âèé íà ñïëàéí, âûâåëè èç ýòèõ óñëîâèé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ è ðåøèëè åå. Ïðè áîëü-
øåì êîëè÷åñòâå óçëîâ ñïëàéíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ
áîëåå ãðîìîçäêîé, ïîýòîìó ìîæíî íå ïðîäåëûâàòü ïîäðîáíî
åå âûâîä, à ïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûìè ôîðìóëàìè èç ëåêöèé (ñì.
òàêæå [1, Ãëàâà 3, �4]):

hici−1 + 2(hi+1 + hi)ci + hi+1ci+1 = 6

(
fi+1 − fi
hi+1

− fi − fi−1
hi

)
,

i = 1, n− 1, c0 = cn = 0,

di =
ci − ci−1

hi
, bi =

fi − fi−1
hi

+
hi
2
ci −

h2i
6
di,

ãäå hi = xi − xi−1, fi = f(xi).
16. Íàéòè ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçíîñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Òåéëîðà.

f ′(x) ≈ f(x)− f(x− h)
h

(ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ),

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)
2h

.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x: [x− δ, x + δ]. Òîãäà ïðè
h 6 δ âåðíà ôîðìóëà Òåéëîðà

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

2
f ′′(ξ), ξ ∈ (x− h, x).
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Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ïåðâîé èç äàííûõ â óñëîâèè ôîðìóë ÷èñ-
ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ðàçíîñòü ìåæäó ïðèáëèæåííûì
è òî÷íûì çíà÷åíèì ïðîèçâîäíîé ðàâíà

f(x)− f(x− h)
h

− f ′(x) = −h
2
f ′′(ξ).

Ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) íåïðåðûâíà íà [x− δ, x+ δ], îíà îãðà-
íè÷åíà êîíñòàíòîé M2 = max

ξ∈[x−δ,x+δ]
|f ′′(ξ)|. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-

ãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò M2h
2 , ò.å. ðàâíà O(h) ïðè h→ 0.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè âòîðîé ôîðìóëû, ïðåäïîëîæèì,
÷òî f ∈ C3[x− δ, x+ δ]. Ïðè h < δ èìååì

f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+
h

2
f ′′(x)+

h3

6
f ′′′(ξ+), ξ+ ∈ (x, x+h),

f(x−h) = f(x)−hf ′(x)+ h

2
f ′′(x)− h

3

6
f ′′′(ξ−), ξ− ∈ (x, x−h).

f(x+ h)− f(x− h)
2h

= f ′(x) +
h3

12
(f ′′′(ξ+) + f ′′′(ξ−)).

Ïîñêîëüêó |f ′′′(ξ±)| 6M3, M3 = max
ξ∈[x−δ,x+δ]

f ′′′(ξ), ïîëó÷àåì

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x− h)
2h

− f ′(x)
∣∣∣∣ 6 M3h

2

6
,

ò.å. ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû ñîñòàâëÿåò O(h2) ïðè h→ 0.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè h << 1 èìååì h2 << h, ïîýòîìó âòîðàÿ

ôîðìóëà � áîëåå òî÷íàÿ.
21. Ðåøèòü ÑËÀÓ ìåòîäîì Ãàóññà:

x1 + x2 + x3 = 6,

2x1 + x2 = 4,

−x1 + x2 − 3x3 = −8.
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Âûïèøåì ìàòðèöó ñèñòåìû è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ:

A =

 1 1 1
2 1 0
−1 1 −3

 , b =

 6
4
−8


Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó: 1 1 1 6

2 1 0 4
−1 1 −3 −8


Íàøà ïåðâàÿ öåëü � ïðèâåñòè åå ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó
ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Îòíèìåì îò âòîðîé ñòðî-
êè ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà 2, à ê òðåòüåé ñòðîêå ïðèáàâèì
ïåðâóþ:  1 1 1 6

0 −1 −2 −8
0 2 −2 −2


Ìû ïîëó÷èëè íóëè â ïåðâîì ñòîëáöå. Óìíîæèì âòîðóþ ñòðîêó
íà −1 è îòíèìåì åå, óìíîæåííóþ íà 2, îò òðåòüåé ñòðîêè: 1 1 1 6

0 1 2 8
0 0 −6 −18


Ðàçäåëèì òðåòüþ ñòðîêó íà −6: 1 1 1 6

0 1 2 8
0 0 1 3


Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó

x1 + x2 + x3 = 6,

x2 + 2x3 = 8,

x3 = 3.
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Òåïåðü âûïîëíèì îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Íàéäåì x3
èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ: x3 = 3. Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå âî
âòîðîå óðàâíåíèå è íàéäåì x2:

x2 = 8− 2x3 = 8− 6 = 2.

Äàëåå âûðàçèì x1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

x1 = 6− x2 − x3 = 6− 2− 3 = 1.

Ñèñòåìà ðåøåíà.
27. Ðåøèòü ÑËÀÓ ìåòîäàìè ïðîñòîé èòåðàöèè è Çåéäå-

ëÿ: {
3x1 − x2 = 2,

−x1 + 2x2 = 1.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü íóëåâîé âåêòîð.
Âûïîëíèòü òðè èòåðàöèè. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàò ñ òî÷íûì
ðåøåíèåì (1, 1).

Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x1, à èç âòîðîãî x2:{
x1 =

x2
3 + 2

3 ,

x2 =
x1
2 + 1

2 .

Ñîãëàñíî ìåòîäó ïðîñòîé èòåðàöèè,x
(k+1)
1 = x

(k)
2

3 + 2
3 ,

x
(k+1)
2 = x

(k)
1

2 + 1
2 ,

ãäå (x
(k)
1 , x

(k)
2 ) � ïðèáëèæåíèå íà k-é èòåðàöèè, k = 0, 1, 2, . . . .

Ïðè k = 0 èìååì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå:(
x
(0)
1

x
(0)
2

)
=

(
0
0

)
.
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Âû÷èñëèì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå:

x
(1)
1 =

x
(0)
2

3
+

2

3
=

2

3
,

x
(1)
2 =

x
(0)
1

2
+

1

2
=

1

2
.

Âû÷èñëèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå:

x
(2)
1 =

x
(1)
2

3
+

2

3
=

1

2 · 3
+

2

3
=

5

6
,

x
(2)
2 =

x
(1)
1

2
+

1

2
=

2

3 · 2
+

1

2
=

5

6
.

Âû÷èñëèì òðåòüå ïðèáëèæåíèå:

x
(3)
1 =

x
(2)
2

3
+

2

3
=

5

6 · 3
+

2

3
=

17

18
,

x
(3)
2 =

x
(2)
1

2
+

1

2
=

5

6 · 2
+

1

2
=

11

12
.

Çàìåòèì, ÷òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå(
17/18
11/12

)
≈
(
0.944
0.917

)
óæå äîñòàòî÷íî áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (1, 1).

Â ìåòîäå Çåéäåëÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîé (è ïîñëåäóþùèõ)
êîìïîíåíò ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óæå ïîñ÷èòàííûå íà òåêó-
ùåé èòåðàöèè êîìïîíåíòû:x

(k+1)
1 = x

(k)
2

3 + 2
3 ,

x
(k+1)
2 = x

(k+1)
1

2 + 1
2 ,

Ïîëó÷àåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå:

x
(1)
1 =

x
(0)
2

3
+

2

3
=

2

3
,

x
(1)
2 =

x
(1)
1

2
+

1

2
=

2

3 · 2
+

1

2
=

5

6
,
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âòîðîå ïðèáëèæåíèå:

x
(2)
1 =

x
(1)
2

3
+

2

3
=

5

6 · 3
+

2

3
=

17

18
,

x
(2)
2 =

x
(2)
1

2
+

1

2
=

17

18 · 2
+

1

2
=

5

6
=

35

36

è òðåòüå ïðèáëèæåíèå:

x
(3)
1 =

x
(2)
2

3
+

2

3
=

35

36 · 3
+

2

3
=

107

108
,

x
(3)
2 =

x
(3)
1

2
+

1

2
=

107

108 · 2
+

1

2
=

5

6
=

215

216
.

Ìû âèäèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷åííîå íà òðåòüåé èòå-
ðàöèè ìåòîäà Çåéäåëÿ òî÷íåå òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà
ïðîñòîé èòåðàöèè: (

107/108
215/216

)
≈
(
0.991
0.995

)
.

32∗. Ðåøèòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

a)x− cosx = 0, b) sinx− 2 cosx = 0

1. ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè xk+1 = s(xk);

2. ìåòîäîì Íüþòîíà xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

;

3. ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà xk+1 = xk− f(xk)
f ′(x0)

;

4. ìåòîäîì ñåêóùèõ xk+1 = xk − f(xk)(xk−xk−1)
f(xk)−f(xk−1) .

Âûáåðåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì.
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Èç ãðàôèêîâ ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå à) èìååò îäèí ïî-
ëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ìîæíî âçÿòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå
x0 = π/3. Ôóíêöèè â óðàâíåíèè b) ïåðèîäè÷åñêèå è îíî èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé: x−+2πk è x++2πk ïðè âñåõ öåëûõ
k. Çà x+ è x− çäåñü îáîçíà÷åíû íàèìåíüøèå ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé êîðíè ñîîòâåñòâåí-
íî. Äëÿ x+ ìîæíî âçÿòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå π/2, äëÿ x−
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� −π/2.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè íóæíî ïðèâåñòè

óðàâíåíèå ê âèäó x = s(x). Íàïðèìåð, x = cos x. Òîãäà ðàñ-
÷åòíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä xk+1 = cosxk. Îñòàëüíûå ìåòî-
äû ñëóæàò äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â âèäå f(x) = 0, ò.å. â a)
f(x) = x − cosx. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë íóæíî
íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 1 + sinx è ïîäñòàâèòü åå â ñëåäó-
þùèå ðàññ÷åòíûå ôîðìóëû:

xk+1 = xk −
xk − cosxk
1 + sin xk

,

xk+1 = xk −
xk − cosxk
1 + sin x0

,

xk+1 = xk −
(xk − cosxk)(xk − xk−1)

(xk − cosxk)− (xk−1 − cosxk−1)
.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä ñåêóùèõ äâóõøàãîâûé, äëÿ íåãî íóæíû
äâà íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ x0 è x1.

Èñïîëüçóéòå óñëîâèå îñòàíîâêè |xk+1 − xk| < ε.
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà

Íà êîíòðîëüíîé ðàáîòå âñåì ñòóäåíòàì ïðåäëàãàþòñÿ ðàç-
íûå âàðèàíòû. Âàðèàíò ñîäåðæèò ïÿòü çàäàíèé ðàçíîãî óðîâ-
íÿ ñëîæíîñòè èç ðàçëè÷íûõ òåì. Îöåíêà ¾îòëè÷íî¿ ñòàâèòñÿ
çà ïÿòü ïðàâèëüíî âûïîëíåííûõ çàäàíèé, îöåíêà ¾õîðîøî¿
� çà ÷åòûðå, îöåíêà ¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿ � çà òðè. Ðàáîòà
ðàññ÷èòàíà íà 1,5 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà. Ðàçðåøàåòñÿ è ðåêî-
ìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü êàëüêóëÿòîð äëÿ âû÷èñëåíèé, à òàêæå
ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé ëèòåðàòóðîé è ëè÷íûìè çàïèñÿìè. Äàëåå
ïðèâåäåíû ïðèìåðû òèïîâûõ çàäàíèé êîíòðîëüíîé ðàáîòû.

1. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïî ôîðìóëå Ëàãðàí-
æà ïî óçëàì x1 = −0.5, x2 = 0, x3 = 0.5 è çíà÷åíèÿì
ôóíêöèè f(x): f(x1) = −1, f(x2) = 0.3, f(x3) = −0.1.

2. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïî ôîðìóëå Íüþ-
òîíà ïî óçëàì x1 = −0.5, x2 = 0, x3 = 0.5 è çíà÷åíèÿì
ôóíêöèè f(x): f(x1) = −1, f(x2) = 0.3, f(x3) = −0.1.

3. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè äëÿ
ôóíêöèè f(x) = x4 − 1 ïî óçëàì x0 = 0, x1 = 0.5, x2 = 1,
x3 = 1.5.

4. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí äëÿ ôóíê-
öèè f(x) = x4 − 1 ïî óçëàì x0 = 0, x1 = 0.5, x2 = 1,
x3 = 1.5.

5. Íàéòè ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿä-
êà äëÿ ôóíêöèè f(x) = sin x.

6. Íàéòè ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ôîðìóëû ÷èñëåí-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

f ′(x) ≈ −3f(x) + 4f(x+ h)− f(x+ 2h)

2h
,

èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.
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7. Ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ è òðà-
ïåöèé äëÿ ôóíêöèè f(x) = x2 íà îòðåçêå [0, 1]. Ñðàâíèòü
ðåçóëüòàòû ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà

∫ 1

0 x
2 dx.

8. Ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Ñèìïñîíà äëÿ ôóíê-
öèè f(x) = x2 íà îòðåçêå [0, 1]. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàò ñ òî÷-
íûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà

∫ 1

0 x
2 dx.

9. Ðåøèòü ìåòîäîì Ãàóññà ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé

x1 + 2x2 + 3x3 = −1,
2x1 + x2 − x3 = 1,

x1 + x2 + x3 = 0.

Ïðè íåîáõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿòü âûáîð ãëàâíîãî ýëåìåí-
òà ïî ñòðîêàì, ïî ñòîëáöàì èëè ïî âñåé ìàòðèöå.

10. Âûïîëíèòü äâå èòåðàöèè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ
ðåøåíèÿ ÑËÀÓ {

5x1 − x2 = 4,

−x1 + 3x2 = 2.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü (0, 0).

11. Âûïîëíèòü äâå èòåðàöèè ìåòîäà Çåéäåëÿ äëÿ ðåøåíèÿ
ÑËÀÓ {

5x1 − x2 = 4,

−x1 + 3x2 = 2.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü (0, 0).

12. Âûïîëíèòü äâå èòåðàöèè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ x− cosx = 0. Â êà÷åñòâå íà÷àëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü x0 = 0.
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13. Âûïîëíèòü äâå èòåðàöèè ìåòîäà Íüþòîíà (êàê âàðèàíò:
ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà, ìåòîäà ñåêóùèõ)
äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ sinx− 2 cosx = 0. Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü x0 = 0.
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Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì

Çàäàíèå 1

Äëÿ ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà îòðåçêå [a, b], ïîñòðîèòü:

1. èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì

xk = a+ kh, k = 0, n, h =
b− a
n

,

2. èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïî ÷åáûøåâñêèì óçëàì

xk =
a+ b

2
+
b− a
2

cos
(2k + 1)π

2(n+ 1)
, k = 0, n,

3. èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí ïî ðàâíîîòñòîÿ-
ùèì óçëàì,

4. ôóíêöèþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî ðàâíîîòñòî-
ÿùèì óçëàì.

Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ â óçëàõ áîëåå ìåëêîé
ñåòêè

sk = a+ kh1, k = 0, N, h1 =
b− a
N

, N > n.

×èñëà n è N äàþòñÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ.

a)f(x) = sin2 x, [a, b] = [0, 2π],
b)f(x) = x cosx, [a, b] = [0, 2π],

c)f(x) = x+
√
x2 + 1, [a, b] = [−1, 1],

d)f(x) = x2ex, [a, b] = [0, 1],

e)f(x) = 1
1+x2 , [a, b] = [1/

√
3,
√
3],

f)f(x) = 1√
1−x2 , [a, b] = [−1/2, 1/2],

g)f(x) = 1√
1+x2

, [a, b] = [sh 1, sh 2],

h)f(x) = |x|, [a, b] = [−1, 1].
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Çàäàíèå 2

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ b
a f(x) dx ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε, èñ-

ïîëüçóÿ ñîñòàâíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

1. ïðÿìîóãîëüíèêîâ,

2. òðàïåöèé,

3. Ñèìïñîíà,

4. Ãàóññà ïî òðåì óçëàì,

5. Ãàóññà ïî ÷åòûðåì óçëàì.

Â êà÷åñòâå ïðîâåðêè ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñ âû÷èñ-
ëåííûì àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ïðàâèëî Ðóíãå.

Ôóíêöèþ f(x) è îòðåçîê [a, b] âçÿòü èç çàäàíèÿ 1.

Çàäàíèå 3

Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b

1. ìåòîäîì Ãàóññà,

2. ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêàì,

3. ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöàì,

4. ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî âñåé ìàò-
ðèöå,

5. ìåòîäîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ,

6. ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè (ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε),

7. ìåòîäîì Çåéäåëÿ (ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε).
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Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû âàøåé ïðîãðàììû äëÿ ìàò-
ðèö

a)

(
1 0
0 1

)
, b)

(
0 1
1 0

)
, c)

(
3 −1
−1 2

)
, d)

(
1 2
2 1

)
,

e)

(
4 2
2 1

)
, f)

 4 −2 1
0 2 1
0 0 1

 , g)

 1 0 0
1 2 0
1 1 4

 ,

h)

 10 0.1 0.2
0.1 9 0.3
0.2 0.3 8

 , i)

 1 2 3
2 4 5
1 3 2

,

 ,

j) ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà n×n, ñëó÷àéíîãî èëè ñïå-
öèàëüíîãî âèäà.

Â êà÷åñòâå âåêòîðà b âîçüìèòå âåêòîð èç âñåõ åäèíèö, â êà-
÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ðåàëèçàöèè èòåðàöèîí-
íûõ ìåòîäîâ � íóëåâîé âåêòîð.

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö âàø ìåòîä íå ðàáîòàåò, îáúÿñ-
íèòå, ïî÷åìó.

Çàäàíèå 4

Íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèå ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε

1. ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè,

2. ìåòîäîì Íüþòîíà,

3. ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà,

4. ìåòîäîì ñåêóùèõ,

5. ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.
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Ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíèòü îòäåëåíèå êîðíåé è íàéòè íà÷àëü-
íûå ïðèáëèæåíèÿ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì.

a)x− 0.5 sinx− 0.5 = 0,
b)x− 0.9− 0.9 cosx2 = 0,
c)x+ x sinx− x2 = 0,
d)(x+ 0.6)2 + exp(x2)− 2 = 0,
e) ln sin x+ shx = 0,
f)x3 − x2 − 3x+ 1 = 0,
g)x2 +

√
x− 10 cosx = 0.
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Èíäèâèäóàëüíûå ïðîåêòû

1. Áëèæàéøàÿ òî÷êà. Â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû n òî÷åê (3 6
n 6 10) ñâîèìè êîîðäèíàòàìè (xi, yi, zi). Òðåáóåòñÿ íàé-
òè òî÷êó, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðîé äî çàäàííûõ ìè-
íèìàëüíà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàãëÿäíûõ ïðèìåðîâ ìîæíî
ñíà÷àëà ðåøàòü çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè, ãäå òî÷êè çàäàþòñÿ
òîëüêî äâóìÿ êîîðäèíàòàìè (xi, yi).

2. Îáðàòíîå óñðåäíåíèå. Â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ ïî ¾ìàñêå¿. Â äàííîé
çàäà÷å ìû ðàññìîòðèì ìàñêó

1

9

0 1 0
1 5 1
0 1 0


Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó n×n
ñ ýëåìåíòàìè uij (0 6 uij 6 255). Ýëåìåíòû óñðåäíåííîé
ìàòðèöû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

vij =
5uij + ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1

9
.

×òîáû èíäåêñû i−1, i+1, j−1 è j+1 íå âûõîäèëè çà ïðå-
äåëû ìàòðèöû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû íó-
ìåðóþòñÿ öèêëè÷åñêè. Ò.å. ïåðåä ïåðâûì ñòîëáöîì èäåò
ïîñëåäíèé è ò.ï. Âàøà çàäà÷à � ïî óñðåäíåíèþ (vij)

n
i,j=1

âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ìàòðèöó (uij)
n
i,j=1.

3. Êîëåáàíèÿ â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Êîëåáàíèÿ â ýëåê-
òðè÷åñêîé öåïè, ñîäåðæàùåé ñîïðîòèâëåíèå R, èíäóêòèâ-
íîñòü L è åìêîñòü C, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

d2I(t)

dt2
+
R

L

dI(t)

dt
+

1

LC
I(t) = 0.

Èññëåäóéòå çàêîí êîëåáàíèé, ïîñòðîèâ ãðàôèê èçìåíåíèÿ
ñèëû òîêà I(t). Ñ÷èòàéòå, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ I(0) è
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dI

dt
(0) çàäàíû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèÿ

R = 1 Îì, L = 0.25 Ãí, C = 1 ìêÔ.1

4. Ãåíåðàòîð. Âàì äàíà ïðîãðàììà gen.exe. Îíà ïîëó÷àåò
íà âõîä ÷èñëà x èç èíòåðâàëà (0, 1). Äëÿ êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ x îíà âûäàåò çíà÷åíèå y, âû÷èñëÿåìîå ïî íåêîòî-
ðîìó íåèçâåñòíîìó ïðàâèëó. Âàøà çàäà÷à � îïðåäåëèòü
ýòî ïðàâèëî. Ïðîãðàììà ïðåêðàùàåò ðàáîòó, åñëè ââåäåí-
íîå çíà÷åíèå x íå ïîïàäàåò â èíòåðâàë (0, 1). Ðåçóëüòàò
ðàáîòû ïðîãðàììû ïîäâåðæåí ñëó÷àéíîé îøèáêå, èìåþ-
ùåé íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå) ðàñïðåäåëåíèå. Ïðîãðàì-
ìà gen.exe èñïîëüçóåò ñòàíäàðòíûå ïîòîêè ââîäà/âûâîäà.
Ìîæíî ðàáîòàòü ñ íåé, íàïðèìåð, ÷åðåç êîíñîëü.

5. Ñïèðàëü. Ðàññìîòðèì ñïèðàëü, çàäàííóþ â ïàðàìåòðè-
÷åñêîì âèäå óðàâíåíèÿìè{

x(t) = aect cos t

y(t) = bect sin t
0 6 t <∞.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c ñïèðàëü èìååò
êîíå÷íóþ äëèíó? Âû÷èñëèòå åå äëèíó ïðè çàäàííûõ a, b,
c ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε.

1Ðèñóíîê ê çàäà÷å âçÿò ñ Èíòåðíåò-ðåñóðñà:
Math24.ru. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Êîëåáàíèÿ â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ.
URL: http://www.math24.ru/oscillations-in-electrical-circuits.html (äàòà îáðàùåíèÿ:
10.10.2014).
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6. Ïëàíàðíûé ãðàô. Ïóñòü G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
ñ n âåðøèíàìè. Ïîñòðîèì ïî íåìó ìàòðèöó

aij =


−1 åñëè â ãðàôå åñòü ðåáðî(i, j)

di åñëèi = j

0 èíà÷å,

ãäå di � ñòåïåíü âåðøèíû i. Ñâîéñòâà ìàòðèöû A òåñ-
íî ñâÿçàíû ñî ñòðóêòóðîé ãðàôà. Îíà èìååò n íåîòðè-
öàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 0 = λ1 < λ2 6 λ3 6
. . . 6 λn. Âîçüìåì äâà íàèìåíüøèõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿ
λ2 è λ3 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû x2 =
(x21, x

2
2, . . . , x

2
n)
T , x3 = (x31, x

3
2, . . . , x

3
n)
T . Ïîñòðîèì íà ïëîñ-

êîñòè òî÷êè (x2i , x
3
i ), ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì ãðàôà,

è ñîåäèíèì èõ ðåáðàìè. Â ñëó÷àå åñëè ãðàô ïëàíàðíûé,
ïîëó÷èòñÿ åãî êðàñèâàÿ óêëàäêà íà ïëîñêîñòü. Âàì ïðåä-
ëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò íà ïðèìåðàõ.
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