
Áîíäàðåíêî Í.Ï., Ôåäîñååâ À.Å.

ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



ÓÄÊ 517.968.2

Áîíäàðåíêî Í.Ï., Ôåäîñååâ À.Å. Ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ ñòóä. ìàòåì. ñïåö. Ñàðàòîâ, 2014. � 62 ñ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ëåêöèè ïî ìåòîäàì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Ðåêîìåíäóþò ê ïå÷àòè:

Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè

Ñàðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èìåíè Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî

Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Â.Ñ. Ðûõëîâ

c© Í.Ï. Áîíäàðåíêî, 2014

c© À.Å. Ôåäîñååâ, 2014

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



Ïðåäèñëîâèå

Ïîñîáèå ¾Ìåòîäû ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé¿ ñîäåðæèò ëåêöèè ïî îäíî-
èìåííîìó ñïåöêóðñó, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ ñòóäåíòàì ÑÃÓ, îáó÷àþùèìñÿ ïî íàïðàâëå-
íèþ ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ è ïðîõîäÿùèì ñïåöèàëèçàöèþ íà
êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Ìàòåðèàë êóðñà îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, èçëîæåííîé
â ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðàôèÿõ [1, 2, 3, 4, 5]. Â ëåêöèÿõ ñîäåðæàòñÿ óïðàæíåíèÿ äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ è çàìå÷àíèÿ î ñâÿçè èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà ñ äðóãèìè
èçâåñòíûìè ñòóäåíòàì ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëè çíàêîìû ñ áàçîâûì êóðñîì âåùåñòâåííîãî, êîì-
ïëåêñíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû è îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè èìåþòñÿ ïðîáåëû â çíàíèÿõ ïî ýòèì ïðåäìåòàì �
ðåêîìåíäóåì îáðàòèòüñÿ ê ó÷åáíèêàì [6, 7, 8, 9, 10, 11]. Äëÿ óäîáñòâà íàèáîëåå âàæ-
íûå òåðìèíû, ¾êîòîðûå âû äîëæíû áûëè ïðîõîäèòü¿, â òåêñòå ïîìå÷åíû çâåçäî÷êîé
(∗). Åñëè êàêèå-òî èç íèõ âàì íåïîíÿòíû � îáÿçàòåëüíî íàéäèòå èõ â ó÷åáíèêàõ èëè
ëåêöèÿõ çà 1�2 êóðñ, ïî÷òèòå íå òîëüêî îïðåäåëåíèÿ, íî è íåìíîãî âîêðóã íèõ (ñâîé-
ñòâà, ïðèçíàêè, òåîðåìû). Ýòî òåðìèíû, ïîíèìàíèå êîòîðûõ î÷åíü ñóùåñòâåííî äëÿ
ïîíèìàíèÿ êóðñà.

Ñ àâòîðàìè ìîæíî ñâÿçàòüñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå BondarenkoNP@info.sgu.ru.
Áóäåì áëàãîäàðíû çà ëþáûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 1. Ââåäåíèå

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå � ýòî çàäà÷à, ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè, ïðåâðàùàþùåé çàäàííîå ñîîòíîøåíèå â òîæäåñòâî. Èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå � ýòî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ñòîèò ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà. Ê òàêèì óðàâíåíèÿì ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè. Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíûìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè. Â ýòîì êóðñå ìû èçó÷èì îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé.

Ïóñòü G � îáëàñòü∗ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåð-

âîãî ðîäà: ∫
G

K (x, y)ϕ(y) dy = f(x)

è óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà:

ϕ(x) = λ

∫
G

K (x, y)ϕ(y) dy + f(x). (I)

Çäåñü f(x) ∈ C(Ḡ), K (x, y) ∈ C(Ḡ × Ḡ)1 � çàäàííûå ôóíêöèè, ϕ(x) ∈ C(Ḡ) �
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ôóíêöèÿ K (x, y) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì, ôóíêöèÿ f(x) � ñâîáîäíûì ÷ëåíîì èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì

(â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (I) îò çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà).

Óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà êàê ïðàâèëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîððåêò-
íî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó 2 è â äàííîì êóðñå íå èçó÷àåòñÿ.

Åñëè â óðàâíåíèè (I) ñâîáîäíûé ÷ëåí f ðàâåí íóëþ, òî òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì:

ϕ(x) = λ

∫
G

K (x, y)ϕ(y) dy. (II)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.

1. Ðàâíîâåñèå íàãðóæåííîé ñòðóíû. Ðàññìîòðèì ñòðóíó, ò.å. óïðóãóþ ìàòåðèàëü-
íóþ íèòü äëèíû l, êîòîðàÿ ìîæåò ñâîáîäíî èçãèáàòüñÿ, íî îêàçûâàåò ñîïðîòèâëåíèå
ðàñòÿæåíèþ, ïðîïîðöèîíàëüíîå âåëè÷èíå ýòîãî ðàñòÿæåíèÿ. Ïóñòü êîíöû ñòðóíû
çàêðåïëåíû â òî÷êàõ x = 0 è x = l. Òîãäà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòðóíà ñîâïàäàåò
ñ îòðåçêîì îñè x, 0 6 x 6 l. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â òî÷êå x = ξ ê ñòðóíå ïðè-
ëîæåíà âåðòèêàëüíàÿ ñèëà P = Pξ. Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû ñòðóíà îòêëîíèòñÿ îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðèìåò, î÷åâèäíî, ôîðìó ëîìàíîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.

Íàéäåì âåëè÷èíó δ îòêëîíåíèÿ ñòðóíû â òî÷êå ξ ïîä äåéñòâèåì ñèëû Pξ, ïðèëî-
æåííîé ê ýòîé òî÷êå. Åñëè ñèëà Pξ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ íàòÿæåíèåì íåíàãðóæåííîé

1×åðåç C(Ḡ) ìû îáîçíà÷àåì êëàññ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â çàìûêàíèè∗ îáëàñòè G, ÷åðåç C(Ḡ×
Ḡ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ, íåïðåðûâíûõ â äåêàðòîâîì êâàäðàòå∗ Ḡ× Ḡ.
Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà èíòåðâàëå

G = (a, b). Â ýòîì ñëó÷àå Ḡ = [a, b]. Îäíàêî ìû áóäåì ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè, ïîñêîëüêó ýòî ïî÷òè íå óñëîæíÿåò âûêëàäêè.

2Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé (ïî Àäàìàðó), åñëè åå ðåøåíèå 1) ñóùåñòâóåò, 2) åäèí-
ñòâåííî è 3) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ.
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x l − x

δ

Pξ

α β

Ðèñ. 1

ñòðóíû T0, òî ãîðèçîíòàëüíóþ ïðîåêöèþ íàòÿæåíèÿ íàãðóæåííîé ñòðóíû ìîæíî ïî-
ïðåæíåìó ñ÷èòàòü ðàâíîé T0. Âåðòèêàëüíûå ïðîåêöèè íàòÿæåíèÿ íèòè ðàâíû

T0 tgα = T0
δ

ξ
, T0 tg β = T0

δ

l − ξ
.

Ñóììèðóÿ âåðòèêàëüíûå ïðîåêöèè äåéñòâóþùèõ â òî÷êå ξ ñèë, èç óñëîâèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñòðóíû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

T0
δ

ξ
+ T0

δ

l − ξ
= Pξ.

Îòêóäà íàõîäèì δ:

δT0
ξ + l − ξ
ξ(l − ξ)

= Pξ ⇒ δ =
ξ(l − ξ)
T0l

Pξ. (1.1)

Ïóñòü òåïåðü u(x) � ïðîãèá ñòðóíû â íåêîòîðîé òî÷êå x ïîä äåéñòâèåì ñèëû Pξ.
Òîãäà ïðè 0 6 x 6 ξ:

tgα =
u(x)

x
=
δ

ξ
⇒ u(x) =

x

ξ
δ,

ïðè ξ 6 x 6 l:

tg β =
u(x)

l − x
=

δ

l − ξ
⇒ u(x) =

l − x
l − ξ

δ.

Èñïîëüçóÿ (1.1), ïîëó÷àåì
u(x) = PξG(x, ξ),

ãäå

G(x, ξ) =

{
x(l−ξ)
T0l

ïðè 0 6 x 6 ξ,
(l−x)ξ
T0l

ïðè ξ 6 x 6 l.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñòðóíó äåéñòâóåò ñèëà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî íåé íåïðåðûâíî,
ñ ïëîòíîñòüþ p(ξ). Åñëè ýòà ñèëà ìàëà, òî äåôîðìàöèÿ çàâèñèò îò ñèëû ëèíåéíî, à
ôîðìà íàãðóæåííîé ñòðóíû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé:

u(x) =

∫ l

0

G(x, ξ)p(ξ) dξ. (1.2)

Èòàê, åñëè çàäàíà íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà ñòðóíó, òî ôîðìóëà (1.2) ïîçâîëÿåò
íàéòè ôîðìó, êîòîðóþ ïðèìåò ñòðóíà ïîä äåéñòâèåì ýòîé íàãðóçêè.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïî çàäàííîé ôîðìå ñòðóíû u(x), 0 6 x 6 l, íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè p(ξ). ×òîáû íàéòè ôóíêöèþ p ïî ôóíêöèè u, íåîáõîäèìî
ðåøèòü óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà (1.2).

2. Ñâîáîäíûå è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòðó-
íà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ. Ïóñòü u(x, t) � ïîëîæåíèå â ìîìåíò t òîé òî÷êè ñòðóíû,
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êîòîðàÿ èìååò àáñöèññó x, è ïóñòü ρ = const � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñòðóíû. Íà ýëå-
ìåíò ñòðóíû äëèíû dx äåéñòâóåò ñèëà èíåðöèè, ðàâíàÿ

−∂
2u(x, t)

∂t2
ρ dx, îòêóäà p(ξ) = −∂

2u(ξ, t)

∂t2
ρ.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèåì âìåñòî p(ξ) â ôîðìóëó (1.2), ìû ïîëó÷èì

u(x, t) = −
∫ l

0

G(x, ξ)ρ
∂2u(ξ, t)

∂t2
dξ. (1.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóíà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ íåêîòîðîé ôèêñè-
ðîâàííîé ÷àñòîòîé ω è àìïëèòóäîé u(x), çàâèñÿùåé îò x, òî åñòü

u(x, t) = u(x) sinωt.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (1.3) è ñîêðàòèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà sinωt, ïîëó÷àåì
äëÿ u îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà:

u(x) = ρω2

∫ l

0

G(x, ξ)u(ξ) dξ.

Åñëè ñòðóíà ñîâåðøàåò íå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, à âûíóæäåííûå, ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåé ñèëû, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñòðóíû áó-
äåò èìåòü âèä

u(x) = ρω2

∫ l

0

G(x, ξ)u(ξ) dξ + f(x),

ò.å. áóäåò íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.

3. Ñâåäåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê èíòåãðàëüíîìó.Èíîãäà ðåøåíèå äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ñâîäèòü ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî. Â ÷àñò-
íîñòè, ýòîò ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
[10, Òîì 2].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñâåäåíèå ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ çàäà÷è
Êîøè∗ äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:

− y′′ + q(x)y = λy, (1.4)

y(0) = a, y′(0) = b. (1.5)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.4) â âèäå

y′′ + ρ2y = f(x), λ = ρ2, (1.6)

f(x) = q(x)y. (1.7)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y′′ + ρ2y = 0 (1.8)

è íàéäåì åãî îáùåå ðåøåíèå ìåòîäîì Ýéëåðà∗. Ñîñòàâèì è ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå:

α2 + ρ2 = 0, α1,2 = ±iρ.
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Îòñþäà ïðè ρ 6= 0 ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ∗ (ÔÑÐ) óðàâíåíèÿ (1.8) èìååò
âèä {eiρx, e−iρx}. Îò íåå ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå {cos ρx, sin ρx} ïðè ïîìîùè íåâû-
ðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñëó÷àé ρ = 0 äîëæåí áûòü ðàññìîòðåí îò-
äåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò îäèí êðàòíûé êîðåíü
α1,2 = 0 è åãî ÔÑÐ, ñîãëàñíî ìåòîäó Ýéëåðà, {1, x}. ×òîáû ó÷åñòü îáà ñëó÷àÿ îäíî-
âðåìåííî, îáû÷íî èñïîëüçóþò ÔÑÐ

{y1(x), y2(x)}, y1(x) = cos ρx, y2(x) =
sin ρx

ρ
. (1.9)

Óïðàæíåíèå 1. Óáåäèòåñü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ÷òî ôîðìóëû (1.9) äàþò
ÔÑÐ óðàâíåíèÿ (1.8) ïðè ëþáîì ρ.

Äàëåå ðåøèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1.6) ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ ∗. Áóäåì èñêàòü åãî îáùåå ðåøåíèå â âèäå

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x). (1.10)

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé[
y1 y2

y′1 y′2

]
·
[
C ′1
C ′2

]
=

[
0
f

]
.

Ðåøèì ñèñòåìó ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà∗:

C ′1 = −fy2, C ′2 = fy1.

Ïîäñòàâèì (1.7) è (1.9) è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî:

C1(x) = C1(0)− 1

ρ

∫ x

0

sin ρt q(t)y(t) dt,

C2(x) = C2(0) +

∫ x

0

cos ρt q(t)y(t) dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (1.10), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

y(x) = C1(0) cos ρx+ C2(0)
sin ρx

ρ
+

1

ρ

∫ x

0

sin ρ(x− t)q(t)y(t) dt.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíñòàíò C1(0) è C2(0) âîñïîëüçóåìñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè (1.5):

y(0) = C1(0) = a,

y′(x) = −C1(0)ρ sin ρx+ C2(0) cos ρx+

∫ x

0

cos ρ(x− t)q(t)y(t) dt,

y′(0) = C2(0) = b.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûìè
ïðåäåëàìè [6, Òîì 2]:

d

dx

∫ β(x)

α(x)

f(x, t) dt = f(x, β(x))β′(x)− f(x, α(x))α′(x) +

∫ β(x)

α(x)

∂f

∂x
(x, t) dt.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè çàäà÷ó Êîøè (1.4)-(1.5) ê ýêâèâàëåíòíîìó åé èíòåãðàëü-
íîìó óðàâíåíèþ

y(x) = a cos ρx+ b
sin ρx

ρ
+

1

ρ

∫ x

0

sin ρ(x− t)q(t)y(t) dt. (1.11)
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Ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà II ðîäà ñ ÿäðîì

K (x, t, ρ) =

{
sin ρ(x−t)

ρ
q(t), t 6 x,

0, t > x.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà äâå îòëè÷èòåëüíûå ÷åðòû ýòîãî ÿäðà. Âî-ïåðâûõ, îíî îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì

K (x, t) = 0, t > x, (1.12)

ò.å. ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè, îáîçíà÷åííîé íà ðèñ. 2. Èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ ñ ÿäðîì âèäà (1.12) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âîëüòåððà. Óðàâíåíèÿ
Âîëüòåððà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà.

0 1
x

1

t

K (x, t) ≡ 0

Ðèñ. 2

Âî-âòîðûõ, ÿäðî â óðàâíåíèè (1.11) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ρ. Â ýòîì êóðñå ìû
áóäåì èçó÷àòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà çàâèñèìîñòü ÿäðà îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà ëèíåéíàÿ (ñì. (I)). Îäíàêî ìíîãèå ðåçóëüòàòû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà,
êîãäà ÿäðî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé∗ ôóíêöèåé îò λ.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî â óðàâíåíèè (1.11) ÿâëÿåòñÿ öåëîé àíàëè-

òè÷åñêîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà λ = ρ2.
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Ëåêöèÿ 2. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Ìåòîä ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C(Ḡ) ñ íîðìîé∗

‖f‖C = max
x∈Ḡ
‖f(x)‖,

è ïðîñòðàíñòâî L2(G) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì∗ è íîðìîé

(f, g) =

∫
G

f(x)ḡ(x) dx, ‖f‖L2 =

√∫
G

|f(x)|2 dx.

Ïóñòü ÿäðî K (x, y) íåïðåðûâíî â Ḡ× Ḡ. Ââåäåì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K, äåé-
ñòâóþùèé ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(Kf)(x) =

∫
G

K (x, y)f(y) dy,

Ëåììà 1. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì ïåðåâîäèò ïðîñòðàí-

ñòâî L2(G) â ïðîñòðàíñòâî C(Ḡ) è îãðàíè÷åí∗, ïðè÷åì

‖Kf‖C 6M
√
V ‖f‖L2 , f ∈ L2(G),

‖Kf‖C 6MV ‖f‖C , f ∈ C(Ḡ),

‖Kf‖L2 6MV ‖f‖L2 , f ∈ L2(G),

ãäå

M = max
(x,y)∈Ḡ×Ḡ

|K (x, y)|, V =

∫
G

dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ L2(G). Òîãäà f ∈ L(G) è, ïîñêîëüêó ÿäðî K íåïðå-
ðûâíî â Ḡ× Ḡ, ôóíêöèÿ (Kf)(x) íåïðåðûâíà íà Ḡ. Ïîýòîìó îïåðàòîð K ïåðåâîäèò
L2(G) â C(Ḡ) è â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî∗ îãðàíè÷åí:

‖Kf‖C = max
x∈Ḡ
|(Kf)(x)| = max

x∈Ḡ

∣∣∣∣∫
G

K (x, y)f(y) dy

∣∣∣∣ 6
6 max

x∈Ḡ

√∫
G

|K (x, y)|2 dy ·

√∫
G

|f(y)|2 dy 6M
√
V ‖f‖L2 .

Îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Èõ äîêàçàòåëüñòâà îñòàþòñÿ â
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íóëåâûì, åñëè îí ïåðåâîäèò ëþáóþ ôóíêöèþ â íîëü.

Ëåììà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì K (x, y)
áûë íóëåâûì â L2(G), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû K (x, y) ≡ 0, x ∈ G, y ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ î÷åâèäíà. Íåîáõîäèìîñòü áóäåì äîêàçû-
âàòü ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íóëåâîé èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð K ñ íåíóëåâûì ÿäðîì, ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà (x0, y0) ∈ G × G, â êîòîðîé
K (x0, y0) 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K (x0, y0) > 0. Òàê êàê
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ôóíêöèÿ K (x, y) íåïðåðûâíà ïî y, íàéäåòñÿ øàð Br(y0) ñ öåíòðîì â òî÷êå y0, ïðè-
íàäëåæàùèé îáëàñòè G, òàêîé ÷òî K (x0, y) > 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ Br(y0). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

f0(y) =

{
1, y ∈ Br(y0),

0, y /∈ Br(y0)
.

Ýòà ôóíêöèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííà, ïîýòîìó îíà ïðèíàäëåæèò L2(G). Êðîìå òîãî,

(Kf0)(x0) =

∫
G

K (x0, y)f0(y) dy =

∫
Br(y0)

K (x0, y) dy > 0.

Çíà÷èò, îïåðàòîð K íåíóëåâîé. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè

îïåðàòîðàìè âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (Kf, g) = 0 ïðè âñåõ f è g èç L2(G), òî
K = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, K (x, y) ≡ 0.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (I) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé. Ïîëîæèì
ϕ(0)(x) := f(x),

ϕ(p)(x) := λ

∫
G

K (x, y)ϕ(p−1)(y) dy + f(x) = λKϕ(p−1) + f, p = 1, 2, . . . (2.1)

Ìû ñêîðî óâèäèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(p)(x)}∞p=0 ñõîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ (I).

Ïîêàæåì, ÷òî

ϕ(p) =

p∑
n=0

λnKnf, p = 0, 1, 2, . . . , (2.2)

ãäå Kn � òàê íàçûâàåìûå èòåðàöèè îïåðàòîðà K. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïåðà-
òîðû, äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó: K0 = I (åäèíè÷íûé îïåðàòîð), K1 = K, Knf =
K(Kn−1f) = Kn−1(Kf).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.2) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè∗. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè p = 0 ôîðìóëà (2.2) âåðíà: ϕ(0) = f . Ïðåäïîëàãàÿ ýòó ôîðìóëó
âåðíîé äëÿ p, ïåðåéäåì ê p+ 1:

ϕ(p+1) = λKϕ(p) + f = λK

p∑
n=0

λnKnf + f =

p∑
n=0

λn+1Kn+1f + f =

p+1∑
n=0

λnKnf + f.

Ïî ëåììå 1

‖Kpf‖C = ‖K(Kp−1f)‖C 6MV ‖Kp−1f‖C 6 (MV )p‖f‖C . (2.3)

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä
∞∑
n=0

λn(Knf)(x), x ∈ Ḡ, (2.4)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Íåéìàíà.
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Ñîãëàñíî îöåíêå (2.3), ðÿä Íåéìàíà ìàæîðèðóåòñÿ∗ ÷èñëîâûì ðÿäîì

‖f‖C
∞∑
n=0

|λ|n(MV )n =
‖f‖C

1− |λ|MV
, (2.5)

ñõîäÿùèìñÿ â êðóãå |λ| < 1

MV
. Ïîýòîìó ïðè ýòèõ λ ðÿä (2.4) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî∗ è

ðàâíîìåðíî∗ ïî x ∈ Ḡ è îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ íà Ḡ ôóíêöèþ ϕ(x). Îòñþäà â ñèëó
(2.2) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ϕ(p)(x) ïðè p → ∞ ðàâíîìåðíî
ñòðåìÿòñÿ ê ôóíêöèè ϕ(x):

ϕ(p)(x)
x∈Ḡ−−→−−→ϕ(x) =

∞∑
n=0

λn(Knf)(x), p→∞.

Èñïîëüçóÿ (2.5), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

‖ϕ‖C 6
‖f‖C

1− |λ|MV
. (2.6)

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (I). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè p →∞ â ñîîòíîøåíèè (2.1) è ïîëüçóÿñü ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕ(p)(x) ê ϕ(x) íà Ḡ, ïîëó÷àåì

ϕ(x) = lim
p→∞

ϕ(p)(x) = λ

∫
G

K (x, y) lim
p→∞

ϕ(p−1)(y) dy+f(x) = λ

∫
G

K (x, y)ϕ(y)dy+f(x).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (I) â êëàññå L2(G) â êðóãå |λ| <
1

MV
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (I) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ϕ1(x) è ϕ2(x).

Òîãäà èõ ðàçíîñòü ϕ0(x) := ϕ1(x) − ϕ2(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
(II): ϕ0 = λKϕ0. Ïî ëåììå 1, ‖ϕ0‖L2 6 |λ|MV ‖ϕ0‖L2 , îòêóäà, áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó
|λ|MV < 1, ñëåäóåò ‖ϕ0‖L2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ϕ0 = 0 è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (I)
åäèíñòâåííî.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé). Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåä-

ãîëüìà II ðîäà (I) ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì K (x, y) ïðè |λ| < 1

MV
èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå ϕ â êëàññå C(Ḡ) äëÿ ëþáîãî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà f ∈ C(Ḡ). Ýòî ðåøå-

íèå ïðåäñòàâèìî â âèäå àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Íåéìàíà (2.4)

è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (2.6). Äðóãèìè ñëîâàìè, â êðóãå |λ| < 1

MV
ñóùåñòâóåò

îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð (I − λK)−1.

×òîáû ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (I) â
ýêâèâàëåíòíîì âèäå

ϕ = λKϕ+ f ⇒ (I − λK)ϕ = f,

ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (I) ïðè çàäàííîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå
f ñîîòâåòñòâóåò íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà: ϕ = (I − λK)−1f . Ìû
ïðèâåëè àëãîðèòì (ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé), ïî êîòîðîìó ýòî çíà÷å-
íèå ìîæíî íàéòè.
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Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáùåãî ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ

îòîáðàæåíèé. Îòîáðàæåíèå A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ñæè-

ìàþùèì, åñëè
∀x, y ∈ X ρ(Ax,Ay) 6 αρ(x, y), α < 1.

Âñÿêîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò, ïðè÷åì
åäèíñòâåííóþ, íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò.å. òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî x = Ax.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Aϕ = λKϕ+ f ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþ-

ùèì ïðè |λ| < 1

MV
.

Ïîäðîáíåå î ïðèíèöèïå ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ñì. [11].

Çàìå÷àíèå (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ). Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü èãðàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè-
áëèæåíèé. Â ñëó÷àå åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â êàæ-
äîé òî÷êå ìíîæåñòâà, íî íå ðàâíîìåðíî, ïðåäåë ìîæåò íå áûòü íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèåé.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) = xn íà îòðåçêå [0, 1]. Ãðàôèêè
ýòèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.

1
x

1

y

x
2

x
5

x
10

x
30

Ðèñ. 3

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f(x) =

{
0, x < 1,

1, x = 1.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé,
ïîòîìó ÷òî ñõîäèìîñòü íå ðàâíîìåðíàÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ïî îïðåäåëåíèþ

∀ε > 0 ∃N ∀n > N ∀x ∈ [0, 1] |fn(x)− f(x)| < ε.

Ôèêñèðóåì 0 < a < 1. Òîãäà íà îòðåçêå [0, a] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ðàâíîìåð-
íî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ïîòîìó ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç [0, a], |xn| 6 |an| → 0 ïðè n → ∞.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |fn(x) − f(x)| ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ,
íåçàâèñÿùåé îò x. Ïðèçíàê ìàæîðàöèè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ, â òîì ÷èñëå è
â äîêàçàííîé íàìè òåîðåìå.

Ïîäðîáíåå î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñì. [6, Òîì 2].
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Ëåêöèÿ 3. Ïîâòîðíûå ÿäðà. Ðåçîëüâåíòà. Èíòåãðàëü-

íûé îïåðàòîð ñ ñîþçíûì ÿäðîì

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ Kk, âõîäÿùèõ â ðÿä Íåé-
ìàíà (2.4). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû K1 è K2 ñ íåïðåðûâ-
íûìè ÿäðàìè K1(x, y) è K2(x, y), è îïåðàòîð K3 = K1K2:

(K3f)(x) = (K1(K2f))(x) =

∫
G

K1(x, y)(K2f)(y) dy =

∫
G

K1(x, y)

∫
G

K2(y, ξ)f(ξ) dξdy,

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(G). Ôóíêöèÿ K1(x, y)K2(y, ξ)f(ξ) èíòåãðèðó-
åìà â G × G ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ Ḡ, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó
Ôóáèíè∗ è ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

(K3f)(x) =

∫
G

(∫
G

K1(x, y)K2(y, ξ) dy

)
f(ξ) dξ =

∫
G

(∫
G

K1(x, ξ)K2(ξ, y) dξ

)
f(y) dy.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îïåðàòîð K3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì

K3(x, y) =

∫
G

K1(x, ξ)K2(ξ, y) dξ. (3.1)

ßäðî K3(x, y) íåïðåðûâíî â Ḡ×Ḡ, êàê èíòåãðàë îò ôóíêöèè, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé
îò ïàðàìåòðîâ x è y. Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü K1 è K2 � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè

K1(x, y) è K2(x, y) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà K3 = K1K2 òîæå èíòåãðàëüíûé îïåðà-

òîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì K3(x, y), îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëîé (3.1).

Ïóñòü K � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì K (x, y). Èñïîëüçóÿ
ëåììó 3 è ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû Kp

� èíòåãðàëüíûå è èõ íåïðåðûâíûå ÿäðà Kp(x, y) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèÿì:

Kp(x, y) =

∫
G

K (x, ξ)Kp−1(ξ, y) dξ =

∫
G

Kp−1(x, ξ)K (ξ, y) dξ, p = 2, 3, . . . ,

K1(x, y) = K (x, y). (3.2)

Îïðåäåëåíèå 2. ßäðà Kp(x, y), îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (3.2), íàçûâàþòñÿ ïî-

âòîðíûìè ÿäðàìè ÿäðà K (x, y).

Ïðåîáðàçóåì ðÿä Íåéìàíà (2.4):

∞∑
n=0

λn(Knf)(x) =
∞∑
n=1

∫
G

λnKn(x, y)f(y) dy + f(x) =
∞∑
n=0

λ

∫
G

λnKn+1(x, y)f(y) dy+

+ f(x) = λ

∫
G

(
∞∑
n=0

λnKn+1(x, y)

)
f(y) dy + f(x).

Ïîêà ñìåíà ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ íîñèò ôîðìàëüíûé õàðàêòåð.
Äëÿ åå îáîñíîâàíèÿ äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà â ñêîáêàõ.

Èç ëåììû 1 è (3.2) ñëåäóåò, ÷òî |Kp(x, y)| 6 MV max
ξ∈G
|Kp−1(ξ, y)|. Ïî èíäóêöèè

ïîëó÷àåì îöåíêó

|Kp(x, y)| 6MpV p−1, x, y ∈ Ḡ, p = 1, 2, . . . (3.3)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
n=0

λnKn+1(x, y) ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì
∞∑
n=0

|λ|nMn+1V n,

ñõîäÿùèìñÿ â êðóãå |λ| < 1

MV
. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî

è ðàâíîìåðíî ïðè x ∈ Ḡ, y ∈ Ḡ è |λ| 6 1

MV
− ε ïðè ëþáîì ε > 0 è îïðåäåëÿåò

ôóíêöèþ

R(x, y, λ) =
∞∑
n=0

λnKn+1(x, y), (3.4)

íåïðåðûâíóþ ïî x è y â Ḡ× Ḡ è àíàëèòè÷åñêóþ∗ ïî λ â êðóãå |λ| < 1

MV
.

Óïðàæíåíèå 5. Ïðèâåäèòå ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, èç

êîòîðîé â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü ïî λ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ R(x, y, λ), îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (3.4), íàçûâàåòñÿ
ðåçîëüâåíòîé ÿäðà K (x, y).

Íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà (î ðåçîëüâåíòå). Ðåøåíèå ϕ(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (I) ñ íåïðåðûâíûì

ÿäðîì K (x, y) åäèíñòâåííî â C(Ḡ) ïðè λ <
1

MV
è ïðåäñòàâèìî â âèäå

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
G

R(x, y, λ)f(y) dy,

ãäå R(x, y, λ) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà K (x, y), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (3.4). Ñïðàâåä-
ëèâî îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî

(I − λK)−1 = I + λR, |λ| < 1

MV
,

ãäå R � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì R(x, y, λ).

Îïðåäåëåíèå 4. ÎïåðàòîðK∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðóK â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(G), åñëè äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f, g ∈ L2(G) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(Kf, g) = (f,K∗g). (3.5)

Åñëè K = K∗, îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.

Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå îáû÷íî ââîäèòñÿ è äëÿ äðóãèõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Èññëåäóåì îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê èíòåãðàëüíîìó. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå

(Kf, g) =

∫
G

(Kf)(x)g(x) dx =

∫
G

(∫
G

K (x, y)f(y) dy

)
g(x) dx

Ôóíêöèÿ K (x, y)f(y)g(x) ïðèíàäëåæèò L(Ḡ×Ḡ), ïîýòîìó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ òåîðåìîé Ôóáèíè è ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ.

(Kf, g) =

∫
G

f(y)

∫
G

K (x, y)g(x) dx dy
x↔y
=

=

∫
G

f(x)

∫
G

K (y, x)g(y) dy dx =

∫
G

f(x)(K∗g)(x) dx = (f,K∗g),

ãäå K∗ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

K ∗(x, y) := K (y, x). (3.6)
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Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ K ∗(x, y), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.6), íàçûâàåòñÿ ñî-

þçíûì ÿäðîì ÿäðà K (x, y).

Ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê èíòåãðàëüíîìó îïåðàòîðó ñ ÿäðîì K (x, y)
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ñîþçíûì ÿäðîì K ∗(x, y) := K (y, x).

Äîêàæåì åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ôàêò.

Ëåììà 5. (K1K2)∗ = K∗2K
∗
1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f è g � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç L2(G). Ðàññìîòðèì ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (K1K2f, g). Äâàæäû ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.5), ïîëó÷àåì

(K1K2f, g) = (K2f,K
∗
1g) = (f,K∗2K

∗
1g).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (K1K2f, g) = (f, (K1K2)∗g). Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò óïðàæíåíèÿ
ïîñëå ëåììû 2, çàêëþ÷àåì

(f, ((K1K2)∗ −K∗2K∗1)g) = 0, ∀f, g ∈ L2(G) ⇒ (K1K2)∗ = K∗2K
∗
1 .

Ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ïîâòîðíûõ ÿäåð è ðåçîëüâåíòû.

Ëåììà 6. Ïîâòîðíîå ÿäðî ñîþçíîãî ÿäðà ðàâíî ñîþçíîìó ÿäðó ïîâòîðíîãî:

(K ∗)p(x, y) = (Kp)
∗(x, y), p = 1, 2, . . .

Ðåçîëüâåíòà ñîþçíîãî ÿäðà ðàâíà ñîþçíîìó ÿäðó ðåçîëüâåíòû:

R∗(x, y, λ) = R(y, x, λ̄), |λ| < 1

MV
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ðàâåíñòâà, ïðèìåíèì ëåììó 5 è ìåòîä
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè: (K∗)p = (Kp)∗. Îñòàëîñü ïåðåéòè îò îïåðàòîðîâ ê èõ
ÿäðàì.

Òàê êàê |K ∗(x, y)| = |K (y, x)| 6M , äëÿ ïîâòîðíûõ ÿäåð ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|(K ∗)p(x, y)| 6MpV p−1, x, y ∈ Ḡ, p = 1, 2, . . .

(àíàëîãè÷íàÿ îöåíêå (3.3)). Ïîýòîìó ðÿä

R∗(x, y, λ) :=
∞∑
n=0

λn(K ∗)n(x, y)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî (x, y) ∈ Ḡ× Ḡ è |λ| 6 1

MV
− ε. Èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííóþ

ôîðìóëó äëÿ ïîâòîðíûõ ÿäåð, ïîëó÷àåì

R∗(x, y, λ) =
∞∑
n=0

λn(Kn)∗(x, y) =
∞∑
n=0

λnKn(y, x) =
∞∑
n=0

λ̄nKn+1(y, x) =

= R(y, x, λ̄) =: R∗(x, y, λ).

Äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(I − λ̄K∗)−1 = I + λ̄R∗, |λ| < 1

MV
, (3.7)

ãäå R � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó R. Ýòî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì
R∗(x, y, λ).
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Ëåêöèÿ 4. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûì

ÿäðîì, àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà äëÿ íèõ

Îïðåäåëåíèå 6. ßäðî âèäà

K (x, y) =
N∑
i=1

fi(x)gi(y), fi, gi ∈ C(Ḡ), (4.1)

íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìû ôóíêöèé {fi}Ni=1 è {gi}Ni=1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû∗. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî, íàïðèìåð,

fN(x) = c1f1(x) + · · ·+ cN−1fN−1(x),

è ÿäðî K (x, y), â ñèëó (4.1), ïðèíèìàåò âèä

K (x, y) =
N−1∑
i=1

fi(x)gi(y) +
N−1∑
i=1

cifi(x)gN(y) =
N−1∑
i=1

fi(x)g∗i (y), g∗i (y) := gi(y) + cigN(y).

Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî â ïðåä-
ñòàâëåíèè (4.1) ñèñòåìû ôóíêöèé {fi} è {gi} îêàæóòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà (I) ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì ïðèìåò âèä

ϕ(x) = λ
N∑
i=1

fi(x)

∫
G

gi(y)ϕ(y) dy + f(x). (4.2)

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

ϕ(x) = λ
N∑
i=1

cifi(x) + f(x), (4.3)

ãäå

ci =

∫
G

ϕ(y)gi(y) dy = (ϕ, ḡi) (4.4)

� íåèçâåñòíûå ÷èñëà. (Íàïîìíèì, ÷òî (., .) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(G)). Óìíî-
æàÿ ðàâåíñòâî (4.3) íà gk(x), èíòåãðèðóÿ ïî îáëàñòè G è ïîëüçóÿñü (4.4), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) äëÿ íåèçâåñòíûõ
÷èñåë ci,

ck = λ

N∑
i=1

ci

∫
G

gk(x)fi(x) dx+

∫
G

gk(x)f(x) dx.

Îáîçíà÷àÿ

αki =

∫
G

gk(x)fi(x) dx = (fi, ḡk), ak =

∫
G

f(x)gk(x) dx = (f, ḡk), (4.5)

ïîëó÷àåì

ck = λ

N∑
i=1

αkici + ak, k = 1, N.

Ââåäåì ìàòðèöó A è âåêòîðû c è a:

A = [αki]
N
k,i=1, c = [ck]

N
k=1, a = [ak]

N
k=1,

è ïåðåïèøåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

c = λAc+ a. (4.6)
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Ëåììà 7. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.2) è ÑËÀÓ (4.6) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C(Ḡ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2). Ïîñòðîèì êîýô-
ôèöèåíòû ci ïî ôîðìóëàì (4.4). Êàê ìû ïîêàçàëè, ýòè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
(4.6).

Îáðàòíî, åñëè âåêòîð c = [ci]
N
i=1 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (4.6). Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(x),

ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (4.3), íåïðåðûâíà â Ḡ è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.2):

ϕ(x)− λ
N∑
k=1

fk(x)

∫
G

gk(x)ϕ(y) dy − f(x) =

(4.3)
= λ

N∑
i=1

cifi(x) + f(x)− λ
N∑
k=1

fk(x)

∫
G

gk(y)

[
λ

N∑
i=1

cifi(y) + f(y)

]
dy − f(x) =

= λ
N∑
k=1

fk(x)

[
ck − λ

N∑
i=1

ci

∫
G

gk(y)fi(y) dy −
∫
G

f(y)gk(y) dy

]
=

(4.5)
= λ

N∑
k=1

fk(x)

[
ck − λ

N∑
i=1

αkici − ak

]
(4.6)
= 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(λ) îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (4.6): D(λ) = det(I − λA) è ÷åðåç
Mki(λ) � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ∗ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (I − λA). Çäåñü è äàëåå I
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. ßñíî, ÷òî D(λ) è Mki(λ) � ïîëèíîìû ïî λ, ïðè÷åì D(λ) 6≡ 0,
òàê êàê D(0) = det I = 1.

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ òàêîâî, ÷òî D(λ) 6= 0. Ïî òåîðåìå Êðàìåðà∗ ðåøåíèå
ÑËÀÓ (4.6) åäèíñòâåííî è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

ck =
1

D(λ)

N∑
i=1

Mki(λ)ai, k = 1, N.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (4.3) è èñïîëüçóÿ (4.5), ïîëó÷àåì ðåøåíèå èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (4.2) ïðè D(λ) 6= 0 â âèäå

ϕ(x) =
λ

D(λ)

N∑
k,i=1

Mki(λ)fk(x)

∫
G

gi(y)f(y) dy + f(x). (4.7)

Â ÷àñòíîñòè, ýòî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ (ïîñêîëüêó D(0) 6= 0
è D(λ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ). Ñîïîñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî (4.7) ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì

ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ â êðóãå |λ| < 1

MV
÷åðåç ðåçîëüâåíòó

ϕ(x) = λ

∫
G

R(x, y, λ)f(y) dy + f(x),

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ðåçîëüâåíòû âûðîæäåííîãî ÿäðà:

R(x, y, λ) =
1

D(λ)

N∑
k,i=1

Mki(λ)fk(x)gi(y). (4.8)

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîëüâåíòà R(x, y, λ) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà λ è,
ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñêàåò ìåðîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
ïåðåìåííîãî λ. Ýòî ïðîäîëæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.8).
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Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.

Óðàâíåíèå

ψ(x) = λ̄

∫
G

K ∗(x, y)ψ(y) dy + g(x) (I*)

ñ ñîþçíûì ÿäðîì K ∗(x, y) = K (y, x) íàçûâàåòñÿ ñîþçíûì ê óðàâíåíèþ (I). Òàêæå
íàì ïîíàäîáèòñÿ ñîþçíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ψ(x) = λ̄

∫
G

K ∗(x, y)ψ(y) dy. (II*)

Åñëè ÿäðî K (x, y) âûðîæäåííîå, ñîþçíîå ÿäðî è ñîþçíîå óðàâíåíèå (I*) ïðèíè-
ìàþò âèä

K ∗(x, y) =
N∑
i=1

ḡi(x)f̄i(y),

ψ(x) = λ̄

N∑
i=1

ḡi(x)

∫
G

f̄i(y)ψ(y) dy + g(x). (4.9)

Ïðèâåäåì ñîþçíîå óðàâíåíèå (4.9) ê ÑËÀÓ:

ψ(x) = λ̄
N∑
i=1

diḡi(x) + g(x),

di =

∫
G

f̄i(y)ψ(y) dy = (ψ, fi),

dk = λ̄
N∑
i=1

βkidi + bk, k = 1, N,

βki =

∫
G

f̄k(x)ḡi(x) dx = ᾱik, bk = (g, fk).

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà [βki]
N
k,i=1 ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîé

∗ ê ìàòðèöå [αki]
N
k,i=1.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.9) ýêâèâàëåíòíî ÑËÀÓ

d = λ̄A∗d+ b, (4.10)

d = [dk]
N
k=1, b = [bk]

N
k=1.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëèòåëè è ðàíãè∗ ìàòðèöû è åå
òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ñîïàäàþò. Ïîýòîìó

det(I − λ̄A∗) = det(I − λAT ) = det(I − λA) = D(λ),

rank (I − λ̄A∗) = rank (I − λAT ) = rank (I − λA) =: q.

Èòàê, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1. D(λ) 6= 0. Òîãäà ÑËÀÓ (4.6) è (4.10), à ñëåäñòâåííî, è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

(4.2) è (4.9) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû.
2. D(λ) = 0. Òîãäà q < N è îäíîðîäíûå ñèñòåìû c = λAc è d = λ̄A∗d èìåþò ðîâíî

ïî N − q ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé:

c(s) =
[
c

(s)
1 , c

(s)
2 , . . . , c

(s)
N

]
, d(s) =

[
d

(s)
1 , d

(s)
2 , . . . , d

(s)
N

]
, s = 1, N − q.
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Îäíîðîäíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ϕ = λKϕ è ψ = λ̄K∗ψ òàêæå èìåþò ðîâíî ïî
N − q ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

ϕs(x) = λ
N∑
i=1

c
(s)
i fi(x), ψs(x) = λ̄

N∑
i=1

d
(s)
i ḡi(x), s = 1, N − q.

Äîêàæåì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ïîëó÷åííûõ ñèñòåì ðåøåíèé {ϕs}N−qs=1 è {ψs}N−qs=1 .
Ïóñòü íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà ps, s = 1, N − q, ÷òî

N−q∑
s=1

psϕs(x) = 0, x ∈ G,

λ

N−q∑
s=1

ps

N∑
i=1

c
(s)
i fi(x) = λ

N∑
i=1

fi(x)

N−q∑
s=1

psc
(s)
i = 0.

Îòñþäà, â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé {fi}Ni=1, âûòåêàþò ðàâåí-
ñòâà

N−q∑
s=1

c
(s)
i ps = 0, i = 1, N.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ {c(s)}N−qs=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ñëåäîâàòåëüíî, ps = 0, s = 1, N − q,
÷òî è äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû ðåøåíèé {ϕs}. Àíàëîãè÷íî óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû ðåøåíèé {ψs}. Äàëåå èññëåäóåì âî-
ïðîñ î ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû.

Òåîðåìà (Êðîíåêåðà-Êàïåëëè, [7]). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ ìàòðè-
öåé

A =

a11 . . . a1m

. . . . . .
an1 . . . anm


ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã∗ ìàòðèöû A ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé

ìàòðèöû

Ā =

a11 . . . a1m b1

. . . . . . . .
an1 . . . anm bn

 .
Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (4.6) ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî âåêòîð ñâîáîäíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ a ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ a1, a2, . . . an ìàòðèöû I − λA:

a ∈ span{a1, a2, . . . , an}. (4.11)

Óñëîâèå (4.11) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∀η ∈ span{a1, a2, . . . , an}⊥, a⊥η.

Çíàê ¾⊥¿ îáîçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå∗. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå òàêèå
âåêòîðû η óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ η∗(I − λA) = 0, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(I − λ̄A∗)η = 0,

ñîïðÿæåííîãî ê èñõîäíîìó.
Ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó âàæíîìó ðåçóëüòàòó.
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Ñëåäñòâèå (èç òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.6)
ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îðòîãîíàëåí êî

âñåì ðåøåíèÿì îäíîðîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû:

(a, d(s)) = 0, s = 1, N − q. (4.12)

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (4.12) äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùå-
ìó óñëîâèþ äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

(f, ψ(s)) = 0, s = 1, N − q. (4.13)

Îòìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâàõ (4.12) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, à â (4.13) �
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé â L2(G).

Äåéñòâèòåëüíî,

(f, ψ(s)) =

(
f, λ̄

N∑
i=1

d
(s)
i ḡi(x)

)
= λ

N∑
i=1

d̄
(s)
i (f, ḡi)

(4.5)
= λ

n∑
i=1

aid̄
(s)
i = λ(a, d(s)).

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (I) è (I*) ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.

Òåîðåìà (1-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (I) ðàçðåøèìî
â C(Ḡ) ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå f ∈ C(Ḡ), òî è ñîþçíîå ê íåìó óðàâíåíèå (I*)
ðàçðåøèìî â C(Ḡ) ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå g ∈ C(Ḡ), ïðè÷åì ýòè ðåøåíèÿ åäèí-

ñòâåííû.

Åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (I) ðàçðåøèìî íå ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå f , òî

Òåîðåìà (2-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). . . . îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (II) è (II*) èìåþò
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà (3-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). . . . äëÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ (I) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñâîáîäíûé ÷ëåí f áûë îðòîãîíàëåí êî

âñåì ðåøåíèÿì ñîþçíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

(f, ψs) = 0, s = 1, N − q.

Îïðåäåëåíèå 7. Êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå (II) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè

÷èñëàìè ÿäðà K (x, y), à ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè

ýòîãî ÿäðà.

Óïðàæíåíèå 6. Ìîæåò ëè λ = 0 áûòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì?

Ñëåäñòâèå (èç àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà âûðîæäåí-

íîãî ÿäðà ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà D(λ), ñëåäîâàòåëüíî, èõ êîíå÷íîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè fi è gi â ïðåäñòàâëåíèè âûðîæäåííîãî
ÿäðà çàâèñÿò îò λ:

K (x, y, λ) =
N∑
i=1

fi(x, λ)gi(x, λ).

Ïóñòü fi(x, λ) è gi(x, λ) àíàëèòè÷íû ïî λ â íåêîòîðîì êðóãå |λ| < ω. Â ýòîì ñëó÷àå
ýëåìåíòû ìàòðèöû A, âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëå

αki(λ) =

∫
G

gk(x, λ)fi(x, λ) dx

21

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



� àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â êðóãå |λ| < ω. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü D(λ) òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â ýòîì êðóãå. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî |λ| < ω.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.

1. Ïðåäñòàâèòü ÿäðî â âèäå (4.1), âûïèñàòü fi(x), gi(y).

2. Äîáèòüñÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåì {fi}, {gi}.

3. Ïîñòðîèòü αki è ak ïî ôîðìóëàì (4.5).

4. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó (4.6).

5. Íàéòè îïðåäåëèòåëü D(λ) è åãî íóëè.

6. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé D(λ) 6= 0. Íàéòè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.6) ïî
ôîðìóëàì Êðàìåðà.

7. Ðàññìîòðåòü îòäåëüíî êàæäûé èç êîðíåé D(λ). Ðåøèòü ñèñòåìó (4.6). Âîçìîæ-
íî, îíà íå áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ èëè áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé,
çàâèñÿùèõ îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûé.

8. Ïî ðåøåíèÿì ñèñòåìû [ci]
N
i=1, íàéäåííûõ â ï. 6 è 7, ïîñòðîèòü ϕ(x) ïî ôîðìóëå

(4.3).

9. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà � ýòî íóëè D(λ), ñîáñòâåííûå ôóíêöèè � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ ϕ(x) îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 5. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì íåïðåðûâíûì ÿäðîì

Äîêàçàííûå â ïðîøëîé ëåêöèè òåîðåìû Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì äîïóñêàþò ðàñïðîñòðàíåíèå íà èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
ñ ïðîèçâîëüíûì íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåïðå-
ðûâíîå ÿäðî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû âûðîæäåííîãî ÿäðà è äîñòàòî÷íî ìàëîãî
íåïðåðûâíîãî ÿäðà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü, ïîñòðîèâ ðåçîëüâåíòó ìàëîãî ÿäðà ìå-
òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ñâåñòè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîëü-
íûì íåïðåðûâíûì ÿäðîì ê óðàâíåíèþ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, äëÿ êîòîðîãî òåîðåìû
Ôðåäãîëüìà óñòàíîâëåíû.

Èòàê, ïóñòü ÿäðî K (x, y) íåïðåðûâíî íà Ḡ× Ḡ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
[6, Òîì 3] ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèè ìîæíî ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì ñ ëþáîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí

P(x, y) =
∑

06|α+β|6N

aαβx
αyβ,

÷òî |K (x, y)−P(x, y)| < ε ïðè âñåõ x ∈ Ḡ, y ∈ Ḡ. Òàêèì îáðàçîì,

K (x, y) = P(x, y) + Q(x, y),

ãäå P(x, y) � âûðîæäåííîå ÿäðî (ìíîãî÷ëåí) è Q(x, y) � ìàëîå íåïðåðûâíîå ÿäðî,
|Q(x, y)| < ε, x ∈ Ḡ, y ∈ Ḡ.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (I) ïðèíèìàåò âèä

ϕ = λPϕ+ λQϕ+ f, (5.1)

ãäå P è Q � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè P(x, y) è Q(x, y) ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì P +Q = K.

Ââåäåì ôóíêöèþ
Φ = ϕ− λQϕ. (5.2)

Ñîîòíîøåíèå (5.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÿäðîìQ(x, y)
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ϕ, åñëè Φ èçâåñòíî. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ðåçîëüâåíòå, ýòî óðàâ-

íåíèå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â êðóãå |λ| < 1

εV
è åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî

ïî ôîðìóëå
ϕ = (I + λR)Φ, (5.3)

ãäå R � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì R(x, y, λ) � ðåçîëüâåíòîé ÿäðà Q(x, y).
Ïîäñòàâëÿÿ (5.2) è (5.3) â (5.1), ïîëó÷àåì

Φ = ϕ− λQϕ = λPϕ+ f = λP (I + λR)Φ + f,

Φ = λTΦ + f, (5.4)

ãäå T = P (I+λR). Âñïîìíèì, ÷òî ðåçîëüâåíòà R(x, y, λ) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííûì

x, y, λ è àíàëèòè÷íà ïî λ â êðóãå |λ| < 1

εV
. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó î ïîâòîðíûõ

ÿäðàõ, çàêëþ÷àåì, ÷òî T � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì

T (x, y, λ) = P(x, y) + λ

∫
G

P(x, ξ)R(ξ, y, λ) dξ =

=
∑

aαβx
αyβ+λ

∫
G

∑
aαβx

αξβR(ξ, y, λ) dξ =
∑

aαβx
α

[
yβ + λ

∫
G

ξβR(ξ, y, λ) dξ

]
.
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ßäðî T (x, y, λ) � âûðîæäåííîå, àíàëèòè÷åñêîå ïî λ â êðóãå |λ| < 1

εV
, ò.å. èìåííî

òàêîå ÿäðî, î êàêîì èäåò ðå÷ü â çàìå÷àíèè ê òåîðåìàì Ôðåäãîëüìà.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî óðàâíåíèå (I) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì

(5.4) â êðóãå |λ| < 1

εV
. Ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ôîðìóëû (5.2) è (5.3)

çàäàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè ýòèõ óðàâíåíèé. Çíàÿ
ϕ (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (I)), ìîæíî ïî ôîðìóëå (5.2) ïîñòðîèòü Φ � ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.4), è íàîáîðîò, ïî ëþáîìó ðåøåíèþ Φ ìîæíî ïîñòðîèòü ϕ,
ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5.3).

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ñîþçíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (I*). ßñíî, ÷òîK∗ = P ∗+Q∗.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (I*) ïðèíèìàåò âèä

(I − λ̄Q∗)ψ = λ̄P ∗ψ + g.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.7) äëÿ ðåçîëüâåíòû ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà:

(I − λ̄Q∗)−1 = I + λ̄R∗, |λ| < 1

εV
,

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå

ψ = (I − λ̄Q∗)−1(λ̄P ∗ψ + g) = (I + λ̄R∗)(λ̄P ∗ψ + g) =

= λ̄(I + λ̄R∗)P ∗ψ + (I + λ̄R∗)g.

Îáîçíà÷àÿ
g1 = (I + λ̄R∗)g, g = (I − λ̄Q∗)g1

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
(I + λ̄R∗)P ∗ = (P (I + λR))∗ = T ∗,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
ψ = λ̄T ∗ψ + g1. (5.5)

Òàêèì îáðàçîì, ñîþçíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (I*) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ñ âû-
ðîæäåííûì ÿäðîì (5.5), ñîþçíîìó ê óðàâíåíèþ (5.4).

Äëÿ óðàâíåíèé (5.4) è (5.5) ñïðàâåäëèâû òðè òåîðåìû Ôðåäãîëüìà, êàê äëÿ óðàâ-
íåíèé ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì òåîðåì Ôðåäãîëüìà
äëÿ óðàâíåíèé (I) è (I*) ñ ïðîèçâîëüíûì íåïðåðûâíûì ÿäðîì (ôîðìóëèðîâêè òåîðåì
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ 6= 0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Âûáåðåì ε <
1

|λ|V
. Ïðåäñòà-

âèì ÿäðî K (x, y) â âèäå ñóììû âûðîæäåííîãî è ìàëîãî ÿäåð, òàê ÷òîáû äëÿ ìàëîãî
ÿäðà âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå |Q(x, y) < ε| ñ âûáðàííûì ε. Òîãäà, êàê áûëî ïîêà-

çàíî ðàíåå, â êðóãå |λ| < 1

εV
óðàâíåíèÿ (I) è (I*) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì (5.4) è

(5.5).
Ïóñòü óðàâíåíèå (I) ðàçðåøèìî â C(Ḡ) ïðè ëþáîì f ∈ C(Ḡ). Òîãäà ýêâèâàëåíòíîå

åìó óðàâíåíèå (5.4) òàêæå áóäåò ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì f . Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå
Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, ñîþçíîå ê íåìó
óðàâíåíèå (5.5) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå g1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøè-
ìî è ýêâèâàëåíòíîå ê íåìó óðàâíåíèå (I*). Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå Ôðåä-
ãîëüìà, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.4) è (5.5) åäèíñòâåííûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ
(I) è (I*) òàêæå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû â ñèëó âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ
ìåæäó ðåøåíèÿìè. Ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äîêàçàíà.
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Åñëè óðàâíåíèå (I) ðàçðåøèìî â C(Ḡ) íå ïðè ëþáîì f , òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü
è ïðî ýêâèâàëåíòíîå åìó óðàâíåíèå (5.4). Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå Ôðåäãîëüìà äëÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ Φ = λTΦ
è ψ = λ̄T ∗ψ èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Íî ýòè
óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì (II) è (II*) ñîîòâåòñòâåííî. Îò ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ Φ = λTΦ ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (II) ïî ôîðìóëå
(5.2). Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (II) è (II*) èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷å-
ñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé è âòîðàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äîêàçàíà.

Äàëåå, ïî òðåòüåé òåîðåìå Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåí-
íûì ÿäðîì äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (5.4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî
ñâîáîäíûé ÷ëåí f áûë îðòîãîíàëåí êî âñåì ðåøåíèÿì ψs ñîþçíîãî îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (5.5). Çàìåòèì, ÷òî f òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (I), à ψs �
ðåøåíèÿìè ñîþçíîãî ê íåìó îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (II*). Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè
óðàâíåíèé ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü òðåòüåé òåîðåìû Ôðåäãîëüìà äëÿ óðàâíåíèé (I)
è (I*).

Óïðàæíåíèå 7. ×òî íå ïðîõîäèò â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ïðè λ = 0? Ðàññìîò-
ðèòå îòäåëüíî ýòîò ñëó÷àé.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì íåïðå-

ðûâíûì ÿäðîì.

1. Ïðèáëèçèòü ÿäðî K (x, y) ìíîãî÷ëåíîì P(x, y).

2. Äëÿ ìàëîãî ÿäðà Q(x, y) = K (x, y)−P(x, y) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé ïîñòðîèòü ðåçîëüâåíòó R(x, y, λ).

3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå (5.4) ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì T (x, y, λ).

4. Íàéòè Φ èç óðàâíåíèÿ (5.4).

5. Íàéòè ϕ ïî ôîðìóëå (5.3).
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Ëåêöèÿ 6. Ñâÿçü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òåîðèåé

âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ. Ñëåäñòâèÿ èç òåî-

ðåì Ôðåäãîëüìà

Òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé
ñëó÷àé òåîðèè Ôðåäãîëüìà äëÿ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â äàííîì ðàçäåëå áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèòñÿ ðÿä ôàêòîâ èç ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà. Áîëåå ïîäðîáíî ñ íèìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â êíèãå [11]. Íàøà
îñíîâíàÿ öåëü � ïîêàçàòü ñâÿçü èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ îáùåé òåîðèåé.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ∗ ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîð A : H → H íàçûâàåòñÿ âïîëíå
íåïðåðûâíûì (êîìïàêòíûì), åñëè îí ïåðåâîäèò âñÿêîå îãðàíè÷åííîå∗ ìíîæåñòâî â
ïðåäêîìïàêòíîå.

Ïðåäêîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáû÷íî ïðîâåðÿ-
åòñÿ ïðè ïîìîùè êðèòåðèåâ. Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ïðåäêîì-
ïàêòíîñòè â C(Ḡ).

Òåîðåìà (Àðöåëà). Ìíîæåñòâî ôóíêöèéM⊂ C(Ḡ) ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî:

∃C ∀x ∈ Ḡ ∀f ∈M|f(x)| 6 C,

è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀s, t ∈ Ḡ, |s− t| < δ ∀f ∈M |f(s)− f(t)| < ε.

Óòâåðæäåíèå 1. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì âïîëíå íåïðå-

ðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 îïåðàòîð K äåéñòâóåò èç L2(G) â C(Ḡ) è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ‖Kf‖C 6M

√
V ‖f‖L2 .

Ïóñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèéM îãðàíè÷åíî â L2(G):

‖f‖L2 6 C, ∀f ∈M.

Òîãäà ìíîæåñòâî {Kf, f ∈M} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî: ‖Kf‖C 6M
√
V C.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

|(Kf)(s)− (Kf)(t)| =
∣∣∣∣∫
G

K (s, y)f(y) dy −
∫
G

K (t, y)f(y) dy

∣∣∣∣ 6
6
∫
G

|K (s, y)−K (t, y)||f(y)| dy 6

√∫
G

|K (s, y)−K (t, y)|2 dy ·

√∫
G

|f(y)|2 dy.

Ïîñëåäíèì äåéñòâèåì ìû ïðèìåíèëè íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. ßäðî K (x, y)
íåïðåðûâíî íà êîìïàêòå Ḡ× Ḡ, ïîýòîìó îíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî ïî ïåðâîé ïå-
ðåìåííîé:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀s, t ∈ Ḡ, |s− t| < ε ∀y ∈ Ḡ |K (s, y)−K (t, y)| < ε.

Âûáèðàÿ òàêèå δ, s è t, ïîëó÷àåì

|(Kf)(s)− (Kf)(t)| 6 ε
√
V ‖f‖L2 ,
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îòêóäà ñëåäóåò ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà {Kf, f ∈M} â C(Ḡ).
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð K ïåðåâîäèò ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðåäêîì-

ïàêòíîå è ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû ïîêà-
çàëè âïîëíå íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà èç L2(G) â C(Ḡ). Îäíàêî ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî èç ïðåäêîìïàêòíîñòè â C(Ḡ) ñëåäóåò ïðåäêîìïàêòíîñòü â L2(G).

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè ïðîñòðàíñòâî åãî çíà÷åíèé êîíå÷-
íîìåðíî.

Óòâåðæäåíèå 2. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì êîíå÷íîìåðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì:

(Kf)(x) =
N∑
i=1

fi(x)

∫
G

gi(y)f(y) dy.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

span {fi}Ni=1 =

{
N∑
i=1

cifi(x)

}
.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè fi îáðàçóþò êîíå÷íûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå,
ñëåäîâàòåëüíî, îíî êîíå÷íîìåðíî.

Ôàêò 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ An ñõîäèòñÿ ïî íîðìå
∗

ê îïåðàòîðó A, òî A � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé êîíå÷-

íîìåðíûé îïåðàòîð âïîëíå íåïðåðûâåí.

Ôàêò 2. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé îïåðàòîð A ìîæåò áûòü àïïðîêñè-

ìèðîâàí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ An, ñõîäÿùåéñÿ ê íåìó

ïî íîðìå.

Ïîñëåäíèé ôàêò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì Ôðåäãîëüìà. Ìû
äîêàæåì åãî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåìó

ïî íîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà

∀ε > 0 ∃P(x, y) =
∑

06α+β6N

aαβx
αyβ ∀(x, y) ∈ Ḡ× Ḡ |K (x, y)−P(x, y)| < ε.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn = 1/n è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ
Pn(x, y), òàêóþ, ÷òî |K (x, y)−Pn(x, y)| < εn, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ
îïåðàòîðîâ Pn:

(Pnf)(x) =

∫
G

Pn(x, y)f(y) dy.

Ñîãëàñíî îöåíêàì ëåììû 1,

‖K − Pn‖L2→L2 6 max |K (x, y)−Pn(x, y)|V 6
V

n
→ 0, n→∞.
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Ïîäâåäåì èòîã. Ìû íà÷àëè èçó÷åíèå òåîðèè Ôðåäãîëüìà ñ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, èìåþùèõ âûðîæäåííûå ÿäðà. Òàêèå óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìàì ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîýòîìó èõ ñâîéñòâà ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ëèíåé-
íîé àëãåáðîé. Îäíàêî óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü
óçêèé ïîäêëàññ. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû îáëàäàþò ïðèíöèïèàëüíî
èíûìè ñâîéñòâàìè, ïîòîìó ÷òî îíè áåñêîíå÷íîìåðíûå. Íàïðèìåð, êàê ìû óáåäèìñÿ
â äàëüíåéøåì, íåïðåðûâíûå ÿäðà îáùåãî âèäà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë. Òåì íå ìåíåå, ïðîèçâîëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ìîæåò
áûòü àïïðîêñèìèðîâàí êîíå÷íîìåðíûìè, è ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òåîðèè
Ôðåäãîëüìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â îáùåì ñëó÷àå. Ýòà æå èäåÿ àïïðîêñèìà-
öèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè
îñîáåííîñòÿìè ÿäðà, íàïðèìåð, äëÿ ïîëÿðíûõ ÿäåð (ñì. [1]), à òàêæå äëÿ äèñêðåò-
íûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ
èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèê âîïðîñ î âûäåëåíèè
ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé èäåè � àïïðîêñèìàöèè
êîíå÷íîìåðíûìè îïåðàòîðàìè, è ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ äëÿ íàèáîëåå øèðîêî-
ãî àáñòðàêòíîãî êëàññà îáúåêòîâ. Òàêèì àáñòðàêòíûì êëàññîì è ñòàë êëàññ âïîëíå
íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, à òåîðåìû Ôðåäãîëüìà äëÿ êîíêðåòíîãî êëàññà èíòåãðàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ (íàïðèìåð, ñ íåïðåðûâûíì ÿäðîì) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåä-
ñòâèÿ îáùåé òåîðèè. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîñâÿçü ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé è àáñòðàêòíûõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ñõåìû.

Ëèíåéíàÿ Èíòåãðàëüíûå Ôóíêöèîíàëüíûé
àëãåáðà óðàâíåíèÿ àíàëèç

Áàíàõîâû è
Rn ⊂ C, L2 ⊂

ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà
Êîíå÷íîìåðíûå Èíòåãðàëüíûå Âïîëíå íåïðåðûâíûå

îïåðàòîðû îïåðàòîðû îïåðàòîðû

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåì Ôðåäãîëüìà.

1. Â êàæäîì êðóãå |λ| 6 R ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ÷èñåë íåïðåðûâíîãî ÿäðà K (x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε =
1

V (R + 1)
. Òîãäà ïðè |λ| < R+ 1 áóäåò |λ| < 1

εV
. Ïî-

ýòîìó â êðóãå |λ| < R+1 îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (I) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Φ = λTΦ
ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì T (x, y, λ), àíàëèòè÷åñêèì ïî λ â ýòîì êðóãå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ÿäðà K (x, y) ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè îïðåäåëèòåëÿ D(λ),
ïîñòðîåííîãî ïî ÿäðó T (x, y, λ). Ôóíêöèÿ D(λ) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â êðóãå
|λ| < R + 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

Òåîðåìà ([8]). Ïóñòü äâå ôóíêöèè f(λ) è g(λ), àíàëèòè÷åñêèå â íåêîòîðîé îáëàñòè
G, èìåþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå E â ýòîé îáëàñòè, ïðè÷åì

ìíîæåñòâî E äîïóñêàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ëåæàùóþ âíóò-

ðè G, òî ýòè ôóíêöèè ðàâíû ìåæäó ñîáîé âñþäó â îáëàñòè G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ D(λ) èìååò â çàìêíóòîì êðóãå |λ| 6 R áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî íóëåé. Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó â êðóãå |λ| 6 R.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ê ôóíêöèÿì f(λ) = D(λ) è g(λ) ≡ 0, ïîëó÷àåì
D(λ) ≡ 0, ÷òî íåâîçìîæíî.
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Òàêèì îáðàçîì, â êðóãå |λ| 6 R ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé
óðàâíåíèÿ D(λ) = 0 è ÿäðî K (x, y) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë â ýòîì êðóãå.

2. Ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë íåïðåðûâíîãî ÿäðà íå èìååò êîíå÷íûõ
ïðåäåëüíûõ òî÷åê è, çíà÷èò, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòî ìíîæåñòâî èìåëî êîíå÷íóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó, íà-
øåëñÿ áû êðóã |λ| 6 R, ñîäåðæàùèé ïðåäåëüíóþ òî÷êó ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 1.

Ðàññìîòðèì îáëàñòè C1 = {λ : |λ| 6 1}, C2 = {λ : 1 < |λ| 6 2}, . . . , Cn = {λ : n−1 <
|λ| 6 n} (ñì. ðèñ. 4). Êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ÷èñåë (âîçìîæíî, ïóñòîå). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì çàíóìåðîâàòü ñíà÷àëà
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå C1, çàòåì � C2 è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.

• C1 C2 Cn

Ðèñ. 4

3. Êðàòíîñòüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâó-
þùèõ åìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Êðàòíîñòü êàæäîãî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà êîíå÷íà. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç âòîðîé òåîðåìû
Ôðåäãîëüìà.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ÿäðà K (x, y) ìîæíî ïåðåíóìåðî-
âàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ:

|λ1| 6 |λ2| 6 . . . ,

ïîâòîðÿÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1, ϕ2, . . . , è êàæäîìó õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîìó ÷èñëó λk ñîïîñòàâèì ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ϕk:

ϕk = λkKϕk, k = 1, 2, . . . (6.1)

4. Ïî âòîðîé òåîðåìå Ôðåäãîëüìà λ̄1, λ̄2, . . . � âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ñî-
þçíîãî ÿäðà K ∗(x, y), ïðè÷åì êðàòíîñòè λk è λ̄k ñîâïàäàþò. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ψk:

ψk = λ̄kK
∗ψk, k = 1, 2, . . . (6.2)
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5. Ïðè λk 6= λi ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿäåð K (x, y) è K ∗(x, y) îðòîãîíàëüíû:
(ϕk, ψi) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(ϕk, ψi)
(6.2)
= (ϕk, λ̄iK

∗ψi)
(3.5)
= λi(Kϕk, ψi)

(6.1)
=

λi
λk

(ϕk, ψi).

Îòñþäà â ñèëó λk 6= λi ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

6. λpk è ϕk, k = 1, 2, . . . � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ïîâòîðíîãî ÿäðà Kp(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî.

ϕk = λkKϕk
(6.1)
= λkK(λkKϕk) = λ2

kK
2ϕk = · · · = λpkK

pϕk.

7. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè µ è ϕ � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî
è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîâòîðíîãî ÿäðà Kp(x, y), òî ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èç êîðíåé λj, j = 1, p óðàâíåíèÿ λp = µ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
÷èñëîì ÿäðà K (x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

I − µKp = (I − λ1K)(I − λ2K) . . . (I − λpK).

Ïîñêîëüêó ϕ � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîâòîðíîãî ÿäðà, (I−µKp)ϕ = 0, ñëåäîâàòåëü-
íî,

(I − λ1K)(I − λ2K) . . . (I − λpK)ϕ = 0.

Îáîçíà÷èì ξ1 := (I − λ2K) . . . (I − λpK)ϕ. Åñëè ξ1 6= 0, òî â ñèëó (I − λ1K)ξ1 = 0
ôóíêöèÿ ξ1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ÿäðà K (x, y), îòâå÷àþùåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîìó ÷èñëó λ1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì:

(I − λ2K) . . . (I − λpK)ϕ = 0.

Àíàëîãè÷íî ξ1, ðàññìîòðèì ξ2 = (I−λ2K) . . . (I−λpK)ϕ. Ëèáî ξ2 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé ôóíêöèåé, îòâå÷àþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λ2, ëèáî (I − λ3K) . . . (I −
λpK)ϕ = 0. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè, ìû íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷èì
ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ξk, îòâå÷àþùóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λk. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû ïðèäåì ê ϕ = 0, ÷åãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ϕ � ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ.

8. Ïåðåôîðìóëèðóåì àëüòåðíàòèâó Ôðåäãîëüìà â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Åñëè λ 6= λk, k = 1, 2, . . . , òî óðàâíåíèÿ (I) è (I*) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû ïðè
ëþáûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ.

Åñëè λ = λk, òî îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (II) è (II*) èìåþò îäèíàêîâîå (êîíå÷íîå)
÷èñëî rk > 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé � ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ϕk, ϕk+1, . . . ,
ϕk+rk−1 ÿäðà K (x, y) è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψk, ψk+1, . . . , ψk+rk−1 ÿäðà K ∗(x, y),
ñîîòâåòñâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëàì λk è λ̄k (rk � êðàòíîñòü λk è λ̄k).

Åñëè λ = λk, òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (I) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(f, ψk+i) = 0, i = 0, rk − 1.
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Ëåêöèÿ 7. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ýðìèòîâûì ÿä-

ðîì

Îïðåäåëåíèå 8. ßäðî K (x, y) íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, åñëè îíî ñîâïàäàåò ñî ñâîèì
ñîþçíûì ÿäðîì, ò.å. K (x, y) = K ∗(x, y) = K (y, x).

Ëåììà 8. Íåïðåðûâíîå ÿäðî K (x, y) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K : L2(G) → L2(G)
ýðìèòîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð K ñàìîñîïðÿæåííûé:

(Kf, g) = (f,Kg), f, g ∈ L2(G). (7.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåìì 2 è 4.

Ëåììà 9. Âñå ïîâòîðíûå ÿäðà ýðìèòîâà ÿäðà ýðìèòîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 6,

(Kp)
∗(x, y) = (K ∗)p(x, y) = Kp(x, y).

Òåîðåìà (âàðèàöèîííûé ïðèíöèï). Âñÿêîå ýðìèòîâî íåïðåðûâíîå ÿäðî K (x, y) 6≡ 0
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, è íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî λ1 óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó

1

|λ1|
= sup

f∈L2(G)

‖Kf‖L2

‖f‖L2

. (7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü∗ ôóíêöèîíàëà ‖Kf‖L2

íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé f èç L2(G) ñ åäèíè÷íîé íîðìîé:

ν := sup
‖f‖L2

=1

‖Kf‖L2 .

Ïî ëåììå 1 â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ‖Kf‖L2 6MV , ïîýòîìó ν 6MV . Êðîìå òîãî,
ÿñíî, ÷òî ν > 0. Äîêàæåì, ÷òî ν > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ν = 0, òî Kf = 0 ïðè
âñåõ f ∈ L2(G). Ïî ëåììå 2 îòñþäà ñëåäóåò K (x, y) ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < ν 6MV .

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
fk, k = 1, 2, . . . , òàêîé ÷òî ‖fk‖L2 = 1 è

‖Kfk‖ → ν, k →∞. (7.3)

2. Ãëàâíàÿ èäåÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ψ 6= 0,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì

K2ψ = ν2ψ ⇔ ψ =
1

ν2
K2ψ, ν 6= 0.

Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ïîâòîðíîãî ÿäðà K2(x, y), îòâå÷àþùåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó
1

ν
. Ïî ñëåäñòâèþ 7 èç òåîðåì Ôðåäãîëüìà õîòÿ áû îäíî

èç ÷èñåë ±1

ν
áóäåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì ÿäðà K (x, y). Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà áóäåò ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (7.2).
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3. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ψ ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýòîé
ôóíêöèè. Äîêàæåì, ÷òî

K2fk − ν2fk → 0, â L2(G), k →∞. (7.4)

Äåéñòâèòåëüíî,

‖K2fk − ν2fk‖2
L2

= (K2fk − ν2fk, K
2fk − ν2fk) = (K2fk, K

2fk) + ν4(fk, fk)−

− ν2(fk, K
2fk)− ν2(K2fk, fk)

(7.1)
= ‖K2fk‖2

L2
+ ν4 − 2ν2(Kfk, Kfk).

Èñïîëüçóÿ îöåíêó èç ëåììû 1 è îïðåäåëåíèå ν, ïîëó÷àåì ‖K2fk‖L2 6 ν‖Kfk‖L2 ,

‖K2fk − ν2fk‖2
L2

6 ν2‖Kfk‖2
L2

+ ν4 − 2ν2‖Kfk‖2
L2

= ν4 − ν2‖Kfk‖2 (7.3)→ 0, k →∞.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî � ïîä-
ìíîæåñòâî åäèíè÷íîé ñôåðû. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð K ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì âïîëíå
íåïðåðûâåí, îí ïåðåâîäèò ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðåäêîìïàêòíîå. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Kfk} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ â C(Ḡ)
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψi = Kfki , i > 0. Îáîçíà÷èì ψ := lim

i→∞
ψi. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1,

ïîëó÷àåì

‖K2ψ − ν2ψ‖C 6 ‖K2(ψ − ψi)‖C + ν2‖ψ − ψi‖C + ‖K2ψi − ν2ψi‖C 6

6MV ‖K(ψ − ψi)‖C + ν2‖ψ − ψi‖C + ‖K(K2fki − ν2fki)‖C 6

6 (M2V 2 + ν2)‖ψ − ψi‖C +M
√
V ‖K2fki − ν2fki‖L2 → 0, i→∞.

Íî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò i, ñëåäîâàòåëüíî, Kψ = ν2ψ.
5. Ïîêàæåì, ÷òî ψ 6= 0. Èç ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (7.4) ñëåäóåò, ÷òî

Kψi − ν2fki → 0 â L2(G), i→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Kψi‖L2 → ν2, i → ∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ‖Kψi‖L2 → ‖Kψ‖L2 ,
i → ∞. Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ‖Kψ‖L2 = ν2 6= 0, ÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå.
Òàêèì îáðàçîì, ψ � ôóíêöèÿ èç ï. 2 äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà. Â èòîãå ìû óñòàíîâè-
ëè ñóùåñòâîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà λ1, óäîâëåòâîðÿþùåãî âàðèàöèîííîìó
ïðèíöèïó (7.2).

6. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî λ1 � íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå äðóãîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî λ0 ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
ϕ0: ϕ0 = λ0Kϕ0. Òîãäà

1

|λ0|
=
‖Kϕ0‖L2

‖ϕ0‖L2

6 sup
f∈L2(G)

‖Kf‖L2

‖f‖L2

(7.2)
=

1

|λ1|
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖λ1‖ 6 ‖λ0‖, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèå 8. Ãäå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ýðìèòîâîñòü ÿäðà?

Óïðàæíåíèå 9. Ïîêàæèòå, ÷òî

sup
f∈L2(G)

‖Kf‖L2

‖f‖L2

= sup
‖g‖L2

=1

‖Kg‖L2 .

Ãäå ýòîò ôàêò ïðèìåíÿåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå?
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Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ëåêöèé 6 è 7, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó: ìíîæå-
ñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ýðìèòîâà íåïðåðûâíîãî ÿäðà {λk} íåïóñòî, ëåæèò íà
âåùåñòâåííîé îñè, íå èìååò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Êàæäîå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå ÷èñëî èìååò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {ϕk} ìîæåò
áûòü âûáðàíà îðòîãîíàëüíîé, ò.å.

(ϕk, ϕi) = δki,

ãäå δki � ñèìâîë Êðîíåêåðà: δki ðàâíî 1, åñëè k = i, è ðàâíî 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ëåêöèÿ 8. Ýðìèòîâû âûðîæäåííûå ÿäðà.

Òåîðåìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ìîæíî ëè ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëàì {λk} è ñîáñòâåí-
íûì ôóíêöèÿì {ϕk} ïîñòðîèòü ÿäðî? Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà èìå-
åòñÿ òîëüêî îäíî õàðàêòåðèñòè÷ñêîå ÷èñëî.

Çàäà÷à. Ïóñòü λ1 6= 0 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ϕ1 ∈ C(Ḡ) � íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖ϕ1‖L2 = 1. Ñóùåñòâóåò ëè ýðìèòîâî
ÿäðî ñ åäèíñòâåííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì λ1 è îòâå÷àþùåé åìó ñîáñòâåííîé
ôóíêöèåé ϕ1?

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå âûðîæäåííîãî ÿäðà

K (x, y) = f(x)g(y).

Â ñèëó ýðìèòîâîñòè

K (x, y) = K ∗(x, y) ⇔ f(x)g(y) = f(y)g(x).

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå
g(y)

f(y)
=
g(x)

f(x)
.

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò y, à ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò x,
çàêëþ÷àåì, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâíû íåêîòîðîé êîíñòàíòå c. Ñëåäîâàòåëüíî, g(y) = cf(y)
è K (x, y) = cf(x)f(y).

×òîáû îïðåäåëèòü íåèçâåñòâóþ ôóíêöèþ f(x), âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì, ÷òî ϕ1

� ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ: ϕ1 = λ1Kϕ1,

ϕ1(x) = λ1cf(x)

∫
G

f(y)ϕ1(y) dy.

Èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ êîíñòàíòó, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x) ïðîïîð-
öèîíàëüíà ϕ1(x): f(x) = c1ϕ1(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ1(x) = λ1cc1ϕ1(x)

∫
G

ϕ1(y)c̄1ϕ1(y) dy.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íîðìèðîâêîé
∫
G
ϕ1(y)ϕ1(y) dy = 1, ïîëó÷àåì

ϕ1(x) = λ1c|c1|2ϕ1(x) ⇒ λ1c|c1|2 = 1 ⇒ c|c1|2 =
1

λ1

,

K (x, y) = cf(x)f(y) = c|c1|2ϕ1(x)ϕ1(y).

Òàêèì îáðàçîì, K (x, y) =
ϕ(x)ϕ(y)

λ1

.

Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü λ1, λ2, . . . , λm 6= 0, ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm ∈ C(Ḡ), (ϕi, ϕj) = δij,
i, j = 1,m. Óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ÷òî ÿäðî

K (x, y) =
m∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

èìååò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕi, îòâå÷àþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëàì λi. Ìî-
æåò ëè ýòî ÿäðî èìåòü äðóãèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè?
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Â îáùåì ñëó÷àå ýðìèòîâî íåïðåðûâíîå ÿäðî èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë |λ1| 6 |λ2| 6 . . . 6 |λm| 6 . . . è îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, . . . . Íàøåé äàëü-
íåéøåé öåëüþ áóäåò ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íîãî ðàññìîòðåííûì ïðèìåðàì áèëèíåéíîãî

ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî ÿäðà:

K (x, y) =
∞∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi

è èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà.
Èòàê, ïóñòü K (x, y) � ïðîèçâîëüíîå ýðìèòîâî íåïðåðûâíîå ÿäðî. Ââåäåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÿäåð

K (p)(x, y) = K (x, y)−
p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
, p = 1, 2, . . .

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðà K (p)(x, y) ýðìèòîâû è íåïðåðûâíû.

Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû äåéñòâóþò ïî ôîðìóëå

K(p)f = Kf −
p∑
i=1

(f, ϕi)

λi
ϕi, f ∈ L2(G). (8.1)

Äîêàæåì, ÷òî λp+1, λp+2, . . . è ϕp+1, ϕp+2, . . . � âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿäðà K (p)(x, y).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (8.1) è îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èìååì

K(p)ϕk = Kϕk −
p∑
i=1

(ϕk, ϕi)

λi
ϕi = Kϕk =

1

λk
ϕk, k > p.

Ñëåäîâàòåëüíî, λk è ϕk ïðè k > p � äåéñòâèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè ÿäðà K (p)(x, y). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äðóãèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ó ýòîãî ÿäðà íåò. Ïóñòü λ0 è ϕ0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
÷èñëî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿäðà K (p)(x, y), ò.å.

ϕ0 = λ0K
(p)ϕ0

(8.1)
= λ0Kϕ0 − λ0

p∑
i=1

(ϕ0, ϕi)

λi
ϕi, (8.2)

Îòñþäà ïðè k = 1, 2, . . . , p ïîëó÷àåì

(ϕ0, ϕk) = λ0(Kϕ0, ϕk)− λ0

p∑
i=1

(ϕ0, ϕi)(ϕi, ϕk)

λi
=

(7.1)
= λ0(ϕ0, Kϕk)− λ0

p∑
i=1

(ϕ0, ϕi)

λi
δik

(6.1)
=

λ0

λk
(ϕ0, ϕk)−

λ0

λk
(ϕ0, ϕk) = 0.

Ïîýòîìó â ñèëó (8.2) ϕ0 = λ0Kϕ0, ò.å. λ0 è ϕ0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿäðà K (x, y). Ïîñêîëüêó ϕ0 îðòîãîíàëüíà âñåì
ϕk, k 6 p, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = λk è ϕ0 = ϕk, k > p.

Òàêèì îáðàçîì, λp+1 � íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ÿäðà
K (p)(x, y). Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó (7.2), èìååì

1

|λp+1|
= sup

‖K(p)f‖L2

‖f‖L2

⇒ 1

|λp+1|
>
‖K(p)f‖L2

‖f‖L2

.
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Ïîäñòàâëÿÿ (8.1), ïîëó÷àåì

‖K(p)f‖L2 =

∥∥∥∥∥Kf −
p∑
i=1

(f, ϕi)

λi
ϕi

∥∥∥∥∥
L2

6
‖f‖L2

|λp+1|
, f ∈ L2(G), p = 1, 2, . . . (8.3)

Åñëè ÿäðî K (x, y) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . ,
λN , òî ÿäðî K (N)(x, y) íå èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë. Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó
ïðèíöèïó, K (N)(x, y) ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

K (x, y) =
N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
, (8.4)

ò.å. K (x, y) � âûðîæäåííîå ÿäðî. Ôîðìóëà (8.4) äàåò áèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ýðìè-
òîâà âûðîæäåííîãî ÿäðà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (îá ýðìèòîâîì âûðîæäåííîì ÿäðå). Äëÿ òîãî ÷òîáû ýðìèòîâî íåïðåðûâ-

íîå ÿäðî áûëî âûðîæäåííûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî èìåëî êîíå÷íîå

÷èñëî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èñòîêîîáðàçíî ïðåäñòàâèìà
÷åðåç ÿäðî K (x, y), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h ∈ L2(G) òàêàÿ, ÷òî

f(x) =

∫
G

K (x, y)h(y) dy, x ∈ Ḡ.

Òåîðåìà (Ãèëüáåðòà-Øìèäòà). Åñëè ôóíêöèÿ f èñòîêîîáðàçíî ïðåäñòàâèìà ÷åðåç

ýðìèòîâî íåïðåðûâíîå ÿäðî K (x, y), f = Kh, òî åå ðÿä Ôóðüå∗ ïî ñîáñòâåííûì

ôóíêöèÿì ÿäðà K (x, y) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà Ḡ ê ôóíêöèè f :

f(x) =
∞∑
k=1

(f, ϕk)ϕk(x) =
∞∑
k=1

(h, ϕk)

λk
ϕk(x). (8.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f :

(f, ϕk) = (Kh,ϕk)
(7.1)
= (h,Kϕk)

(6.1)
=

(h, ϕk)

λk
.

Åñëè ÿäðî K (x, y) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë, òî â ñèëó ôîð-
ìóëû (8.4)

f(x) = (Kh)(x) =
N∑
k=1

(h, ϕk)

λk
ϕk(x),

è òåîðåìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà äîêàçàíà.
Åñëè ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ÿäðà K (x, y) áåñêîíå÷íî, òî ïî ñëåä-

ñòâèþ 2 èç òåîðåì Ôðåäãîëüìà |λk| → ∞, k →∞. Ñîãëàñíî (8.3)∥∥∥∥∥f −
p∑

k=1

(f, ϕk)ϕk

∥∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∥Kh−
p∑

k=1

(h, ϕk)

λk
ϕk

∥∥∥∥∥
L2

6
‖h‖L2

|λp+1|
→ 0, p→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (8.5) ñõîäèòñÿ ê f â L2(G).
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Ôèêñèðóåì x ∈ Ḡ. Òîãäà âåëè÷èíû

(K̄, ϕk) =

∫
G

K (x, y)ϕk(y) dy = Kϕk
(6.1)
=

1

λk
ϕk(x)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû Ôóðüå∗ ôóíêöèè K(x, y) ïî îðòîíîðìèðîâàííîé
ñèñòåìå {ϕk}. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ∗:

∞∑
k=1

|(K̄, ϕk)|2 6 (K̄, K̄),

èëè
∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λ2
k

6
∫
G

|K (x, y)|2dy, x ∈ Ḡ. (8.6)

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü äîêàçàòü àáñîëþòíóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà
(8.5), âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè∗. Ïîêàæåì, ÷òî

q∑
k=p

|(h, ϕk)|
∣∣∣∣ϕk(x)

λk

∣∣∣∣→ 0, p, q →∞, (8.7)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Ḡ. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

q∑
k=p

|(h, ϕk)|
∣∣∣∣ϕk(x)

λk

∣∣∣∣ 6
[

q∑
k=p

|(h, ϕk)|2
]1/2 [ q∑

k=p

|ϕk(x)|2

λ2
k

]1/2

6

(8.6)

6

[
q∑

k=p

|(h, ϕk)|2
]1/2(∫

G

|K(x, y)|2dy
)1/2

6M
√
V

[
q∑

k=p

|(h, ϕk)|2
]1/2

.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

∞∑
k=1

|(h, ϕk)|2 6 ‖h‖2.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïîëó÷àåì

q∑
k=p

|(h, ϕk)|2 → 0, p, q →∞,

è ôîðìóëà (8.7) äîêàçàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (8.5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
íà Ḡ.
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Ëåêöèÿ 9. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

Òåîðåìà (áèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ïîâòîðíûõ ÿäåð). Áèëèíåéíîå ÿäðî Kp(x, y) ýð-
ìèòîâà íåïðåðûâíîãî ÿäðà K (x, y) ðàçëàãàåòñÿ â áèëèíåéíûé ðÿä ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì ýòîãî ÿäðà:

Kp(x, y) =
∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λpk
, p = 2, 3, . . . , (9.1)

ñõîäÿùèéñÿ ðàâíîìåðíî ïðè x, y ∈ Ḡ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðíîå ÿäðî Kp(x, y) èñòîêîîáðàçíî ïðåäñòàâèìî ÷åðåç ÿäðî
K (x, y):

Kp(x, y) =

∫
G

K (x, ξ)Kp−1(ξ, y) dξ, p > 1.

Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y ∈ Ḡ îíî ðàçëàãàåòñÿ
â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

Kp(x, y) =
∞∑
k=1

(Kp(ξ, y), ϕk(ξ))ϕk(x).

Òàê êàê ÿäðî Kp(x, y) ýðìèòîâî, òî

(Kp(ξ, y), ϕk(ξ)) =

∫
G

Kp(ξ, y)ϕk(ξ) dξ =

∫
G

Kp(y, ξ)ϕk(ξ) dξ = (Kpϕk)(y) =
ϕk(y)

λpk
.

Ïðè ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäñòâèå 6 èç òåîðåì Ôðåäãîëüìà.
Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (9.1) äîêàçàíî è ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Ḡ

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y ∈ Ḡ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 2, x = y èìååì

K2(x, x) =

∫
G

K (x, ξ)K (ξ, x) dξ =

∫
G

K (x, ξ)K (x, ξ) dξ =

∫
G

|K (x, y)|2dy,

∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λ2
k

=

∫
G

|K (x, y)|2dy (9.2)

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ (8.6) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ (9.2). Ïðèìåíèì ê ðÿäó (9.2) ëåììó Äèíè:

Ëåììà 10 ([6, 1]). Åñëè ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

íà êîìïàêòå Ḡ ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà Ḡ, òî îíà

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Ḡ.

Óïðàæíåíèå 12. Ïî÷åìó Ḡ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì?

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèìîñòü ðÿäà (9.2) ðàâíîìåðíàÿ. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

∞∑
k=1

|ϕk(x)ϕk(y)|
λpk

6
1

|λ1|p−2

(
∞∑
k=1

|ϕk(x)|2

λ2
k

∞∑
k=1

|ϕk(y)|2

λ2
k

)
,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä (9.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Ḡ× Ḡ.
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Èíòåãðèðóÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä (9.2) ïî÷ëåííî è ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâêó
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ‖ϕk‖L2 = 1, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

∞∑
k=1

1

λ2
k

=

∫
G

∫
G

|K (x, y)|2dx dy.

Èçó÷èì ñõîäèìîñòü ðÿäà (9.1) ïðè p = 1.

Òåîðåìà (áèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ýðìèòîâà íåïðåðûâíîãî ÿäðà). Ýðìèòîâî íåïðå-
ðûâíîå ÿäðî ðàçëàãàåòñÿ â áèëèíåéíûé ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì:

K (x, y) =
∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk
, (9.3)

ñõîäÿùèéñÿ â L2(G) ðàâíîìåðíî ïî y ∈ Ḡ, ò.å.∥∥∥∥∥K (x, y)−
p∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk

∥∥∥∥∥
L2

y∈Ḡ−−→−−→ 0, p→∞. (9.4)

Èíòåãðèðîâàíèå ïðè âçÿòèè íîðìû â L2 ïðîèñõîäèò ïî ïåðåìåííîé x, ïåðåìåííàÿ
y âõîäèò êàê ïàðàìåòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îðòîíîðìàëüíîñòü ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé: (ϕk, ϕj) =
1 ïðè j = k è (ϕk, ϕj) = 0 ïðè j 6= k, ïîëó÷àåì∥∥∥∥∥K (x, y)−

p∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk

∥∥∥∥∥
2

L2

=

=

(
K (x, y)−

p∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk
,K (x, y)−

p∑
j=1

ϕj(x)ϕj(y)

λj

)
= (K (x, y),K (x, y))+

+

p∑
k=1

p∑
j=1

(ϕk, ϕj)ϕk(y)ϕj(y)

λkλj
−

p∑
j=1

(K (x, y), ϕj(x))

λj
ϕj(y)−

p∑
k=1

(ϕk(x),K (x, y))

λk
ϕk(y) =

=

∫
G

|K (x, y)|2dx+
∞∑
k=1

|ϕk(y)|
λ2
k

−
p∑
j=1

∫
G

K (x, y)ϕj(x) dx
ϕj(y)

λj
−

−
p∑

k=1

∫
G

ϕk(x)K (x, y) dx
ϕk(y)

λk
.

Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèåñÿ ñëàãàåìûå ÷åðåç S1, S2, S3, S4. Òàê êàê ÿäðî K (x, y) �
ýðìèòîâî,

S1 =

∫
G

|K (y, x)|2dx =

∫
G

|K (y, x)|2dx,

S3 =

p∑
j=1

∫
G

K (y, x)ϕj(x) dx
ϕj(y)

λj
=

p∑
j=1

(Kϕj)(y)
ϕj(y)

λj

(6.1)
=

p∑
j=1

ϕj(y)ϕj(y)

λ2
j

= S2,

S4 = S3 = S3 = S2.

Òàêèì îáðàçîì,∥∥∥∥∥K (x, y)−
p∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk

∥∥∥∥∥
2

L2

=

∫
G

|K (y, x)|2dx−
∞∑
k=1

|ϕk(y)|
λ2
k

.

Ïîñêîëüêó ðÿä (9.2) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ðÿäà (9.3) â ñìûñëå
(9.4).
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Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó (Kf, g), f, g ∈ L2(G). Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà-
Øìèäòà

(Kf)(x) =
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk
ϕk(x),

ïðè÷åì ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â Ḡ. Óìíîæàÿ ýòîò ðÿä íà ôóíêöèþ ḡ è ïî÷ëåí-
íî èíòåãðèðóÿ åãî ïî G, ïîëó÷àåì

(Kf, g) =

∫
G

(Kf)ḡ dx =
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk

∫
G

ϕk(x)ḡ(x) dx =
∞∑
k=1

(f, ϕk)(g, ϕk)

λk
.

Ïîëàãàÿ f = g, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (Kf, f) â âèäå

(Kf, f) =
∞∑
k=1

|(f, ϕk)|2

λk
, f ∈ L2(G). (9.5)

Ôîðìóëà (9.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ ê ãëàâíûì îñÿì
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ìàòðèöà A ðàçìåðà n×n èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ µ1, µ2, . . . , µn è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû
x1, x2, . . . , xn. Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ðàçìåðíîñòè n ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ñèñòåìå
ñîáñòâåííûé âåêòîðîâ:

x =
n∑
k=1

(x, xk)xk.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèìåò âèä

(Ax, x) =

(
n∑
k=1

(x, xk)Axk,
n∑
j=1

(x, xj)xj

)
=

(
n∑
k=1

(x, xk)µkxk,
n∑
j=1

(x, xj)xj

)
=

=
n∑
k=1

n∑
j=1

µk(x, xk)(x, xj)(xk, xj).

Â ñèëó îðòîíîðìàëüíîñòè âåêòîðîâ, ñëàãàåìûå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðè j = k. Â
èòîãå ïîëó÷àåì

(Ax, x) =
n∑
k=1

µk|(x, xk)|2.

Ñðàâíèòå ñ ðàâåíñòâîì (9.5), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ÷èñëà ÿäðà � âåëè÷èíû, îáðàòíûå ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà.

Òåîðåìà (ôîðìóëà Øìèäòà). Åñëè λ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èõ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèõ ÷èñåë λk, k = 1, 2, . . . ýðìèòîâà íåïðåðûâíîãî ÿäðà K (x, y), è f ∈ C(Ḡ), òî
ðåøåíèå ϕ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ϕ = λKϕ + f ïðåäñòàâèìî â âèäå ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùåãîñÿ íà Ḡ ðÿäà

ϕ(x) = λ

∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk − λ
ϕk(x) + f(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå Ôðåäãîëüìà, ïðè λ 6= λk, k = 1, 2, . . . ,
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ϕ = λKϕ + f ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì
÷ëåíå f ∈ C(Ḡ). Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ôóíêöèÿ Kf ðàçëàãàåòñÿ â ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ÿäðà K (x, y):

ϕ = λKϕ+ f = λ
∞∑
k=1

(ϕ, ϕk)

λk
ϕk + f.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå:

(ϕ, ϕk)
(I)
= λ(Kϕ,ϕk) + (f, ϕk)

(7.1)
= λ(ϕ,Kϕk) + (f, ϕk)

(6.1)
=

λ

λk
(ϕ, ϕk) + (f, ϕk),

(ϕ, ϕk) =

(
1− λ

λk

)−1

(f, ϕk) =
λk

λk − λ
(f, ϕk).

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Øìèäòà.

Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòûR(x, y, λ). Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

(Kf)(x) =
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk
ϕk(x).

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è ôîðìóëó Øìèäòà, ïîëó÷àåì

ϕ = λKϕ+ f = λK

(
λ
∞∑
k=1

(f, ϕk)

λk − λ
ϕk + f

)
+ f = λ2

∞∑
k=1

(f, ϕk)Kϕk
λk − λ

+ λKf + f =

(6.1)
= λKf + λ2

∞∑
k=1

(f, ϕk)ϕk
λk(λk − λ)

+ f,

ϕ(x) = λ

∫
G

K (x, y)f(y) dy + λ2

∞∑
k=1

∫
G

ϕk(x)ϕk(y)

λk(λk − λ)
f(y) dy + f(x). (9.6)

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè áèëèíåéíîãî ðÿäà (9.1) ïðè p = 2 ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk(λk − λ)
.

Ïîýòîìó â ôîðìóëå (9.6) ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

ϕ(x) = λ

∫
G

[
K (x, y) + λ

∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk(λk − λ)

]
f(y) dy + f(x).

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ðåçîëüâåíòå ïðè ìàëûõ λ

ϕ(x) = λ

∫
G

R(x, y, λ)f(y) dy + f(x).

Ñðàâíèâàÿ ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåçîëüâåíòà ýðìèòîâà íåïðåðûâ-
íîãî ÿäðà äîïóñêàåò ìåðîìîðôíîå∗ ïðîäîëæåíèåíà âñþ êîìïëåñêíóþ ïëîñêîñòü ïå-
ðåìåííîãî λ ñ ïðîñòûìè∗ ïîëþñàìè λk, k = 1, 2, . . . :

R(x, y, λ) = K (x, y) + λ

∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk(λk − λ)
. (9.7)
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Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (9.3) ïåðåïèøåì ôîðìóëó (9.7) â âèäå

R(x, y, λ) =
∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk
+
∞∑
k=1

λϕk(x)ϕk(y)

λk(λk − λ)
.

Òàê êàê
1

λk
+

λ

λk(λk − λ)
=

(λk − λ) + λ

λk(λk − λ)
=

1

λk − λ
,

ïîëó÷àåì

R(x, y, λ) =
∞∑
k=1

ϕk(x)ϕk(y)

λk − λ
,

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ â L2(G) ðàâíîìåðíî ïî y ∈ Ḡ (àíàëîãè÷íî óñëîâèÿì òåîðåìû î
áèëèíåéíîì ðàçëîæåíèè ýðìèòîâà íåïðåðûâíîãî ÿäðà).

Âû÷åòû ðåçîëüâåíòû îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ïîëþñîâ ðàâíû

Res
λ=λj

R(x, y, λ) = lim
λ→λj

(λ− λj)R(x, y, λ).

Res
λ=λj

R(x, y, λ) = −
∑

k : λk=λj

ϕk(x)ϕk(y).

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî òðåòüåé òåîðåìå Ôðåäãîëüìà, óðàâíåíèå (I) ñ ýðìèòîâûì íåïðå-
ðûâíûì ÿäðîì ðàçðåøèìî è ïðè λ = λk, åñëè (f, ϕj) = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ j, ÷òî λj = λk.
Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (I) íå åäèíñòâåííî, è åãî îáùåå ðåøåíèå çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

ϕ(x) = λj

∞∑
j=1
λj 6=λk

(f, ϕj)

λj − λk
ϕk(x) + f(x) +

∑
j : λj=λk

cjϕj(x).
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Ëåêöèÿ 10. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ÿäðà. Ñèì-

ìåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ÿäðà

Èñïîëüçóåì òåîðåìó Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è áèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ýðìèòîâà íåïðå-
ðûâíîãî ÿäðà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèé äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ êëàññîâ ÿäåð.

Îïðåäåëåíèå 10. ßäðî K (x, y) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè ñî-
îòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð K ïîëîæèòåëåí, ò.å. (Kf, f) > 0, f ∈ L2(G).

Ëþáîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ÿäðî ýðìèòîâî, ïîñêîëüêó äëÿ ýðìèòîâîñòè
îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî â L2(G), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
(Kf, f) ∈ R ïðè ëþáîì f ∈ L2(G).

Ëåììà 11. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýðìèòîâî íåïðåðûâíîå ÿäðî áûëî ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λk áûëè
ïîëîæèòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå λk > 0, òî â ñèëó (9.5),

(Kf, f) =
∞∑
k=1

|(f, ϕk)|2

λk
> 0, f ∈ L2(G).

Îáðàòíî, åñëè ÿäðî K (x, y) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî, òî (Kϕk, ϕk) = (ϕk,ϕk)
λk

> 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, λk > 0.

Òåîðåìà (âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî ÿäðà). Åñëè
K (x, y) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå íåïðåðûâíîå ÿäðî, òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþ-

ùèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï:

1

λk
= sup

(Kf, f)

‖f‖2
L2

, k = 1, 2, . . . , (10.1)

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé f ∈ L2(G), îðòîãîíàëü-
íûõ âñåì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ϕi, i = 0, k − 1. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ
íà ëþáîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9.5) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(G),
îðòîãîíàëüíîé âñåì ϕi, i = 0, k − 1, ïîëó÷àåì

(Kf, f)

‖f‖2
L2

=
1

‖f‖2
L2

∞∑
i=1

|(f, ϕi)|2

λi
=

1

‖f‖2
L2

∞∑
i=k

|(f, ϕi)|2

λi
6

1

λk‖f‖2
L2

∞∑
i=k

|(f, ϕi)|2.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

∞∑
i=1

|(f, ϕi)|2 6 (f, f)

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
(Kf, f)

‖f‖2
6

1

λk
. (10.2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè f = ϕk èìååì

(Kϕk, ϕk)

‖ϕk‖2
=

1

λk
. (10.3)

Íåðàâåíñòâî (10.2) è ðàâåíñòâî (10.3) âìåñòå äàþò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ïðè k = 1 ôîðìóëà (10.1) ïðèíèìàåò âèä

1

λ1

= sup
f∈L2(G)

(Kf, f)

‖f‖2
L2

. (10.4)

Ëåììà 12. Ïóñòü K (x, y) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå íåïðåðûâíîå ÿäðî. Òîãäà

K (x, x) > 0, x ∈ Ḡ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ýðìèòîâîñòè ÿäðà K (x, x) = K (x, x) ∈ R. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ G, â êîòîðîé K (x0, x0) < 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü U ⊂ G, ÷òî ReK (x, y) < 0, x ∈ U , y ∈ U . Âûáåðåì íåïðåðûâíóþ âåùåñòâåííóþ
íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) 6≡ 0, ðàâíóþ íóëþ çà ïðåäåëàìè îêðåñòíîñòè U . Òî-
ãäà

(Kϕ,ϕ) =

∫
U

∫
U

K (x, y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy =

∫
U

∫
U

ReK (x, y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy < 0.

Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ ÿäðà K (x, y). Ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà (Ìåðñåðà). Åñëè ýðìèòîâî íåïðåðûâíîå ÿäðî K (x, y) èìååò êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî îòðèöàòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë, òî åãî áèëèíåéíûé ðÿä (9.3) ñõîäèò-
ñÿ ðàâíîìåðíî â Ḡ× Ḡ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, ÷òî ÿäðà

K (p)(x, y) = K (x, y)−
p∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y)

λi
, p = 1, 2, . . . ,

èìåþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λp+1, λp+2, . . . . Ïîýòîìó â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðå-
ìû ÿäðà K (p)(x, y) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà p.
Îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ÿäåð
K (x, y). Òîãäà âñå ÿäðà K (p)(x, y) òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå. Ïî ëåììå
K (p)(x, x) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

p∑
i=1

|ϕi(x)|2

λi
= K (x, x)−K (p)(x, x) 6 K (x, x) 6M, x ∈ Ḡ, p = 1, 2, . . .

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

q∑
i=p

|ϕi(x)ϕi(y)|
λi

6

(
q∑
i=p

|ϕi(x)|2

λi

q∑
i=p

|ϕi(y)|2

λi

)1/2

. (10.5)

ïðèõîäèì ê âûâîäó î ðàâíîìåðíîé ïî x ∈ Ḡ ñõîäèìîñòè ðÿäà (9.3) ïðè ëþáîì ôèêñè-
ðîâàííîì y ∈ Ḡ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàâåíñòâå (9.3) ìîæíî ïîëîæèòü x = y è ïîëó÷èòü
ðàâåíñòâî

K (x, x) =
∞∑
i=1

|ϕi(x)|2

λi
.

Ïî ëåììå Äèíè ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Ḡ. Â ñèëó íåðàâåíñòâà
(10.5), îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü áèëèíåéíîãî ðÿäà (9.3).
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Îïðåäåëåíèå 11. Âåùåñòâåííûå ýðìèòîâû ÿäðà íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè. Îíè
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ K (x, y) = K (y, x).

Ëåììà 13. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñèììåòðè÷íîãî ÿäðà K (x, y) ìîæíî âûáðàòü

âåùåñòâåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ0 = ϕ1 + iϕ2 � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿäðà K (x, y), îòâå-
÷àþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λ0, ò.å.

ϕ0 = ϕ1 + iϕ2 = λ0Kϕ0 = λ0Kϕ1 + iλ0Kϕ2.

Â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ÿäðà, çàêëþ÷àåì, ÷òî îòëè÷íûå îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíàÿ è
ìíèìàÿ ÷àñòè ϕ1 è ϕ2 ôóíêöèè ϕ0 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, îòâå-
÷àþùèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λ0: ϕ1 = λ0Kϕ1, ϕ2 = λ0Kϕ2.

Îïðåäåëåíèå 12. ßäðî K (x, y) > 0 ïðè âñåõ x, y ∈ G íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Òåîðåìà (Åíò÷à). Åñëè íåïðåðûâíîå ÿäðî K (x, y) � ñèììåòðè÷íîå è ïîëîæèòåëü-

íîå, òî åãî íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî λ1 � ïîëîæèòåëüíîå

è ïðîñòîå è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ1(x) ïîëîæèòåëüíà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÿäðî K (x, y) � ïîëîæèòåëüíîå, òî ïîâòîðíîå
ÿäðî

K2(x, y) =

∫
G

K (x, ξ)K (ξ, y) dξ

òîæå ïîëîæèòåëüíîå. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6 èç òåîðåì Ôðåäãîëüìà, λ2
1 è ϕ1(x) � åãî

íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ.

Äîêàæåì, ÷òî ϕ1(x) íå ìîæåò ìåíÿòü çíàê â îáëàñòè G, ò.å.

|ϕ1(x)ϕ1(y)| = ϕ1(x)ϕ1(y), x ∈ G, y ∈ G.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ1(x) íàøëèñü
áû òàêèå îêðåñòíîñòè UR(x0) ⊂ G è UR(y0) ⊂ G, ÷òî

|ϕ1(x)| · |ϕ1(y)| > ϕ1(x)ϕ1(y), x ∈ UR(x0), y ∈ UR(y0).

Â ñèëó óñëîâèÿ K2(x, y) > 0,

(K2|ϕ1|, |ϕ1|)
‖|ϕ1|‖2

L2

=
1

‖ϕ1‖2

∫
G

∫
G

K2(x, y)|ϕ1(x)||ϕ1(y)| dx dy >

>
1

‖ϕ1‖2

∫
G

∫
G

K2(x, y)ϕ1(x)ϕ1(y) dx dy =
(K2ϕ1, ϕ1)

‖ϕ1‖2
=

1

λ2
1

,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó (10.4).
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ1(x) íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü â îáëàñòè G è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ìîæåò áûòü âûáðàíà ïîëîæèòåëüíîé â G. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ
òî÷êà x0 ∈ G òàêàÿ, ÷òî

ϕ1(x0) = λ2
1

∫
G

K2(x0, y)ϕ1(y) dy = 0.

Ïîñêîëüêó K2(x0, y) > 0, îòñþäà ñëåäóåò ϕ1(y) ≡ 0, y ∈ G. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-
÷èþ. Çíà÷èò, ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ϕ1(x) ìîæíî âûáðàòü ïîëîæèòåëüíîé.
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Èç ïîëîæèòåëüíîñòè ϕ1(x) ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü λ1, ïîñêîëüêó K (x, y) > 0
è λ1 = Kϕ1

ϕ1
> 0.

Äîêàæåì, ÷òî λ1 � ïðîñòîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû
ñóùåñòâîâàëà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñ ϕ1 âåùåñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ2, îò-
âå÷àþùàÿ λ1, òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ϕ1 + Cϕ2 òîæå áûëà áû âåùåñòâåííîé ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèåé. Ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû C, ÷òîáû ôóíêöèÿ
èìåëà íóëè, íî ïî äîêàçàííîìó, âåùåñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ λ1,
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
÷èñëà λ1 è ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýðìèòîâà íåïðåðûâíîãî ÿä-
ðà K (x, y) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Êåëëîãà. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ ϕ(0) ∈ L2(G), íå îðòîãîíàëüíóþ âñåì ñîá-
ñòâåííûì ôóíêöèÿì, îòâå÷àþùèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λ0. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè

ϕ(p)(x) =
ϕ(p)(x)

‖ϕ(p)‖L2

, λ(p) =
‖ϕ(p−1)‖
‖ϕ(p)‖

, p = 1, 2, . . . ,

ãäå ϕ(p) = Kpϕ(0), ñõîäÿòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó |λ1| è ñîáñòâåííîé ôóíêöèè
ϕ1(x) ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Êåëëîãà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÿäåð ïðèâåäåíî
â [1].
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Ëåêöèÿ 11. Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà

Îïðåäåëåíèå 13. Óðàâíåíèå

ϕ(x) = λ

∫
G

K (x, y)ϕ(y) dy + f(x), 0 < x < h, (11.1)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ òàêèìè óðàâíåíèÿìè íà ïåðâîé ëåêöèè, êî-
ãäà ðàññìàòðèâàëè ïðèìåðû çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåÿì. Óðàâ-
íåíèå Âîëüòåððà (11.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
(I), ñ îáëàñòüþ G = (0, h) è ÿäðîì K (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

K (x, y) ≡ 0, y > x.

0 h
x

h

y

K (x, y) ≡ 0

Ðèñ. 5

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà∫ x

0

K (x, y)ϕ(y) = f(x), 0 < x < h, (11.2)

ëåãêî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà
ÿäðî K (x, y) è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x). Íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè [6, Òîì 2]:

d

dx

∫ β(x)

α(x)

f(x, t) dt = f(x, β(x))β′(x)− f(x, α(x))α′(x) +

∫ β(x)

α(x)

∂f

∂x
(x, t) dt.

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (11.2), ïîëó÷àåì

K (x, x)ϕ(x) +

∫ x

0

K ′
x (x, y)ϕ(y) dy = f ′(x),

ϕ(x) = −
∫ x

0

K ′
x (x, y)

K (x, x)
ϕ(y) dy +

f ′(x)

K (x, x)
.

Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé, ðàññìàòðèâàåìûì íàìè ðàíåå äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-
ìà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Äëÿ íåïðåðûâíîãî ÿäðà Âîëüòåððà ðàññóæäåíèÿ áóäóò
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ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿòü âûêëàäêè, ïðèâåäåííûå â ëåêöèè 2. Ïîýòîìó ìû ïîéäåì
äðóãèì ïóòåì. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê ìîæíî ðàáîòàòü ñ äðóãèìè êëàññàìè
ÿäåð, ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé êëàññ � L2-ÿäðà. Ìû óâèäèì, ÷òî ðàáîòà ñ ýòèì
êëàññîì áóäåò òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè, õîòÿ îáùàÿ
ñõåìà ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 14. Áóäåì íàçûâàòü ÿäðî K (x, y) L2-ÿäðîì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò
êëàññó L2 â êâàäðàòå [0, h]× [0, h]:

N :=

√∫ h

0

∫ h

0

|K (x, y)|2dxdy <∞. (11.3)

Ïðè äåéñòâèÿõ ñ L2-ÿäðàìè ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü ¾ÊÁ¿.

Ëåììà 14. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Kf)(x) =

∫ x

0

K (x, y)f(y) dy

ñ L2-ÿäðîì ïåðåâîäèò L2[0, h] â L2[0, h], è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Kf‖L2 6 N‖f‖L2 , f ∈ L2[0, h].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2[0, h]. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî

|(Kf)(x)|2 =

∣∣∣∣∫ x

0

K (x, y)f(y) dy

∣∣∣∣2 ÊÁ
6
∫ x

0

|K (x, y)|2dy
∫ x

0

|f(y)|2dy 6

6
∫ h

0

|K (x, y)|2dy · ‖f‖2
L2
.

Ïîñêîëüêó ôóíêèÿ |K (x, y)|2 èíòåãðèðóåìà â [0, h] × [0, h], òî ôóíêöèÿ |(Kf)(x)|2
èíòåãðèðóåìà íà [0, h]. Îöåíèì èíòåãðàë

‖Kf‖L2 =

(∫ h

0

|(Kf)(x)|2dx
)1/2

6

(∫ h

0

∫ h

0

|K (x, y)|2dydx
)1/2

‖f‖L2 = N‖f‖L2 .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïîâòîðíûå ÿäðà L2-ÿäðà K (x, y). Ñîãëàñíî ëåììå î ïîâòîðíûõ ÿäðàõ

K2(x, y) =

∫ h

0

K (x, ξ)K (ξ, y) dξ, 0 6 x, y 6 h.

Ïîñêîëüêó ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïîä èíòåãðàëîì ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî
ïðè ξ 6 x, à âòîðîé ñîìíîæèòåëü � ïðè y 6 ξ, ïîëó÷àåì, ÷òî

K2(x, y) =

∫ x

y

K (x, ξ)K (ξ, y) dξ, 0 6 y 6 x 6 h,

è K2(x, y) ≡ 0 ïðè y > x, ò.å. K2(x, y) � ÿäðî Âîëüòåððà. Ïîêàæåì, ÷òî K2(x, y) �
L2-ÿäðî. Äåéñòâèòåëüíî,

|K2(x, y)|2 6
(∫ x

y

|K (x, ξ)| · |K (ξ, y)| dξ
)2

ÊÁ
6
∫ x

y

|K (x, ξ)|2dξ
∫ x

y

|K (ξ, y)|2dξ.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A2(x) =

∫ h

0

|K (x, ξ)|2dξ, B2(y) =

∫ h

0

|K (ξ, y)|2dξ.

Ñîãëàñíî (11.3), ôóíêöèè A è B ïðèíàäëåæàò êëàññó L2[0, h]. Ïåðåõîäÿ â îöåíêå ê

èíòåãðàëàì ïî îòðåçêó [0, h]:
x∫
y

|.| dξ 6
∫ h

0
|.| dξ, ïîëó÷àåì

|K2(x, y)|2 6 A2(x)B2(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ |K2(x, y)|2 èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòå [0, h] × [0, h], îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî K2(x, y) � L2-ÿäðî.

Àíàëîãè÷íî èññëåäóåì ÿäðà K3(x, y) è K4(x, y):

|K3(x, y)|2 6
∣∣∣∣∫ x

y

K (x, ξ)K2(ξ, y)

∣∣∣∣2 ÊÁ
6
∫ x

y

|K (x, ξ)|2dξ
∫ x

y

|K2(ξ, y)|2dξ 6

6 A2(x)

∫ x

y

A2(ξ)B2(y)dξ = A2(x)B2(y)

∫ x

y

A2(ξ)dξ,

|K4(x, y)|2
ÊÁ
6
∫ x

y

|K (x, ξ)|2dξ
∫ x

y

|K3(ξ, y)|2dξ 6 A2(x)B2(y)

∫ x

y

A2(ξ)

∫ ξ

y

A2(η) dηdξ.

Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 15. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|Kn+2(x, y)|2 6 A2(x)B2(y)Fn(x, y), 0 6 y 6 x 6 h, n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå ôóíêöèè Fn(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

F0(x, y) = 1, Fn(x, y) =

∫ x

y

A2(ξ)Fn−1(ξ, y)dξ, n = 1, 2, . . . . (11.4)

Óïðàæíåíèå 13. Ïðèâåäèòå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 15 ìåòîäîì ìàòå-

ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ëåììà 16. Äëÿ ôóíêöèé Fn(x, y), îïðåäåëåííûõ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì (11.4),
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Fn(x, y) =
1

n!
F n

1 (x, y), n = 0, 1, 2, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n = 0 ôîðìóëà âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, îíà âåðíà äëÿ n − 1.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

Fn(x, y) =

∫ x

y

A2(ξ)
1

(n− 1)!
F

(n−1)
1 (ξ, y) dξ.

Çàìåòèì, ÷òî
∂

∂ξ
(F n

1 (ξ, y)) = nF n−1
1 (ξ, y)A2(ξ).

Òàêèì îáðàçîì,

Fn(x, y) =
1

(n− 1)!n

∫ x

y

∂

∂ξ
(F n

1 (ξ, y)) dξ =
1

n!
F n

1 (ξ, y)

∣∣∣∣∣
x

y

=
1

n!
F n

1 (x, y)− 1

n!
F n

1 (y, y).

Â ñèëó (11.4) F1(y, y) = 0, ïîýòîìó ïåðåõîä èíäóêöèè äîêàçàí, è óòâåðæäåíèå ëåììû
ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ n.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

0 6 F1(x, y) 6
∫ h

0

A2(ξ) dξ
(11.3)

6 N2.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 16, ïîëó÷àåì îöåíêó

0 6 Fn(x, y) 6
1

n!
N2n, n = 0, 1, 2, . . .

Â ñèëó ëåììû 15

|Kn+2(x, y)| 6 A(x)B(y)
Nn

√
n!
, n = 0, 1, 2, . . . (11.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫ h

0

∫ h

0

|Kn+2(x, y)|dxdy <∞,

ò.å. Kn+2(x, y) � L2-ÿäðà.
Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèè Kn (n > 1) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà ñ L2-

ÿäðîì òàêæå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè Âîëüòåððà ñ L2-ÿäðàìè.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà (11.1) ñ L2-ÿäðîìK (x, y)

è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì f ∈ L2[0, h]ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ââå-
äåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

ϕ(0) = f, ϕ(p) = λKϕ(p−1) + f
(2.2)
=

p∑
n=0

λnKnf, p = 1, 2, . . .

Îïåðàòîðû Kn � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Âîëüòåððà ñ L2-ÿäðàìè. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 14, Knf ∈ L2[0, h]. Îöåíèì íîðìó ýòèõ ôóíêöèé â L2.

|(Kn+2f)(x)|2 6
(∫ x

0

|Kn+2(x, y)| · |f(y)| dy
)2

ÊÁ
6
∫ x

0

|Kn+2(x, y)|2dy
∫ x

0

|f(y)|2dy 6

(11.5)

6 A2(x)

∫ x

0

B2(y) dy
N2n

n!
‖f‖2

L2

(11.3)

6 A2(x)
N2n+2

n!
‖f‖2

L2
,

‖(Kn+2f)‖2
L2

6
∫ h

0

A2(x)
N2n+2

n!
‖f‖2

L2
dx 6

N2n+4

n!
‖f‖2

L2
,

‖Kn+2f‖L2 6
Nn+2

√
n!
‖f‖L2 . (11.6)

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Íåéìàíà
∞∑
n=0

λnKnf ïî íîðìå â L2[0, h] ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîâûì

ðÿäîì

‖f‖L2

(
1 + |λ|N + |λ|2N2

∞∑
n=0

|λ|nNn

√
n!

)
. (11.7)

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ëåììà 17. Còåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

anz
n, an = 1√

n!
èìååò áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî ôîðìóëå Äàëàìáåðà [6, Òîì
2]:

r = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
(n+ 1)!

n!

)1/2

= lim
n→∞

√
n+ 1 =∞.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëîâîé ðÿä (11.7) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì λ. Ïî ïðèçíàêó ìàæîðà-

öèè ðÿä Íåéìàíà
∞∑
n=0

λnKnf ñõîäèòñÿ â L2[0, h] ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ L2[0, h].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ϕ(p) òàêæå ñõîäèòñÿ ê ϕ â L2.
Ñîãëàñíî ëåììå 14, ëèíåéíûé îïåðàòîð K îãðàíè÷åí∗ â L2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì∗: lim
p→∞

Kϕ(p) = K lim
p→∞

ϕ(p). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

p→∞ â ðàâåíñòâå ϕ(p) = λKϕ(p−1) + f , ïîëó÷àåì ϕ = λKϕ+ f , ò.å. ïðåäåë ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà
(11.1).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.1). Ïðåäïîëîæèì, ýòî óðàâíåíèå
èìååò äâà ðåøåíèÿ: ϕ1 = λKϕ1 + f , ϕ2 = λKϕ2 + f . Òîãäà ðàçíîñòü ϕ0 = ϕ1 −
ϕ2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà: ϕ0 =
λKϕ0. Òîãäà ϕ0 = λKϕ0 = λ2K2ϕ0 = · · · = λnKnϕ0 äëÿ ëþáîãî n > 0. Èñïîëüçóÿ
îöåíêó (11.6), ïîëó÷àåì

‖ϕ0‖L2 6
(|λ|N)n+2

√
n

‖ϕ0‖L2

n→∞−−−→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖ϕ0‖L2 = 0 è ϕ1 = ϕ2 (êàê ôóíêöèè èç L2).
Â èòîãå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå Âîëüòåððà (11.1) ñ L2-ÿäðîì ïðè ëþáîì λ ∈ C è ïðè ëþáîì

ñâîáîäíîì ÷ëåíå f ∈ L2[0, h] èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ ∈ L2[0, h], ïðåäñòàâè-
ìîå ñõîäÿùèìñÿ â L2[0, h] ðÿäîì Íåéìàíà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäíî ïðèíïèöèàëüíîå îòëè÷èå ýòîé òåîðåìû îò àíàëî-
ãè÷íîé òåîðåìû äëÿ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Äëÿ óðàâíåíèÿ

Ôðåäãîëüìà ìû ñòðîèëè ðåøåíèå â íåêîòîðîì ìàëîì êðóãå |λ| < 1

MV
, â òî âðåìÿ

êàê óðàâíåíèå Âîëüòåððà ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì λ ∈ C. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé
ôàêò.

Ñëåäñòâèå. ßäðî Âîëüòåððà íå èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë.

Òàê æå êàê äëÿ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ÷åðåç ðåçîëüâåíòó:

R(x, y, λ) =
∞∑
n=0

λnKn+1(x, y).

Ñîãëàñíî îöåíêå (11.5)

|λnKn+1(x, y)| 6 A(x)B(y)|λ|n Nn−1√
(n− 1)!

.

Ïî ëåììå 17 ðÿä äëÿ ðåçîëüâåíòû ñõîäèòñÿ, åñëè A(x) è B(y) êîíå÷íû. Íî A è B
� ôóíêöèè èç L2[0, h], îíè êîíå÷íû ïî÷òè âñþäó∗ íà [0, h]. Ïîýòîìó ðåçîëüâåíòà
ñóùåñòâóåò ïðè ï.â. (x, y) íà [0, h]× [0, h] è âñåõ λ ∈ C.
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Óïðàæíåíèå 14. Ïóñòü ÿäðî Âîëüòåððà K (x, y) íåïðåðûâíî ïðè 0 6 y 6 x 6 h
è |K (x, y)| 6 M â ýòîé îáëàñòè. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàæèòå

îöåíêó

|(Kpf)(x)| 6 ‖f‖C
(Mx)p

p!
, x ∈ [0, h], p = 0, 1, . . .

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, ïîêàæèòå, ÷òî ðÿä Íåéìàíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåïðå-

ðûâíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (11.1).
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Ëåêöèÿ 12. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Ñëåäóþùèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì,
áóäåò ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçûâàþ-
ùåå ôóíêöèþ f âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé x ñ ôóíêöèåé F êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà
p = s+ iω ïî ïðàâèëó

L{f(x)} = F (p) =

∫ ∞
0

f(x)e−pxdx. (12.1)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà âî ìíîãîì ñõîäíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

F{f(x)} =

∫ ∞
−∞

f(x)e−iωxdx, ω ∈ (−∞,∞). (12.2)

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Òàê êàê
|eiωx| = 1, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáëàäàåò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ òîëüêî äëÿ áûñò-
ðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó îáëàñòü åãî ïðèìåíåíèÿ âåñüìà îãðàíè÷åíà. Â
ôîðìóëå (12.1) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñòîèò ýêñïîíåíòà ñ êîìïëåêñíûì ïà-
ðàìåòðîì p: e−px = e−ste−iωx. Îí ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà çàñ÷åò
âûáîðà äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè s. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñóùåñòâóåò, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ïîëèíîìèàëüíî è äàæå ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, åñëè s áîëüøå
ïîðÿäêà ýêñïîíåíòû. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååò ãîðàçäî áîëåå
øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, ÷åì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè
f(x) = x ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ñóùåñòâóåò, à ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñóùåñòâóåò
ïðè ëþáîì s > 0.

Ìåæäó ôîðìóëàìè (12.1) è (12.2) ìîæíî çàìåòèòü è äðóãîå ðàçëè÷èå, íîñÿùåå
ìåíåå ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð: èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî ðàçíûì îáëàñòÿì. Ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ëàïëàñà ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïîëóîñè (0,∞), õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàþò
äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñ èíòåãðèðîâàíèåì îò −∞ äî ∞.

Äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 15. Ôóíêöèåé-îðèãèíàëîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ f(x) äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà x, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. f(x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà R, ò.å. èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå.

2. f(x) = 0 ïðè âñåõ x < 0.

3. Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû M > 0 è s, ÷òî äëÿ âñåõ x

|f(x)| 6Mesx, (12.3)

ò.å. f(x) ñ ðîñòîì x âîçðàñòàåò íå áûñòðåå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè-îðèãèíàëû.
Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî s = s1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (12.3), òî

îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âñåõ s > s1. Íèæíÿÿ ãðàíü âñåõ ÷èñåë s, äëÿ êîòîðûõ âåðíî
(12.3): s0 = inf

âåðíî (12.3)
s, íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ðîñòà ôóíêöèè f(t).

Óïðàæíåíèå 15. Îïðåäåëèòå ïîêàçàòåëü ðîñòà ôóíêöèè f(x) = x, x > 0. Çäåñü è
äàëåå, ãîâîðÿ î ôóíêöèÿõ-îðèãèíàëàõ, ìû íåÿâíî ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî f(x) = 0 ïðè

x < 0.
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Îïðåäåëåíèå 16. Èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè f(x) ïî Ëàïëàñó íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
F (p) êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà p = s + iω, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (12.1). Òî, ÷òî
F (p) ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè f(x), áóäåì îáîçíà÷àòü òàê: f(x)÷ F (p).

Ëåììà 18. Ôóíêöèÿ F (p) îïðåäåëåíà â ïîëóïëîñêîñòè Re p = s > s0 è ÿâëÿåòñÿ â

ýòîé ïîëóïëîñêîñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îöåíêó (12.3) ïðè íåêîòîðîì s1 > s0, ïîëó÷àåì

|f(x)e−px| 6Mes1xe−sx|eiωx| = Me(s1−s)x.

Òàê êàê ∫ ∞
0

e(s1−s)xdx =
e(s1−s)x

s1 − s

∣∣∣∣∣
∞

0

=
1

s− s1

<∞, s > s1,

ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (ñì. [6, Òîì 2]) èíòåãðàë â ôîðìóëå (12.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñóùåñòâóåò â ïîëóïëîñêîñòè Rep > s0.

Âûáåðåì s2 > s1. Òîãäà ïðè s > s2∫ ∞
0

|f(x)e−px| dx 6
1

s− s1

6
1

s2 − s1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë â ôîðìóëå (12.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî p â çàìêíóòîé
ïîëóïëîñêîñòè Re p > s2. Ïîñêîëüêó s1 è s2 ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè
ê s, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì s2 > s0. Ïîñêîëüêó ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò p è èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî,
ôóíêöèÿ F (p) àíàëèòè÷íà â îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè Rep > s0. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìîæ-
íî çàìåíèòü èíòåãðàë ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

FN(p) =

∫ N

0

f(x)e−pxdx, N = 1, 2, . . .

ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè F (p) ðàâíîìåðíî ïî p â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > s2,
s2 > s0, è èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. [8]) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëèòè÷-
íîñòè ïðåäåëà F (p).

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû
(12.1) è (12.2), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì s

F (s+ iω) = L{f(x)} = F{f(x)e−sx}.

×òîáû íàéòè îòñþäà îðèãèíàë f(x) ïî èçâåñòíîìó èçîáðàæåíèþ F (s+ iω), âîñïîëü-
çóåìñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

f(x) = F−1{F (s+ iω)}esx =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (s+ iω)eiωxdω · esx =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (s+ iω)e(s+iω)xdω.

Ïåðåéäåì ê êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé p ïî èíòåãðàëîì: dp = idω. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåì ôîðìóëó äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

L−1{F (p)} =
1

2πi

∫ s1+∞

s1−∞
F (p)epxdp, (12.4)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé Re p = s1 ñ ëþáûì s1 > s0.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì,
ïîòîìó ÷òî íå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèÿ âîïðîñó ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ. Íàøà öåëü â
äàííîì ñëó÷àå � ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îáùóþ èäåþ âûâîäà ôîðìóëû äëÿ îáðàòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Â äàëüíåéøåì ìû òîæå èíîãäà áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ
ñõåìàòè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, ÷òîáû óâèäåòü, íàñêîëüêî îïèñûâàåìûé ìåòîä ïðîñò
â èñïîëüçîâàíèè. Áîëåå ïîäðîáíî ñ òåîðèåé ïðîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìîæíî îçíàêî-
ìèòüñÿ â êíèãå [12].

Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü f(x) è ϕ(x) � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè −∞ < x < ∞.
Ñâåðòêîé ýòèõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ íîâàÿ ôóíêöèÿ îò x, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

f ∗ ϕ =

∫ ∞
−∞

f(y)ϕ(x− y)dy,

åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò.

Ñâîéñòâà ñâåðòêè.

1. Êîììóòàòèâíîñòü: f ∗ ϕ = ϕ ∗ f . Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ çàìåíó y1 = x − y,
y = x− y1, èìååì

f ∗ ϕ =

∫ ∞
−∞

f(x− y1)ϕ(y1)dy1 = ϕ ∗ f.

2. Åñëè f(x) è ϕ(x) � ôóíêöèè-îðèãèíàëû, òî èõ ñâåðòêà âñåãäà âûïîëíèìà è
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

f ∗ ϕ =

∫ ∞
−∞

f(y)ϕ(x− y) dy =

∫ x

0

f(y)ϕ(x− y) dy. (12.5)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì 2 ôóíêöèé-îðèãèíàëîâ. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè y > 0, x− y > 0, ò.å. 0 6 y 6 x.

3. Ñâåðòêà ôóíêöèé-îðèãèíàëîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé-îðèãèíàëîì. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ôóíêöèè f(x) è ϕ(x) � íåïðåðûâíû, ôóíêöèÿ
t∫

0

f(y)ϕ(x − y) dy

òîæå íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå. Î÷åâèäíî, (f ∗ ϕ)(x) = 0 ïðè x < 0. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü äëÿ ñâåðòêè
ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (12.3). Òàê êàê äëÿ f(x) è ϕ(x) îöåíêè (12.3) âûïîë-
íÿþòñÿ, òî ìîæíî ïîäîáðàòü îáùèå äëÿ äâóõ ôóíêöèé êîíñòàíòû M è s, òàê
÷òîáû áûëè âåðíû îöåíêè

|f(y)| 6Mesy, |ϕ(x− y)| 6Mes(x−y).

Ïîäñòàâèì èõ â ôîðìóëó (12.5):

|f ∗ ϕ| =
∣∣∣∣∫ t

0

f(y)ϕ(x− y) dy

∣∣∣∣ 6M2

∫ x

0

esyes(x−y)dy 6M2esxx 6M2e(s+ε)x.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (12.3) âûïîëíåíà äëÿ ñâåðòêè ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòà-
ìè.

Òåîðåìà (î ñâåðòêå). Åñëè f(x)÷ F (p), ϕ(x)÷ Φ(p), òî f ∗ ϕ÷ F (p)Φ(p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ñâåðòêè (12.5) ïî ôîðìóëå
(12.1):∫ x

0

f(τ)ϕ(x− y)dτ ÷
∫ ∞

0

e−px
∫ x

0

f(y)ϕ(x− y) dydx =

z=x−y
=

∫ ∞
0

f(y)

∫ ∞
0

e−pye−pzϕ(z) dzdy =

∫ ∞
0

f(y)e−pydy

∫ ∞
0

ϕ(z)e−pzdz = F (p)Φ(p).

Ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñâåðòêå íåîáõîäèìî îáîñíîâàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ è ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ôóáèíè (ñìåíà ïîðÿäêà èíòåãðèðî-
âàíèÿ).

Óïðàæíåíèå 16. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà p âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñâåðòêå?

Â êà÷åñòâå âàæíîãî ïðèìåðà, âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ïðîñòåéøåé
ôóíêöèè-îðèãèíàëà � ôóíêöèè Õåâèñàéäà

θ(x) =

{
0, x < 0,

1, x > 0.

L{θ(x)} =

∫ ∞
0

e−pxdx = −e
−px

p

∣∣∣∣∣
∞

0

=
1

p
, Re p > 0.

Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

1. Ëèíåéíîñòü. L{αf(x) + βϕ(x)} = αL{f(x)}+ βL{ϕ(x)}.

2. Çàïàçäûâàíèå èçîáðàæåíèÿ. Ïóñòü f(x) ÷ F (p) ïðè Rep > s0. Òîãäà f(x)eax ÷
F (p− a) ïðè Rep > s0 + Rea. Äåéñòâèòåëüíî,

L{f(x)eax} =

∫ ∞
0

f(x)eaxe−pxdx =

∫ ∞
0

f(x)e−(p−a)xdx = F (p− a).

Â ÷àñòíîñòè, eax ÷ 1
p−a .

3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îðèãèíàëà. Ïóñòü f(t)÷F (p) è f ′(x) � ôóíêöèÿ-îðèãèíàë.
Òîãäà f ′(x)÷ pF (p)− f(0). Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

L{f ′(x)} =

∫ ∞
0

f ′(x)e−pxdx = f(x)e−px

∣∣∣∣∣
∞

0

+ p

∫ ∞
0

f(x)e−pxdx.

Ïðè Re p > s0 â ñèëó (12.3) èìååì: lim
p→∞

f(x)e−px = 0, ÷òî äîêàçûâàåò òðåáóåìîå.

4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ. Ïóñòü f(x) ÷ F (p). Òîãäà −xf(x) ÷ F ′(p).
Äåéñòâèòåëüíî,

F ′(p) =
d

dp

(∫ ∞
0

f(x)e−pxdx

)
=

∫ ∞
0

(−xf(x))e−pxdx.

Òàê êàê f(x) � ôóíêöèÿ îðèãèíàë, |f(x)| 6 Mesx ïðè x ∈ [0,∞). Îòñþäà
ñëåäóåò îöåíêà |xf(x)| 6 M2e

s2x ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M2 äëÿ ëþáîãî s2 >
s. Ñëåäîâàòåëüíî, −xf(x) � òîæå ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, è ïîëó÷åííûé èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî p. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ F ′(p) ìîæåò áûòü
íàéäåíà ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
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Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà, ìîæíî âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ

ìíîãèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Íàì èçâåñòíî, ÷òî θ(x) ÷ 1

p
. Äèôôåðåíöèðóÿ èçîá-

ðàæåíèå, ïîëó÷àåì −x÷
(

1

p

)′
= − 1

p2
, èëè x÷ 1

p2
3 Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ n ðàç, ïîëó÷àåì

(−x)n ÷
(

1

p

)(n)

= (−1)n
n!

pn+1
⇒ xn ÷ n!

pn+1
. (12.6)

Ñóùåñòâóþò òàáëèöû ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà äëÿ ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé.

Óïðàæíåíèå 17. Âû÷èñëèòå L{sinx}.

3Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ìû äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì â
êà÷åñòâå ôóíêöèè-îðèãèíàëà f(x) âìåñòî f(x)θ(x).
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Ëåêöèÿ 13. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ è

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà òèïà ñâåðòêè:

ϕ(x) = λ

∫ x

0

K (x− y)ϕ(y)dy + f(x) (13.1)

íà ïîëóîñè x ∈ [0,∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðî K (x) è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) íåïðå-
ðûâíû ïðè x > 0 è ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè-îðèãèíàëàìè:

|K (x)| 6M1e
s1x, |f(x)| 6M2e

s2x, x > 0. (13.2)

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé. Òîãäà óðàâ-
íåíèå (13.1) ïðèíèìàåò âèä

ϕ = λK ∗ ϕ+ f.

Ëåììà 19. Óðàâíåíèå (13.1) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå ϕ(x) ïðè
ëþáîì λ ∈ C. Ðåøåíèå ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|ϕ(x)| 6M3e
s3x, s3 > max{s1, s2}, (13.3)

ò.å. ϕ(x) � ôóíêöèÿ-îðèãèíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (13.1) òèïà ñâåðòêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé
óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà (11.1) ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì K (x, y) è, òåì áîëåå, ñ L2-ÿäðîì.
Ïîýòîìó ïî äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìå äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ñ
L2-ÿäðîì óðàâíåíèå (13.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà ëþáîì îòðåçêå [0, h]. Èç
íåïðåðûâíîñòè ÿäðà è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ
íà ëþáîì îòðåçêå [0, h]. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (13.1) èìååò ðåøåíèå, íåïðåðûâíîå íà
âñåé ïîëóîñè [0,∞) è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìîå íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (13.3). Ââåäåì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ
µ(x) = |ϕ(x)|e−s3x, ãäå s3 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå ÷åì max{s1, s2}. Óìíîæàÿ
ñîîòíîøåíèå (13.1) íà e−s3x è îöåíèâàÿ ìîäóëü èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

|µ(x)| 6 |λ|
∫ x

0

M1e
s1(x−y)|ϕ(y)|e−s3xdy +M2e

s2xe−s3x.

Ïðåîáðàçóåì ýêñïîíåíòû ïîä èíòåãðàëîì

es1(x−y)e−s3x = es1(x−y)−s3x+s3y−s3y = e(s1−s3)(x−y)e−s3y.

Çàìåòèì, ÷òî |ϕ(y)|e−s3y = µ(y). Â èòîãå èìååì

|µ(x)| 6 |λ|
∫ x

0

M1e
(x−y)(s1−s3)µ(y) dy +M2e

(s2−s3)x.

Ïîñêîëüêó s3− s1 < 0 è s3− s2 < 0, ýêñïîíåíòû e(x−y)(s1−s3) è es2xe−s3x íå ïðåâîñõîäÿò
åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî,

|µ(x)| 6 |λ|
∫ x

0

M1µ(y) dy +M2.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé òåõíè÷åñêèé ôàêò, ÷àñòî
èñïîëüçóþùèéñÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ëåììà 20 (Áåëëìàíà). Ïóñòü ôóíêöèè µ(x) è η(x) íåîòðèöàòåëüíû è íåïðåðûâíû

ïðè x > 0, ïðè÷åì

µ(x) 6 C +

∫ x

0

η(y)µ(y)dy,

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà

µ(x) 6 Ce
∫ x
0 η(y) dy.

Â íàøåì ñëó÷àå η(x) ≡ |λ|M1, ïîýòîìó ïî ëåììå Áåëëìàíà ïðèõîäèì ê îöåíêå
µ(x) 6 C1e

C2x ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè C1 è C2. Ñëåäîâàòåëüíî,
|ϕ(x)| 6 C1e

(C2+s3)x, è ìû ïîëó÷èëè îöåíêó (13.3) ñ êîíñòàíòàìè C1 è s3 + C2.

Ïóñòü ϕ(x)÷Φ(p), K (x)÷K(p), f(x)÷F (p). Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ
(13.1) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ñâåðòêå, áóäåì èìåòü

Φ(p) = λK(p)Φ(p) + F (p),

îòêóäà

Φ(p) =
F (p)

1− λK(p)
. (13.4)

Â ñèëó (13.3), ôóíêöèÿ Φ(p) áóäåò àíàëèòè÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè Rep > s3 (çíàìå-
íàòåëü äðîáè íå áóäåò èìåòü íóëåé â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè). Ôóíêöèÿ-îðèãèíàë ϕ(x)
ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî èçîáðàæåíèþ Φ(p) ïðè ïîìîùè ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (12.4). Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà ϕ(x) íå âñå-
ãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ. ×àñòî áûâàåò ëåã÷å ïðèìåíèòü äðóãèå
ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ïðèìåð. Ðåøèì ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà óðàâíåíèå

ϕ(x) = x+

∫ x

0

sin(x− y)ϕ(y)dy.

Èìååì

f(x) = x÷ 1

p2
, sinx÷ 1

p2 + 1
.

Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

Φ(p) =
1

p2
+

1

p2 + 1
Φ(p).

Âûðàçèì Φ(p)

Φ(p)

(
1− 1

p2 + 1

)
=

1

p2
⇒ Φ(p) =

1
p2

p2+1−1
p2+1

=
p2 + 1

p4
=

1

p2
+

1

p4
.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (12.6)

x÷ 1

p2
, x3 ÷ 3!

p4
.

Ïîýòîìó îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò Φ(p) ðàâíî

ϕ(x) = x+
x3

6
.
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Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó (13.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Φ(p) = F (p) + λ
K(p)

1− λK(p)
F (p),

èëè
Φ(p) = F (p) + λR(p, λ)F (p), (13.5)

ãäå

R(p, λ) =
K(p)

1− λK(p)
.

Ðàâåíñòâî (13.5) íåòðóäíî ïåðåâåñòè îáðàòíî â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé-îðèãèíàëîâ,
ïðîèçâåäåíèå ïåðåéäåò â ñâåðòêó:

ϕ(x) = f(x) + λR(x, λ) ∗ f(x), R(x, λ)÷R(p, λ),

èëè

ϕ(x) = λ

∫ x

0

R(x− y, λ)f(y) dy + f(x).

Ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13.1) ÷åðåç ðåçîëüâåíòó R(x−y, λ).
Îïèñàííûé ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
âèäà

ϕ(n)(x) + a1ϕ
(n−1)(x) + · · ·+ anϕ(x) +

l∑
m=0

∫ x

0

Km(x− y)ϕ(m)(y) dy = f(y). (13.6)

Ïóñòü Km(x), m = 0, l, è f(x) � èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè-îðèãèíàëû. Òî-
ãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) � òîæå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ-
îðèãèíàë.

Ïåðåéäåì îò îðèãèíàëîâ ê èçîáðàæåíèÿì:

f(x)÷ F (p), Km(x)÷Km(p), ϕ(x)÷ Φ(p).

Ïî ñâîéñòâó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà èìååì

ϕ′(x)÷ pF (p)− ϕ(0),

ϕ′′(x)÷ p2F (p)− pϕ(0)− ϕ′(0),

. . .

ϕ(m)(x)÷ pmF (p)− pm−1ϕ(0)− pm−2ϕ′(0)− · · · − ϕ(m−1)(0).

âìåñòå ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (13.6) çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ϕ(0) = ϕ0, ϕ′(0) = ϕ′0, . . . , ϕ(l)(0) = ϕ
(l)
0 .

Òîãäà∫ x

0

Km(x− y)ϕ(m)(y) dy = Km ∗ ϕ÷Km(p)
(
pmΦ(p)− pm−1ϕ0 − · · · − ϕ(m−1)

0

)
.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (13.6):

Φ(p)

[
pn + a1p

n−1 + · · ·+ an +
l∑

m=0

Km(p)pm

]
= A(p),
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ãäå A(p) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Îñòàëîñü íàéòè èçîáðàæåíèå Φ(p) èç ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ è ïî íåìó âîññòàíîâèòü îðèãèíàë ϕ(x) � ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (13.6).

Ïðèìåð. Ðåøèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ′′(x) + ϕ(x) + 2

∫ x

0

e2(x−y)ϕ(y) dy = e2x (13.7)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ϕ(0) = ϕ′(0) = 0. (13.8)

Èìååì
ϕ(x)÷ Φ(p), ϕ′′(x)÷ p2Φ(p).

Ïî ñâîéñòâó çàïàçäûâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ e2x ÷ 1

p− 2
. Â èòîãå ïîëó÷àåì

p2Φ(p) + Φ(p) +
2

p− 2
Φ(p) =

1

p− 2
.

Âûðàçèì Φ(p):

Φ(p)

(
1 + p2 +

2

p− 2

)
=

1

p− 2
⇒ Φ(p) =

(p− 2)

(p− 2)((p− 2)(1 + p2) + 2)
=

1

p(p− 1)2
.

Ðàçëîæèì ðàöèîíàëüíóþ äðîáü íà ïðîñòåéøèå:

Φ(p) =
1

(p− 1)2
− 1

p− 1
+

1

p
.

Ïî ñâîéñòâó çàïàçäûâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ ex ÷ 1

p− 1
. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì xex ÷ 1

(p− 1)2
. Òàêèì îáðàçîì, îðèãèíàëîì äëÿ

èçîáðàæåíèÿ Φ(p) áóäåò ôóíêöèÿ

ϕ(x) = xex − ex + 1.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (13.7), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (13.8).
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