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ВВЕДЕНИЕ 
 

Оценивание результатов освоения проводится по балльно-
рейтинговой системе. 

По каждому из 5 разделов студент может получить от 1 до 8 
баллов: 

– 1 балл за работу с теоретическим материалом темы: кон-
спектирование математического текста (итого – 5 баллов); 

– 1 балл при успешном выполнении тестовых заданий по теме 
(итого – 5 баллов); 

– 4 балла при успешном решении тренировочных задач по 
теме (итого – 20 баллов); 

– 2 балла при успешном решении задачи повышенной слож-
ности по теме (итого – 10 баллов); 

Студент может получить дополнительно 3 балла за выполне-
ние творческого задания по одной из тем курса. 

Таким образом, после освоения дисциплины студент может 
набрать 43 балла. 

Первый раздел посвящен определениям в планиметрии и сте-
реометрии. Система задач состоит: из теоретического материала и 
тестовых заданий; 40 заданий курса планиметрии и 20 заданий 
курса стереометрии, что соответствует степени сложности геомет-
рического материала, которые опираются на знания школьного 
курса математики; 20 заданий повышенной сложности по изучае-
мым темам. 

Во втором разделе «Изучение свойств и признаков понятий» 
система задач состоит из теоретического материала и тестовых за-
даний; 40 заданий курса планиметрии и 20 заданий курса стерео-
метрии, в которых необходимо выявить признаки и свойства поня-
тий, определенных в первом разделе; 20 заданий повышенной 
сложности по изучаемым темам.  

Третий раздел пособия посвящен геометрическим доказа-
тельствам. Как и в предыдущих разделах, система задач состоит из 
теоретического материала и тестовых заданий; 60 заданий, в кото-
рых необходимо доказать все выявленные ранее признаки и свой-
ства основных понятий курса планиметрии и стереометрии; 20 за-
даний повышенной сложности по изучаемым темам. 

Четвертый раздел «Аксиоматические теории в геометрии» 
начинается с изучения теоретического материала и тестовых зада-
ний по теории. В связи со сложностью изучаемого материала в 
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данном разделе 4 общих (для всей группы) тренировочных задания 
и общее задание повышенной сложности.  

Последний раздел пособия «Геометрические процедуры: за-
дачи на доказательство, вычисление, построение» состоит из: тео-
ретического материала и тестовых заданий; 3 больших разделов с 
тренировочными заданиями: «Задачи на доказательство», «Задачи 
на вычисление», «Задачи на построение»; заданий повышенной 
сложности и творческого задания. Каждому студенту предстоит 
написать конспект, сделать тестовые задания, решить 10 трениро-
вочных заданий: 3 задачи из раздела «Задачи на доказательство», 4 
задачи их раздела «Задачи на вычисление» и 3 задачи из раздела 
«Задачи на построение», а также 1 задание повышенной сложно-
сти. Тренировочные задания общие для всей группы студентов, ос-
тальные задания индивидуальные (по вариантам).  

В конце каждого раздела дается творческое задание, выпол-
няемое по желанию студента. 

Конспектирование материала 
Конспектирование – (от лат. cons-pectus – обзор, очерк), крат-

кое письменное изложение содержания статьи, книги, лекции, 
включающее в себя основные положения и их обоснование факта-
ми, примерами и т.д. 

В процессе конспектирования студенты учатся выделять 
главное, последовательно излагать материал, устанавливать связи 
между отдельными положениями. Конспектирование развивает ло-
гическое мышление, совершенствует культуру речи, закрепляет в 
памяти прочитанное и услышанное. Овладение навыками конспек-
тирования необходимо для занятий самообразованием. 

Конспектирование – процесс творческий, каждый конспект 
отражает индивидуальные особенности, направленность мыслей, 
интересы конспектирующего. Поэтому запись лекций, докладов 
только условно можно назвать конспектированием. Характер этой 
работы отличается от конспектирования печатных текстов тем, что, 
конспектируя лекцию, студенты ограничиваются материалом лек-
тора, не могут вернуться к ранее сказанному, сопоставить факты и 
т.д. Однако в тех случаях, когда эти записи после лекции обраба-
тываются и дополняются, они приобретают черты собственно кон-
спекта [Педагогический словарь]. 

Не следует путать конспектирование и составление тезисов. 
Тезисы кратко формулируют основные положения письменного 
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или устного текста, но в отличие от конспекта не содержат факти-
ческого материала.  

Тезисы, дополненные фактическим материалом (цифры, схе-
мы, таблицы и т.д.), примерами, аналогиями и т.п., представляют 
собственно конспект.  

Приступая к конспектированию следует:  
(1) уяснить смысл всего текста в целом,  
(2) разделить его на основные части (составить план),  
(3) сформулировать в каждой части главные мысли (тезисы), 

последовательно их изложите, подкрепив фактическим материа-
лом, примерами и т.д.  

Одной из разновидностей конспекта является опорная схема. 
Опорная схема в отличие от конспекта предполагает выделение 
более узкого по объему содержания теоретического материала, 
может служить своеобразным инструментом-помощником в реше-
нии теоретических задач. 

Пример опорной схемы-конспекта дан в приложении 1. 
Обозначения 

  – квантор общности A, B, C – точки 

   – квантор существования (AB), (AC) – прямые 

   – конъюнкция (и) a, b, c – прямые 

  – дизъюнкция (или) 
[AB) 

– 
– 

луч с началом  
в точке A   – отрицание 

  – следование [AB], [BC] – отрезки 
  – равносильность (ABC), (MNP) – плоскости 
  ! – единственность α, β, γ – плоскости 

 
Контрольная работа «Логический анализ школьного 

учебника математики» 
Варианты контрольной работы: 

1) Смежные и вертикальные углы [14, §2]; 

2) Признаки равенства треугольников [14, §3]; 

3) Сумма углов треугольника [14, §4]; 

4) Геометрические построения [14, §5]; 

5) Четырехугольники [14, §6]; 

6) Теорема Пифагора [14, §7]; 

7) Движение [14, §9]; 

8) Векторы [14, §10]; 

9) Подобие фигур [14, §11]; 
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10) Многоугольники [14, §13]; 

11) Площади фигур [14, §14]; 

12) Перпендикулярность прямых и плоскостей [14, §17]; 

13) Многогранники [14, §19]; 

14) Тела вращения [14, §20]; 

15) Равнобедренный треугольник [4, §5]; 

16) Прямоугольные треугольники [4, §7]; 

17) Отрезки и углы, связанные с окружностью [4, §9]; 

18) Треугольник и окружность. Начальные сведения [17, п.3]; 

19) Параллельные прямые и углы [17, п.5]; 

20) Подобие [17, п.6]. 

 

Образец выполнения контрольной работы. 

Тема контрольной работы: «Определение угла». 

Пункт 8.1 «Определение угла. Углы между направлениями» 

учебного пособия [6]. 
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Методические указания 1. Далее характеризуется каждое 
понятие темы, изображается дерево понятий. 

Определение 1 (по геометрической модели). 

Два луча с общим началом. 

Определение остенсивное, реальное. 

Логическая структура определения: 

   OBOAAOB  . 

Определение 1'. Лучи разбивают плоскость, которую они об-

разуют на две части. Эти части плоскости вместе с образованными 

лучами называются углами. 

Определение номинальное.  

Логическая структура определения: 
     
  ,уголуголAOB

AOBAOBAOB








  

где  – плоскость. 

Определение 1'' (19). Углом называется фигура, состоящая 

из двух различных лучей с общим началом и ограниченной ими 

части плоскости. 

Точка, из которой выходят ограничивающие угол лучи, назы-

вается вершиной, а сами лучи – сторонами угла. 

Замечание: в определении используется понятие, не опреде-

ленное ранее. Это понятие «ограниченное». 

Определение реальное, классическое (через род «фигура» и 

видовое отличие – угол). 

Логическая структура определения:  

         AOBOBOAAOB : , где О – вершина, ОА, 

ОВ – стороны. 

Обозначения угла:  OAOB  . 
Определение 2 (20). Луч проходит между сторонами данного 

угла, если он исходит из его вершины и пересекает какой-нибудь 

отрезок с концами на сторонах угла. 

Замечание: неправильная конст-

рукция в определении. Дано 

 CBA  , необходимо:  CBA  . 

Таким образом, определение при-

мет вид: луч проходит между сторонами 

О 

А 

В 

О 

А 

B 

C 

M 

P 

X 
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данного угла тогда и только тогда, когда он исходит из его верши-

ны и пересекает какой-нибудь отрезок с концами на сторонах угла. 

Определение реальное. 

Логическая структура определения:  

              ONOCNOMOAMAOC   

   AOCугласторонамимеждупроходитлучOB ,   

        MNOBXX  . 

Определение 3 (21). Развернутым углом называется угол, 

сторонами которого являются дополнительные лучи одной прямой. 

Определение номинальное, классическое (через род «угол» и 

видовое отличие «развернутый»). 

Логическая структура определения:  

        RZAZARaZARRAK  ,, . 

Определение 4. Полный угол есть вся плоскость. 

Определение реальное. 

    OуголполныйO . 

 

 

Дерево понятий. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Точка Прямая Плоскость Находиться 
между 

Фигура 

Луч Отрезок 

Угол AOB  Угол  AOB  

         AOB  
 

Угол  AOBOф  
О – вершина, [OA), [OB) – 

стороны 

Луч, лежащий между сторонами угла 

развернутый угол 

полный угол 
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Методические указания 2. Перечисляются признаки матема-
тических объектов (характеристические свойства, зафиксирован-
ные в определениях – не рассматриваются); указываются теоремы, 
в которых формулируются признаки объекта в виде: название – 
формулировка.  

Перечисляются свойства математических объектов; указыва-
ются теоремы, в которых формулируются свойства объекта в виде: 
название – формулировка.  

Даѐтся характеристика каждой теоремы (в какой форме 
сформулирована: в условной или категоричной; приводится с дока-
зательством или без доказательства; если теорема доказывается, то 
доказательство прямое или косвенное; указывается математиче-
ский аппарат доказательства, приѐм доказательства).  

Изображается граф теорем.  
Теорема 1 (свойство угла). Два луча с общим началом всегда 

лежат в одной плоскости. 

Сформулирована в категоричной форме.  

Условная форма  YX  : Если есть два луча с общим нача-

лом, то они лежат в одной плоскости. 

                OBOAOBOAAOBOOBOA  }{  

Логическая структура теоремы:    ZWYX  . 

Обратная теорема  XY  : Если лучи лежат в одной плоско-

сти, то они имеют общее начало. 

                AOBBOAOOBOAOBOAO  212121 }{ 

          Обратная теорема верна в случае, когда 21 OOO  . 

Теорема противоположная обратной  XY  : Если лучи 

не лежат в одной плоскости, то они не имеют общее начало. 

Противоположная теорема  YX  : Если два луча не 

имеют общего начала, то они не лежат в одной плоскости. 

Противоположная теорема не верна. Пример: 

     BOAO 21 ,  

   
    


BOAO
BOAO

21

21




 

Теорема 2. Любой луч, исходящий из 

вершины развернутого угла, проходит между 

сторонами этого угла. 

А B O1 O2 

R A K 

B 
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Сформулирована в категоричной форме.  

         
  .углагоразвернутосторонамимеждууголAB

йразвернутыRAKAKBARBB



 

Условная форма  YX  : Если луч исходит из вершины раз-

вернутого угла, то он проходит между сторонами этого угла. 

Обратная теорема  XY   (неверна):  

         
 .йразвернутыRAKуглагоразвернуто

сторонамимеждууголABAKBARBB



 

Теорема противоположная обратной  XY  : 

         
 .йразвернутынеRAKуглагоразвернутосторонами

междулежитнеуголABAKBARBB



 

Противоположная теорема  YX  : Если луч не исходит 

из вершины развернутого угла, то он не проходит между сторона-

ми этого угла. 

         
  .углагоразвернутосторонамимеждулежитнеуголAB

йразвернутынеRAKAKBARBB




          Аксиома 1.Через любые две точки можно провести прямую, 

и только одну. 

Аксиома 2. Через три точки, не лежащие на одной прямой, 

проходит одна, и только одна плоскость. 

Аксиома 3. Прямая, проходящая через две точки плоскости, 

принадлежит этой плоскости. 

 

Граф теорем. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Определение 1. 

А1 

А2 

А3 

Определение 2. Определение 3. 

Т2 

Т1 
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Методические указания 3. Процедуру можно определить как 
систему последовательно осуществляемых операций, обладающую 
следующим свойством: после любой операции, входящей в ее со-
став, либо больше не выполняется никаких операций, либо выпол-
няется некоторая определенная операция, либо имеет место раз-
ветвление процедуры, то есть выполняется одна из некоторого ко-
нечного набора операций. 

То, какая именно операция осуществляется при разветвлении 
вслед за данной операцией, может однозначно определяться тем, 
выполняются ли некоторые четкие условия, содержащие ссылки на 
тот или иной признак (признаки) какого-либо объекта (объектов). 
Разветвления, обладающие этим свойством, называют однозначно 
детерминированными, а все прочие разветвления – неоднозначно 
детерминированными. 

Назовѐм  процедуру алгоритмической – алгоритмом – если 
она состоит из эффективных операций и не содержит неоднозначно 
детерминированных разветвлений.  

Алгоритм, кратко сформулированный в виде некоторого 
предложения (для лучшего запоминания) назовѐм правилом; любое 
правило может быть развѐрнуто и представлено системой последо-
вательно осуществляемых операций.  

Квазиалгоритмическая процедуpa – алгоритмическое предпи-
сание – может содержать неоднозначно детерминированные раз-
ветвления, но то, какая именно операция осуществляется при таком 
разветвлении вслед за данной операцией, с достаточно высокой ве-
роятностью определяется тем, выполняются ли условия того типа, 
который был описан выше при характеристике однозначно детер-
минированных разветвлений. 

Процедуры, описываемые как фактически осуществленные – 
примеры решения типовых задач (примеры) – обычно не содержат 
разветвлений.  

Логический анализ математической процедуры:  

 определение процедуры: алгоритм, правило, пример реше-

ния типовой задачи; 

 выделение последовательности операций и логических 

связок в процедуре; 

 установление связи с другими знаниями. 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



14 
 

 

Математический анализ математической процедуры – уста-
новление математической основы (базовых математических поло-
жений, которые позволяют строить процедуру). 

При логико-дидактическом анализе параграфа проводится ло-
гико-математический анализ каждой процедуры.  

Задача 14. Во внутренней области угла AOB дана точка М. 

Какой фигурой является множество таких точек Х, что отрезок МХ 

имеет общую точку хотя бы с одной стороной угла? 

В ходе исследования (анализа, решения) выясняется, что ус-

ловие «хотя бы с одной стороной» надо трактовать как пересечение 

с одной или двумя сторонами угла. Тогда OX  – пересечение с 

двумя сторонами угла, а искомое геометрическое место точек – это 

окружность с центром в точке M, радиуса МО.  

Решение задачи может быть переформулировано в виде тео-

ремы: окружность с центром в точке M, радиуса МО является мно-

жеством точек, таких, что для любой точки Х этой окружности: 

    ),(),( rMОкрXrMОкрMAOB    

            21 YOBMXYOAMXMOr   . 

 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



15 

 

РАЗДЕЛ 1. ПОНЯТИЯ В ПЛАНИМЕТРИИ И 

СТЕРЕОМЕТРИИ. 

В каждой математической теории неразрывно переплетены 

математика и логика. Это переплетение начинается с определений 

понятий теории, проходит через формулировки теорем и методы их 

доказательств, через принципы характеризации математических 

(аксиоматических) теорий. Это переплетение математики и логики 

прекрасно выражается на логико-математическом языке. Свой ма-

тематический язык, язык терминов и символов, математика созда-

вала на протяжении тысячелетий. Логика в нем традиционно при-

сутствовала на словесном (вербальном) уровне. Во второй полови-

не XIX века и в XX веке, когда логика превратилась в полноправ-

ную математическую науку – математическую логику, был сфор-

мирован и математический язык этой науки – логический язык. Со-

единившись с математическим языком каждой конкретной матема-

тической теории, он образовал логико-математический язык этой 

теории. Как известно, точный смысл математических предложений 

и рассуждений определяется смыслом входящих в них как матема-

тических, так и логических терминов. Непонимание логических 

терминов, логики математического предложения может стать при-

чиной непонимания математического существа дела. 

Под логико-математическим языком понимается расширение 

обычно используемого в школьном обучении математического 

языка, т.е. языка математических терминов и символов, с помощью 

добавления языка математической логики, а также теоретико-

множественного языка. Одним из важнейших методических ка-

честв, которым обладает этот язык, является его качество средства 

«наглядности». Наглядность здесь носит специфический, а именно 

– символический характер.  По образному выражению А.А. Столя-

ра, «так же как чертеж обнажает геометрическую форму (структу-

ру) предмета и представляет ее в чистом виде, символическая за-

пись на логико-математическом языке предложений и рассуждений  

обнажает их логическую форму (структуру) и представляет ее в 

чистом виде». Таким образом, запись на логико-математическом 

языке способствует разъяснению точного смысла математических 

предложений сложной логической структуры, выявлению различий 

в понятиях, отысканию путей доказательства и т.д. [7, с. 22-23] 
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I. Работа с теоретическим материалом темы. (20 минут) 

Изучите раздел «Логика с элементами математической логи-

ки» и пункт «Определения в математике» из Хрестоматии [5]. Раз-

работайте конспект по теме «Определения в математике». 

II. Тестовые задания на усвоение теоретического мате-

риала (25 минут). Заполните пропуски в каждой классификации. 
1.          

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

2.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
3.  

 
 
 

 

  
 
 
 

 
 
 
 

Точки (3) 
А,В,С 

Лежат на одной прямой 
 

 
AB + BC > AC, 
AC + CB >AB, 
BA + AC > BC 

Являются вершинами 
треугольника 

Точка, прямая 
А, а 

точка не лежит на прямой 
 
 

прямая не проходит через точку 
 
 

 Aa  

 

 
точка принадлежит прямой 

 
 

прямая содержит точку 
 
 

Точка, плоскость 
А, а 

 
точка не принадлежит плоскости 

 
 

плоскость не содержит точку 
 
 
 
 

точка лежит в плоскости 
 
 

плоскость проходит через точку 
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4.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
6.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Прямые (2) a, b 
пересекаются под уг-

лом α  

 
 
 

α = 90◦ 
перпендикулярные 

прямые 

прямые пересекаются 
под углом 0 < α < 90◦ 

 

Прямая, плоскость 
a, α 

имеют общую точку  
прямая и плоскость па-

раллельны 
 

  
 
 
прямая лежит 
в плоскости 

Прямые (2) 
a, b 

 не имеют общих точек 
 

прямые не пересекаются 
 
 единственная 

общая точка 

 
 
 
прямые сов-
падают 

не лежат в одной 
плоскости 

 
 
 
параллельные 
прямые 
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7.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Плоскости (2) 
α, β 

 не имеют общих точек 
 
 
 

 три различные общие точки, 
не лежащие на одной прямой 
 
плоскости совпадают 

Плоскости  α, β 
пересекаются по прямой 

 
 
 

перпендикулярные плоскости 
 

 

 Прямая, плоскость 
a, α 

пересекаются 
 

прямая a перпендикулярна 
любой прямой плоскости α 

 

 
 

   90,a  
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10.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

III. Тренировочные задания. 
Пример. В учебнике «Геометрия, 7-9» Л.С. Атанасяна [1] да-

ется определение угла: «Угол – это геометрическая фигура, кото-
рая состоит из точки и двух лучей, исходящих из этой точки. Лучи 
называются сторонами угла, а их общее начало – вершиной угла». 

Запишем это определение через равенство на математическом 
языке. 

Определение 1.    OBOAAOB  , где – обозначение уг-

ла, О – вершина, А, В – точки, лежащие на сторонах угла,  OA  и 

 OB  – стороны угла. 

Запишем более точное определение угла, используя эквива-
лентность. 

Определение 2. 

  BAO ,, точки плоскости BAO   

 AOB угол с вершиной в О) 

опр

  
опр

 [(ОА – луч с вершиной в О)   (ОВ – луч с вершиной в О)] 
Из последнего определения получаем: 
Определение 3. 

 2,, RBAO    BAO   

AOB(  – угол с вершиной в О)     OOBOA
опр

   

В зависимости от взаимного расположения трех точек на 
прямой можно выделить разные виды углов:  

 
 
 

Углы, образованные парой пересекающихся прямых 
                          

 
OCODAOBO  :!  

 

смежные 

1 3 

А 

B C 

D 4 O 

2 
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Возникает вопрос, насколько определенное нами понятие 

«рабочее». То есть, насколько часто будет использоваться это по-
нятие. Постараемся ответить на вопрос, где мы встречаемся с уг-
лом, как с объединением двух лучей: обращаясь к своему познава-
тельному опыту, заключаем, что при  исследовании плоскости: 
угол делит плоскость на две части, а так же при решении задач на 
построение циркулем и линейкой. 

Построим геометрическую модель плос-
кости, разделенной углом (рисунок 1).  

Если на сторонах угла взять точки и со-
единить их отрезком, то область, ограничен-
ную лучами и содержащую этот отрезок, бу-
дем называть внутренней областью и обозна-

чать . А другую – внешней, и обозначать . 

Из этого следует, что   AB . 

Теперь мы можем рассматривать две различные геометриче-
ские фигуры: угол AOB  с внутренней областью, который будем 

обозначать  и по-прежнему называть углом, и угол AOB  с 

внешней областью, который будем обозначать  и называть до-

полнительным углом к углу . 

Углы  и  формально можно определить через равенство 
следующим образом: 

Определение 4:    AOB  

Определение 5:     AOB  

А 

О 
В 

1 
2 

Рисунок 1 

Угол на плоско-
сти 

O, A, B лежат на одной 
прямой 

O, A, B не лежат на од-
ной прямой 

 
 
 

 ABO  

АОВ – развернутый 
 

 ABO  

АОВ – с совпадающими 
сторонами 
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В следующих задачах проанализируйте определение и за-
пишите его на математическом языке. При необходимости 
проведите классификацию определяемого понятия. Приведите 
геометрическую модель определяемого понятия. 

1. В учебнике [1] на странице 178 дано определение средин-
ного перпендикуляра к отрезку: «Срединным перпендикуляром к 
отрезку называется прямая, проходящая через середину данного 
отрезка и перпендикулярная к нему». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

2. В учебнике [1] на странице 12 дано определение биссек-
трисы угла: «Луч, исходящий из вершины угла и делящий его на 
два равных угла, называется биссектрисой угла». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

3. В учебнике [1] на странице 28 дано определение треуголь-
ника: «Отметим какие-нибудь три точки, не лежащие на одной 
прямой, и соединим их отрезками. Получим геометрическую фигу-
ру, которая называется треугольником. Отмеченные три точки на-
зываются вершинами, а построенные отрезки – сторонами тре-
угольника. Треугольник будем обозначать так: ABC ».  
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

4. В учебнике [1] на странице 33 дано определение медианы: 
«Отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой про-
тивоположной стороны, называется медианой треугольника». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

5. В учебнике [1] на странице 33 дано определение биссек-
трисы: «Отрезок биссектрисы угла треугольника, соединяющий 
вершину треугольника с точкой противоположной стороны, назы-
вается биссектрисой треугольника». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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6. В учебнике [1] на странице 34 дано определение высоты: 
«Перпендикуляр, проведенный из вершины треугольника к пря-
мой, содержащей противоположную сторону, называется высотой 
треугольника». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

7. В учебнике [1] на странице 146 дано определение средней 
линии треугольника: «Средней линией треугольника называется 
отрезок, соединяющий середины двух его сторон». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

8. В учебнике [1] на странице 43 дано определение окружно-
сти: «Окружностью называется геометрическая фигура, состоящая 
из всех точек плоскости, расположенных на заданном расстоянии 
от данной точки». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

9. В учебнике [1] на странице 43 дано определение хорды ок-
ружности: «Отрезок, соединяющий две точки окружности, называ-
ется хордой». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

10. В учебнике [1] на странице 43 дано определение дуги ок-
ружности:  «Любые две точки окружности делят ее на две части. 
Каждая из этих частей называется дугой окружности». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

11. В учебнике [1] на странице 43 дано определение диамет-
ра: «Хорда, проходящая черед центр окружности, называется диа-
метром». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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12. В учебнике [1] на странице 166 дано определение  каса-
тельной к окружности: «Прямая, имеющая с окружностью только 
одну общую точку, называется касательной к окружности, а их 
общая точка называется точкой касания прямой и окружности». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

13. В учебнике [1] на странице 170 дано определение цен-
трального угла: «Угол с вершиной в центре окружности называется 
ее центральным углом». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

14. В учебнике [1] на странице 171 дано определение вписан-
ного угла: «Угол, вершина которого лежит на окружности, а сторо-
ны пересекают окружность, называется вписанным углом».  
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

15. В учебнике [6] на странице 125 перед учащимися ставится 
ряд проблемных вопросов, решение которых позволяет определить 
случаи взаимного расположения двух окружностей:  

«Как определить расстояние между двумя окружностями? 
Как можно найти это расстояние? 

Наш опыт подсказывает нам, что расстоянием между двумя 
окружностями с центрами О и О1 является длина отрезка АА1, при-
надлежащего прямой ОО1, соединяющей центры этих окружно-
стей…». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

16. В учебнике [1] на странице 44 дано определение круга: 
«Часть плоскости, ограниченная окружностью, называется кру-
гом». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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17. В учебнике [6] на странице 135 дано определение сегмен-
та круга: «Хорда разбивает круг на две части, каждая из которых 
называется сегментом круга». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

18. В учебнике [13] на странице 168 дано определение лома-
ной: «Ломаной A1A2A3 … An называется фигура, которая состоит из 
точек A1, A2, …, An  и соединяющих их отрезков A1A2, A2A3, …, An-

1An. Точки A1, A2, …, An  называются вершинами ломаной, а отрезки 
A1A2, A2A3, …, An-1An – звеньями ломаной». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

19. В учебнике [1] на странице 98 дано определение много-
угольника: «Рассмотрим фигуру, составленную из отрезков AB, BC, 
CD, … , EF, FA, так, что смежные отрезки (т.е. отрезки AB и BC, BC 
и CD, …, FA и AB) не лежат на одной прямой, и несмежные отрезки 
не имеют общих точек. Такая фигура называется многоугольником. 
Точки A, B, C, …, E, F называются вершинами, а отрезки AB, BC, 
CD, … , EF, FA – сторонами многоугольника». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

20. В учебнике [1] на странице 98 дано определение диагона-
ли многоугольника: «Отрезок, соединяющий любые две несосед-
ние вершины, называется диагональю многоугольника». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

21. В учебнике [1] на странице 275 дано определение пра-
вильного многоугольника: «Правильным многоугольником назы-
вается выпуклый многоугольник, у которого все углы равны и все 
стороны равны». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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22. В учебнике [1] на странице 101 дано определение парал-
лелограмма: «Параллелограммом называется четырехугольник, у 
которого противоположные стороны попарно параллельны». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

23. В учебнике [1] на странице 108 дано определение прямо-
угольника: «Прямоугольником называется параллелограмм, у ко-
торого все углы прямые». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

24. В учебнике [1] на странице 108 дано определение ромба: 
«Ромбом называется параллелограмм, у которого все стороны рав-
ны». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

25. В учебнике [1] на странице 108 дано определение квадра-
та: «Квадратом называется прямоугольник, у которого все стороны 
равны». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

26. В учебнике [1] на странице 103 дано определение трапе-
ции: «Трапецией называется четырехугольник, у которого две сто-
роны параллельны, а две другие стороны не параллельны. Парал-
лельные стороны трапеции называются ее основаниями, а две дру-
гие стороны – боковыми сторонами». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

27. В учебнике [1] на странице 210 дано определение средней 
линии трапеции: «Средней линией трапеции называется отрезок, 
соединяющий середины ее боковых сторон». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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28. В учебнике [1] на странице 111 дано определение осевой 
симметрии: «Фигура называется симметричной относительно пря-
мой а, если для каждой точки фигуры симметричная ей точка отно-
сительно прямой а также принадлежит этой фигуре. Прямая а на-
зывается осью симметрии фигуры. Говорят также, что фигура об-
ладает осевой симметрией». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

29. В учебнике [1] на странице 111 дано определение цен-
тральной симметрии: «Фигура называется симметричной относи-
тельно точки О, если для каждой точки фигуры симметричная ей 
точка относительно точки О также принадлежит этой фигуре. Точ-
ка О называется центром симметрии фигуры. Говорят также, что 
фигура обладает центральной симметрией». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

30. В учебнике [1] на странице 294 дано определение движе-
ния: «Движение плоскости – это отображение плоскости на себя, 
сохраняющее расстояния». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

31. В учебнике [1] на странице 300 дано определение парал-
лельного переноса: «Пусть a


 – данный вектор. Параллельным пе-

реносом на вектор a


 называется отображение плоскости на себя, 
при котором каждая точка M отображается в такую точку M1, что 

вектор 


1MM , равен вектору a


». 

__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

32. В учебнике [1] на странице 301 дано определение поворо-
та: «Отметим на плоскости точку O (центр поворота) и зададим 
угол α (угол поворота). Поворотом плоскости вокруг точки O на 
угол α называется отображение плоскости на себя, при котором 
каждая точка M отображается в такую точку M1, что OM=OM1 и 
угол MOM1 равен α».  
__________________________________________________________ 
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__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

33. В учебнике [1] на странице 301 дано определение подо-
бия: «Фигуры F и F1 называются подобными, если каждой точке 
фигуры F можно сопоставить точку фигуры F1 так, что для любых 
двух точек M и N фигуры F и сопоставленных им точек M1 и N1 

фигуры F1 выполняется равенство k
NM

MN


11

, где k – одно и то же 

положительное число для всех точек. При этом предполагается, что 
каждая точка фигуры F1 оказывается сопоставленной какой-то точ-
ке фигуры F. Число k называется коэффициентом подобия фигур  F 
и F1. 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

34. В учебнике [14] на странице 145 дано определение гомо-
тетии: «Пусть F – данная фигура и O – фиксированная точка. Про-
ведем через произвольную точку X фигуры F луч OX и отложим на 
нем отрезок OX', равный k ◦ OX, где k – положительное число. Пре-
образование фигуры F, при котором каждая ее точка X переходит в 
точку X', построенную указанным способом, называется гомотети-
ей относительно центра O. Число k называется коэффициентом го-
мотетии, фигуры F и F' называются гомотетичными».  
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

35. В учебнике [1] на странице 139 дано определение подоб-
ных треугольников: «Два треугольника называются подобными, 
если их углы соответственно равны и стороны одного треугольни-
ка пропорциональны сходственным сторонам другого». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

36. В учебнике [1] на странице 181 дано определение вписан-
ной окружности: «Если все стороны многоугольника касаются ок-
ружности, то окружность называется вписанной в многоугольник, а 
многоугольник – описанным около этой окружности». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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37. В учебнике [1] на странице 183 дано определение описан-
ной окружности: «Если все вершины многоугольника лежат на ок-
ружности, то окружность называется описанной около много-
угольника, а многоугольник – вписанным в эту окружность». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

38. В учебнике [1] на странице 193 дано определение вектора: 
«Отрезок, для которого указано, какая из его граничных точек счи-
тается началом, а какая – концом, называется направленным отрез-
ком или вектором». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

39. В учебнике [1] на странице 199 дано определение суммы 

векторов: «Пусть a


 и b


 – два вектора. Отметим произвольную 

точку A и отложим от этой точки вектор 


AB  равный a


. Затем от 

точки B отложим вектор 


BC , равный b


. Вектор 


AC  называется 

суммой векторов a


 и b


». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

40. В учебнике [1] на странице 202 дано определение разно-

сти векторов: «Разностью векторов a


 и b


 называется такой век-

тор, сумма которого с вектором b


 равна вектору a


». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

41. В учебнике [1] на странице 265 дано определение скаляр-
ного произведения векторов: «Скалярным произведением двух 
векторов называется произведение их длин на косинус угла между 
ними». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

42. В учебнике [2] на странице 24 дано определение тетраэдра: 
«Рассмотрим произвольный треугольник ABC и точку D, не лежа-
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щую в плоскости этого треугольника. Соединив точку D отрезками 
с вершинами треугольника ABC, получим треугольник DAB, DBC и 
DCA. Поверхность, составленная из четырех треугольников ABC, 
DAB, DBC и DCA, называется тетраэдром и обозначается так: 
DABC. 

Треугольники, из которых состоит тетраэдр, называются гра-
нями, их стороны – ребрами, а вершины – вершинами тетраэдра». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

43. В учебнике [2] на странице 25 дано определение паралле-
лепипеда: «Рассмотрим два равных параллелограмма ABCD и 
A1B1C1D1, расположенных в параллельных плоскостях так, что от-
резки AA1, BB1, CC1 и DD1 параллельны. Четырехугольники 

              ABB1A1, BCC1B1, CDD1C1, DAA1D1                         (1) 
также являются параллелограммами, так как каждый из них имеет 
попарно параллельные противоположные стороны (например, в 
четырехугольнике ABB1A1  стороны AA1 и BB1 параллельны по ус-
ловию, а стороны AB и  A1B1 – по свойству линий пересечения двух 
параллельных плоскостей третьей). Поверхность, составленная из 
двух равных параллелограммов ABCD и A1B1C1D1  и четырех па-
раллелограммов (1), называется параллелепипедом и обозначается 
так: ABCDA1B1C1D1.  

Параллелограммы, из которых составлен параллелепипед, на-
зываются гранями, их стороны – ребрами, а вершины параллело-
граммов – вершина параллелепипеда». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

44. В учебнике [2] на странице 43 дано определение угла ме-
жду прямой и плоскостью: «Углом между прямой и плоскостью, 
пересекающей эту прямую и не перпендикулярной к ней, называет-
ся угол между прямой и ее проекцией на плоскость». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

45. В учебнике [2] на странице 47 дано определение двугран-
ного угла: «Двугранным углом называется фигура, образованная 
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прямой а и двумя полуплоскостями с границей а, не принадлежа-
щими одной плоскости». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

46. В учебнике [2] на странице 57 дано определение много-
гранника: «Поверхность, составленную из многоугольников и ог-
раничивающую некоторое геометрическое тело, будем называть 
многогранной поверхностью или многогранником. Многоугольни-
ки, их которых составлен многогранник, называются его гранями. 
Стороны граней называются ребрами, а концы ребер – вершинами 
многогранника». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

47. В учебнике [2] на странице 70 дано определение правиль-
ного многогранника: «Выпуклый многогранник называется пра-
вильным, если все его грани – равные правильные многоугольники 
и в каждой его вершине сходится одно и то же число ребер». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

48. В учебнике [2] на странице 59 дано определение призмы: 
«Рассмотрим два равных многоугольника A1A2 … An и B1B2 … Bn, 

расположенных в параллельных плоскостях  и  так, что отрезки 
A1B1, A2B2, …, AnBn, соединяющие соответственные вершины мно-
гоугольника, параллельны. Каждый из n четырехугольников  
                           A1A2B1B2 , A2A3B3B2 , …,  AnA1B1Bn                                     (1) 
 является параллелограммом, так как имеет попарно параллельные 
противоположные стороны.  

Многогранник, составленный из двух равных многоугольни-
ков  A1A2… An и B1B2… Bn, расположенных в параллельных плоско-
стях, и n параллелограммов (1), называется призмой. 

Многоугольники  A1A2… An и B1B2… Bn, называются основа-
ниями, а параллелограммы (1) – боковыми гранями призмы. Отрез-
ки A1B1, A2B2, …, AnBn, называются боковыми ребрами призмы». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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49. В учебнике [2] на странице 59 дано определение правиль-
ной призмы: «Прямая призма называется правильной, если ее ос-
нования – правильные многоугольники». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

50. В учебнике [2] на странице 62 дано определение пирами-
ды: «Рассмотрим многоугольник A1A2 … An и точку P, не лежащую 
в плоскости этого многоугольника. Соединив точку P отрезками с 
вершинами многоугольника, получим n треугольников: PA1A2, 
PA2A3,…, PAnA1 . (1) 

 Многогранник, составленный из n-угольника A1A2 … An и n 
треугольников (1), называется пирамидой. Многоугольник A1A2 … 
An называется основанием, а треугольники (1) – боковыми гранями 
пирамиды». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

51. В учебнике [2] на странице 63 дано определение правиль-
ной пирамиды: «Пирамида называется правильной, если ее основа-
ние – правильный многоугольник, а отрезок, соединяющий верши-
ну пирамиды с центром основания, является ее высотой». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

52. В учебнике [2] на странице 64 дано определение усечен-
ной пирамиды: «Возьмем произвольную пирамиду PA1A2…An и 
проведем секущую плоскость β, параллельную плоскости α осно-
вания пирамиды и пересекающую боковые ребра в точках B1,B2,…, 
Bn. Плоскость β разбивает пирамиду на два многогранника. Много-
гранник, гранями которого являются n-угольники A1A2… An и 
B1B2… Bn (нижнее и верхнее основания), расположенные в парал-
лельных плоскостях, и n четырехугольников A1A2B2B1, A2A3B3B2, 
…, AnA1B1Bn  (боковые грани), называется усеченной пирамидой». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

53. В учебнике [2] на странице 84 дано определение компла-
нарного вектора: «Векторы называются компланарными, если при 
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откладывании их от одной и той же точки они будут лежать в одной 
плоскости. Другими словами, векторы называются компланарными, 
если имеются равные им векторы, лежащие в одной плоскости». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

54. В учебнике [2] на странице 113 дано определение зер-
кальной симметрии: «Зеркальной симметрией (симметрией относи-

тельно плоскости ) называется такое отображение пространства 
на себя, при котором любая точка M переходит в симметричную ей 

относительно плоскости  точку M1». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

55. В учебнике [2] на странице 119 дано определение цилинд-

ра: «Рассмотрим две параллельные плоскости α и  и окружность L 

с центром O радиуса r, расположенную в плоскости . Через каж-
дую точку окружности L проведем прямую, перпендикулярную к 
плоскости α. Отрезки этих прямых, заключенные между плоско-

стями α и , образуют цилиндрическую поверхность. Сами отрезки 
называются образующими цилиндрической поверхности. 

Тело, ограниченное цилиндрической поверхностью и двумя 
кругами с границами L и L1, называется цилиндром. Цилиндриче-
ская поверхность называется боковой поверхностью цилиндра, а 
круги – основаниями цилиндра. Образующие цилиндрической по-
верхности называются образующими цилиндра, прямая ОО1 – осью 
цилиндра». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

56. В учебнике [2] на странице 124 дано определение конуса: 
«Рассмотрим окружность L с центром O и прямую OP, перпенди-
кулярную к плоскости этой окружности. Каждую точку окружно-
сти соединим отрезком с точкой P. Поверхность, образованная 
этими отрезками, называется конической поверхностью, а сами от-
резки – образующими конической поверхности.  

Тело, ограниченное конической поверхностью и кругом с 
границей L, называется конусом. Коническая поверхность называ-
ется боковой поверхностью конуса, а круг – основанием конуса. 
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Точка Р называется вершиной конуса, а образующие конической 
поверхности – образующими конуса». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

57. В учебнике [2] на странице 125 дано определение усечен-
ного конуса: «Возьмем произвольный конус и проведем секущую 
плоскость, перпендикулярную к его оси. Эта плоскость пересекает-
ся с конусом по кругу и разбивает конус на две части. Одна из час-
тей представляет собой конус, а другая называется усеченным ко-
нусом. Основание исходного конуса и круг, полученный в сечении 
этого конуса плоскостью, называются основаниями усеченного ко-
нуса, а отрезок, соединяющий их центры, – высотой усеченного 
конуса». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

58. В учебнике [2] на странице 129 дано определение сферы: 
«Сферой называется поверхность, состоящая из всех точек про-
странства, расположенных на данном расстоянии от данной точки. 
Данная точка называется центром сферы, а данное расстояние – 
радиусом сферы». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

59. В учебнике [2] на странице 129 дано определение шара: 
«Тело, ограниченное сферой, называется шаром. Центр, радиус и 
диаметр сферы называются также центром, радиусом и диаметром 
шара». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 

60. В учебнике [15] на странице 355 дано определение тела 
вращения: «Телом вращения в простейшем случае называется та-
кое тело, которое плоскостями, перпендикулярными некоторой 
прямой (оси вращения), пересекается по кругам с центрами на этой 
прямой». 
__________________________________________________________ 
__________________________________________________________ 
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IV. Задачи повышенной сложности. 

1. Установите родовидовые связи следующих понятий: 

1.1 углы, образованные пересечением двух прямых третьей. 

1.2 треугольник. 

1.3 окружность. 

1.4 ломаная. 

1.5 многоугольник. 

1.6 параллелограмм. 

1.7 прямоугольник. 

1.8 ромб. 

1.9 квадрат. 

1.10 трапеция. 

2. Опишите все случаи взаимного расположения: 

2.1 четырех точек. 

2.2 трех прямых. 

2.3 трех плоскостей. 

2.4 прямой и двух точек. 

2.5 точки и двух прямых. 

2.6 плоскости и двух точек. 

2.7 точки и двух плоскостей. 

2.8 плоскости и двух прямых. 

2.9 прямой и двух плоскостей. 

2.10 двух прямых и двух точек. 
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Пример. Установите родовидовые связи понятия геометриче-

ские фигуры. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

плоскость другие по-
верхности 

углы линии 

Геометрические фигуры 

связные (любые две точки фигуры 
можно соединить непрерывной 

линией, целиком принадлежащей 
данной фигуре) 

не являются связными (фигура Ф 
не является связной, если 
Ф=Ф1∩ Ф2 и Ф1 ∩ Ф2 = Ǿ) 

ограниченные (если фигуру можно 
заключить в какую-нибудь сферу) 

неограниченные 

поверхности 

другие 
геометриче-
ские фигуры 

геометрическое 
тело  

(содержит все 
свои граничные 

точки,  
причем сколь 
угодно близко 

от любой  
граничной точки 

находятся  
внутренние  

точки фигуры 
многогранники 

тела вращения 

правильные невыпуклые 

другие многогранники 

выпуклые 

тетраэдр октаэдр куб додекаэдр икосаэдр 

шар 

цилиндр 

конус 

другие тела вращения 

другие геометрические тела 
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V. Творческое задание. 
Изучите предложенный хрестоматийный материал (по необ-

ходимости дополните библиографический список). Выясните, из 
каких положений (математических, дидактических и психолого-
дидактических) исходил Колмогоров при разработке школьного 
курса математики, и в первую очередь, при формировании поня-
тийного аппарата школьного курса математики.. 

1) Колмогоров А.Н. Научные основы школьного курса мате-
матики. Первая лекция: Современные взгляды на природу 
математики. – Журнал «Математика в школе», 3 (1969). 

2) Колмогоров А.Н.  Научные основы школьного курса ма-
тематики. Вторая лекция: Натуральные числа. – Журнал 
«Математика в школе», 5 (1969). 

3) Колмогоров А.Н.  Научные основы школьного курса ма-
тематики. Третья лекция: Обобщение понятия числа. Не-
отрицательные рациональные числа. – Журнал «Матема-
тика в школе», 2 (1970). 

4) Колмогоров А.Н. О скалярных величинах, – Журнал «Ма-
тематика в школе», 3 (1986). 

5) Колмогоров А.Н. Научные основы школьного курса мате-
матики. Программы педагогических институтов. – М. : 
Просвещение, 1983. 

6) Колмогоров А.Н. Математика - наука и профессия. 1988. 
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РАЗДЕЛ 2. ИЗУЧЕНИЕ СВОЙСТВ И ПРИЗНАКОВ 

ПОНЯТИЙ. 
 

Теорема – важнейший структурный элемент математики как 

науки. Понимание того, как устроены теоремы, понимание сущест-

ва понятия «доказательство теоремы» и методов доказательства 

теорем образуют те логические основания, без усвоения которых 

невозможно ни изучать математику, ни преподавать ее. 

С точки зрения традиционной логики, математическая теоре-

ма есть суждение. Понятие суждения представляет собой вторую 

важнейшую категорию, выделенную традиционной логикой. В су-

ждениях выражаются знания о связях между понятиями. Точнее, 

суждение – это форма мысли, в которой утверждается (или отрица-

ется) либо связь между предметом и его признаком, либо связь (от-

ношение) между предметами, либо факт существования предмета; 

суждение может быть либо истинным, либо ложным и при этом 

непременно одним из двух. 

Высказывание – это предложение языка, выражающее суж-

дение. 

«Суждение» – термин, пришедший из традиционной логики. 

В математической логике ему соответствует термин «высказыва-

ние». Понятие, выражаемые этими терминами часто отождествля-

ются. Или же под суждением понимается сама мысль о связи поня-

тий, а под высказыванием – предложение языка, выражающее эту 

мысль. Образно говоря, можно сказать, что суждение – в голове, а 

высказывание – на языке. Поскольку иначе, как с помощью языка 

суждение выразить невозможно, поэтому суждение можно отожде-

ствлять с высказыванием. 

Итак, высказывание – это предложение, которое что-либо ут-

верждает (или отрицает) и о котором можно судить, истинно оно 

или ложно. 

Истинное суждение (высказывание) – такое, в котором связь 

понятий правильно отражает реальные свойства и отношения 

предмета мысли. Ложное суждение (высказывание) – такое, в кото-

ром связь понятий искажает объективные свойства и отношения 

предмета мысли [7, с. 50-51]. 
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I. Работа с теоретическим материалом темы (20 минут). 

Изучите пункты «Математические теоремы как суждения», 

«Прямая и обратная теоремы», «Противоположная и обратная про-

тивоположной теоремы» из Хрестоматии [5]. Ответьте на вопрос: 

«Изменилось ли ваше представление о теореме как «об утвержде-

нии, справедливость которого устанавливается путем рассужде-

ний» [1, с.29]? Разработайте конспект по одной из тем:  

1) «Математические теоремы как суждения»; 

2) «Прямая, обратная и противоположная теоремы». 

II. Тестовые задания на усвоение теоретического мате-

риала (25 минут). В следующих заданиях определите, истинны 

или ложны суждения о свойствах точек, прямых и плоскостей, за-

писанные на логико-математическом языке. 

1. Через любые две точки можно провести прямую, и притом 

только одну:      aBaAaaBA  !,, . 

2. Через прямую и не лежащую на ней точку проходит плос-

кость, и притом только одна:       AaaAaA ,!,, . 

3. Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость и 

притом только одна:       babaa ,!, . 

4. Если одна из двух параллельных прямых пересекает дан-

ную плоскость, то и другая прямая пересекает эту плоскость: 

         baaba ||, . 

5. Если прямая, не лежащая в данной плоскости, параллельна 

какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоскости, то она парал-

лельна данной плоскости: 

           ||||,, abbaaba  . 

6. Если плоскость проходит через данную прямую, парал-

лельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия 

пересечения плоскостей параллельна данной прямой: 

          abcaa ||||,   . 

7. Если одна из двух параллельных прямых параллельна дан-

ной плоскости, то другая прямая, либо также параллельна данной 

плоскости, либо лежит в этой плоскости:  

            bbababa ||||||,, . 
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8. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна 

к третьей прямой, то и другая прямая образует угол в 90  с этой 

прямой:         cbcabacba  ||,, . 

9. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна 

к плоскости, то и другая прямая перпендикулярна к этой плоско-

сти:         baba || . 

10. Если две прямые перпендикулярны к плоскости, то они 

параллельны:          ||, ababa   

III. Тренировочные задания. 

Пример.  

Характеристические свойства угла (признаки): 

Определение 4.       OBOA . 

Определение 5.        OBOA . 

Свойства угла: 

Теорема 1.    

Теорема 2. AOB  . 

Введем определение равных углов. 

Определение 6. Углы называются равными, если их можно 

совместить наложением друг на друга. [6, с. 172] 

Теорема 3.   , – развернутые углы. 

Введем понятие градусной меры угла. 

Обычно за единицу измерения углов принимают градус – 

угол, равный 
180

1
 части развернутого угла.  

Определение 7. Положительное число ̂ , которое показыва-

ет, сколько раз градус и его части укладываются в данном угле, на-

зывается градусной мерой угла. 

Величину угла будет обозначать знаком ^. Например: ̂ . 

Теорема 4.  360ˆˆ  . 

Теорема 5. ̂ разв. 180 . 

Теорема 6.   ˆˆ . 

Введем понятие смежного угла. 
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Определение 8. Два угла, у которых одна сторона общая, а 

две другие являются продолжениями одна другой, называются 

смежными.  

Теорема 7.  180ˆˆ  . 

 
 

В следующих задачах сформулируйте и запишите в виде 

теорем на логико-математическом языке все признаки и свой-

ства следующих понятий: 

1. срединный перпендикуляр к отрезку; 

2. биссектриса угла; 

3. треугольник; 

4. медиана треугольника; 

5. биссектриса треугольника; 

6. высота треугольника; 

7. средняя линия треугольника; 

8. окружность; 

9. хорда окружности; 

10. дуга окружности; 

11. диаметр; 

12. касательная к окружности; 

13. центральный угол; 

14. вписанный угол; 

15. расстояние между двумя окружностями; 

16. круг; 

17. сегмент круга; 

18. ломаная; 

19. многоугольник; 

20. диагональ многоугольника; 

21. правильный многоугольник; 

22. параллелограмм; 

23. прямоугольник; 

24. ромб; 

25. квадрат; 

26. трапеция; 

27. средняя линия трапеции; 

28. осевая симметрия; 

разв. 
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29. центральная симметрия; 

30. движение; 

31. параллельный перенос; 

32. поворот; 

33. подобие; 

34. гомотетия; 

35. подобные треугольники; 

36. вписанная окружность; 

37. описанная окружность; 

38. вектор; 

39. сумма векторов; 

40. разность векторов; 

41. скалярное произведение векторов; 

42. тетраэдр; 

43. параллелепипед; 

44. угол между прямой и плоскостью; 

45. двугранный угол; 

46. многогранник; 

47. правильный многогранник; 

48. призма; 

49. правильная призма; 

50. пирамида; 

51. правильная пирамида; 

52. усеченная пирамида; 

53. компланарный вектор; 

54. зеркальная симметрия; 

55. цилиндр; 

56. конус; 

57. усеченный конус; 

58. сфера; 

59. шар; 

60. тело вращения. 

IV. Задачи повышенной сложности. 

При выполнении тренировочных задач вы получили совокуп-

ность теорем, которые назовем теоремами первого уровня. Исполь-

зуя этим теоремы, выведите, по крайней мере, еще 3 теоремы. При 

необходимости вводите новые понятия. 
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Пример. 

Теорема 8. Для смежных углов  и :  =180 –   и                

 =180 – (следствие из теоремы 7). 

Теорема 9. Если = и  и  – смежные, то ==90 (следст-

вие из теоремы 7). 

Определение 9. Угол, величина которого равна 90, называет-

ся прямым. 

Определение 10. Два угла называются вертикальными, если 

стороны одного угла являются продолжением сторон другого. 

Теорема 10. Вертикальные углы равны  (следствие из теорем 

4, 5, 7, 8). 

V. Творческое задание. 

По приведенной ниже схеме опишите одну из следующих 

геометрических фигур:  

а) шаровой сектор; 

б) шаровой сегмент; 

в) шаровой слой; 

г*) сферический треугольник; 

д*) сферический двуугольник. 

Схема: 

1. Определение. 

2. Родо-видовые связи. 

3. Рисунок – чертеж для плоской фигуры или способы изо-

бражения геометрического тела при параллельном проектировании 

(чертежи прямоугольной проекции). 

4. Признаки и свойства геометрической фигуры. 

5. Способы вычисления длин отрезков фигуры, ее углов, 

площади и объема (если данные величины существуют). 

6. Описание частей фигуры и наиболее значимых конфигура-

ций. 

7. Геометрическая фигура в прямоугольной системе коорди-

нат. 

При необходимости используйте ресурсы Internet, школьные 

учебники, справочники, энциклопедии. 

Задания г*, д* – задания уровня повышенной подготовки. 
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РАЗДЕЛ 3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. 
 

Доказательства в математике основываются на умозаключе-

ниях. Умозаключения – третий, после понятия и суждения, важ-

нейший объект, важнейшая категория, изучаемая традиционной 

логикой. В умозаключениях выражаются логические связи между 

суждениями. В самом общем виде умозаключение представляет 

собой мыслительный процесс получения нового знания, выражен-

ного в суждении, из других знаний, также выраженных в суждени-

ях. Исходные суждения называются посылками умозаключения, а 

получаемое суждение – заключением или следствием. Таким обра-

зом, посредством умозаключений мы получаем приращение зна-

ний, не обращаясь к исследованию предметов и явлений самой 

действительности, имеем возможность открывать такие связи и от-

ношения действительности, которые невозможно усмотреть непо-

средственно. 

Умозаключением называют логическую операцию, сопостав-

ляющую одному или нескольким данным суждениям (высказыва-

ниям) новое суждение (высказывание). В зависимости от того, по 

каким правилам происходит это сопоставление, умозаключения 

делятся на дедуктивные (от лат. deductio – выведение) и индуктив-

ные (от лат. inductio – наведение) или правдоподобные. Дедуктив-

ные умозаключения связаны с логикой, индуктивные – с интуици-

ей. Расхожим является мнение о том, что дедуктивные умозаклю-

чения – это «умозаключения от общего к частному», а индуктив-

ные – это «умозаключения от частного к общему». Эти «определе-

ния» лишь в самых общих чертах характеризуют, в частности, де-

дуктивные умозаключения. Это одно приведенное свойство еще не 

является для них определяющим. Дедуктивное умозаключение ос-

новано, прежде всего, на анализе формальной (логической) струк-

туры посылок и следствия, индуктивное умозаключение основано 

на анализе содержания посылок и следствия. [7, с. 118] 
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I. Работа с теоретическим материалом темы (20 минут). 

Изучите пункты «Понятие доказательства», «О пользе теории 

множеств» из Хрестоматии [5]. Разработайте конспект по теме 

«Доказательства в геометрии». 

II. Тестовые задания на усвоение теоретического мате-

риала (25 минут). Вспомните и воспроизведите доказательства ос-

новных фактов геометрии. Доказательство запишите на логико-

математическом языке. 

1. Через любую точку пространства, не лежащую на данной 

прямой, проходит прямая, параллельная данной и притом только 

одна. 

2. Если две прямые параллельны третьей прямой, то они па-

раллельны. 

3. Пусть даны на плоскости две прямые и третья прямая их 

секущая. Две прямые, пересеченные третьей будут параллельны 

тогда и только тогда, когда накрест лежащие углы равны. 

4. Если одна из двух прямых лежит в некоторой плоскости, а 

другая прямая пересекает эту плоскость в точке, не лежащей на 

первой прямой, то эти прямые скрещиваются. 

5. Через каждую из двух скрещивающихся прямых проходит 

плоскость, параллельная другой прямой, и притом только одна. 

6. Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соот-

ветственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти 

плоскости параллельны. 

7. Если две параллельные плоскости пересечены третьей, то 

линии их пересечения параллельны. 

8. Отрезки параллельных прямых, заключенные между двумя 

параллельными плоскостями, равны. 

9. Если прямая перпендикулярна к двум пересекающимся 

прямым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна к этой 

плоскости. 

10. Через любую точку пространства проходит прямая, пер-

пендикулярная к данной плоскости, и притом только одна. 
III. Тренировочные задания. 

В предыдущем разделе «Изучение свойств и признаков 

понятий» вами были сформулированы и записаны в виде тео-
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рем на логико-математическом языке признаки и свойства по-

нятий. Докажите сформулированные теоремы. 
Пример. Докажем сформулированные ранее теоремы. 

Теорема 1.    

Доказательство. 

Определение 4.       OBOA . 

Определение 5.        OBOA . 

              OBOAOBOA  

       OBOA                                                           (1) 

Замечание: равенство (1) возможно доказать с использовани-
ем аксиом, что будет сделано в разделе 4.  

Теорема 2. AOB   

Доказательство. 

Лемма 1.       OBOA . 

Лемма 2.       OBOA . 

Лемма 3.   . 

              OBOAOBOA  

               

       











OBOA

OBOAOBOAOBOA
 

По лемме 1, лемме 2 и лемме 3 получаем: 

          AOBOBOAOBOA        AOBOBOA   . 

IV. Задачи повышенной сложности. 

Пример. В книге [7] на странице 122 приведен пример фор-

мального доказательства следующего утверждения: «Диагонали па-

раллелограмма пересекаются и точкой пересечения делятся попо-

лам». Представим результаты этого доказательства в виде таблицы. 
Утверждение Обоснование 

(1) ABCD - параллело-
грамм 

 Гипотеза 

(2) О – середина диа-
гонали BD : BO = OD 

Гипотеза 

(3) С1 – точка луча AO 
такая, что АО = ОС1 

Гипотеза 

(4) BO = OD, АО =ОС1 (2)  (3) 

(5) Если BO = OD, АО = ОС1, то 
ABС1D - параллелограмм 

По теореме: «Если диагонали четырех-
угольника пересекаются и точкой пе-
ресечения делятся пополам, то этот 
четырехугольник – параллелограмм». 

B 

D 

O 

A 

C 
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(6) ABС1D - параллелограмм МР: (4), (5) 

(7) Если ABС1D – параллелограмм, то 
BС1||AD 

По определению параллелограмма 

(8) BС1||AD МР: (6), (7) 

(9) Если ABCD – параллелограмм, то 
BС||AD 

По определению параллелограмма 

(10) BС||AD МР: (1), (9) 

(11) BС1||AD  BС||AD (8)  (10) 

(12) Если BС1||AD и BС||AD, то 
BС1 = BС 

Аксиома параллельности 

(13) BС1 = BС МР: (11), (12) 

(14) Если ABС1D – параллелограмм, то 
AB||DС1 

По определению параллелограмма 

(15) AB||DС1 МР: (6), (14) 

(16) Если ABCD – параллелограмм, то 
AB||DC 

По определению параллелограмма 

(17) AB||DC МР: (1), (16) 

(18) AB||DС1  AB||DC (15)  (17) 

(19) Если AB||DС1  AB||DC, то 
DС1 = DC 

Аксиома параллельности 

(20) DС1 = DC  МР: (18), (19) 

(21) BС1 = BС  DС1 = DC (13)  (20) 

(22) Если BС1 = BС и DС1 = DC, то 

С1 = BС1  DС1 = BС  DC = С 

По свойствам равенства 

(23) С1 = С МР: (21), (22) 

(24) С1 = С  АО = ОС1 (23)  (3) 

(25) Если С1 = С и АО = ОС1, то 
АО = ОС 

По свойствам равенства 

(26) АО = ОС МР: (24), (25) 

В пунктах 6, 8, 10, 13, 15, 17, 20, 23, 26 используется правило 

вывода Modus Ponens (MP): 

 

В процессе обучения совсем формальные доказательства гео-

метрических фактов не целесообразны. Поэтому, часть этапов до-

казательства опускается. В результате получаем более компактное 

и логически более понятное представление доказательства.  

Утверждение Обоснование 

(1) ABCD - параллело-
грамм 

 Дано 

(2) AB||CD, BC||AD По определению паралле-
лограмма A 

B O C 

D 
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(3)  BDO , BO = OD По построению 

(4)  AOC 1 , AO = OC1 
По построению 

(5) ABС1D – параллелограмм (3)  (4)  по теореме: «Если диагона-
ли четырехугольника пересекаются и 
точкой пересечения делятся пополам, 
то этот четырехугольник - параллело-
грамм». 

(6) BС1||AD По определению параллелограмма 

(7) BС1  BС (2)  аксиома параллельности 

(8) AB||DС1  По определению параллелограмма 

(9) DС1  DC (2)  аксиома параллельности 

(10) С1  С МР: (7), (9) 

(11) ABCD  ABС1D Из (7)  (9)  (10) 

В следующих задачах докажите утверждения, представьте 

это доказательство в виде, отвечающем определению (фор-

мального) доказательства, а также в компактном и более по-

нятном виде. Результаты оформите в виде двух таблиц, со-

стоящих из двух колонок, одна из которых содержит утвержде-

ния, а другая – их обоснования.  

1. Если у четырехугольника ABCD углы A и C тупые, то 

AC < BD. 

2. Если в выпуклом четырехугольнике ABCD противополож-

ные углы A и C – прямые, и на диагональ AC опущены перпенди-

куляры BE и DF, то CE = FA. 

3. Если четыре различные точки плоскости А, В, С и D рас-

положены так, что AB  CD, AC  BC, то и AD  ВС. 

4. Если точка С лежит между точками А и В, и в одной полу-

плоскости относительно АВ построены равнобедренные треуголь-

ники ACD и CEB такие, что AD = DC = CE= EB, то для точки D, 

находящейся на расстоянии, равном AD, от вершин D и Е, и не 

совпадающей с точкой С, выполняется равенство AF = FB. 

5. Если a, b, c – стороны некоторого треугольника и 

a
2
 + b

2
 + c

2
 = ab + bc +ca, то этот треугольник – равносторонний.   

6. Если прямая, проведенная из вершины С некоторого тре-

угольника АВС делит медиану, опущенную из вершины А, попо-

лам, то она делит сторону AB в отношении 1:2.  
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7. Перпендикуляр, восстановленный из середины отрезка, 

соединяющего основания двух высот треугольника, делит третью 

сторону этого треугольника на две равные части. 

8. Если в остроугольном треугольнике ABC на высоте AH 

выбрать произвольную точку D, через которую провести BD до пе-

ресечения со стороной AC в точке E и CD до пересечения со сторо-

ной AB в точке F, то AHE = ANF.  

9. У любого тетраэдра есть по крайней мере одна вершина, 

все плоские углы при которой острые. 

10. Если угол при вершине равнобедренного треугольника 

C=20, и на боковых сторонах AB и BC выбраны соответственно 

точки M и N так, что ABM=60, BAN=50, то BMN=30. 
11. Если через внутреннюю точку P треугольника ABC про-

вести прямые, параллельные его сторонам, обозначить тоски пере-

сечения со сторонами AB, BC и AC треугольника соответственно C1 

и C2, A1 и A2, B1 и B2, то 1212121 
AB

CC

AC

BB

BC

AA
. 

12. Все ромбы, вписанные в данный треугольник, подобны. 

13. Если квадрат и треугольник равных площадей, вписаны в 

некоторый полукруг, причем одна из сторон треугольника совпада-

ет с диаметром этого полукруга, то центр окружности, вписанной в 

данный треугольник, лежит на одной из сторон данного квадрата. 

14. Если в треугольнике ABC отрезки BD и BE делят на три 

равные части угол B, CD и CE делят на три равные части угол C, а 

точка Е расположена ближе к стороне BC, то BDE=EDC.   

15. Если в четырехугольнике отрезки, соединяющие середины 

противоположных сторон, пересекаются, то они делятся точкой 

пересечения пополам. 

16. Если в тетраэдре OABC противоположные ребра OA и BC, 

а также OB и AC взаимно перпендикулярны, то и противополож-

ные ребра OC и AB также взаимно перпендикулярны.  

17. Отрезки, соединяющие середины противолежащих ребер 

тетраэдра, пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам. 

18. Докажите, что стороны параллелограмма обратно пропор-

циональны соответствующим высотам. 
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19. Докажите, что прямая, проходящая через точку пересече-

ния диагоналей трапеции и через точку пересечения продолжений 

ее боковых сторон, делит основания трапеции пополам.     

20. В треугольнике центр вписанной окружности соединили с 

вершинами треугольника и точками касания. Докажите, что пары 

треугольников, прилежащие к одной вершине, равны. 

V. Творческое задание: «Исторические теоремы геомет-

рии». Разберите одну из предложенных теорем, приведите под-

робное доказательство на логико-математическом языке. Что 

вы знаете об авторах этих теорем? 
1. Теорема Микеля. 

2. Теорема Клиффорда. 
Литература:  

1. Коксетер. Введение в геометрию. – М., 1966. 

2. Прасолов В. Задачи по планиметрии. Ч. 1/ В. Прасолов – М. : 

1991. (задача №2.83). 
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РАЗДЕЛ 4. АКСИОМАТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ В 

ГЕОМЕТРИИ. 
 

Можно сказать, что математическая наука достигает совер-
шенства лишь тогда, когда ей удается пользоваться аксиоматиче-
ским методом, т.е. когда наука принимает характер аксиоматиче-
ской теории. Более того, развитие наук в XX в. показало, что мате-
матика выделяется в системе наук тем, что в ней чрезвычайно ши-
роко используется аксиоматический метод, который в значитель-
ной мере и обусловливает поразительную эффективность матема-
тики в процессе познания окружающего мира и преобразующего 
воздействия на него. 

В начале XX в. благодаря главным образом работам немецкого 
математика Д.Гильберта (1862–1943) окончательно сформировались 
принципиальные положения аксиоматического метода и было осоз-
нано его значение для математики. Первые идеи, связанные с этим 
методом, восходят к титанам античной мысли Платону и Аристоте-
лю (IV в. до н.э.). Первый практический шаг на этом пути был сде-
лан более двух тысяч лет назад древнегреческим математиком Евк-
лидом (около 300 г. до н.э.). Его труд "Начала" (15 книг) как энцик-
лопедия геометрических знаний служил образцом написания мате-
матических работ на протяжении более двадцати веков. 

Можно проследить два пути, по которым происходило становле-
ние тех или иных аксиоматических теорий, известных в математике. 

Первый путь можно охарактеризовать тем, что та или иная 
математическая теория, достигнув достаточно высокого уровня 
развития, принимает характер аксиоматической теории. Подобным 
образом произошла аксиоматизация таких математических теорий, 
как арифметика (на основе системы аксиом Дж. Пеано), геометрия 
(на основе систем аксиом Д.Гильберта, Г.Вейля, М.Пиери и др.), 
теория вероятностей (аксиоматика А.Н.Колмогорова) и т.д. 

Второй путь возникновения аксиоматических теорий связан с 
процессом постепенного осознания глубокого внутреннего сходст-
ва основных черт, казалось бы, совершенно разных математиче-
ских теорий, с попыткой выделить общие черты, с тем чтобы, ру-
ководствуясь ими, построить аксиоматическую теорию. На этом 
пути возникли, по-видимому, все алгебраические (аксиоматиче-
ские) теории, прежде всего теории групп, колец, полей и других 
алгебраических систем, общая или универсальная алгебра и т.д. 
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I. Работа с теоретическим материалом темы (20 минут). 

Изучите пункты «Аксиоматический метод в математике», 

«Аксиоматический метод в обучении математике», «Дальнейшие 

свойства неформальных аксиоматических теорий» из Хрестоматии 

[5]. Разработайте конспект по одной из тем: 

1) «Аксиоматический метод в математике» 

2) «Свойства неформальных аксиоматических теорий». 

II. Тестовые задания на усвоение теоретического мате-

риала (25 минут). Заполните пропуски. 

1. ______________ – первоначальные утверждения о первона-

чальных понятиях, которые принимаются без доказательства. 

2. Высказывание, определяющее значение понятия, называет-

ся _____________________ . 

3. Аксиоматическая теория, две любые модели которой изо-

морфны, называется _______________________ . 

4. Аксиома, не зависящая от остальных, то есть такая, которая 

не может быть выведена из остальных аксиом этой системы, назы-

вается ___________________________ . 

5. ______________ – новые утверждения о первоначальных и 

определяемых понятиях, полученные с помощью правил логиче-

ского умозаключения, исходя из выбранной системы аксиом. 

6. Теория называется _______________________ , если в ней 

не может быть доказано одновременно некоторое утверждение А и 

его отрицание A . 

7. Понятие, смысл которого определен, называется 

____________________________ . 

8. Понятия, которые не определяются и используются без 

объяснения их смысла, называются __________________________ . 

9. Теория называется _________________________, если она 

содержит достаточное для какой-нибудь цели количество теорем. 

10. Совокупность всех теорем, доказываемых на основе сис-

тем аксиом, называется ________________________________ . 
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III. Тренировочные задания. 
Пример. Система аксиом по Атанасяну Л.С. 

Система аксиом Атанасяна 

Неопределяемые понятия: точка, прямая, плоскость, «лежать между» для 
точек прямой, наложение 

№ Формулировка Геометриче-
ская  

модель 

Запись на логико-
математическом языке 

1 2 3 4 

А1 На каждой прямой и в 
каждой плоскости име-
ются по крайней мере 
две точки.  

   aBABAa  ,:,  

     BABA ,:,  

А2 Имеются по крайней 
мере три точки, не ле-
жащие на одной прямой, 
и по крайней мере 4 точ-
ки, не лежащие в одной 
плоскости. 

 

  
 

),()
,(,

,,

aAaBMaB
aMAaMaBA

MBAa






  

),,(
),,(
),,(
),,(

,,,















EMDC
DMEC
CMED
MEDC
MEDC

 

А3 Через любые две точки 
проходит прямая и при-
том только одна. 

 
   

   aBaA

aBA



 :!,  

 

А4 Через любые три точки, 
не лежащие на одной 
прямой, проходит плос-
кость и притом только 
одна. 

 

       
      aCaBaA

aaCaBAСBAa


 !,,,,

 
 

А5 Если две точки прямой 
лежат в плоскости, то 
все точки прямой лежат 
в этой плоскости. 

    
      







CBA

aCBAaCBA :,,,,,,  

А6 Если две плоскости 
имеют общую точку, то 
они имеют общую пря-
мую, на которой лежат 
все общие точки этих 
плоскостей. 

      
    aaM

aMM







 :,,  

А7 Из трех точек прямой 
одна, и только одна, ле-
жит между двумя дру-
гими. 
 

    
      

     ][][][

:

,,,,,

ABCACBBCA

CACBBA

aCBAaÑBA







 

А8 Каждая точка О прямой 
разделяет ее на две части 
– два луча – так, что 

  

B 
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C 

а 

a 
A 

B 

A 
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C E 
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любые две точки одного 
и того же луча лежат по 
одну сторону от точки 
О, а любые две точки 
разных лучей лежат по 
разные стороны от точки 
О. При этом точка О не 
принадлежит ни одному 
из указанных лучей. 

  
         

    
       
        OBBBOBOBB

OAAAOAOAA
OBOA

OBOOAaABO
aBAOaBABAO

111

111

11

][

,,,,,,,












 
 
 

Определение. [AB] – отрезок, если    BAABAB ][ . 

А9 Каждая прямая а, лежа-
щая в плоскости, разде-
ляет эту плоскость на 
две части – две полу-
плоскости – так, что лю-
бые две точки одной и 
той же полуплоскости 
лежат по одну сторону 
от прямой а, а любые 
две точки разных полу-
плоскостей лежат по 
разные стороны от пря-
мой а. При этом точки 
прямой а не принадле-
жат ни одной из этих 
полуплоскостей. 

  
   
   

    
    

     
      
     
      2121

21

1111

11

1121

:

:

:
,

,,,,,,,,

ANNNAN
aAaNN

AMMMAM
aAaMM

aNaM
aNaaM

MNAAaMN
NMa

aNNMMAAA























 

А10 Каждая плоскость  раз-
деляет пространство на 
две части – два полупро-
странства – так, что лю-
бые две точки одного и 
того же полупространст-
ва лежат по одну сторо-

ну от плоскости , а лю-
бые две точки разных 
полупространств лежат 
по разные стороны от 

плоскости . 

  
   
   

    
    

     
      
     
      1221

21

1111

11

1121

:

:

:
,

,,,,,,,,

NANNAN
ANN

MAMMAM
AMM

NM
NM

MNAAMN
NM

NNMMAAA





























 

А11 Если при наложении со-
вмещаются концы двух 
отрезков, то совмещают-
ся и сами отрезки. 

  

А12 На любом луче от его 
начала можно отложить 
отрезок, равный данно-
му, и притом только 
один. 

        
    MNOAOAA

OAMNNMOA





:!

,,,  
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А13 От любого луча в дан-
ную полуплоскость 
можно отложить угол, 
равный данному нераз-
вернутому углу, и при-
том только один. 

     
   
       XYZAOBBOAOB

XYZBOA

OAZYXOBA







:,!

180),(

,,,,,



 

А14 Два равных угла XAY и 
X1BY1, лежащие в плос-

костях  и , являющих-
ся границами полупро-
странств P1 и P2, можно 
совместить наложением 
так, что при этом со-
вместятся полупро-
странства P1 и P2, при-
чем это можно сделать 
двумя способами: в од-
ном случае совместятся 
лучи [AX) и [BX1), [AY) и 
[BY1), а в другом – лучи 
[AX) и [BY1), [AY) и 
[BX1). 

  

Определение. Фигура – любое множество точек. 

А15 Любая фигура равна са-
ма себе. 

    

А16 Если фигура Ф равна 
фигуре Ф1, то фигура Ф1 
равна фигуре Ф. 

  





11

1 :,  

А17 Если фигура Ф1 равна 
фигуре Ф2, а фигура Ф2 
равна фигуре Ф3, то фи-
гура Ф1 равна фигуре Ф3. 

  

    

 31

3221

321 :,,






 

А18 При выбранной единице 
измерения отрезков, 
длина каждого отрезка 
выражается положи-
тельным числом. 

     

  01

:,





ABOE

ABOE
 

А19 При выбранной единице 
измерения отрезков, для 
любого положительного 
числа существует отре-
зок, длина которого вы-
ражается этим числом. 

    

nABABOE

nOE





:)(1

0
 

Определение. Две прямые параллельны, если они лежат в одной плоскости и не 
пересекаются: baba || . 
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А20 Аксиома параллельно-
сти 
В любой плоскости че-
рез точку, не лежащую 
на данной прямой этой 
плоскости, проходит 
только одна прямая, па-
раллельная данной. 

    
   
  11

11

||
:!

,,

aaaa
aAaA
aAaAa








 

В следующих системах аксиом (по Погорелову, по Гиль-
берту, по Вейлю, по А.Д. Александрову) запишите аксиомы на 
логико-математическом языке и представьте их геометриче-
ские модели. 

Система аксиом Погорелова 

Неопределяемые понятия: точка, прямая, плоскость 

№ Формулировка Геометрическая  
модель 

Запись на логико-
математическом 

языке 
1 2 3 4 

Аксиомы планиметрии   

П1 Какова бы ни была прямая, 
существуют точки, принад-
лежащие этой прямой, и 
точки, не принадлежащие 
ей. Через любые две точки 
можно провести прямую, и 
только одну. 

  

П2 Из трех точек на прямой 
одна и только одна лежит 
между двумя другими. 

  

П3 Каждый отрезок имеет оп-
ределенную длину, боль-
шую нуля. Длина отрезка 
равна сумме длин частей, на 
которые он разбивается лю-
бой его точкой. 

  

П4 Прямая разбивает плоскость 
на две полуплоскости. 

  

П5 Каждый угол имеет опреде-
ленную градусную меру, 
большую нуля. Развернутый 

угол равен 180. Градусная 
мера угла равна сумме гра-
дусных мер углов, на кото-
рые он разбивается любым 
лучом, проходящим между 
его сторонами. 
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П6 На любой полупрямой от ее 
начальной точки можно 
отложить отрезок заданной 
длины, и только один. 

  

П7 От любой полупрямой в 
заданную полуплоскость 
можно отложить угол с за-
данной градусной мерой, 

меньшей 180, и только 
один. 

  

П8 Какой бы ни был треуголь-
ник, существует равный ему 
треугольник в заданном 
расположении относитель-
ной данной полупрямой. 

  

П9 Через точку, не лежащую на 
данной прямой можно про-
вести не более одной пря-
мой, параллельной данной. 

  

Аксиомы стереометрии   

П10 Какова бы ни была плос-
кость, существуют точки, 
принадлежащие этой плос-
кости, и точки, не принад-
лежащие ей. 

  

П11 Если две различные плоско-
сти имеют общую точку, то 
они пересекаются по пря-
мой, проходящей через эту 
точку. 

  

 
 

Система аксиом Гильберта 

Неопределяемые понятия: точка, прямая, плоскость 

№ Формулировка Геометрическая  
модель 

Запись на логико-
математическом 

языке 
1 2 3 4 

Аксиомы принадлежности   

Г1 Для любых двух точек А, В 
существует прямая а, кото-
рой принадлежит каждая из 
данных точек. 

  

Г2 Для двух точек А, В может 
существовать не более одной 
прямой а, которой эти точки 
принадлежат. 
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Г3 Если дана прямая а, то всегда 
существуют по крайней мере 
две точки А, В, которые при-
надлежат прямой а. 

  

Г4 Если А, В, С – точки, не при-
надлежащие одной прямой, 

то существует плоскость , 
которой эти точки принадле-

жат. Для любой плоскости  
существует точка А, принад-

лежащая . 

  

Г5 Для любых трех точек А, В, 
С, не принадлежащих одной 
прямой, может существовать 

не более одной плоскости , 
которой принадлежит каждая 
из этих точек. 

  

Г6 Если две точки А, В принад-
лежат как прямой а, так и 

плоскости , то прямая а 

принадлежит плоскости . 

  

Г7 Если существует точка А, 
принадлежащая двум плос-

костям , , то существует 
вторая точка В, принадлежа-

щая плоскостям , . 

  

Г8 Существуют по крайней мере 
четыре точки, не принадле-
жащие одной плоскости. 

  

Аксиомы порядка   

Г9 Если точка В лежит между 
точками А и С, то  А, В, С – 
различные точки одной пря-
мой и В лежит также между 
С и А. 

  

Г10 Для любых двух точек А и В 
существует по крайней мере 
одна точка С, такая, что В 
лежит между  А и С. 

  

Г11 Если даны три различные 
точки А, В, С, лежащие на 
одной прямой, то из этих то-
чек не более чем одна может 
лежать между двумя други-
ми. 

  

Г12 Пусть А, В, С – три точки, не 
лежащие на одной прямой, и 
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а – прямая, лежащая в плос-
кости (АВС), но не проходя-
щая ни через одну из точек А, 
В, С. Если при этом прямая а 
проходит через внутреннюю 
точку отрезка АВ, то она 
должна пройти через внут-
реннюю точку по крайней 
мере одного из двух отрезков 
[AC] и [BC]. 

Аксиомы конгруэнтности   

Г13 Если даны двухвершинники 

AB и AB, то существует 

точка В, лежащая по одну 

сторону с B от A и такая, 
что двухвершинник АВ равен 

двухвершиннику AB 
(АВ=AB). Для каждого 
двухвершинника АВ спра-
ведливо соотношение 
АВ=ВА. 

  

Г14 Если двухвершинники AB и 

AB равны одному и тому 
же двухвершиннику АВ, то 

двухвершинник AB равен 

AB. 

  

Г15 Если точка В лежит между 

точками А и С, точка В ле-

жит между точками А и С, 
то из равенств двухвершин-

ников АВ=AB, ВС=ВС вы-

текает равенство АС=АС. 

  

Г16 Пусть дан одномерный угол 

(h,k), стороны которого не 
принадлежат одной прямой и 

полуплоскость 1, ребру а 
которой принадлежит дан-

ный луч h с вершиной О. 
Существует единственный 

луч k с начальной точкой О, 
принадлежащий полуплоско-

сти 1, и такой, что угол 

(h,k) равен углу (h,k). 
Всякий угол равен самому 
себе. 
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Г17 Если в треугольниках (ABC) 

и (ABC) стороны AB и AC 
соответственно равны сторо-

нам AB и АС и угол 

(BAC),  равен углу 

(BAC), то выполняется 

равенство (ABC)=(ABC) 

  

Г18 Аксиома непрерывности 
Пусть точки отрезка [AB] 
разбиты на два класса K1, K2 
так, что выполняются сле-
дующие условия: 
1) Каждая точка М отрезка 
[AB] принадлежит одному из 
классов K1, K2, точка А при-
надлежит классу K1, точка В 
– классу K2. Классы K1 и K2 
содержат точки, отличные от 
А и В.  
2) Каждая точка M1 класса K1 

отличная от А лежит между 
точкой А и любой точкой М2 
класса K2.  
Тогда на отрезке [AB] суще-
ствует точка Р, такая, что 
каждая точка M1 , лежащая 
между А и Р, принадлежит 
классу K1, а каждая точка М2, 
лежащая между Р и В, при-
надлежит K2.          

  

Г19 Аксиома параллельности 
Евклида 
Существует такая прямая а, 
не принадлежащая ей точка 
В, что через точку В прохо-
дит не более одной прямой b, 
параллельной данной прямой 
а. 
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Система аксиом Вейля 

Неопределяемые понятия: точка, вектор 

№ Формулировка Геометрическая  
модель 

Запись на логико-
математическом 

языке 
1 2 3 4 

Аксиомы сложения   

В1 Каждым элементам a, b од-
нозначно сопоставлен неко-
торый элемент с – их «сум-
ма», что записывается с=a+b 
или, что равносильно, c=b+a 
(так что a+b=b+a). 

  

В2 Для всяких элементов  a, b, с:  
(a+b)+c=a+(b+c). 

  

В3 Существует такой элемент 0 
– нуль-вектор, что для всяко-
го а: а+0=а. 

  

В4 Для всякого элемента а су-
ществует «обратный» (-а), 
т.е. такой, что а+(-а)=0.  

  

Аксиомы умножения на число   

В5 Всякому элемента а и всяко-

му вещественному числу  
однозначно сопоставлен эле-

мент, записываемый как а 

или, что равносильно а. 

  

В6 Для всяких ,  и а:  

(а)=()а. 

  

В7 Для всяких ,  и а:  

(+)а=а+а. 

  

В8 Для всяких а, b и  : 

(а+b)= а+b. 

  

В9 Для всякого а: 1 а=а.   
Аксиомы скалярного произведения   

В10 Для каждых векторов а, b 
однозначно определено ве-
щественное число – их «ска-
лярное произведение», обо-

значаемое a  b или, что рав-

носильно, b a. 

  

В11 Для каждых а, b, с: 

(a+b)c=ac+bc 

  

В12 Для каждых а, b и числа : 

(a)b=(ab) 

  

В13 При а0: аа>0 (аа обознача-

ется а
2
, и а

2
 обозначается |а|) 
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В14 Аксиома размерности 
На плоскости имеется два, и 
не более, линейно независи-
мых вектора, а в пространст-
ве – три, и не более линейно 
независимых вектора. 

  

Аксиомы соответствия   

В15 Каждой упорядоченной паре 
точек А, В сопоставлен неко-

торый вектор 


AB . 

  

В16 Для каждой точки А и векто-
ра а существует, и притом 
единственная, точка В такая, 

что aAB 


 (то есть от любой 

точки А можно отложить 
вектор, равный данному). 

  

В17 Для любых точек А, В, С: 


 ACBCAB . 

  

В18 Существует хотя бы одна 
точка. 

  

 

Система аксиом А.Д. Александрова 

Неопределяемые понятия: точка, отрезок, плоскость 

№ Формулировка Геометрическая  
модель 

Запись на логико-
математическом 

языке 
1 2 3 4 

Аксиомы связи   

Л1 Существует хотя бы один 
отрезок; у каждого отрезка 
есть два и только два конца; 
кроме того, отрезок содержит 
другие точки: точки, лежа-
щие на отрезке. 

  

Л2 Любые две точки можно со-
единить отрезком и притом 
только одним. 

  

Л3 Всякая точка, лежащая на 
отрезке, делит его на два от-
резка, то есть если С на АВ, 
то отрезки АС, ВС образуют 
вместе отрезок АВ и не име-
ют общих точек кроме С.  

  

Л4 Если точка С лежит на отрез-
ке АВ, а В на CD, то отрезки 
АВ, CD образуют отрезок AD. 
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Аксиомы равенства   

Л5 При любых двух отрезках 
АВ, MN существует и притом 
единственный отрезок AC, 
равный MN и налегающий на 
AB. 

  

Л6 Два отрезка, равные одному 
и тому же отрезку, равны 
друг другу. 

  

Л7 Если С на АВ, С1 на А1В1 и 
АС=А1С1, ВС=В1С1, то 
АВ=А1В1. 

  

Л8 При любых данных отрезках 
а, b=AB существует содер-
жащий АВ отрезок АА1, на 
котором есть такие точки 
А1,А2,…,Аn, что 
AA1=АА2=…=ААn. 
Короче – при любых отрез-
ках а, b можно отложить 
вдоль b отрезки, равные а, 
столько раз, что они «покро-
ют» b. 

  

Л9 Аксиома непрерывности 
Если имеется бесконечная 
последовательность вложен-
ных отрезков, то есть если 

...2211  BABA , то сущест-

вует точка, общая всем этим 
отрезкам. 

  

Плоскостные аксиомы   

Л10 По отношению к каждому 
данному отрезку а две точки, 
не лежащие ни на каком от-
резке, содержащем а, делятся 
на два класса: в один класс 
входят точки, лежащие с од-
ной стороны от а, а в дру-
гой – точки, лежащие с дру-
гой стороны от а, причем в 
каждом классе есть точки. 

  

Л11 От каждого отрезка по дан-
ную сторону от него, от дан-
ного его конца можно отло-
жить угол, равный данному 
(настоящему) углу. При этом 
можно пользоваться любой 
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поперечиной и угол будет 
всегда один и тот же «с точ-
ностью до продолжения и 
укорочения сторон». 

Л12 Если отрезки AC, BD равны и 
идут в одну сторону от от-
резка АВ под прямым углом, 
то CD=AB. 
 

  

Аксиомы стереометрии   

Л13 Плоскость есть фигура, на 
которой выполняется плани-
метрия. 

  

Л14 Для каждых трех точек су-
ществует содержащая их 
плоскость. 

  

Л15 Существуют четыре точки, 
не принадлежащие одной 
плоскости. 

  

Л16 Если две плоскости имеют 
общую точку, то их пересе-
чение является прямой на 
них обеих. 

  

Л17 Два отрезка, равные треть-
ему, равны. 

  

 

IV. Задачи повышенной сложности. 
Из имеющихся систем аксиом (Погорелова, Гильберта, Вей-

ля, А.Д. Александрова) выведите первые теоремы, запишите их на 
логико-математическом языке, представьте геометрические моде-
ли. При необходимости вводите нужные определения. 

Пример. Теоремы из системы аксиом Атанасяна. 
Теорема 11 (из аксиом А2, А5 и определения треугольника). 
Введем понятие треугольника. 

Определение 11.      ACBCABABC  , где А, В, С – точ-

ки, не лежащие на одной прямой; А, В, С – вершины треугольника, 
[AB], [BC], [AC] – стороны треугольника. 

Запишем более точное определение, используя эквивалент-
ность. 

Определение 12.  
CBA ,,  – точки плоскости, ABCCBA  , ,  

(АВС – треугольник)  [(АВ – сторона)   (ВС – 
сторона)  (АС – сторона)]. 
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Из определения 12 получаем: 

Определение 13.      ABCCBARCBA ,:,, 3  

ABC      ACBCAB  . 

В пространстве существу-
ет треугольник (имеется по 
крайней мере один треугольник 
в пространстве). 

 

Теорема 12 (из аксиом А5, А7, А9). 

Если через точку С из от-
резка АВ провести прямую, то А 
и В будут лежать в разных 
плоскостях относительно этой 
прямой. 
  
      


aBaACaAB

ABCaCBA


,,,  

 

Теорема 13 (из аксиомы А4 и определения треугольника). 
В любой плоскости суще-

ствует хотя бы один треуголь-
ник. 

     ABCÑBA :,,,  

 

V. Творческое задание. 
1. Изучение неевклидовой геометрии. Опишите одну из мо-

делей неевклидовой геометрии: 
а) овальная геометрия; 
б) гиперболическая геометрия; 
в) модель Пуанкаре; 
г) модель Клейна. 
2. Опишите систему аксиом сферической геометрии. Опреде-

лите первоначальные понятия, запишите аксиомы на логико-
математическом языке, приведите геометрические модели. 

Литература: 
1. Гиндикин С.Г. Волшебный мир Анри Пуанкаре / Квант, 1976, №3. 
2. Игошин В.И. Основания геометрии. / В.И. Игошин – Саратов : 

Издательство «Научная книга», 2004. – 84 с. 
3. Ширшов А. Модель Кэли-Клейна геометрии Лобачевского / 

Квант, 1976, №3.  
 

C A B 

a 

B 
α 

A C 
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РАЗДЕЛ 5. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОЦЕДУРЫ: ЗАДАЧИ 

НА ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, ВЫЧИСЛЕНИЕ, ПОСТРОЕНИЕ. 
 

Основная часть нашего сознательного мышления связана с 
решением задач. Когда мы не развлекаемся и не мечтаем, наши 
мысли направлены к какой-то конечной цели, мы ищем пути и 
средства к достижению это цели, мы пытаемся выработать какой-
то курс, следуя которому, можно достичь нашей конечной цели. 

Решение задач – специфическое  достижение разума, разум 
же – особы дар, которым наделен человек. Способность к преодо-
лению препятствий, к нахождению обходного маневра там, где не 
видно прямого пути, возвышает умное животное над тупым, чело-
века – нам самым умным животным и талантливых людей – над 
другими людьми. 

Нет ничего более интересного, чем изучение проявлений че-
ловеческой деятельности. Наиболее характерными из них являются 
решение задач, размышление над тем, как можно достичь некото-
рой определенной цели, придумывание необходимых для этого 
средств. Мы стремимся хорошо разобраться в этой деятельности, и 
такое стремление представляет большой интерес. 

В прошлом мы изучали задачи элементарной математики, 
объединяя в группы задачи, решаемые один и тем же методом. Тем 
самым мы обеспечили себе определенную экспериментальную ба-
зу; теперь же, используя эту базу, попытаемся подняться на более 
высокую ступень обобщения, стремясь при этом охватить, по воз-
можности, также и задачи нематематического характера. Попытка 
найти общий метод, применимый ко всем видам задач, может по-
казаться чересчур претенциозной, но она совершенно естественна, 
так как, несмотря на то, что множество задач, с которыми мы мо-
жем встретиться, бесконечно, у любого из нас есть только один 
мозг для их решения, и поэтому естественно, что мы желали бы 
обладать одним универсальным методом решения всех задач. [16, 
с. 144] 
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I. Работа с теоретическим материалом темы (20 минут). 
Изучите пункты «Метод двух геометрических мест», «О за-

дачах», «Задачи на построение» из Хрестоматии [5]. Разработайте 

конспект по одной из тем: 

1) «Задачи на нахождение и процедура их решения»; 

2) «Задачи на доказательство и процедура их решения»; 

3) «Задачи на построение и процедура их решения». 

II. Тестовые задания на усвоение теоретического мате-

риала (25 минут). Заполните пропуски. 
Геомет-

рическая 

фигура 

Вычисление 

длин углов площадей объемов 

1 2 3 4 5 

Т
р

еу
го

л
ь
н

и
к
 

a, b, c – стороны 

P – периметр 

P = a + b + c 

p – полупериметр 

2

cba
p


  

n – средняя линия  

ha – высота к сторо-

не а 

ma – медиана к сто-

роне а 

l – биссектриса 

угла  

R – радиус описан-

ной окружности 

r – радиус вписан-

ной окружности 

ac – проекция сто-

роны а на сторону с 

  

, ,  – углы 

треугольника, 

лежащие 

против сто-

рон a, b, и c 

соответст-

венно. 

++=180 

S – площадь 

2

aah
S   

prS   

R

abc
S

4


 

sin
2

1
abS 

 

))()(( cpbpappS 

 

 

R
cba

2
sinsinsin




 

cos2222  bccba

222 22
2

1
acbma 

bcapp
cb

la 


 )(
2

2
cos

2 
 




cb

bc
l  

cba
hhh cba

1
:

1
:

1
::   

 anan ||
2

1  

bc

acb

2
cos

222 


 

 

 

 

bc

cbla

2

)(

2
cos
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III. Тренировочные задания. 
1. Задачи на доказательство. 

1.1 Доказательство свойств, теорем, фигур. 
1. Докажите, что если смежные углы равны, то они прямые. 
2. Докажите, что если накрест лежащие углы одной пары 

равны, то равны и накрест лежащие углы другой пары. 
3. Докажите, что если прямая пересекает одну из параллель-

ных прямых, то она пересекает и другую. 
4. Докажите, что сумма острых углов прямоугольного тре-

угольника равна 90. 
5. Две стороны треугольника равны. Докажите, что и медиа-

ны, проведенные к этим сторонам, равны. 
6. Докажите, что в каждом равнобедренном треугольнике 

биссектрисы, проведенные к боковым сторонам, равны. 
7. Докажите, что в треугольнике против большего угла ле-

жит большая сторона, а против большей стороны – больший угол. 
8. Докажите, что биссектрисы острых углов прямоугольного 

треугольника пересекаются под углом 45. 
9. Докажите, что катет прямоугольного треугольник, лежа-

щий против угла 30, равен половине гипотенузы. 
10. Докажите, что хорда окружности, не проходящая через 

центр, меньше диаметра. 
11. Докажите, что равные хорды окружности равноудалены 

от центра. 
12. Докажите, что если две хорды равноудалены от центра 

окружности, то они равны. 
13. Докажите, что сумма углов, прилежащих к одной сторо-

не параллелограмма равна 180. 
14. Докажите, что если в выпуклом четырехугольнике ABCD 

AB=CD и AD=BC, то он – параллелограмм. 
15. Докажите, что если у параллелограмма диагонали равны, 

то он – прямоугольник. 
16. Докажите, что если у четырехугольника все углы равны, 

то он – прямоугольник. 
17. Докажите, что если диагональ параллелограмма делит 

его углы пополам, то этот параллелограмм – ромб. 
18. Докажите, что точка пересечения диагоналей ромба рав-

ноудалена от всех его сторон. 
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19. Докажите, что средние линии треугольника разбивают 
его на четыре равных треугольника. 

20. Докажите, что прямоугольные равнобедренные тре-
угольники подобны. 

1.2 Доказательство формул, площадей, объемов. 

1. Докажите, что cos 60 = sin 30. 
2. Докажите, что sin 135 = sin 45. 
3. Докажите, что cos 140 = -cos 40. 
4. Докажите, что для любого острого угла : cos (90 - ) = 

sin , sin(90 - ) = cos . 
5. Докажите, что квадрат стороны треугольника равен сумме 

квадратов двух других сторон без удвоенного произведения этих 
сторон на косинус угла между ними (теорема косинусов). 

6. Докажите, что стороны треугольника пропорциональны 
синусам противолежащих углов (теорема синусов). 

7. Докажите, что площадь трапеции равна произведению 
длины ее средней линии на высоту. 

8. Докажите, что площадь прямоугольного треугольника 
равна половине произведения его катетов. 

9. Докажите, что если сторона равностороннего треугольни-

ка равна а, то его площадь 
4

32a
S  . 

10. Докажите формулу Герона для площади S треугольника: 
если а, b, c – стороны треугольника, р – его полупериметр, то 

))()(( cpbpappS  . 

11. Докажите, что площадь четырехугольника равна поло-
вине произведения его диагоналей на синус угла между ними. 

12. Докажите, что площадь треугольника 
R

abc
S

4
 , где a, b, 

c – стороны треугольника, а R – радиус описанной окружности.  
13. Докажите, что площадь боковой поверхности прямой 

призмы равна произведению периметра ее основания на высоту 
призмы. 

14. Докажите, что площадь боковой поверхности правиль-
ной пирамиды равна произведению полупериметра ее основания на 
апофему пирамиды. 

15. Докажите, что объем параллелепипеда равен произведе-
нию площади основания на высоту. 
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16. Докажите, что объем призмы равен произведению пло-
щади основания на высоту. 

17. Докажите, что объем цилиндра равен произведению 
площади основания на высоту. 

18. Докажите, что объем конуса равен одной трети произве-
дения площади основания на высоту. 

19. Докажите, что объем пирамиды равен одной трети про-
изведения площади основания на высоту. 

20. Докажите, что объем шара радиуса r равен 3

3

4
r . 

1.3 Доказательства с использованием геометрических пре-
образований. 

1. Докажите, что при осевой симметрии плоскости прямая, 
параллельная оси симметрии, отображается на прямую, параллель-
ную оси симметрии. 

2. Докажите, что при осевой симметрии плоскости прямая, 
перпендикулярная к оси симметрии, отображается на себя. 

3. Докажите, что при центральной симметрии плоскости 
прямая, не проходящая через центр симметрии, отображается на 
параллельную ей прямую. 

4. Докажите, что при центральной симметрии плоскости 
прямая, проходящая через центр симметрии, отображается на себя. 

5. Докажите, что при движении угол отображается на рав-
ный ему угол. 

6. Докажите, что при движении параллельные прямые ото-
бражаются на параллельные прямые. 

7. Докажите, что при движении параллелограмм отобража-
ется на параллелограмм. 

8. Докажите, что при движении трапеция отображается на 
трапецию. 

9. Докажите, что при движении ромб отображается на ромб. 
10. Докажите, что при движении прямоугольник отобража-

ется на прямоугольник, а квадрат – на квадрат. 
11. Докажите, что при движении окружность отображается 

на окружность того же радиуса. 
12. Докажите, что отображение плоскости, при котором ка-

ждая точка отображается на себя, является наложением. 
13. Докажите, что при повороте квадрата вокруг точки пере-

сечения его диагоналей на угол 90 квадрат отображается на себя. 
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14. При данном движении каждая из двух точке А и В ото-
бражается на себя. Докажите, что любая точка прямой АВ отобра-
жается на себя.  

15. При данном движении каждая из вершин треугольника 
АВС отображается на себя. Докажите, что любая точка плоскости 
отображается на себя.  

16. Докажите, что прямая, на которой лежит биссектриса уг-
ла, является осью симметрии этого угла. 

17. Докажите, что если треугольник имеет ось симметрии, 
то он равнобедренный. 

18. Докажите, что если у треугольника есть две оси симмет-
рии, то он равносторонний. 

19. Докажите, что прямоугольные равнобедренные тре-
угольники подобны. 

20. Докажите, что любые два неравных треугольника с соот-
ветственно параллельными сторонами гомотетичны. 

2. Задачи на вычисления. 
2.1 Вычисление длин и расстояний. 
1. В треугольнике АВС известны стороны АВ=4, ВС=5, 

СА=7. Прямая, проходящая через вершину В перпендикулярно 
биссектрисе угла ВАС, пересекает АС в точке К. Через К проведена 
прямая, перпендикулярная биссектрисе угла ВСА, которая пересе-
кает ВС в точке М. И наконец, через М проходит прямая, перпен-
дикулярная биссектрисе угла АВС, которая пересекает АВ в точке 
Р. Найдите длину отрезка АР.  

2. В треугольнике АВС известно, что АВ=3, ВС=4, СА=6. На 
ВС взята точка М так, что СМ=1. Прямая, проходящая через М 
перпендикулярно биссектрисе угла АСВ, пересекает АС в точке N, а 
прямая, проходящая через N перпендикулярно биссектрисе угла 
ВАС, пересекает прямую АВ в точке К. Найдите ВК и АК. 

3. Внутри отрезка АС расположена точка В. Известно, что 
АВ=1,2. Отрезки АС и ВС являются диаметрами окружностей. 
Найдите расстояние между центрами этих окружностей. 

4. На прямой расположены точки А, В, С и D, причем АВ=2, 
CD=3. Отрезки АС и BD являются диаметрами двух окружностей. 
Найдите расстояние между центрами этих окружностей. 

5. В треугольнике АВС на стороне АС взята точка М так, что 

АВМ=АСВ. Известно также, что АМ=1, МС=3. Найдите длину 
стороны АВ. 
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6. Периметр параллелограмма 48 см, одна из сторон 13 см. 
Найдите длины остальных сторон. 

7. Найдите длину диагонали АС параллелограмма ABCD, ес-
ли его периметр 40 дм, а периметр треугольника АВС равен 27 дм. 

8. В параллелограмме ABCD А=30, АВ=12 дм. Найдите 
расстояние от точки С до прямой AD и до отрезка AD. 

9. Диагональ прямоугольника равна d и образует со сторо-

ной угол в 30. Найдите длину меньшей стороны прямоугольника.  

10. Сторона ромба равна а, а угол 150. Найдите расстояние 
между его противолежащими сторонами. 

11. Отрезки КР и EF пересекаются в точке М так, что 
КМ=МР и EM=MF. Найдите расстояние KE, если длина отрезка PF 
равна 12 см. 

12.Через концы отрезка АВ проведены параллельные пря-
мые АС и ВD, а через середину О отрезка АВ – прямая, пересекаю-
щая эти прямые в точках С и D. Найдите расстояние АС, если 
BD=8 см. 

13. В АВС АВ=ВС. Найдите длину медианы BD, если пе-
риметры треугольников ABD и АВС соответственно равны 40 см и 
50 см.  

14. Медиана равнобедренного треугольника делит его пери-
метр на части, равные 18 см и 24 см. Найдите стороны треугольника. 

15. В АВС АВ=18 см, В=30,  С=90. Найдите расстоя-
ние от точки А до прямой СВ. 

16. В АВС А=В=45 и АВ=19 см. Найдите расстояние от 
точки С до прямой АВ. 

17. В треугольнике АВС С=90, А=60, АВ=32 см. Найди-
те АС. 

18. Периметр параллелограмма АВСD равен 50 см, С=30, а 
перпендикуляр ВН к прямой CD равен 6,5 см. Найдите стороны па-
раллелограмма. 

19. Найдите расстояние между параллельными прямыми, ес-

ли длина поперечины, образующей с ними углы в 30, равна 54 см. 
20. Отрезок, равный 28 см, разделен на три неравных отрезка. 

Расстояние между серединами крайних отрезков 16 см. Найдите 
длину среднего отрезка. 

2.2 Вычисление углов. 

1.  Чему может быть равен АОС, если АОВ = , 

ВОС = , где  = 78,  = 82. 
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2. Известно, что АОВ = , ВОС =  и при этом луч ОВ 

расположен внутри угла АОС. Лучи ОА и ОВ симметричны лучам 

ОА и ОВ соответственно относительно ОС. Найдите  АОС, 

АОВ,  АОА, если   = 42,  = 28. 
3. Четыре пересекающиеся в одной точке прямые делят 

плоскость на восемь углов. Три из этих углов равны 52, 94 и 16. 
Чему равны остальные углы? Чему равны углы между парами пря-
мых? 

4. Угол АОВ равен 40, а угол ВОС равен 80. Чему равен 
угол между биссектрисами углов АОВ и ВОС? 

5. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием ВС 

угол ВАС равен 80. Пусть М – середина ВС. Чему равен угол 
ВАМ? 

6. Пусть О – центр окружности, АВ – хорда этой окружно-
сти, отличная от диаметра, М – середина АВ. Чему равен угол 
ОМВ? 

7. Чему равен угол, если известно, что биссектриса смежно-

го с ним угла образует угол 20 с одной из сторон этого угла? 
8.Через точку на прямой а проведены прямые p и q. Извест-

но, что угол между прямыми а и р равен 20, а угол между прямы-

ми а и q равен 80. Чему равен угол между прямыми p и q? 
9. Из точки О плоскости выходят три луча, на которых взя-

ты точки А, В и С так, что ОА = ОВ = ОС. Известно также, что 

АОВ = 70, ВОС = 160, СОА = 130. Найдите углы треуголь-
ника АВС.  

10. Внутри угла, величина которого равна 40, взята точка А, 
из которой опущены перпендикуляры АВ и АС на стороны угла. 
Найдите угол ВАС.  

11. В треугольнике АВС сторона АВ = 2, а углы А и В равны 

соответственно 60 и 70. На стороне АС взята точка D так, что 
AD = 1. Найдите углы треугольника BDC. 

12. Центры трех попарно касающихся друг друга внешним 

образом окружностей расположены в точках А, В и С, АВС = 90. 
Точки касания К, Р и М; точка Р находится на стороне АС. Найдите 
угол КРМ. 

13. Все вершины четырехугольника ABCD расположены на 

окружности. Дуга АВ равна 100, а дуга CD равна 102. Найдите 
угол между прямыми АС и BD, AD и ВС. 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



75 

 

14. Найдите углы четырехугольника ABCD, вершины кото-

рого расположены на окружности, если ABD = 74, DBC = 38, 
BDC = 65. 

15. Окружность касается одной из сторон угла в его верши-
не – точке А и пересекает другую сторону в точке В. Величина угла 

равна 40; М – точка на меньшей дуге АВ. Найдите угол АМВ. 
16. Диагонали четырехугольника ABCD, вершины которого 

расположены на окружности, пересекаются в точке М. Известно, 

что угол ABС = 72,BCD = 102, AMD = 110. Найдите AСD. 
17. Найдите углы А, В и С выпуклого четырехугольника 

АВСD, если А=В=С, а D=135. 
18. Найдите углы, которые образуют диагонали ромба с его 

сторонами, если один из углов ромба равен 45. 
19. Биссектриса угла параллелограмма пересекает его сто-

рону под углом 29. Найдите углы параллелограмма. 

20. Угол ромба равен 50. Найдите угол между меньшей его 
диагональю и стороной. 

2.3 Вычисление площадей. 
1. Периметр прямоугольника равен 28 дм, радиус описанной 

окружности 5 дм. Найдите площадь. 
2. Диагональ прямоугольника, равная d, образует со сторо-

ной угол . Найдите площадь прямоугольника. 
3. Диагональ параллелограмма перпендикулярна стороне. 

Первая равна 14 см, а вторая 25 см. Найдите площадь параллело-
грамма. 

4. Сторона параллелограмма равна а, а диагональ, равная d, 

образует с ней угол 60. Найдите площадь параллелограмма. 
5. Найдите площадь ромба, если его высота равна 20 см, а 

один из углов 30. 
6. Найдите площадь ромба, если его сторона равна 87,5 см, а 

радиус вписанной окружности 21,2 см. 
7. Найдите площадь ромба ABCD, если его высота ВН = 4 

см, и H – середина стороны AD.  
8. Основания равнобокой трапеции 5 см и 11 см, а периметр 

28 см. Найдите площадь трапеции. 
9.Найдите площадь равнобокой трапеции, если ее большее 

основание равно 22 см, боковая сторона 8,5 см, а диагональ 19,5 
см. 
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10.Гипотенуза равнобедренного прямоугольного треуголь-
ника равна с. Найдите его площадь. 

11. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна b, 

угол при основании . Найдите площадь.  
12. Диагонали четырехугольника перпендикулярны, их дли-

ны равны 12 см и 15 см. Найдите площадь четырехугольника. 
13. Найдите площадь треугольника, у которого одна сторона 

равна 37,4 см, а прилежащие к ней углы 43,5 и 74,4. 
14. Найдите площадь треугольника, описанного около ок-

ружности радиуса 12 см, если его периметр 12 дм. 
15. Найдите площадь сектора АОВ, где АВ – сторона квадра-

та, вписанного в окружность с центром О и радиусом 4 см. 
16. Осевые сечения двух разных цилиндров – равные пря-

моугольники со сторонами 4 м и 6 м. Найдите площадь поверхно-
сти того цилиндра, у которого она больше. 

17. Найдите площадь поверхности цилиндра, если диаметр 
одного его основания d их центра другого основания видел под уг-

лом . 
18. Периметр осевого сечения конуса равен 30 см, а величи-

на угла наклона образующей к плоскости основания равна 60. 
Найдите площадь полной поверхности конуса. 

19. Образующая конуса равна l и наклонена к плоскости ос-

нования под углом . Найдите площадь основания конуса. 
20. Образующая конуса равна 6 м и наклонена к плоскости 

основания под углом 60. Найдите площадь основания конуса. 
2.4 Вычисление объемов. 
1. Основание прямой призмы – треугольник со сторонами 3 

см и 5 см и углом 120◦ между ними. Наибольшая из площадей бо-
ковых граней равна 35 см

2
. Найдите объем призмы. 

2. Наибольшая диагональ правильной шестиугольной приз-
мы равна 4 см и составляет с плоскостью основания угол 60◦. Най-
дите объем призмы. 

3. В основании призмы лежит правильный треугольник со 
стороной равной 5 см. Одна из боковых граней перпендикулярна 
плоскости основания и представляет собой ромб, длина одной из 
диагоналей которого равна 8 см. Найдите объем призмы. 

4. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна 13, а 
диагонали его боковых граней равны 4√10 и 3√17. Найдите объем 
параллелепипеда. 
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5. Основание прямоугольного параллелепипеда – квадрат. 
Найдите объем этого параллелепипеда, если диагональ его боковой 
грани, равная 8 см, образует с плоскостью основания угол 30◦. 

6. В прямоугольном параллелепипеде стороны основания 
относятся как 2:1, а диагональное сечение есть квадрат с площадью 
25 см

2
. Найдите объем параллелепипеда. 
7. Найдите объем прямого параллелепипеда, стороны осно-

вания которого равны 10 см и 18 см, одна из диагоналей основания 
равна 21 см и большая диагональ параллелепипеда равна 29 см. 

8. Основанием наклонного параллелепипеда служит ромб 
ABCD со стороной а углом 60◦. Ребро АА' также равно а и образует 
с ребрами АВ и AD углы 45◦. Найдите объем параллелепипеда. 

9. Найдите объем правильной треугольной пирамиды, сто-
рона основания которой равна а и боковые грани которой наклоне-
ны к плоскости основания под углом α. 

10. Найдите объем правильной треугольной пирамиды, бо-
ковые ребра которой попарно перпендикулярны и равны 3 см, 4 см, 
5 см. 

11. Стороны оснований усеченной правильной шестиуголь-
ной пирамиды равны 2 см и 4 см, а высота равна 5 см. Найдите ее 
объем. 

12. Цилиндр описан вокруг куба, диагональ которого равна 
а. Найдите объем цилиндра. 

13. В цилиндре параллельно его оси на расстоянии а от нее 
проведена секущая плоскость, которая от окружности основания от-
секает дугу α. Площадь сечения равна S. Найдите объем цилиндра. 

14. Площадь основания цилиндра равна Q, а площадь его 
осевого сечения равна S. Найдите объем цилиндра. 

15. В конус вписан куб со стороной а так, что основание ку-
ба лежит на основании конуса. Найдите объем конуса, если его об-
разующая наклонена к плоскости основания под углом α. 

16. Образующая кругового конуса равна 3 см. Найдите наи-
больший объем конуса. 

17. В усеченном конусе диагонали осевого сечения взаимно 
перпендикулярны, образующая равна l и составляет с плоскостью 
основания угол α. Найдите объем усеченного конуса. 

18. Высота конуса равна 5 см. На расстоянии 2 см от верши-
ны его пересекает плоскость, параллельная основанию. Найдите 
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объем исходного конуса, если объем меньшего конуса, отсекаемого 
от исходного, равен 24 см

3
. 

19. В конус, осевое сечение которого есть равносторонний 
треугольник, вписан шар. Найдите объем шара, если объем конуса 
равен 27 см

3
. 

20. Около правильной треугольной призмы, высота которой 
вдвое больше стороны ее основания, описан шар. Найдите отноше-
ние объема шара к объему призмы. 

3. Задачи на построение.  
3.1 Геометрические построения на плоскости. 
1. Даны три точки А, В, С, не лежащие на одной прямой. Че-

рез А проведите прямую, расположенную между В и С и одинаково 
удаленную от них. 

2. Дан треугольник АВ. Постройте отрезок DE, параллель-
ный прямой АС, так, чтобы точки D и E лежали на сторонах AB и 
ВС и DE=AD+CE.  

3. Постройте треугольник по углу и двум высотам, опущен-
ным на стороны этого угла. 

4. Постройте треугольник по двум углам и периметру.  
5. Постройте прямоугольный треугольник по катету и высо-

те, опущенной из вершины прямого угла на гипотенузу. 
6. Постройте прямоугольный треугольник по острому углу и 

высоте, опущенной из вершины прямого угла на гипотенузу. 
7. Постройте равнобедренный треугольник по углу при ос-

новании и высоте, опущенной на боковую сторону. 
8. Постройте равносторонний треугольник по радиусу впи-

санной в него окружности. 
9. Постройте квадрат по диагонали.  
10. Постройте прямоугольник по сумме сторон и углу меж-

ду диагональю и стороной.  
11. Постройте ромб по углу и диагонали, исходящей из вер-

шины этого угла. 
12. Постройте параллелограмм по двум сторонам и углу ме-

жду диагоналями. 
13. Постройте параллелограмм по периметру, диагонали и 

острому углу. 
14. Постройте трапецию по большему основанию, средней 

линии и углам при меньшем основании. 
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15. Постройте трапецию по боковой стороне, диагонали и 
углу между диагоналями. 

16. Постройте четырехугольник по двум смежным сторо-
нам, углу между ними, диагонали, выходящей из вершины данного 
угла, и углу между диагоналями. 

17. Даны прямая а, точка А, лежащая на этой прямой, и точ-
ка В, не лежащая на ней. Постройте окружность, проходящую че-
рез точку В и касающуюся прямой а в точке А. 

18. Через данную точку проведите окружность, касающуюся 
данной окружности в данной на ней точке. 

19. Даны две параллельные прямые и точка, не лежащая ни 
на одной из них. Постройте окружность, проходящую через дан-
ную точку и касающуюся данных прямых. 

20. Постройте окружность, касающуюся двух данных па-
раллельных прямых и третьей прямой, пересекающей параллель-
ные прямые. 

3.2 Решение задач на построение алгебраическим методом. 
1. Постройте с помощью циркуля и линейки отрезок, опре-

деляемый выражением: 
de

abc
x  . 

2. Постройте с помощью циркуля и линейки отрезок, опре-

деляемый выражением: 
3

4

b

a
x  . 

3. Постройте с помощью циркуля и линейки отрезок, опре-

деляемый выражением: 
ba

ba
x






22

. 

4. Постройте с помощью циркуля и линейки отрезок, опре-

деляемый выражением: 
2

33

a

ba
x


 . 

5. Постройте с помощью циркуля и линейки отрезок, опре-
деляемый выражением: nax  , где n – натуральное число. 

6. Постройте треугольник по двум сторонам и биссектрисе 
между ними. 

7. Постройте прямоугольный треугольник, у которого один 
катет в два раза больше другого и гипотенуза равна данному отрез-
ку с. 

8. Постройте прямоугольный треугольник, у которого один 
катет в два раза больше другого и высота, опущенная на гипотену-
зу равна данному отрезку h. 
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9. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе с и 
опущенной на нее высоте h.  

10. Постройте квадрат, вписанный в равнобедренный пря-
моугольный треугольник. 

11. Постройте квадрат, вписанный в равносторонний тре-
угольник. 

12. Через данную вне окружности точку проведите к данной 
окружности секущую так, чтобы внешняя часть секущей была рав-
на ее внутренней части. 

13. Через данную вне окружности точку проведите к данной 
окружности секущую так, чтобы внешняя часть секущей была в 
два раза больше внутренней. 

14. Через данную вне окружности точку проведите к данной 
окружности секущую так, чтобы окружность отсекала на ней хорду 
данной длины. 

15. Постройте окружность, проходящую через две данные 
точки A и В и касающуюся данной прямой l.  

16. Через точку А радиусом r проведите окружность так, 
чтобы касательная к ней из точки B имела данную длину а. 

17. Впишите в данную окружность правильный треугольник.  
18. Впишите в данную окружность правильный шести-

угольник. 
19. Впишите в данную окружность квадрат. 
20. Впишите в данную окружность правильный десяти-

угольник. 
3.3 Геометрические преобразования плоскости и их приме-

нение к решению задач на построение. 
Параллельный перенос.  
1. Между двумя данными окружностями поместить отрезок 

данной длины параллельно данной прямой так, чтобы концы его 
принадлежали данным окружностям. 

2. Постройте параллелограмм по сторонам и углу между 
диагоналями. 

3. Постройте трапецию по четырем ее сторонам a, b, c, d (a и 
b – основания, a>b; c и d – боковые стороны, с ≤ d).  

4. Постройте четырехугольник, зная две стороны, угол меж-
ду ними и две диагонали. 
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Центральная симметрия. 
5. Через данную точку проведите прямую, отрезок которой 

между данной прямой и данной окружностью делился бы в данной 
точке пополам. 

6. Постройте треугольник ABC, зная сторону АВ, медиану 
АМ и высоту ВН.  

7. Даны угол и внутри него точки А и В. Постройте паралле-
лограмм, для которого точки А и В – противоположные вершины, а 
две другие вершины лежат на сторонах угла. 

8. Даны две точки А и В и окружность. Проведите через А и 
В две параллельные прямые, которые при пересечении с окружно-
стью образуют равные хорды. 

Поворот. 
9.  Даны две прямые а и b и точка С, не принадлежащая им. 

На прямой а найдите точку А, а на прямой b – точку В, такие, что-
бы треугольник АВС был равносторонним. 

10. Даны прямая, окружность и точка А, не лежащая на них. 
Постройте квадрат ABCD так, чтобы вершина В лежала на данной 
окружности, а вершина D – на данной прямой. 

11. Дан равносторонний треугольник и точка на одной его 
стороне. Вписать в него другой равносторонний треугольник так, 
чтобы вершина его находилась на данной точке Р. 

12. Около данной окружности опишите равносторонний тре-
угольник, одна из сторон которого проходит через данную точку Р.  

Осевая симметрия. 
13. Дан треугольник ABC и внутри него точка М. Постройте 

равнобедренный треугольник PMQ с вершиной в точке М, основа-
нием, параллельным AC и двумя вершинами P и Q, принадлежа-
щими АВ и ВС соответственно. 

14. Постройте треугольник с наименьшим периметром, одна 
вершина которого находится в данной точке внутри угла, а две 
другие – на сторонах угла. 

15. Даны прямые l, a и окружность ώ. Постройте квадрат 
так, чтобы две его противоположные вершины принадлежали пря-
мой l, а две другие – прямой а и окружности ώ.  

16. Постройте четырехугольник ABCD по четырем сторо-
нам, если известно, что его диагональ AC делит угол А пополам.  
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Гомотетия и подобие.  
17. Постройте равнобедренный прямоугольный треугольник 

данного периметра 2р. 
18. Постройте ромб, зная его острый угол и сумму диагона-

лей. 
19. Постройте трапецию, зная соотношение оснований, два 

угла, прилежащие к большему основанию, и высоту. 
20. Дана окружности и на ней три точки А, В, С. Проведите 

через точку А такую хорду АК, которая делилась бы хордой ВС по-
полам.  

IV. Задачи повышенной сложности. 

1. В треугольнике АВС: 
4


B , 

3


C , ВМ и СN – медианы, на 

которых построены окружности, пересекающиеся в точках P и Q 

так, что FMNPQ  . Найти отношение NF : FM.  

2. В треугольнике АВС: АВ = 4, ВС = 3, АС = 2. Биссектриса 

угла ВАС пересекает сторону ВС в точке К. Прямая, проходящая 

через В параллельно АС, пересекает продолжение биссектрисы АК 

в точке М. Найдите длину отрезка КМ. 

3. На ребрах РА и РС правильной четырехугольной пирами-

ды РАВСD (Р – вершина) взяты точки К и М соответственно, при-

чем АК : КР = 1 : 3, СМ = РМ. Найти отношение, в котором ребро 

РВ делится плоскостью (КМD).  

4. В пирамиде SABCD ребро SA = 35  и является еѐ высотой. 

АВСD – трапеция с основание АВ = 14, боковой стороной АD = 6 и 

углами: угол САВ = CAD = 45◦. Найти длину медианы SM грани 

SBC. 

5. В треугольнике АВС проведены высота AH = h, медиана 

АM = m, биссектриса AN, причем N – середина MN. Найти расстоя-

ние А до точки пересечения высот треугольника. 

6. Сторона АВ треугольника АВС продолжена за точку А на 

отрезок AD, равный AC. На лучах BA и BC взяты соответственно 

точки K и M так, что площади треугольников BDM и ВСК равны. 

Найти угол ВКМ, если угол ВАС = α. 

7. В выпуклом четырехугольнике АВСD диагонали пересе-

каются в точке Р так, что PDCADP 
2

1
, PADADP 

3

2
 и 

AD = BD = CD. Найти все углы четырехугольника. 
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8. Внутри угла B равностороннего треугольника АВС взята 

точка М так, что ВМС = 30, ВМА = 17. Найти углы ВАМ и 

ВСМ. 

9. В треугольнике АВС сторона АВ больше стороны АС, а 

угол при вершине А равен α. Точка D лежит на стороне АВ, причем 

BD = AC, E – середина AD и F – середина ВС. Найти угол BEF. 

10. В равнобедренном треугольнике с вершиной А на стороне 

АС взяли точки P и R, а на стороне АВ точку Q так, что 

ВС = BR = RQ = PQ = AP. Найти угол А. 

11. Найти площадь трапеции, диагонали которой равны 3 и 5, 

а отрезок, соединяющий середины оснований, равен 2. 

12. Найти площадь четырехугольника ADOE, о вершинах ко-

торого известно следующее: А – вершина треугольника АВС, в ко-

тором проведены биссектриса СЕ и медиана BD, О – точка пересе-

чения CE и BD; кроме того, даны ВС = а, АС = b, SABC = S. 

13. Найти площадь трапеции АВСD, середины оснований ко-

торой – точки М и К (M  CD, К  АВ) – соединены отрезками с 

вершинами А и С соответственно, причем AMDK, CKBM, CKD 

= 60, а высота трапеции равна 1. 

14. Найти площадь общей части двух квадратов, если верши-

на А квадрата ABCD расположена в центре квадрата MNPQ, а сто-

рона AB = MN и отсекает третью часть от MN. 

15. Найти площадь поверхности пирамиды, в основании ко-

торой – треугольник со сторонами 13, 14 и 15, боковое ребро, про-

тиволежащее средней по величине стороне основания, перпенди-

кулярно к плоскости основания и равно 16. 

16. Найти объем призмы, в основании которой – равнобед-

ренный прямоугольный треугольник с катетом а, а боковое ребро 

b, противоположное гипотенузе, составляет острые углы α и β с ка-

тетами. 

17. Найти объем прямого параллелепипеда, основание кото-

рого – ромб со стороной а, угол между плоскостями двух боковых 

граней – α, диагональ боковой грани составляет с плоскостью дру-

гой боковой грани угол β. 

18. Найти объем правильной треугольной пирамиды SABC, 

если двугранный угол между ее боковыми гранями равен 2α, а из 
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основания высоты пирамиды опущен перпендикуляр р на боковое 

ребро. 

19. Найти объем конуса, радиус основания которого равен 2, 

а радиус вписанной в конус сферы равен 1. 

20. Найти объем цилиндра, диагональ осевого сечения кото-

рого составляет с основанием угол α, если этот цилиндр вписан в 

сферу радиуса R.  

V. Творческое задание «Метод параллельных сечений для 

исследования поверхностей второго порядка». 

Изучите метод параллельных сечений, приведите примеры 

использования метода при исследовании поверхностей второго по-

рядка. Приведите примеры поверхностей, построенных по принци-

пу сетчатых конструкций.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1. ОПОРНАЯ СХЕМА-КОНСПЕКТ 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ. 
 

Основные элементарные построения. 
1. Через данную точку провести прямую, параллельную данной. 
2. Разделить отрезок пополам. 
3. Разделить отрезок на n равных частей 
4. Разделить отрезок в отношении m:n 
5. Восстановить перпендикуляр в точке прямой 
6. Опустить перпендикуляр из точки на прямую. 
7. Построить угол равный данному. 
8. Построить углы: а) 60, б) 30, в) 45 
9. Разделить угол α пополам (построить биссектрису угла) 
10. Через две данные точки провести окружность данного 

радиуса. 
11. Через три данные точки (не лежащие на одной прямой) 

провести окружность. 
12. Построить ГМТ, из которых данный отрезок виден под 

данным углом. 
13. Провести через точку касательную к окружности. 
14. Провести к двум данным окружностям общую внешнюю 

касательную. 
15. Провести к двум данным окружностям общую внутрен-

нюю касательную. 
16. Описать окружность около данного треугольника. 
17. Вписать окружность в данный треугольник. 
18. Описать окружность около данного прямоугольника. 
19. Вписать окружность в ромб. 
20. Описать окружность около данного правильного много-

угольника. 
21. Вписать окружность в данный правильный многоугольник.  
22. Построить треугольник по: а) трем сторонам; б) двум сто-

ронам и углу между ними; в) по стороне и прилежащим углам. 
 
 
 
 
 
 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



87 

 

 
 
 

 
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



88 
 

 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
 

1. Атанасян Л.С. Геометрия. 7-9: учебн. для общеобразоват. 
учреждений / Л.С. Атанасян, В.Ф. Бутузов, С.Б. Кадомцев и др. – 
20-е изд. – М. : Просвещение, 2010. 384 с. : ил. 

2. Атанасян Л.С. Геометрия, 10-11: учеб. для общеобразоват. 
учреждений / Л.С. Атанасян, В.Ф. Бутузов, С.Б. Кадомцев и др. – 
11-е изд. – М. : Просвещение, 2002. 206 с. : ил. 

3. Бевз Г.П. Геометрия: учеб. для 7-11 кл. общеобразоват. 
учреждений. / Г.П. Бевз, В.Г. Бевз, Н.Г. Владимирова. – 2-е изд. – 
М. : Просвещение, 1994. 351 с. 

4. Бутузов В.Ф. Геометрия. 7 класс: учеб. для общеобразоват. 
учреждений / В.Ф. Бутузов, С.Б. Кадомцев, В.В. Прасолов; под ред. 
В.А. Садовничего. – М. : Просвещение, 2010. 127 с. 

5. Вдовиченко А.А. Элементарная математика. Часть 2: гео-
метрия. Хрестоматия: для студентов, обучающихся по направле-
нию 050100 – педагогическое образование, профиль – математиче-
ское образование / А.А. Вдовиченко – Саратов, 2015. 72 с. 

6. Гусев В.А. Геометрия. 5-6 классы: Учебное пособие. – М.: 
ООО «ТИД «Русское слово – РС»», 2002. 256 с. 

7. Игошин В.И. Математическая логика как педагогика ма-
тематики / В.И. Игошин – Саратов : Издательский центр «Наука», 
2009. 360 с. 

8. Игошин В.И. Математическая логика и теория алгоритмов: 
учеб. пособие для студ. высш. учеб. заведений / В.И. Игошин. – 2-е 
изд., стер. – М. : Издательский центр «Академия», 2008. 448 с. 

9. Игошин В.И. Тетрадь по геометрии для 7-9 классов (Гео-
метрические построения на плоскости. Геометрические преобразо-
вания плоскости и их применение к решению задач на построе-
ние) / В.И. Игошин. – Саратов, 1997. 72 с. 

10. Игошин В.И. Тетрадь по геометрии для 11 класса (Круг-
лые тела и их сечения, объемы, площади поверхности) / В.И. Иго-
шин. – Саратов, 1998. 64 с. 

11. Игошин В.И. Тетрадь по геометрии для 11 класса (Много-
гранники и их сечения, площади поверхности, объемы) / В.И. Иго-
шин. – Саратов, 1997. 64 с. 

12. Лабораторные работы по методике преподавания матема-
тики: Методические рекомендации по организации лабораторных 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



89 

 

занятий по методике преподавания математики. Общая методика. – 
Н.Новгород : НГПИ им. М. Горького, 1991. 65 с. 

13. Мищенко Т.М., Шарыгин И.Ф. Геометрия. 9 класс: Мето-
дическое пособие к учебнику И.Ф. Шарыгина «Геометрия 7-9» / 
Т.М. Мищенко, И.Ф. Шарыгин. – М. : Дрофа, 2001. 128 с. 

14. Погорелов А.В. Геометрия. 7-9 классы: учеб. для общеоб-
разоват. учреждений / А.В. Погорелов. – 10-е изд. – М. : Просвеще-
ние, 2009. 224 с. : ил. 

15. Погорелов А.В. Геометрия: Учеб. для 7-11 кл. общеобразо-
ват. учреждений. – 7-е изд. – М. : Просвещение, 1997. 383 с. : ил. 

16. Пойа Д. Математическое открытие / пер. с англ. В.С. Бер-
мана. Под ред. И.М. Яглома. – 2-е изд., стер. – М. : Издательство 
«Наука», 1976. 448 с. 

17. Стол Роберт Р. Множества. Логика. Аксиоматические тео-
рии / пер. с англ. Ю.А. Гастева и И.Х. Шмаина. Под ред. Ю.А. Ши-
хановича. – М. : «Просвещение», 1968. 231 с. 

18. Шарыгин И.Ф. Геометрия. 7-9 кл.: Учеб. для общеобразо-
ват. учеб. завед. / И.Ф. Шарыгин. – 5-е изд., стереотип. – М. : Дро-
фа, 2001. 368 с. 

 
 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



 

 

Учебно-методическое пособие 
 
 
 
 
 
 

А.А. Вдовиченко 
 
 
 
 

ПРАКТИКУМ ПО ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКЕ. 
ГЕОМЕТРИЯ 

 
 
 

Работа издана в авторской редакции 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

          Подписано в печать                      Формат 60  84 
1
/16                   

          Усл. печ. л. 5.625                          Гарнитура Times 

 

 
 
 
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО




