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3��Ǒ���� ������������� Ǒ������ ��������� �������Ǒ®­ïâ¨¥ á¢ï§­®£® ¢¥ªâ®à . �«¨­  ¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à Ǒ®­ïâ¨¥ á¢®¡®¤­®£® ¢¥ªâ®à �£®« ¨ ­ ¯à ¢«¥­­ë© ã£®« ¬¥�¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®««¨­¥ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®¬¯« ­ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢Ǒ��������� �Ǒ������ ��� ����������ã¬¬  ¢¥ªâ®à®¢. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ â¥®à¥¬  ® ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢ë¡®à ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© (¤®ª-¢®)�¬­®�¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ­  ç¨á«®� §­®áâì ¢¥ªâ®à®¢�®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâ¥©è¨å ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ¢¥ªâ®à ¬¨�������� ����������� ��������Ǒ®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¨ «¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨Ǒà¨§­ ª «¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢�¥®à¥¬  ® ¤®¡ ¢«¥­¨¨ ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  (¤®ª-¢®)�¥®à¥¬  ® ¤®¡ ¢«¥­¨¨ ­¥­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  (¤®ª-¢®)Ǒà¨§­ ª ª®««¨­¥ à­®áâ¨ (¤®ª-¢®)� §«®�¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ¯® ­¥ª®««¨­¥ à­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ (¤®ª-¢®)Ǒà¨§­ ª ª®¬¯« ­ à­®áâ¨ (¤®ª-¢®)� §«®�¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ¯® ­¥ª®¬¯« ­ à­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ (¤®ª-¢®)������ � ����������Ǒ®­ïâ¨¥ ¡ §¨á  ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥�®®à¤¨­ âë ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á �àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á�®®à¤¨­ âë «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢�®®à¤¨­ âë á¢ï§­®£® ¢¥ªâ®à Ǒà¨§­ ª ª®««¨­¥ à­®áâ¨ ¢ ª®®à¤¨­ â åǑà¨§­ ª ª®¬¯« ­ à­®áâ¨ ¢ ª®®à¤¨­ â å�à¨¥­â æ¨ï ¡ §¨á  ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥СА
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4��������� Ǒ����������� ���������¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¬ëá« §­ ª  áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢  áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¥å ­¨ç¥áª¨© á¬ëá« áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïǑ�������������� Ǒ����������� ���������¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯á¥¢¤®áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¬ëá« §­ ª  ¯á¥¢¤®áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢  ¯á¥¢¤®áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¯á¥¢¤®áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¯á¥¢¤®áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï��������� Ǒ����������� ���������¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢  ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¢®©­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥��������� Ǒ����������� ���������¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¬¥è ­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¬ëá« §­ ª  á¬¥è ­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« á¬¥è ­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢  á¬¥è ­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï�®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ á¬¥è ­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



5������������� ���������������� Ǒ������ ��������� �������
• �¢ï§­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯ à  â®ç¥ª. Ǒ¥à¢ ïâ®çª  ­ §ë¢ ¥âáï ­ ç «®¬ ¢¥ªâ®à , ¢â®à ï { ª®­æ®¬. �¢ï§­ë© ¢¥ªâ®à,­ ç «® ¨ ª®­¥æ ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ îâ, ­ §ë¢ ¥âáï ­ã«¥¢ë¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï
~0. �¥ªâ®à á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ A ¨ ª®­æ®¬ ¢ â®çª¥ B ®¡®§­ ç ¥âáï ~

AB.
• �«¨­®© (¬®¤ã«¥¬) ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ ¥âáï à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã ¥£® ­ ç «®¬¨ ª®­æ®¬. �¡®§­ ç ¥âáï |AB|.�¥ªâ®à á ¤«¨­®© 1 ­ §ë¢ ¥âáï ¥¤¨­¨ç­ë¬.
• � ¯à ¢«¥­¨¥¬ ­¥­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  ~

AB ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¯à ¢«¥­¨¥ «ãç 
AB.� ¯à ¢«¥­¨¥ ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  áç¨â ¥âáï ¯à®¨§¢®«ì­ë¬.
• �¢  ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ îâáï ª®­£àãí­â­ë¬¨, ¥á«¨ ¤«¨­  ¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥®¤­®£® ¢¥ªâ®à  á®¢¯ ¤ îâ á ¤«¨­®© ¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ¤àã£®£® ¢¥ªâ®à .
• �­®�¥áâ¢® ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢, ª®­£àãí­â­ëå ¬¥�¤ã á®¡®©, ­ §ë¢ ¥âáïá¢®¡®¤­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬.�«¨­®© ¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ á¢®¡®¤­®£® ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ ¥âáï ¤«¨­  ¨ ­ -¯à ¢«¥­¨¥ «î¡®£® ¥£® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï.�¢®¡®¤­ë¥ ¢¥ªâ®à  ®¡®§­ ç îâáï ~a, ~b ¨ â.¤.
• �¥«¨ç¨­®© ã£«  (ã£«®¬) ¬¥�¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ ~a ¨ ~

b ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­ ã£« , ­ ¯à ¢«¥­¨¥ áâ®à®­ ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â á ­ ¯à ¢«¥­¨ï¬¨ ¢¥ªâ®-à®¢.� ¯à ¢«¥­­ë¬ ã£«®¬ ¬¥�¤ã ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯ à®© ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~

b ­ -§ë¢ ¥âáï ã£®« ¬¥�¤ã ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ~a ¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬~

b, ®âáç¨âë¢ ¥¬ë©¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨.
• �¢  ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ îâáï ª®««¨­¥ à­ë¬¨, ¥á«¨ ¨å ¯à¥¤áâ -¢¨â¥«¨, ¨¬¥îé¨¥ ®¡é¥¥ ­ ç «®, à á¯®« £ îâáï ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.�¢  ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ª®««¨­¥ à­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨å­ ¯à ¢«¥­¨ï á®¢¯ ¤ îâ ¨«¨ ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë.
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6
• �à¨ ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ îâáï ª®¬¯« ­ à­ë¬¨ ¥á«¨ ¨å ¯à¥¤áâ -¢¨â¥«¨, ¨¬¥îé¨¥ ®¡é¥¥ ­ ç «®, à á¯®« £ îâáï ¢ ®¤­®© ¯«®áª®áâ¨.Ǒ��������� �Ǒ������ ��� ���������
• �ã¬¬  ¢¥ªâ®à®¢.Ǒãáâì ~

AB { ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì ¢¥ªâ®à  ~a, ~

BC { ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì ¢¥ªâ®à 
~

b. �ã¬¬®© ¢¥ªâ®à®¢ ~a +~

b ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à, ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ ª®â®à®£®ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à ~

AC. (Ǒà ¢¨«® âà¥ã£®«ì­¨ª .)
�������. �ã¬¬  ¢¥ªâ®à®¢ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¨å ¯à¥¤áâ ¢¨â¥-«¥©.���-��. Ǒãáâì ~

AB ¨ ~

A

′
B

′ { ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ ¢¥ªâ®à  ~a, ~

BC ¨ ~

B

′
C

′ {¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ ¢¥ªâ®à  ~

b.
�®£¤  |AB| = |A′

B

′| ¨ (AB)‖(A′
B

′), á«¥¤®¢ â¥«ì­® ABB

′
A

′ { ¯ à «-«¥«®£à ¬¬, ®âªã¤  |AA

′| = |BB

′| ¨ (AA

′)‖(BB

′).� ¤àã£®© áâ®à®­ë |BC| = |B′
C

′| ¨ (BC)‖(B′
C

′), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
BCC

′
B

′ { ¯ à ««¥«®£à ¬¬. Ǒ®íâ®¬ã |CC

′| = |BB

′| ¨ (CC

′)‖(BB

′).�à ¢­¨¢ ï ¯®«ãç¥­­ë¥ à ¢¥­áâ¢ , ¯®«ãç ¥¬, çâ® |AA

′| = |CC

′| ¨(AA

′)‖(CC

′), á«¥¤®¢ â¥«ì­® ACC

′
A

′ { ¯ à ««¥«®£à ¬¬, ®âªã¤  |AC| =
|A′

C

′| ¨ (AC)‖(A′
C

′), â® ¥áâì ~

AC = ~

A

′
C
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7
• �¬­®�¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ­  ç¨á«®.�¥ªâ®à®¬ λ~a ¯à¨ λ 6= 0 ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à, ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ª®â®à®£®á®¢¯ ¤ ¥â á ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ¢¥ªâ®à  ~a, ¥á«¨ λ > 0; ¯à®â¨¢®¯®«®�­® ­ -¯à ¢«¥­¨î ¢¥ªâ®à  ~a, ¥á«¨ λ < 0;   ¤«¨­  à ¢­  |λ||a|.�¥ªâ®à®¬ 0~a ­ §ë¢ ¥âáï ­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à.
• � §­®áâì ¢¥ªâ®à®¢.Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®« £ îâ ~a −~

b = ~a+ (−1)~b.�§ ¨§«®�¥­­®£® ¢ëè¥ á«¥¤ã¥â ¯à ¢¨«® âà¥ã£®«ì­¨ª  ¤«ï à §­®áâ¨¢¥ªâ®à®¢: ~

AB − ~

AC = ~

CB.
• �®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâ¥©è¨å ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ¢¥ªâ®à ¬¨.1. ~a+~

b = ~

b+ ~a2. ~a+ (~b+ ~c) = (~a+~

b) + ~c3. ~a+~0 = ~a4. ~a − ~a = ~05. (λµ)~a = λ(µ~a)6. λ(~a+~

b) = λ~a+ µ

~

b7. (λ+ µ)~a = λ~a+ µ~a
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8�������� ����������� ��������
• �¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®¢ ~a1, ...,~an á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ λ1, ..., λn(λ1, ..., λn { ­¥ª®â®àë¥ ç¨á« ) ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à λ1~a1 + ...+ λn~an.
• �¥ªâ®à  ~a1, ...,~an ­ §ë¢ îâáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥âà ¢­ ï ~0 ¨å «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï, ¢ ª®â®à®© å®âï ¡ë ®¤¨­ ¨§ ª®íä-ä¨æ¨¥­â®¢ ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ îâáï«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨.
• Ǒà¨§­ ª «¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢.�������. �¥ªâ®à  ~a1, ...~an «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ®¤¨­ ¨§ ­¨å ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ®áâ «ì­ëå.���-��. �á«¨ ¢¥ªâ®à ~ai ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ®áâ «ì­ëå,â® ¯¥à¥­¥áï ¢á¥ á« £ ¥¬ë¥ ¢ ®¤­ã áâ®à®­ã, ¬ë ¯®«ãç¨¬ à ¢­ãî ­ã«î«¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î, ¢ ª®â®à®© ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ ~ai à ¢¥­ 1.�¡à â­®, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¨å «¨­¥©­ ïª®¬¡¨­ æ¨ï, à ¢­ ï ~0, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ ~ai®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï, á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¢¥ªâ®à ~ai ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥­ ç¥à¥§®áâ «ì­ë¥, â® ¥áâì ï¢«ï¥âáï ¨å «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥©.
• �®¡ ¢«¥­¨¥ ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à .�������. �á«¨ ª «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¤®¡ ¢¨âì­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à, â® á¨áâ¥¬  áâ ­¥â «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®©.���-��. Ǒ®áâà®¨¬ «¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î, ¢ ª®â®à®© ª®íää¨æ¨¥­-âë ¯à¨ ¢á¥å ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à å à ¢­ë ­ã«î,   ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ ­ã«¥-¢®¬ ¢¥ªâ®à¥ ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �ç¥¢¨¤­®, ¯®áâà®¥­­ ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨-­ æ¨ï ¡ã¤¥â à ¢­  ~0, á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¢¥ªâ®à  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë.
• �®¡ ¢«¥­¨¥ ­¥­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à .�������. �á«¨ ª «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬¥ ¢¥ªâ®à®¢ ~a1, ...,~an ¤®-¡ ¢¨âì ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à~

b, â® á¨áâ¥¬  ®áâ ­¥âáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®©.���-��. � áá¬®âà¨¬ à ¢­ãî ­ã«î «¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î ¢¥ªâ®-à®¢ ~a1, ...,~an. Ǒ®áª®«ìªã ¢¥ªâ®à  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë, ¢ íâ®© ª®¬¡¨­ -æ¨¨ ¤®«�­ë ¡ëâì ­¥­ã«¥¢ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë. Ǒà¨¡ ¢¨¬ ª íâ®© áã¬¬¥á« £ ¥¬®¥ 0~b. Ǒ®«ãç¥­­ ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ~a1, ...,~an,

~

b®áâ « áì ­ã«¥¢®©, á«¥¤®¢ â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®©.
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9
• Ǒà¨§­ ª ª®««¨­¥ à­®áâ¨.�������. �¢  ¢¥ªâ®à  ª®««¨­¥ à­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ ®­¨ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë.���-��. �á«¨ ®¤¨­ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ­ã«¥¢®©, â® ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®.� áá¬®âà¨¬ ~a 6= ~0 ¨ ~

b 6= ~0.�á«¨ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ á®¢¯ ¤ îâ, â® ¬®�­® § ¯¨á âì |b|~a = |a|~b,â ª ª ª á ®¡¥¨å áâ®à®­ à ¢¥­áâ¢  § ¯¨á ­ë ¢¥ªâ®à , ã ª®â®àëå ¤«¨­ë¨ ­ ¯à ¢«¥­¨ï á®¢¯ ¤ îâ. �§ íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ¯®«ãç ¥¬ ­ã«¥¢ãî «¨-­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î |b|~a− |a|~b = ~0, ¯à¨ç¥¬ ®¡  ª®íää¨æ¨¥­â  ­¥ à ¢­ë­ã«î.�­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë, â® ¬®�­®§ ¯¨á âì |b|~a = −|a|~b, ®âªã¤  |b|~a+|a|~b = ~0 ¨ ®¡  ª®íää¨æ¨¥­â  ­¥ à ¢­ë­ã«î.���������. �á«¨ ~a ¨ ~

b ª®««¨­¥ à­ë, â® ­ ©¤¥âáï ç¨á«® λ 6= 0â ª®¥, çâ® ~a = λ

~

b.
• � §«®�¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ¯® ­¥ª®««¨­¥ à­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬.�������. �á«¨ ¢¥ªâ®à  ~a ¨ ~

b ­¥ª®««¨­¥ à­ë,   ¢¥ªâ®à  ~a, ~

b ¨ ~cª®¬¯« ­ à­ë, â® áãé¥áâ¢ã¥â, ¯à¨ç¥¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï, ¯ à  ç¨á¥« α ¨ βâ ª¨¥, çâ® ~c = α~a+ β

~

b.���-��. Ǒ®áâà®¨¬ ¢¥ªâ®à  ~

OA = ~a, ~

OB = ~

b, ~

OC = ~c. �¥à¥§ â®çªã
C ¯à®¢¥¤¥¬ ¯àï¬ãî l‖(OB). �¡®§­ ç¨¬ D = l ∩ (OA).

~

OD‖~a =⇒ ­ ©¤¥âáï ç¨á«® α â ª®¥, çâ® ~

OD = α~a.
~

DC‖~b =⇒ ­ ©¤¥âáï ç¨á«® β â ª®¥, çâ® ~

DC = β

~

b. �âªã¤  ~

OC =
~

OD + ~

DC ¨«¨ ~c = α~a+ β

~

b. � áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à §«®�¥­¨ï ¤®ª § ­®.
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10�®ª �¥¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì. �á«¨ ~c = α1~a + β1~b ¨ ~c = α2~a + β2~b, â®¢ëç¨â ï ®¤­® à ¢¥­áâ¢® ¨§ ¤àã£®£®, ¯®«ãç¨¬: ~0 = (α1−α2)~a+(β1−β2)~b.� â ª ª ª ¢¥ªâ®à  ~a ¨ ~

b ­¥ª®««¨­¥ à­ë, ®­¨ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ª®íää¨æ¨¥­âë ¢ ¯®«ãç¥­­®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ à ¢­ë ­ã«î, â® ¥áâì
α1 = α2 ¨ β1 = β2, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.���������. �  ¯«®áª®áâ¨ ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª® ¤¢  «¨­¥©­® ­¥§ -¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à .
• Ǒà¨§­ ª ª®¬¯« ­ à­®áâ¨.�������. �à¨ ¢¥ªâ®à  ª®¬¯« ­ à­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ ®­¨ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë.���-��. �á«¨ áà¥¤¨ âà¥å ¢¥ªâ®à®¢ ¥áâì ¯ à  ª®««¨­¥ à­ëå, â® íâ ¯ à  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ , á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¨ ¢áï âà®©ª  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ .�á«¨ âà¨ ¢¥ªâ®à  ¯®¯ à­® ­¥ª®««¨­¥ à­ë, â® ¯® â¥®à¥¬¥ ® à §«®�¥­¨¨¯® ­¥ª®««¨­¥ à­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ ®¤¨­ ¨§ ­¨å ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¤¢ãå ¤àã£¨å, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­¨ «¨­¥©­® § ¢¨á¨-¬ë.
• � §«®�¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ¯® ­¥ª®¬¯« ­ à­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬.�������. Ǒãáâì ~a, ~b, ~c ­¥ª®¬« ­ à­ë. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à 
~

d áãé¥áâ¢ãîâ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ç¨á«  α, β, γ â ª¨¥, çâ® ~

d =
α~a+ β

~

b+ γ~c.���-��. Ǒ®áâà®¨¬ ¢¥ªâ®à  ~

OA = ~a, ~

OB = ~

b, ~

OC = ~c, ~

OD = ~

d.Ǒà®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ â®çªã D ¯«®áª®áâì π1‖(OAC). �¡®§­ ç¨¬ F = π1 ∩(OB).Ǒà®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ â®çªã D ¯«®áª®áâì π2‖(OCB) ¨ ¯àï¬ãî (FF1)‖(OA),çâ®¡ë F1 = π2 ∩ (FF1).
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11
F ∈ (OB) =⇒ ~

OF‖ ~

OB =⇒ ­ ©¤¥âáï ç¨á«® β â ª®¥, çâ® ~

OF = β

~

OB.
~

FF1‖ ~

OA ¯® ¯®áâà®¥­¨î =⇒ ­ ©¤¥âáï ç¨á«® α â ª®¥, çâ® ~

FF1 =
α

~

OA.� ª ª ª π1‖ ~

OC =⇒ ~

F1D‖ ~

OC =⇒ ­ ©¤¥âáï ç¨á«® γ â ª®¥, çâ®
~

F1D = γ

~

OC.Ǒ®áª®«ìªã ~

OD = ~

OF + ~

FF1 + ~

F1D, ¯®«ãç ¥¬ ~

d = α~a + β

~

b + γ~c ¨áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à §«®�¥­¨ï ¤®ª § ­®.Ǒ®ª �¥¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì. �á«¨ ~

d = α1~a + β1~b + γ1~c ¨ ~

d = α2~a +
β2~b + γ2~c â®, ¢ëç¨â ï ®¤­® à ¢¥­áâ¢® ¨§ ¤àã£®£®, ¯®«ãç¨¬: ~0 = (α1 −
α2)~a+ (β1 − β2)~b+ (γ1 − γ2)~c. � â ª ª ª ¢¥ªâ®à  ~a, ~b, ~c ­¥ª®¬¯« ­ à­ë,®­¨ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, á«¥¤®¢ â¥«ì­® ª®íää¨æ¨¥­âë ¢ ¯®«ãç¥­­®©«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ à ¢­ë ­ã«î, â® ¥áâì α1 = α2, β1 = β2, γ1 = γ2,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.���������. � ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìª® âà¨ «¨­¥©­® ­¥§ -¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à .������ � ����������
• � §¨á®¬ ­  ¯«®áª®áâ¨ ­ §ë¢ ¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯ à  ­¥ª®««¨­¥ à-­ëå ¢¥ªâ®à®¢.� §¨á®¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ §ë¢ ¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï âà®©ª  ­¥ª®¬-¯« ­ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢.
• �®®à¤¨­ â ¬¨ ¢¥ªâ®à  ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  ­ §ë¢ îâáï ª®íää¨æ¨-¥­âë à §«®�¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ¯® íâ®¬ã ¡ §¨áã.Ǒãáâì ¨¬¥¥âáï ¡ §¨á (~e1, ~e2) ¨ ¢¥ªâ®à ~a á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (α1, α2), â®¥áâì

~a = α1~e1 + α2~e2 = (α1 α2 )(~e1
~e2 ) { ¬ âà¨ç­ ï § ¯¨áì ¢¥ªâ®à  ~a�­ «®£¨ç­® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥: ~a = (α1 α2 α3 )~e1

~e2
~e3 



• � §¨á ­ §ë¢ ¥âáï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à  ¡ §¨á  ¯®¯ à­®¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë ¨ ¨¬¥îâ ¤«¨­ã 1.�¥ªâ®à  ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  ¯à¨­ïâ® ®¡®§­ ç âì (~i,~j,~k)
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• �®®à¤¨­ âë «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢�������. �®®à¤¨­ âë «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ à ¢­ë â®©�¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®®à¤¨­ â.���-��. Ǒãáâì ~a = α1~e1 + α2~e2, ~b = β1~e1 + β2~e2. �®£¤ 

~a+~

b = (α1 + β1)~e1 + (α2 + β2)~e2,â® ¥áâì ª®®à¤¨­ âë áã¬¬ë ¢¥ªâ®à®¢ à ¢­ë áã¬¬¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®-®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢. (�­ «®£¨ç­® ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢ .)Ǒãáâì ~a = α1~e1+α2~e2, â®£¤  λ~a = λα1~e1+λα2~e2, â® ¥áâì ª®®à¤¨­ âë¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ­  ç¨á«® à ¢­ë ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à  ­  íâ® ç¨á«®. (�­ «®£¨ç­® ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢ .)
• �®®à¤¨­ âë á¢ï§­®£® ¢¥ªâ®à � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à ~

AB ¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â á æ¥­-âà®¬ ¢ â®çª¥ O. �® ¥áâì ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ A íâ® ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®-à  ~

OA,   ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ B íâ® ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  ~

OB. � ª ª ª
~

AB = ~

OB − ~

OA, ¯®«ãç ¥¬ ¯à ¢¨«®:�â®¡ë ­ ©â¨ ª®®à¤¨­ âë á¢ï§­®£® ¢¥ªâ®à , ­ ¤® ¨§ ª®®à¤¨­ â ¥£®ª®­æ  ¢ëç¥áâì ª®®à¤¨­ âë ­ ç « .
• Ǒà¨§­ ª ª®««¨­¥ à­®áâ¨ ¢ ª®®à¤¨­ â å�������. �¢  ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ª®««¨­¥ à­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-£¤ , ª®£¤  ¨å ª®®à¤¨­ âë ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë.���-��. ~a ¨ ~

b ª®««¨­¥ à­ë ⇐⇒ ~a = λ

~

b ⇐⇒ α1 = λβ1, α2 = λβ2 ¨
α3 = λβ3 ⇐⇒ α1

β1 = α2
β2 = α3

β3���������. �¢  ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ­  ¯«®áª®áâ¨ ª®««¨­¥ à­ëâ®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨å ª®®à¤¨­ âë ®â­®á¨â¥«ì­® «î¡®£® ¡ §¨á ®¡à §ãîâ ­ã«¥¢®© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì:
∣

∣

∣

∣

α1 α2
β1 β2 ∣

∣

∣

∣

= 0Ǒà¨¬¥à ¯à¨¬¥­¥­¨ï. � ¯¨á âì ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®áâ¨, ¯à®-å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ K(1; 2) ¨ M(3; 0).СА
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13�¥è¥­¨¥. Ǒãáâì â®çª  F (x; y) ∈ KM . �®£¤  ¢¥ªâ®à  ~

KF ¨ ~

KMª®««¨­¥ à­ë. � ©¤¥¬ ª®®à¤¨­ âë íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¨ § ¯¨è¥¬ ¯à¨§­ ªª®««¨­¥ à­®áâ¨:
~

KF (x − 1;y − 2)
~

KM(2;− 2) =⇒ ∣

∣

∣

∣

x − 1 y − 22 −2 ∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒ −2(x − 1)− 2(y − 2) = 0=⇒ x+ y − 3 = 0 { ¨áª®¬®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©.�â¢¥â: x+ y − 3 = 0.
• Ǒà¨§­ ª ª®¬¯« ­ à­®áâ¨ ¢ ª®®à¤¨­ â å�������. �à¨ ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ª®¬¯« ­ à­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-£¤ , ª®£¤  ¨å ª®®à¤¨­ âë ®â­®á¨â¥«ì­® «î¡®£® ¡ §¨á  ®¡à §ãîâ ­ã«¥¢®©®¯à¥¤¥«¨â¥«ì:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α1 α2 α3
β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0���-��. �¥ªâ®à  ª®¬¯« ­ à­ë, á«¥¤®¢ â¥«ì­® ®­¨ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë,§­ ç¨â áãé¥áâ¢ãîâ ç¨á«  λ, µ, ν â ª¨¥, çâ®
λ~a+ µ

~

b+ ν~c = ~0 ⇐⇒
λα1 + µβ1 + νγ1 = 0
λα2 + µβ2 + νγ2 = 0
λα3 + µβ3 + νγ3 = 0 ⇐⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α1 α2 α3
β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,¯®áª®«ìªã áâà®ª¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë.Ǒà¨¬¥à ¯à¨¬¥­¥­¨ï. � ¯¨á âì ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥-à¥§ â®çª¨ N(1; 2; 0), P (−1; 0; 0) ¨ Q(−1; 3;−1).�¥è¥­¨¥. Ǒãáâì â®çª  F (x; y; z) ∈ NPQ. �®£¤  ¢¥ªâ®à  ~

NF , ~

NP ¨
~

NQ ª®¬¯« ­ à­ë. � ©¤¥¬ ª®®à¤¨­ âë íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¨ § ¯¨è¥¬ ¯à¨-§­ ª ª®¬¯« ­ à­®áâ¨:
~

NF (x − 1;y − 2; z)
~

NP (−2;− 2; 0)
~

NQ(−2;1;−1) =⇒ ∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − 1 y − 2 z

−2 −2 0
−2 1 −1 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒=⇒ 2(x − 1)− 2z − 4z − 2(y − 2) = 0 =⇒=⇒ x − y − 3z + 1 = 0 {¨áª®¬®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨.�â¢¥â: x − y − 3z + 1 = 0.
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• �à¨¥­â æ¨ï ¡ §¨á  ­  ¯«®áª®áâ¨� §¨á ­  ¯«®áª®áâ¨ ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬, ¥á«¨ ªà âç ©è¨©¯®¢®à®â ®â ¯¥à¢®£® ¢¥ªâ®à  ª® ¢â®à®¬ã ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯à®â¨¢ ç á®¢®©áâà¥«ª¨ ¨ ®âà¨æ â¥«ì­ë¬ ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.
• �à¨¥­â æ¨ï ¡ §¨á  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥� áá¬®âà¨¬ ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥.�â«®�¨¬ ¢á¥ ¡ §¨á­ë¥ ¢¥ªâ®à  ®â ®¤­®© â®çª¨ O ¨ ®¡®§­ ç¨¬ A1,
A2, A3 { ª®­æë ¯¥à¢®£®, ¢â®à®£® ¨ âà¥âì¥£® ¡ §¨á­®£® ¢¥ªâ®à  á®®â-¢¥âáâ¢¥­­®. Ǒà®¢¥¤¥¬ ®ªàã�­®áâì ç¥à¥§ ª®­æë ¢¥ªâ®à®¢. Ǒ«®áª®áâì(A1A2A3) à §¡¨¢ ¥â ¢á¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­  ¤¢¥ ç áâ¨. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨-¢ âì ¯®áâà®¥­­ãî ­ ¬¨ ®ªàã�­®áâì ¨§ â®© ç áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢ , ª®â®à®©­¥ ¯à¨­ ¤«¥�¨â â®çª  O.�á«¨ â®çª¨ A1, A2, A3 à á¯®«®�¥­ë ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨, â® ¡ §¨á­ §ë¢ ¥âáï ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬,   ¥á«¨ ¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥ { ®âà¨æ â¥«ì-­ë¬.��������� Ǒ����������� ��������
• �ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ { íâ® ç¨á«®, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ª ª

~a ·~b = {

|a| |b| 
os(âb), ¥á«¨ ~a 6= ~0 ¨ ~

b 6= ~00, ¥á«¨ ~a = ~0 ¨«¨ ~

b = ~0Ǒà¨¬¥à. ABC { à ¢­®¡¥¤à¥­­ë© ¯àï¬®ã£®«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª á £¨-¯®â¥­ã§®© AB = 4. � ©â¨ ~

AB

~

AC.
�¥è¥­¨¥. Ǒ® â¥®à¥¬¥ Ǒ¨ä £®à  AC

2 +BC

2 = AB

2, ¨ â ª ª ª AC =
BC ¯®«ãç ¥¬: 2AC

2 = 16 =⇒ AC = 2√2. � ª ª ª âà¥ã£®«ì­¨ªà ¢­®¡¥¤à¥­­ë©, ®áâàë¥ ã£«ë ¯® 45o. � ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î áª «ïà­®£®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¯®«ãç ¥¬:
~

AB

~

AC = |AB| · |AC| 
os 45o = 4 · 2√2 · √22 = 8.�â¢¥â: 8.
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



15
• �¬ëá« §­ ª 

~a ·~b = 0 ⇐⇒ 
os(âb) = 0 ⇐⇒ âb = 900 ⇐⇒ ~a ⊥ ~

b

~a ·~b > 0 ⇐⇒ 
os(âb) > 0 ⇐⇒ ¢¥ªâ®à  ®¡à §ãîâ ®áâàë© ã£®«.
~a ·~b < 0 ⇐⇒ 
os(âb) < 0 ⇐⇒ ¢¥ªâ®à  ®¡à §ãîâ âã¯®© ã£®«.

• �®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢ 1. ~a ·~b = ~

b · ~a2. λ(~a ·~b) = (λ~a) ·~b = ~a · (λ~b)3. (~a+~

b) · ~c = ~a · ~c+~

b · ~c4. ~a · ~a = ~a

2 = |a|2.
• �®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥Ǒãáâì ~a(α1, α2), b(β1, β2). �®£¤ 

~a ·~b = (α1~i+ α2~j) · (β1~i+ β2~j) = α1β1~i2 + α1β2~i ·~j + α2β1~i ·~j + β1β2~j2� ª ª ª ¡ §¨á ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë©, â® ~

i

2 = |i|2 = 1, ~

j

2 = |j|2 = 1, ¨
~

i ·~j = 0, ¯®áª®«ìªã ¢¥ªâ®à  ¢§ ¨¬­® ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë.� ª¨¬ ®¡à §®¬ ~a ·~b = α1β1 + α2β2.�­ «®£¨ç­® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥: ~a ·~b = α1β1 + α2β2 + α3β3.Ǒà¨¬¥à. �«ï ¢¥ªâ®à®¢ ~a(2;−1; 3) ¨ ~

b(1; 4; 0) (¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¨áâ¥-¬¥ ª®®à¤¨­ â) ­ ©â¨ ~a

~

b.�¥è¥­¨¥. ~a

~

b = 2 · 1− 1 · 4 + 3 · 0 = −2.�â¢¥â: −2.Ǒà¨¬¥à. �«ï ¢¥ªâ®à  ~a(1; 2; 3) ­ ©â¨ ~a

2.�¥è¥­¨¥. ~a

2 = ~a~a = 12 + 22 + 32 = 14.�â¢¥â: 14.
• �¥å ­¨ç¥áª¨© á¬ëá«Ǒãáâì ~

F { ¢¥ªâ®à á¨«ë, ¯à¨«®�¥­­®© ª â¥«ã, ~

S {¯ãâì, ¯à®©¤¥­­ë© â¥-«®¬ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ íâ®© á¨«ë. �®£¤  áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢
~

F · ~

S à ¢­® à ¡®â¥, ¯à®¨§¢¥¤¥­­®© ¤ ­­®© á¨«®©.СА
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16Ǒ�������������� Ǒ����������� ��������
• Ǒá¥¢¤®áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ ¯«®áª®áâ¨ { íâ® ç¨á«®,®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ª ª

~a ×~

b = {

|a| |b| sin(âb), ¥á«¨ ~a 6= ~0 ¨ ~

b 6= ~00, ¥á«¨ ~a = ~0 ¨«¨ ~

b = ~0�£®« ¬¥�¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ ¨§¬¥àï¥âáï ®â ¯¥à¢®£® ¢¥ªâ®à  ª® ¢â®à®¬ã ¯à®-â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨.Ǒá¥¢¤®áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â®«ìª® ¤«ï ¤¢ã¬¥à­ëå¢¥ªâ®à®¢. �«ï ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯á¥¢¤®áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥®¯à¥¤¥«¥­®.
• �¬ëá« §­ ª 

~a ×~

b = 0 ⇐⇒ sin(âb) = 0 ⇐⇒ âb = 00 ¨«¨ âb = 1800 ⇐⇒ ~a‖~b
~a ×~

b > 0 ⇐⇒ sin(âb) > 0 ⇐⇒ ¢¥ªâ®à  ®¡à §ãîâ ¯®«®�¨â¥«ì­ë©¡ §¨á.
~a ×~

b < 0 ⇐⇒ sin(âb) < 0 ⇐⇒ ¢¥ªâ®à  ®¡à §ãîâ ®âà¨æ â¥«ì­ë©¡ §¨á.
• �®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢ 1. ~a ×~

b = −~

b × ~a2. λ(~a ×~

b) = (λ~a)×~

b = ~a × (λ~b)3. (~a+~

b)× ~c = ~a × ~c+~

b × ~c

• �®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥Ǒãáâì ~a(α1, α2), b(β1, β2). �®£¤  ãç¨âë¢ ï, çâ® ¯á¥¢¤®áª «ïà­®¥ ¯à®-¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ­  á ¬®£® á¥¡ï à ¢­® ­ã«î, ¯®«ãç¨¬
~a ×~

b = (α1~e1 + α2~e2)× (β1~e1 + β2~e2) == α1β1(~e1 × ~e1) + α1β2(~e1 × ~e2) + α2β1(~e2 × ~e1) + α2β2(~e2 × ~e2) == (~e1 × ~e2)(α1β2 − α2β1).Ǒ®á«¥¤­¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ­® ¢ ¢¨¤¥
~a ×~

b = (~e1 × ~e2) ∣∣∣
∣

α1 α2
β1 β2 ∣

∣

∣

∣

.
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17�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¥á«¨ ¡ §¨á ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë©, â® ~e1×~e2 = ~e2×~e3 =
~e3 × ~e1 = 1 ¨ ¤«ï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á 

~a ×~

b = ∣

∣

∣

∣

α1 α2
β1 β2 ∣

∣

∣

∣

.

• �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá«�®à®è® ¨§¢¥áâ­ë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ­ å®�¤¥­¨ï ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì­¨ª ¨ ¯ à ««¥«®£à ¬¬  ¬®£ãâ ¡ëâì § ¯¨á ­ë ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯á¥¢¤®áª «ïà­®£®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï:
Sâà¥ã£®«ì­¨ª  ABC = 12 |AB| |AC| sinA = 12 | ~

AB × ~

AC|

S¯ à ««¥«®£à ¬¬  ABCD = |AB| |AC| sinA = | ~

AB × ~

AC|Ǒà¨¬¥à ¯à¨¬¥­¥­¨ï. � ©â¨ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì­¨ª  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢â®çª å
A(1;−1), B(2; 0), C(−2; 2) (¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â).�¥è¥­¨¥. � ©¤¥¬ ª®®à¤¨­ âë ¯ àë ¢¥ªâ®à®¢, ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ ®¤­®©â®çª¨. (� ª ç¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¬®�­® ¡à âì «î¡ë¥ áâ®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª ,­® ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¢ë¡¨à âì â ª, çâ®¡ ®­¨ ®¡ï§ â¥«ì­® ¢ëå®¤¨«¨¨§ ®¤­®© â®çª¨.)

~

AC = ~a(−3; 3),
~

AB = ~

b(1; 1), =⇒ S△ABC = 12 |~a×~

b| = 12 mod ∣

∣

∣

∣

−3 31 1 ∣

∣

∣

∣

= 12 |−6| = 3.�â¢¥â: 3.��������� Ǒ����������� ��������
• �¥ªâ®à­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¤¢ãå ­¥ª®««¨­¥ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~

b ­ -§ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à ~c = [~a~b℄, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© âà¥¬ ãá«®¢¨ï¬:1. |c| = |a| |b| sin(~̂a~b)2. ~c ⊥ ~a ¨ ~c ⊥ ~

b3. �¥ªâ®à  (~a,

~

b,~c) ®¡à §ãîâ ¯®«®�¨â¥«ì­ë© ¡ §¨á.СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



18�¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ª®««¨­¥ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¯®« £ îâ à ¢-­ë¬ ~0.
• �®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢ 1. [~a~b℄ = −[~b~a℄2. λ[~a~b℄ = [(λ~a)~b℄ = [~a(λ~b)℄3. [(~a+~

b)~c℄ = [~a~c℄ + [~b~c℄ ¨ [~a(~b+ ~c)℄ = [~a~b℄ + [~a~c℄
• �®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥Ǒãáâì ~a(α1, α2, α3), b(β1, β2, β3). �®£¤ , ãç¨âë¢ ï, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®-¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ­  á ¬®£® á¥¡ï ¥áâì ~0, ¯®«ãç¨¬[~a~b℄ = [(α1~e1 + α2~e2 + α3~e3)(β1~e1 + β2~e2 + β3~e3)℄ == α2β1[~e2~e1℄+α3β1[~e3~e1℄+α1β2[~e1~e2℄+α3β2[~e3~e2℄+α1β3[~e1~e3℄+α2β3[~e2~e3℄ == [~e2~e3℄(α2β3 − α3β2)− [~e3~e1℄(α1β3 − α3β1) + [~e1~e2℄(α1β2 − α2β1) == [~e2~e3℄ ∣∣∣

∣

α2 α3
β2 β3 ∣

∣

∣

∣

+ [~e3~e1℄ ∣∣∣
∣

α3 α1
β3 β1 ∣

∣

∣

∣

+ [~e1~e2℄ ∣∣∣
∣

α1 α2
β1 β2 ∣

∣

∣

∣

.Ǒ®á«¥¤­¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª à §«®�¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ï ¯® áâà®ª¥, ¯®íâ®¬ã ®­® ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ­® ¢ ¢¨¤¥[~a~b℄ = ∣

∣

∣

∣

∣

∣

[~e2~e3℄ [~e3~e1℄ [~e1~e2℄
α1 α2 α3
β1 β2 β3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

.� ¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥[~a~b℄ = ∣

∣

∣

∣

∣

∣

~

i

~

j

~

k

α1 α2 α3
β1 β2 β3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

=~

i

∣

∣

∣

∣

α2 α3
β2 β3 ∣

∣

∣

∣

+~

j

∣

∣

∣

∣

α3 α1
β3 β1 ∣

∣

∣

∣

+ ~

k

∣

∣

∣

∣

α1 α2
β1 β2 ∣

∣

∣

∣

.

• �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá«�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®¤ã«ì ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®-¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ à ¢¥­ ¯«®é ¤¨ ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , ¯®áâà®¥­­®£® ­ íâ¨å ¢¥ªâ®à å.СА
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19Ǒà¨¬¥à ¯à¨¬¥­¥­¨ï. � ©â¨ ¯«®é ¤ì ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , ¯®áâà®¥­­®-£® ­  ¢¥ªâ®à å ~a(2;−1; 1) ¨ ~

b(−1; 3; 0) (¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à-¤¨­ â).�¥è¥­¨¥. � ©¤¥¬ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢:
~c = [~a~b℄ = ∣

∣

∣

∣

∣

∣

~

i

~

j

~

k2 −1 1
−1 3 0 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

=~

i

∣

∣

∣

∣

−1 13 0 ∣

∣

∣

∣

+~

j

∣

∣

∣

∣

1 20 −1 ∣

∣

∣

∣

+ ~

k

∣

∣

∣

∣

2 −1
−1 3 ∣

∣

∣

∣

== −3~i −~

j + 5~k.�«¥¤®¢ â¥«ì­® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¥áâì ¢¥ªâ®à ~c(−3;−1; 5),   ¥£®¬®¤ã«ì, â® ¥áâì ¤«¨­  |~c|
√(−3)2 + 11 + 52 = √35.�â¢¥â: √35.

• �¢®©­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ âà¥å ¢¥ªâ®à®¢� áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢. Ǒ®«ãç¨¢è¨©áï¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¢¥ªâ®à ¬®�­® ¢¥ªâ®à­® ã¬­®�¨âì ¥é¥ ­  ®¤¨­ ¢¥ªâ®à. �à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ â ª ­ §ë¢ ¥¬®¥ ¤¢®©­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥âà¥å ¢¥ªâ®à®¢.�â¬¥â¨¬ ¤¢  á¢®©áâ¢  ¤¢®©­®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï:[[~a~b℄~c℄ = ~

b(~a · ~c)− ~a(~b · ~c)[~a[~b~c℄℄ = ~

b(~a · ~c)− ~c(~a ·~b)��������� Ǒ����������� ��������
• �¬¥è ­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ âà¥å ¢¥ªâ®à®¢ ~a,

~

b, ~c { íâ® ç¨á«®, ®¯à¥¤¥-«ï¥¬®¥ ª ª ~a

~

b~c = [~a~b℄ ·~c (¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯¥à¢ëå ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢áª «ïà­® ã¬­®�¨«¨ ­  âà¥â¨©.)
• �¬ëá« §­ ª 

~a

~

b~c = 0 ⇐⇒ [~a~b℄ ⊥ ~c. Ǒãáâì ~

OA = ~a, ~

OB = ~

b, â®£¤  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥[~a~b℄ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ¯«®áª®áâ¨ (OAB). �«¥¤®¢ â¥«ì­® ~c ¯ à ««¥«¥­¯«®áª®áâ¨ (OAB), çâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¢¥ªâ®à  ~a,

~

b,~c ª®¬¯« ­ à­ë.
~a

~

b~c > 0 ⇐⇒ ¢¥ªâ®à  (~a,

~

b,~c) ®¡à §ãîâ ¯®«®�¨â¥«ì­ë© ¡ §¨á.
~a

~

b~c < 0 ⇐⇒ ¢¥ªâ®à  (~a,

~

b,~c) ®¡à §ãîâ ®âà¨æ â¥«ì­ë© ¡ §¨á.СА
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20
• �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá«�������. �®¤ã«ì á¬¥è ­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï âà¥å ¢¥ªâ®à®¢ à ¢¥­®¡ê¥¬ã ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®áâà®¥­­®£® ­  íâ¨å ¢¥ªâ®à å.���-��. Ǒ®áâà®¨¬ ~

OA = ~a, ~

OB = ~

b ¨ ~

OC = ~c ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯ à «-«¥«¥¯¨¯¥¤ á à¥¡à ¬¨ OA, OB, OC.
�¡ê¥¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤  à ¢¥­ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¯«®é ¤¨ ®á­®¢ ­¨ï ­ ¢ëá®âã.Ǒ«®é ¤ì ®á­®¢ ­¨ï { íâ® ¯«®é ¤ì ¯ à ««¥«®£à ¬¬  á® áâ®à®­ ¬¨

OA ¨ OB:
S = |OA| |OB| sin( ^

AOB) = |a| |b| sin(~̂a~b)� ©¤¥¬ ¢ëá®âã ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ :
h =|OC| sin(ã£«  ¬¥�¤ã «ãç®¬ OC ¨ ¯«®áª®áâìî OAB) ==|c| sin(π2 − ã£®« ¬¥�¤ã ~c ¨ ¯«®áª®áâìî OAB) ==|c| 
os(ã£®« ¬¥�¤ã ~c ¨ [~a~b℄�¬­®� ï ¯®«ãç¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯«®é ¤¨ ¨ ¢ëá®âë, ¯®«ãç¨¬:
V¯ à = |a| |b| sin(~̂a~b)|c| 
os(~̂c[~a~b℄) = |[~a~b℄| |c| 
os(~̂c[~a~b℄) = ~a

~

b~c.

• �®à¬ «ì­ë¥ á¢®©áâ¢ 1. ~a

~

b~c = ~

b~c~a = ~c~a

~

b = −~

b~a~c = −~a~c

~

b = −~c

~

b~a2. λ(~a~b~c) = (λ~a)~b~c = ~a(λ~b)~c = ~a

~

b(λ~c)3. (~a1 + ~a2)~b~c = ~a1~b~c+ ~a2~b~c,
~a(~b1 +~

b2)~c = ~a

~

b1~c+ ~a

~

b2~c,
~a

~

b(~c1 + ~c2) = ~a

~

b~c1 + ~a

~

b~c2.�®ª-¢® á¢®©áâ¢ 1 ¨ 2 ®ç¥¢¨¤­®,   ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  3 á«¥¤ã¥â ¨á-¯®«ì§®¢ âì á¢®©áâ¢® 1 ¨ à á¯à¥¤¥«¨â¥«ì­®áâì áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¢¥ªâ®à®¢.
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21
• �®®à¤¨­ â­®¥ ¢ëà �¥­¨¥Ǒãáâì ~a(α1, α2, α3), b(β1, β2, β3), ~c(γ1, γ2, γ3). �®£¤ 

~a

~

b~c = [~a~b℄~c = ∣

∣

∣

∣

∣

∣

[~e2~e3℄ [~e3~e1℄ [~e1~e2℄
α1 α2 α3
β1 β2 β3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

(γ1~e1 + γ2~e2 + γ3~e3) == ∣

∣

∣

∣

∣

∣

γ1[~e2~e3℄~e1 γ2[~e3~e1℄~e2 γ3[~e1~e2℄~e3
α1 α2 α3
β1 β2 β3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

== ∣

∣

∣

∣

∣

∣

γ1 γ2 γ3
α1 α2 α3
β1 β2 β3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

~e1~e2~e3�, ¯¥à¥áâ ¢¨¢ áâà®ª¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï, ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®«ãç ¥¬:
~a

~

b~c = [~a~b℄~c = ∣

∣

∣

∣

∣

∣

α1 α2 α3
β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

~e1~e2~e3�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥ ~e1~e2~e3 = 1.Ǒà¨¬¥à ¯à¨¬¥­¥­¨ï. ­ ©â¨ ®¡ê¥¬ â¥âà í¤à  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ â®çª å
A(1;−1; 3), B(2; 0;−1), C(−2; 2; 1), D(0; 1;−2) (¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¨-áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â).�¥è¥­¨¥. � ª ¨§¢¥áâ­®, ®¡ê¥¬ â¥âà í¤à  à ¢¥­ 1/6 ®¡ê¥¬  ¯ à ««¥-«¥¯¨¯¥¤ , ¯®áâà®¥­­®£® ­  â¥å �¥ ¢¥ªâ®à å,   ®¡ê¥¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ à ¢¥­ ¬®¤ã«î á¬¥è ­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢, ­  ª®â®àëå ®­ ¯®-áâà®¥­.� ©¤¥¬ ª®®à¤¨­ âë âà®©ª¨ ¢¥ªâ®à®¢, ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ ®¤­®© â®çª¨. (�ª ç¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¬®�­® ¡à âì «î¡ë¥ à¥¡à  â¥âà í¤à , ­® ­ ¯à ¢«¥­¨¥¢¥ªâ®à®¢ ¢ë¡¨à âì â ª, çâ®¡ ®­¨ ®¡ï§ â¥«ì­® ¢ëå®¤¨«¨ ¨§ ®¤­®© â®çª¨.)

~

AB = ~a(1; 1;−4),
~

AC = ~

b(−3; 3;−2),
~

AD = ~c(−1; 2;−5), =⇒ VABCD = 16 mod ∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −4
−3 3 −2
−1 2 −5 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

== 16 ∣

∣−15− 2 + 24− 12 + 4− 15∣∣= 16 ∣

∣−16∣∣= 83 .�â¢¥â: 8/3.
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22��Ǒ���� ������ ��� ����������� ������� ­®: ~a(2; 1), ~b(0;−1), ~u(1;−1; 2), ~v(−1; 2; 1), ~w(2; 1;−3),
ABC { à ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª á® áâ®à®­®© 2.�®­âà®«ì­ë¥ § ¤ ­¨ï:1. �§®¡à §¨â¥ ¢¥ªâ®à  2 ~

AB, − ~

AC, ~

AB + ~

AC − 2 ~

BC.2. � ©â¨ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ 2~a, −3~b, ~a+ 2~b.3. Ǒà®¢¥à¨âì, çâ® ¢¥ªâ®à  ~e1(2; 3) ¨ ~e2(−1; 2) ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ­  ¯«®á-ª®áâ¨ ¨ ­ ©â¨ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  ~a ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥.4. Ǒà®¢¥à¨âì, çâ® ¢¥ªâ®à  ~e1(3; 1; 1), ~e2(−1; 1;−1) ¨ ~e3(0; 0; 1) ®¡à §ã-îâ ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨ ­ ©â¨ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  ~u ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥.5. � ©â¨, ¯à¨ ª ª®¬ §­ ç¥­¨¨ ¯ à ¬¥âà  λ ¢¥ªâ®à  ~x(λ; 2) ¨ ~y(1; 3)¡ã¤ãâ ª®««¨­¥ à­ë.6. � ©â¨, ¯à¨ ª ª®¬ §­ ç¥­¨¨ ¯ à ¬¥âà  λ ¢¥ªâ®à  ~x(λ; 2; 0), ~y(1; 1; 0)¨ ~z(2; 3;−1) ¡ã¤ãâ ª®¬¯« ­ à­ë.7. � ©â¨ ~

AB · ~

AC, ~

BC · ~

CA, ~

AB · ~

CB .8. � ©â¨ ~a

~

b,(~a+~

b)2,(2~a+ 3~b)(~a −~

b),
~u~v,
~u

2 + ~v

2.9. � ©â¨, ¯à¨ ª ª®¬ §­ ç¥­¨¨ ¯ à ¬¥âà  λ ¢¥ªâ®à  ~x = λ~a + ~

b ¨
~y = 2~a −~

b ¡ã¤ãâ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë.10. � ©â¨ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ [~u~v℄, [~u[~v ~w℄℄, [[~u~v℄~w℄.11. � ©â¨ ~u~v ~w.12. �á¯®«ì§ãï ¯à¨§­ ª ª®««¨­¥ à­®áâ¨, ­ ¯¨á âì ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©,¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ K(1; 2) ¨ M(3; 0).13. �á¯®«ì§ãï ¯à¨§­ ª ª®¬¯« ­ à­®áâ¨, ­ ¯¨á âì ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®-áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ N(1; 2; 0), P (−1; 0; 0) ¨ Q(−1; 3;−1).14. � ©â¨ ¯«®é ¤ì ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , ¯®áâà®¥­­®£® ­  ¢¥ªâ®à å ~a ¨
~

b. 15. � ©â¨ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì­¨ª , áâ®à®­ ¬¨ ª®â®à®£® á«ã� â ¢¥ª-â®à  ~u ¨ ~w.16. � ©â¨ ®¡ê¥¬ â¥âà í¤à , à¥¡à ¬¨ ª®â®à®£® á«ã� â ¢¥ªâ®à  ~u, ~v,
~w.
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