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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàçäåëå I ïðèâîäÿòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òðåõ äåñÿòè-
ëåòèé ïî îáîñíîâàíèþ ìåòîäà Ôóðüå íàõîæäåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé
äâóõ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ: óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé è âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Îïèðàÿñü íà
ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ Â. À. Ñòåêëîâà è À. Í. Êðûëîâà, äàþòñÿ
ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà íà÷àëüíûå
äàííûå, èçáåãàÿ òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà, îïèðàþùåãîñÿ íà ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûõ íóæíîå ÷èñëî ðàç ðÿäîâ ôîðìàëü-
íûõ ðåøåíèé. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñòàâÿò ìíîãî èíòåðåñíûõ è âàæíûõ
âîïðîñîâ â òåîðèè ôóíêöèé è â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàçäåë II ïîñâÿùåí áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ òåîðèè âåéâëåò-àíàëèçà
íà ëîêàëüíûõ ïîëÿõ è íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ. Óêàçàíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
âñïëåñêîâûõ áàçèñîâ êàê íà ïðîèçâîëüíûõ íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ, òàê è íà
ãðóïïàõ Âèëåíêèíà.

Â ðàçäåëå III ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå êîíå÷íîìåðíûå ìåòîäû
ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è èññëåäóþòñÿ èõ àïïðîê-
ñèìàòèâíûå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè âåëè÷èí ëè-
íåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ
k-âûïóêëîñòü ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé, à òàêæå íàõîäèòñÿ êîëè÷åñòâåí-
íàÿ îöåíêà ýôôåêòà ¾íàñûùåíèÿ¿ äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ.

Â ðàçäåëå IV èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ôðåéìîâ â áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé
ðÿäàìè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè îáùåé òåîðèè ïðèâåäåíû êîíñòðóêöèè
ôðåéìîâ íà îñíîâå àôôèííûõ ñèñòåì ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñó-

äàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò

� 1.1520.2014Ê).
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òðà-
äèöèîííî îïèðàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, è ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ åãî
ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íóæíîå ÷èñëî ðàç.

Ïî ìíåíèþ Â. À. Ñòåêëîâà, âïåðâûå ñòðîãî îáîñíîâàâøèé ìåòîä Ôó-
ðüå, ¾íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâà-
åìûõ ðÿäîâ âûòåêàåò èç ñàìîé ñóùíîñòè ìåòîäà Ëÿìå �Ôóðüå (Ýéëåðà �
Áåðíóëëè), äàþùåãî âûðàæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè â âèäå áåñêîíå÷íîãî
ðÿäà, ïðîñóììèðîâàòü êîòîðûé èëè ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì¿ [1, ñ. 224].

Ýòà òî÷êà çðåíèÿ ñäåëàëà ìåòîä Ôóðüå î÷åíü ïîïóëÿðíûì, áûëî ïðî-
âåäåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé è äîñòèãíóòû çíà÷èòåëüíûå
óñïåõè.

Èíôîðìàöèÿ îáçîðíîãî õàðàêòåðà ñîäåðæèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â êíè-
ãàõ È. Ã. Ïåòðîâñêîãî [2], Â. È. Ñìèðíîâà [3], Î. À. Ëàäûæåíñêîé [4],
Â. À. Èëüèíà [5,6], Â. À. ×åðíÿòèíà [7].

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç [2]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

utt = uxx − q(x)u, x ∈ [0, π], t ∈ (−∞,+∞), (0.1)

u(0, t) = u(π, t) = 0, (0.2)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x). (0.3)

Òåîðåìà 0.1 (ñì. [2, ñ. 190]). Åñëè q(x) ∈ C[0, π] è âåùåñòâåííà,

ϕ(x) ∈ C3[0, π], ψ(x) ∈ C2[0, π],

ϕ(0) = ϕ(π) = ϕ′′(0) = ϕ′′(π) = 0, (0.4)

ψ(0) = ψ(π) = 0, (0.5)

òî ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.1)�(0.3) ïî ìå-
òîäó Ôóðüå, è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî äâàæäû ïî÷ëåííûì äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì ïî x è t, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îáëàñòè
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10 Ðàçäåë I. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ìåòîäîì Ôóðüå ñìåøàííûõ çàäà÷

x ∈ [0, π], t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì T è, òåì ñàìûì, ñóììà u(x, t) äàííîãî

ðÿäà åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå.

Â òðóäíîì ñëó÷àå ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ áîëåå äâóõ â äàííîì íà-
ïðàâëåíèè ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû Î. À. Ëàäûæåíñêîé [4] è
Â. À. Èëüèíûì [6].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (0.1)�(0.3) � çàäà÷ó î êî-
ëåáàíèè ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè:

utt = uxx, x ∈ [0, π], t ∈ (−∞,+∞), (0.6)

u(0, t) = u(π, t) = 0, (0.7)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0 (0.8)

(ψ(x) ≡ 0 äëÿ ïðîñòîòû). Ýòà çàäà÷à âïåðâûå áûëà ðåøåíà Ä. Áåðíóëëè
â 1753 ã. è îêàçàëà îãðîìíîå âëèÿíèå íà ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå ìàòå-
ìàòèêè. Îíà íàõîäèòñÿ â èñòîêå òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå, îðòîãîíàëüíûõ
ñèñòåì, êðàåâûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è, òåì ñàìûì, èìååò
îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå â ñîâðåìåííîé òåîðèè ôóíêöèé, ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè, òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Óêàæåì èìåíà
êðóïíåéøèõ ó÷åíûõ, ïðèíèìàâøèõ àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàçðàáîòêå äàí-
íîãî íàïðàâëåíèÿ: Áåðíóëëè, Ýéëåð, Ôóðüå, Ïóàññîí, Øòóðì, Ëèóâèëëü,
Êîøè, Ïóàíêàðå, Êðûëîâ, Ñòåêëîâ, Ïåòðîâñêèé.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.6)�(0.8) ìåòîäîì Ôóðüå åñòü

u(x, t) =
2

π

∞∑
n=1

(ϕ, sinnξ) sinnx cosnt, (0.9)

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[0, π]. Ïî òåîðåìå 0.1 ñîîòíîøå-
íèå (0.9) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, åñëè ϕ(x) ∈ C3[0, 1], óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (0.4) è ïîëó÷åíî çà ñ÷åò çàêîííîñòè ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ äâàæäû ïî x è t ðÿäà (0.9). Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è (0.6)�(0.8) èìååò ìåñòî è ïðè åñòåñòâåííûõ ìèíèìàëüíûõ óñëîâè-
ÿõ íà ôóíêöèþ ϕ(x), êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.4), íî ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Â ýòîì ñëó÷àå äâàæäû ïî÷ëåííóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðÿäà (0.9)
äîêàçàòü íåâîçìîæíî. Áîëåå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ ϕ(x) ðÿä, ïîëó÷åííûé
ïîñëå äâàæäû ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìîæåò äàæå ðàñõîäèòüñÿ
(ïðè t = 0 ïîëó÷àåì îáû÷íûé ðÿä Ôóðüå ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè).
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Ââåäåíèå 11

Ïîïðîáóåì, íåñìîòðÿ íà ýòî, ïîëó÷èòü èç ðÿäà (0.9) ðåøåíèå çàäà÷è
(ýòî õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò). Ñàì ðÿä (0.9) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâ-
íîìåðíî ïðè x ∈ [0, π] è t ∈ (−∞,+∞). Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû
äâóõ ðÿäîâ Σ+ è Σ−, ãäå

Σ± =
1

π

∞∑
n=1

(ϕ, sinnξ) sinn(x± t).

Òåïåðü êàæäûé èç ýòèõ ðÿäîâ åñòü óæå ðÿä Ôóðüå.
Ðàññìîòðèì ðÿä

2

π

∞∑
n=1

(ϕ, sinnξ) sinnx

ïðè âñåõ x ∈ (−∞,+∞), è ïóñòü ϕ̃(x) � åãî ñóììà. Òîãäà ϕ̃(x) åñòü
íå÷åòíîå ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ϕ(x) íà âñþ âåùåñòâåí-
íóþ îñü. Â ñèëó åñòåñòâåííûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ ϕ(x) ïîëó÷àåì, ÷òî
ϕ̃(x) ∈ C2(−∞,+∞). Ïîýòîìó èìååì

u(x, t) =
ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)

2
. (0.10)

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) èç (0.10) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è (0.6)�(0.8).

Òàêèì îáðàçîì, íå ïðèáåãàÿ ê ïî÷ëåííîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ ðÿ-
äà (0.9), ìû ñíà÷àëà ñäåëàëè ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî ðÿäà, à óæå ïîòîì
ðåøèëè âîïðîñ î åãî ãëàäêîñòè.

Ïî ïîâîäó çàäà÷è (0.6)�(0.8) ïðèâåäåì âûñêàçûâàíèå Â. À. Ñòåêëî-
âà [1, ñ. 205]: ¾Ýòîò êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òîëüêî ÷òî
óêàçàííûå îãðàíè÷åíèÿ âûçûâàþòñÿ ñàìîé ñóùíîñòüþ çàäà÷è, è íåò îñ-
íîâàíèé ðàññ÷èòûâàòü íà âîçìîæíîñòü îñâîáîäèòüñÿ îò íåêîòîðûõ èç
íèõ ïðè èññëåäîâàíèè îáùåãî ñëó÷àÿ. Ñðàâíèâàÿ çàòåì ðåçóëüòàò, ïîëó-
÷åííûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, ñ îáùèìè òåîðåìàìè
ï. 24 èëè ï. 26, ìîæåì ïðèçíàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå
íåñîìíåííî äîëæíû âîçíèêàòü ïðè îáùåé ïîñòàíîâêå âîïðîñà è êîòîðûå
äåéñòâèòåëüíî èìåþòñÿ â ýòèõ òåîðåìàõ, ñðàâíèòåëüíî íåçíà÷èòåëüíû-
ìè è óñòðàíèìûìè ëèøü â ÷àñòíûõ íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, ïîäîáíî
óêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå¿.

Òàêèì îáðàçîì, Â. À. Ñòåêëîâ çäåñü îïÿòü îáðàùàåò âíèìàíèå íà òî,
÷òî îñëàáëåíèå óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
Ôóðüå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé ïðîáëåìîé.
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12 Ðàçäåë I. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ìåòîäîì Ôóðüå ñìåøàííûõ çàäà÷

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê áîëåå òùàòåëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ýòîãî âîïðîñà.
Ñ ýòîé öåëüþ îáðàòèìñÿ ê êíèãå êðóïíåéøåãî ó÷åíîãî (êîðàáëåñòðîèòå-
ëÿ, ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà) À. Í. Êðûëîâà ¾Î íåêîòîðûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, èìåþùèõ ïðèëîæåíèÿ
â òåõíè÷åñêèõ âîïðîñàõ¿. Âïåðâûå ýòà êíèãà âûøëà â 1913 ã. è ñ òîé
ïîðû ìíîãî ðàç ïåðåèçäàâàëàñü áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé (5-å èçä. â
1950 ã., óæå ïîñëå ñìåðòè À. Í. Êðûëîâà). Â ïðåäèñëîâèè ê 5-ìó èçäàíèþ
Â. È. Ñìèðíîâ íàïèñàë: ¾Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè êíèãà À. Í. Êðûëîâà
ïðåäñòàâëÿåò åäèíñòâåííîå áîëüøîå ðóêîâîäñòâî ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêå ïåðâîé ïîëîâèíû XIX âåêà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëüøîå âíèìàíèå
óäåëåíî ïðèëîæåíèÿì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ê êîíêðåòíûì
ïðàêòè÷åñêè âàæíûì òåõíè÷åñêèì çàäà÷àì¿ [8, ñ. 6]. Â ýòîé êíèãå åñòü
î÷åíü èíòåðåñíàÿ ãëàâà (ãë. VI), ïîñâÿùåííàÿ óëó÷øåíèþ ñõîäèìîñòè
ðÿäîâ Ôóðüå è èì ïîäîáíûõ.

Ïðèåì À. Í. Êðûëîâà ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ðÿäà Ôóðüå:

Σ =
∞∑
n=1

an sinnx, x ∈ [0, π], (0.11)

è èññëåäóåì âîïðîñ î ãëàäêîñòè ñóììû ýòîãî ðÿäà. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè
îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè, êðîìå òîé, ÷òî an åñòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå,
íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Åñëè íàì èçâåñòíî, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ãëàä-
êàÿ, êóñî÷íî-ãëàäêàÿ è ò. ï., òî ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷à-
ñòÿì àñèìïòîòèêó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ïðè÷åì ãëàâíûå ÷àñòè àñèìï-
òîòèêè ïîëó÷àþòñÿ çà ñ÷åò òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè, ñëåäóþùèå � çà
ñ÷åò ðàçðûâà ïðîèçâîäíûõ è ò. ä.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïî àñèìïòîòèêå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ãëàäêîñòè ôóíêöèè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, an =
1

n
+
αn
n2
, ãäå ÷åðåç αn îáîçíà÷åíû ëþáûå ÷èñ-

ëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
∑
|αn|2 < ∞. Åñëè íè÷åãî íå äåëàòü ñ

ðÿäîì (0.11), òî íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü è î ãëàäêîñòè åãî ñóììû. Ðàçî-
áüåì òåïåðü ðÿä íà äâà ðÿäà:

Σ = Σ1 + Σ2,

ãäå

Σ1 =
∑ 1

n
sinnx, Σ2 =

∑ αn
n2

sinnx.

Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå: ðÿä Σ2 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó
ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàííûé ðÿä ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
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(èç-çà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑ αn

n
ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî); ðÿä

æå Σ1 èìååò ñóììó, ðàâíóþ π − x ïðè x ∈ [0, π]. Çíà÷èò, ìû ïîëó÷àåì
èíôîðìàöèþ î ãëàäêîñòè ñóììû ðÿäà (0.11) áåç åãî ïî÷ëåííîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè æå an =
1

n
+

1

n2
+
αn
n3
, òî ïîëó÷àåì èíôîðìàöèþ î

ãëàäêîñòè ïðîèçâîäíîé îò ñóììû ðÿäà è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñóìåëè óçíàòü èíôîðìàöèþ î ãëàäêîñòè ðÿ-
äà (0.11) ïóòåì åãî ðàñùåïëåíèÿ íà äâà, îäèí èç êîòîðûõ òî÷íî âû-
÷èñëÿåòñÿ, à äðóãîé ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íóæíîå ÷èñëî
ðàç (ýòà ïðîöåäóðà íåìíîãî íàïîìèíàåò íàì ðåøåíèå çàäà÷è (0.6)�(0.8),
êîãäà ìû ðàçáèâàëè ðÿä (0.9) íà äâà). Î äàííîì ñïîñîáå À. Í. Êðûëîâ
ñêàçàë ñëåäóþùåå: ¾Ýòîãî ïðèåìà ÿ íå âñòðå÷àë íè â ðóêîâîäñòâàõ, íè â
ëèòåðàòóðå, õîòÿ, ïî åãî ïðîñòîòå è î÷åâèäíîñòè, ÿ íå ñìåþ óòâåðæäàòü,
÷òî îí ÿâëÿåòñÿ íîâûì¿ [8, ñ. 9]. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðèåìà îí ïðåäñòàâèë,
â ÷àñòíîñòè, õîðîøåå êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðÿäîâ â ñëó÷àå âûíóæ-
äåííûõ êîëåáàíèé. Ïî åãî ìíåíèþ, ¾ýòîò ïðèåì íå òîëüêî äàåò ïðàêòè-
÷åñêóþ âîçìîæíîñòü ñ óäîáñòâîì ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè ðÿäàìè â ïðèëî-
æåíèÿõ, ïîëó÷àÿ æåëàåìóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè, âçÿâ ñàìîå îãðàíè÷åííîå
÷èñëî (3− 5) ÷ëåíîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà, íî ÷àñòî ïðèâîäèò ê ïðåä-
ñòàâëåíèþ ñóììû ïðåäëîæåííîãî ðÿäà â çàìêíóòîé ôîðìå ïîä âèäîì
ðàçðûâíîé ôóíêöèè. Ýòîò æå ïðèåì äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ïðîèç-
âîäíûå îò ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ òàêèìè ðÿäàìè Ôóðüå, ïî÷ëåííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðûõ íåäîïóñòèìî¿ [8, ñ. 9]. Åùå ïðèâåäåì ñëî-
âà Êðûëîâà: ¾Èçëîæåííûé ïðèåì óñèëåíèÿ áûñòðîòû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
Ôóðüå è íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé, èìè ïðåäñòàâëÿåìûõ, ìî-
æåò ñëóæèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èëè ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëÿåìàÿ
ðÿäîì ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò òîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ, êàê ðåøåíèå êîåãî îíà íàéäåíà, õîòÿ áû ñàìûé ðÿä è íåëüçÿ
áûëî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî òðåáóåìîå ÷èñëî ðàç. Ïðåäëàãàåòñÿ â
âèäå çàäà÷è ñäåëàòü òàêóþ ïðîâåðêó äëÿ âåëè÷èíû u, äàííîé íà ñ. 170
è ïðåäñòàâëÿþùåé ðåøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèè ñòðóíû¿ [8, ñ. 227]. Îá
óñêîðåíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ñêàçàíî òàêæå â [9]. Îòìåòèì åùå
ðîëü äàííîãî ìåòîäà â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå [10,11].

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â èññëåäîâàíèÿõ ìåòîäà Ôóðüå ïðèåì À. Í. Êðû-
ëîâà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê èçó÷åíèþ ñìåøàííîé çàäà÷è. Â ñàìîì äåëå, ôîð-
ìàëüíîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó Ôóðüå âêëþ÷àåò è ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.
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Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,
ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âìåñòî ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôîðìàëüíûõ
ðàçëîæåíèé ðàçáèòü èõ íà ÷àñòè, òàêèå, ÷òî îäíè, áîëåå ïðîñòûå ïî
ñòðóêòóðå, íî ìåäëåííî ñõîäÿùèåñÿ, ìîæíî èçó÷àòü, ìèíóÿ ïî÷ëåííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå, à äðóãèå, áûñòðî óáûâàþùèå, � èñïîëüçóÿ ïî÷ëåí-
íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ëèøü â 80-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà Â. À. ×åðíÿòèí [7, 12�17] ïðåäïðèíÿë
òàêóþ ïîïûòêó èçó÷åíèÿ ôîðìàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî ìåòîäó Ôóðüå è
óñïåøíî èçó÷èë ðÿä ñìåøàííûõ çàäà÷. Â ðåçóëüòàòå òðåáîâàíèÿ ãëàäêî-
ñòè èñõîäíûõ äàííûõ óæå ñòàíîâÿòñÿ ìèíèìàëüíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ âûøå èäåÿ ïðîñìàòðèâàåòñÿ óæå â çàäà-
÷å (0.6)�(0.8) êîëåáàíèÿ ñòðóíû. Èìåííî èñõîäÿ èç ôîðìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ (ýòî íå ðÿä Ôóðüå), ìû ïðåäñòàâëÿåì åãî â âèäå ñóììû äâóõ ðÿäîâ
Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòàìè, âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, è
íóæíóþ èíôîðìàöèþ î ãëàäêîñòè ïîëó÷àåì èç ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ, íå
ïðèáåãàÿ ê ïî÷ëåííîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ ôîðìàëüíîãî ðÿäà.

Â. À. ×åðíÿòèí æå â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿë ôîð-
ìàëüíîå ðåøåíèå â âèäå ñóììû äâóõ ðÿäîâ, îäèí èç êîòîðûõ äîïóñêàåò
ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äâà ðàçà (èäåÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè), à
äðóãîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ðÿäîâ Ôóðüå, êîòîðûå âû-
÷èñëÿþòñÿ ÿâíî, è ïîýòîìó îòñþäà, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñòðóíû, ìû
ïîëó÷èì íóæíóþ èíôîðìàöèþ. Ðàçóìååòñÿ, âî âñåõ âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ
ñ ìåòîäîì Ôóðüå, âàæíàÿ ðîëü, êîòîðóþ âïåðâûå ïîíÿë Â. À. Ñòåêëîâ,
ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîñòè êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, òàê è ñè-
ñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Òåì ñàìûì ðåçóëüòàòû Â. À. Ñòåêëîâà, À. Í. Êðûëîâà è Â. À. ×åðíÿ-
òèíà ÿâëÿþòñÿ êðóïíûì âêëàäîì â ðàçâèòèå ìåòîäà Ôóðüå. Îíè ïîäíè-
ìàþò ìåòîä Ôóðüå íà íîâóþ âûñîòó, ïðåäåëüíî ðàñøèðÿÿ ãðàíèöû åãî
ïðèìåíåíèÿ (ò. å. ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå), è
ñòàâÿò ìíîãî èíòåðåñíûõ è î÷åíü âàæíûõ âîïðîñîâ è â òåîðèè ôóíêöèé,
è â êðàåâûõ çàäà÷àõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàçóìååòñÿ, äîñòèæåíèå
íîâûõ óñïåõîâ â äàííîì íàïðàâëåíèè ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè,
è îíî äåëàåò ìåòîä Ôóðüå åùå áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ èññëåäîâàíèé.

Îñòàíîâèìñÿ íà ñîäåðæàíèè äàííîãî ðàçäåëà.

Â ïåðâîé ãëàâå íàõîæäåíèå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ìåòîäîì Ôóðüå
ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà íà÷àëüíûå äàííûå ïðèâîäÿòñÿ íà îñ-
íîâå èñïîëüçîâàíèÿ óòî÷íåííûõ àñèìïòîòèê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
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ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Îñíîâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðèåìà
À. Í. Êðûëîâà îá óñêîðåíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîäîáíûõ ðÿäàì Ôóðüå,
êîòîðûé ìû ðåàëèçóåì ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ýòàëîííûõ
çàäà÷, äîïóñêàþùèõ òî÷íûå ðåøåíèÿ, ñ ïîñëåäóþùèì ñðàâíåíèåì ôîð-
ìàëüíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé è ýòàëîííûõ çàäà÷. Â ïàðàãðàôå 1.1 äàåòñÿ
íîâîå áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû Â. À. ×åðíÿ-
òèíà î êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè ïî ìåòîäó Ôóðüå ñìåøàííîé çàäà÷è (0.1)�
(0.3) (äëÿ ïðîñòîòû áåðåì ψ(x) ≡ 0) ïðè åñòåñòâåííûõ ìèíèìàëüíûõ
óñëîâèÿõ íà ϕ(x). Â ïàðàãðàôå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà-
÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé. Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé
ïðèìåð òàêîãî óðàâíåíèÿ:

1

i

∂u(x, t)

∂t
=
∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1−x

+ q(x)u(x, t), (0.12)

ãäå x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞). Óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé èìåþò äàâíþþ
èñòîðèþ è àêòèâíî èññëåäóþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ [18�34].

Åñëè q(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå (0.12) åñòü îäèí èç êîðíåé êâàäðàòíûõ (â
ñìûñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ) èç óðàâíåíèÿ ñòðóíû. Â ñàìîì äåëå, åñëè
u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò (0.12), òî

∂2u(x, t)

∂t2
=

∂

∂t

(
∂u

∂t

)
=

∂

∂t

(
i
∂u(1− x, t)
∂(1− x)

)
=

= i
∂

∂(1− x)

(
∂u(1− x, t)

∂t

)
= i2

∂

∂(1− x)

(
∂u(x, t)

∂x

)
=
∂2u(x, t)

∂x2
.

Óðàâíåíèå (0.12) åñòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâî-
ëþöèåé. Ïðè ðåøåíèè ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïî ìåòî-
äó Ôóðüå ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå Äèðàêà, ò. å. âìåñòî
óðàâíåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íàì ïðèõîäèòñÿ ñâÿçûâàòüñÿ ñ ñèñòåìîé
Äèðàêà. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (0.12) èíòåðåñíà è ñâîè-
ìè ïðèëîæåíèÿìè ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé [19�21]; ìû äëÿ îäíîãî ñàìîãî ïðîñòîãî (íî ëèøü ïî ôîðìå)
ñëó÷àÿ ïðèâîäèì ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà. Â ïàðàãðàôå 1.3 áåç ïîäðîá-
íûõ äîêàçàòåëüñòâ îïèøåì äâà äðóãèõ ðåçóëüòàòà î ñìåøàííûõ çàäà÷àõ
ñ èíâîëþöèåé (îäíà çàäà÷à äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, äðó-
ãàÿ � ïðîñòåéøàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à íà ãðàôå èç äâóõ ðåáåð: îäíî ðåáðî
îáðàçóåò öèêë-ïåòëþ, à âòîðîå ïðèìûêàåò ê íåìó).

Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 1.1 îïóáëèêîâàíû âïåðâûå, ï. 1.2.1 � â [35],
ïï. 1.2.2, 1.3.2 � â [36,37], ï. 1.3.1 � â [33,37].
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Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ëèøü ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà îñ-
íîâå ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà â ìåòîäå Ôóðüå, ïðåäëîæåííîãî âïåðâûå
À. Ï. Õðîìîâûì â [25,26].

Ýòî íîâûé ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ ïðèåìà À. Í. Êðûëîâà óñèëåíèÿ ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå, îïèðàþùèéñÿ íà ìåòîä Êîøè�Ïóàíêàðå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà,
ïîðîæäàåìîãî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé ïî ìåòîäó Ôóðüå. Òåïåðü íå òðåáó-
åòñÿ íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèÿõ,
íîáõîäèìî ëèøü çíàíèå ãëàâíûõ ÷àñòåé àñèìïòîòèê ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Â èòîãå â ïàðàãðàôå 2.1 íàõîäèòñÿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñìå-
øàííîé çàäà÷è ñ óñëîâèåì çàêðåïëåíèÿ ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ
íà íà÷àëüíûå äàííûå ïðè êîìïëåêñíîçíà÷íîé q(x). Ýòîò ïåðñïåêòèâíûé
ìåòîä ñ óñïåõîì ïðèìåíåí äàëåå â ñëó÷àå âñåõ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ
óñëîâèé. Òàê, â ïàðàãðàôå 2.2 èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ ñîäåðæàò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèé. Â ïàðàãðàôå 2.3 ðàññìîòðåí
ñëó÷àé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîãäà îäíî èç íèõ ñîäåðæèò ïåðâûå ïðîèç-
âîäíûå ðåøåíèé, à âòîðîå � íåò. Ïàðàãðàô 2.3 ñîäåðæèò ñëó÷àè ïåðè-
îäè÷åñêèõ, àíòèïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, à òàêæå ñëó÷àè, êîãäà
ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò äàâàòü è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè â ëþáîì
êîëè÷åñòâå [5, 6].

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ïàðàãðàôå 2.1, îïóáëèêîâàíû â [25,26],
ïàðàãðàôà 2.2 � â [27], ïàðàãðàôà 2.3 � â [26,28].

Â Ïðèëîæåíèè áåç ïîäðîáíûõ äîêàçàòåëüñòâ ðåçîëüâåíòíûì ïîäõî-
äîì ïðèâîäÿòñÿ íîâûå ôàêòû î ïîâåäåíèè ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî ìå-
òîäó Ôóðüå ïðè äàëüíåéøåì îñëàáëåíèè òðåáîâàíèé íà èñõîäíûå äàííûå.
Â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå âèäû îáîáùåííûõ ðåøåíèé [29].

Àâòîð ðàçäåëà âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ì. Ø. Áóðëóöêîé è

Â. Â. Êîðíåâó çà èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòîâ ñîâìåñòíûõ ðàáîò.
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1 ÌÅÒÎÄÛ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÎÉ
ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ
È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

1.1 Òåîðåìà Â. À. ×åðíÿòèíà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

utt(x,t) = uxx(x, t)− q(x)u(x, t), (1.1)

u(0, t) = u(π, t) = 0, (1.2)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (1.3)

ãäå q(x) ∈ C[0, π] è âåùåñòâåííà.
Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïîíèìàåì ôóíêöèþ

u(x, t), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ïî x è t ïðè x ∈ [0, π],
t ∈ (−∞,+∞) è óäîâëåòâîðÿþùóþ (1.1)�(1.3).

Åñòåñòâåííûå ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ íà ϕ(x):

ϕ(x) ∈ C2[0, π], ϕ(0) = ϕ(π) = ϕ′′(0) = ϕ′′(π) = 0 (1.4)

(óñëîâèÿ ϕ′′(0) = ϕ′′(π) = 0 ñëåäóþò èç (1.1)).
Áóäåì èñêàòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïî ìåòîäó Ôó-

ðüå ïðè óñëîâèÿõ (1.4). Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ)(x) cos
√
λt dλ+

∑
|λn|>r

(ϕ, ϕn)ϕn(x) cos
√
λnt,

(1.5)
ãäå Rλ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L: Ly = −y′′ + q(x)y, y(0) = y(π) = 0,
λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, à ϕn(x) � ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ‖ϕn‖ = 1 (‖ · ‖ � íîðìà â L2[0, π]),
r > 0 ôèêñèðîâàíî. Ïîÿâëåíèå èíòåãðàëà â (1.5) âûçâàíî òåì, ÷òî íó-
ìåðàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn ïðèâÿçàíà ê èõ àñèìïòîòèêå, ïîòîìó
íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ìàëûìè ìîäóëÿìè íå
çàíóìåðîâàíî.

1.1.1 Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Îïåðàòîð L ñàìîñîïðÿæåííûé, è äëÿ λn èìååò ìåñòî [38, ñ. 71].

Òåîðåìà 1.1. Âñå λn âåùåñòâåííûå, äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäó-
ëþ, ïðîñòûå è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà√

λn = n+
α

n
+
αn
n
, n = n0, n0 + 1, . . . . (1.6)
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Çäåñü è â äàëüíåéøåì îäíèìè è òåìè æå α è αn áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà (â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûå), ëèøü áû

∑
|αn|2 <∞.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ãðóáàÿ àñèìïòîòèêà√
λn = n+O

(
1

n

)
(1.7)

õîðîøî èçâåñòíà.

Çàéìåìñÿ àñèìïòîòèêîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Âîñïîëüçóåìñÿ îïå-
ðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ [38, ñ. 17, 23]:
äëÿ ðåøåíèÿ y(x, µ) óðàâíåíèÿ

y′′ − q(x)y + µ2y = 0 (1.8)

ñ óñëîâèÿìè y(0, µ) = 0, y′(0, µ) = µ, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

y(x, µ) = sinµx+

x∫
0

K(x, t) sinµt dt, (1.9)

ãäå K(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t è K(x, 0) = 0.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè µn =
√
λn èç (1.6), òî

y(x, µn) = sinnx+
r(x)

n
cosnx+

1

n

x∫
0

Kt(x, t) cosnt dt+O
(αn
n

)
, (1.10)

ãäå r(x) ∈ C[0, π] è îöåíêà O(·) ðàâíîìåðíà ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

sinµnx = sinnx+ γnx cosnx+O

(
1

n2

)
, (1.11)

ãäå γn = 1
n(α + αn). Äàëåå

x∫
0

K(x, t) sinµnt dt =

=

x∫
0

K(x, t) sinnt dt+ γn

x∫
0

K(x, t)t cosnt dt+O

(
1

n2

)
=
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=

x∫
0

K(x, t) sinnt dt+O

(
1

n2

)
=

= −cosnx

n
K(x, x) +

1

n

x∫
0

Kt(x, t) cosnt dt+O

(
1

n2

)
. (1.12)

Èç (1.11) è (1.12) ñëåäóåò (1.10). �
Ýòîò ðåçóëüòàò íàì íóæåí ëèøü äëÿ ñëåäóþùåé î÷åâèäíîé â ñèëó

òåîðåìû 1.2 ëåììû.

Ëåììà 1.1. Åñëè f(x) ∈ C[0, 1], òî

(f, y(x, µn)) = (f, sinnx) +
αn
n
. (1.13)

Ëåììà 1.2. Èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

y(x, µn) = sinnx+O

(
1

n

)
, y′(x, µn) = n cosnx+O (1) ,

y′′(x, µn) = −n2 sinnx+O (n) .

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî ñëåäóåò èç (1.7) è (1.9). Íå òðåáóåòñÿ óòî÷íåí-
íûõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 1.3. Èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

cosµnt = cosnt+O

(
1

n

)
,

d

dt
(cosµnt) = −n sinnt+O (1) ,

d2

dt2
(cosµnt) = −n2 cosnt+O (n) ,

ãäå îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàí-
íîì T > 0.

Ëåììà 1.3 ëåãêî ñëåäóåò èç (1.7).

1.1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðÿäà

Ïî óñëîâèÿì (1.4) ϕ(x) ∈ DL (îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L).
Òîãäà

(ϕ, ϕn) =
1

λn
(ϕ,Lϕn) =

1

λn
(Lϕ, ϕn) =

1

λn
(g, ϕn),
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ãäå g(x) = Lϕ(x) = −ϕ′′(x)+q(x)ϕ(x). Òîãäà ðÿä â (1.5), êîòîðûé âïðåäü
áóäåì îáîçíà÷àòü Σ, èìååò âèä

Σ =
∑ 1

λn
(g, ϕn)ϕn(x) cos

√
λnt (1.14)

(äëÿ êðàòêîñòè |λn| > r â çíàêå ñóììû ñïðàâà îïóñêàåì).

Ëåììà 1.4. Èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

1

λn
(g, ϕn) =

(g, ϕ0
n)

n2
+
αn
n3
, (1.15)

ãäå ϕ0
n(x) =

√
2

π
sinnx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.2

‖y(x, µn)‖ =

√
π

2

[
1 +O

(
1

n

)]
,

è òàê êàê ϕn(x) =
y(x, µn)

‖y(x, µn)‖
, òî ïî ëåììå 1.1 ïîëó÷àåì (1.15). �

Èç ëåììû 1.4 ñëåäóåò

Ëåììà 1.5. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Σ = Σ1 + Σ2, (1.16)

ãäå

Σ1 =
∑ (g, ϕ0

n)

n2
ϕn(x) cos

√
λn t, Σ2 =

∑ αn
n3
ϕn(x) cos

√
λn t.

Ëåììà 1.6. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Σ1 = Σ3 + Σ4, (1.17)

ãäå

Σ3 =
2

π

∑ (g, sinnx)

n2
sinnx cosnt, Σ4 =

∑
an(x, t),

an(x, t) =
(g, ϕ0

n)

n2
[ϕn(x) cos

√
λn t− ϕ0

n(x) cosnt].

Ëåììà 1.7. Ðÿäû Σ2, Σ4 è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ ïî÷ëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì äâà ðàçà ïî x è t, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-
ìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [T, T ], ãäå T � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàêëþ÷åíèå î ðÿäå Σ2 ïîëó÷àåì èç îöåíîê

ϕ(s)
n (x) = O(ns),

ds

dts
cos
√
λn t = O(ns), s = 0, 1, 2,

ëåãêî ñëåäóåìûõ èç ëåìì 1.2 è 1.3 è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑
αn/n

ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Îáðàòèìñÿ ê ðÿäó Σ4. Ïðåäñòàâèì

an(x, t) = a1,n(x, t) + a2,n(x, t), (1.18)

ãäå

a1,n(x, t) =
(g, ϕ0

n)

n2
[ϕn(x)− ϕ0

n(x)] cos
√
λn t,

a2,n(x, t) =
(g, ϕ0

n)

n2
ϕ0
n(x)[cos

√
λn t− cosnt].

Â ñèëó ëåìì 1.2 è 1.3 èìååì îöåíêè

ds

dxs
aj,n(x, t) = O

(αn
n2
n−1+s

)
, j = 1, 2, s = 0, 1, 2,

è óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ Σ4 ïîëó÷àåì òàê æå, êàê è äëÿ ðÿäà Σ2. �

Ëåììà 1.8. Ðÿä u0(x, t) =
2

π

∞∑
n=1

(g, sinnx)

n2
sinnx cosnt ÿâëÿåòñÿ

êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (0.6)�(0.8), êîãäà âìåñòî ϕ(x) áåðåòñÿ
ϕ1(x) = L−1

0 g, ãäå L0 åñòü L ïðè q(x) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
1

n2
sinnx = L−1

0 (sinnx), è òîãäà íàø ðÿä
åñòü

2

π

∞∑
n=1

(ϕ1, sinnx) sinnx cosnt. (1.19)

Òàê êàê

ϕ1(x) = L−1
0 g = −

x∫
0

(x− t)g(t) dt+
x

π

π∫
0

(π − t)g(t) dt,

òî ϕ1(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.4), è ïîýòîìó u0(x, t), ðàâíîå (1.19),
åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.6)�(0.8) äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû
ïðè ϕ(x), ðàâíîé ϕ1(x). �
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Ëåììà 1.9. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ (1.5) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (1.20)

ãäå u0(x, t) èç ëåììû 1.8,

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ)(x) cos
√
λ t dλ− 2

π

∑
n26r

(g, sinnx)

n2
sinnx cosnt,

u2(x, t) =
∑
|λn|>r

[
1

λn
(g, ϕn)ϕn(x) cos

√
λn t−

(g, ϕ0
n)

n2
ϕ0
n(x) cosnt

]
.

Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç (1.14), åñëè ó÷åñòü, ÷òî Σ2 + Σ4

åñòü u2(x, t).
Òàêèì îáðàçîì, (1.20) è åñòü ðåàëèçàöèÿ ðåêîìåíäàöèé À. Í. Êðû-

ëîâà ïî óñèëåíèþ áûñòðîòû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå è èì ïîäîáíûõ:
ðÿä u2(x, t) èìååò óñêîðåííóþ ñõîäèìîñòü è åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôå-
ðåíöèðîâàòü äâà ðàçà, u0(x, t) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t êàê
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû, u1(x, t) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà êàê êî-
íå÷íàÿ ñóììà. Òåì ñàìûì ðåøåí âàæíûé âîïðîñ î ãëàäêîñòè ôîðìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ϕ(x).

1.1.3 Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

Çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî çàìå÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà
Â. À. ×åðíÿòèíà.

Òåîðåìà 1.3. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (1.5) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ (1.4) íà ϕ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîì, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì è
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, óáåæäàåìñÿ òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó ðÿä (1.5) â
ñèëó (1.14) îäèí ðàç ïî x è t ìîæíî çàêîííî ïî÷ëåííî äèôôåðåí-
öèðîâàòü, íå ïðèáåãàÿ ê ïðîöåäóðå óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè. Äàëåå, â
ñèëó (1.20) u(x, t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Äîêàæåì,
÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M îïåðà-

òîð M =
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
. Òîãäà ïî ëåììå 1.8

Mu0 = 0. (1.21)

Äàëåå èìååì

Mu1 = − 1

2πi

∫
|λ|=r

M
(

(Rλϕ) cos
√
λ t
)
dλ. (1.22)
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ÍîM
(

(Rλϕ) cos
√
λ t
)

= q(x)ϕ(x) cos
√
λ t−q(x)(Rλϕ) cos

√
λ t. Ïîýòîìó

èç (1.22) ïîëó÷àåì

Mu1 =
q(x)

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ) cos
√
λ t dt. (1.23)

Äàëåå â ñèëó óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè ðÿäà u2(x, t) èìååì

Mu2 =
∑
|λn|>r

Mvn,

ãäå vn � îáùèé ÷ëåí ðÿäà u2(x, t).
Èìååì

Mvn =
1

λn
(g, ϕn)M

(
ϕn(x) cos

√
λn t
)

=

=
1

λn
(g, ϕn)

(
−q(x)ϕn(x) cos

√
λn t
)
,

çíà÷èò, Mu2 = −q(x)u2. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 1.2. Åñëè áðàòü ut(x, 0) = ψ(x) âìåñòî ut(x, 0) = 0, òî
íàäî òðåáîâàòü, ÷òîáû ψ(x) ∈ C1[0, π] è ψ(0) = ψ(π) = 0.

1.2 Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ èíâîëþöèåé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

1

βi

∂u(x, t)

∂t
=
∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣
ξ=1−x

+q(x)u(x, t),

x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞), (1.24)

u(0, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1], (1.25)

ãäå β � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, β 6= 0, q(x) ∈ C1[0, 1] è âåùåñòâåííà, ϕ(x)
óäîâëåòâîðÿåò åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ:

ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0. (1.26)

Ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî
îáåèì ïåðåìåííûì â ïîëîñå [0, 1]× (−∞,+∞).
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1.2.1 Ñëó÷àé ñèììåòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

Ýòî ñëó÷àé [35], êîãäà

q(x) = q(1− x), (1.27)

è çäåñü ìîæíî áðàòü q(x) ∈ C[0, 1].
Ïîëó÷èì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íàïîìèíàþ-

ùóþ ôîðìóëó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû.
Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ïî ìåòîäó Ôóðüå èììåò âèä

y′(1− x) + q(x)y(x) = λy(x), (1.28)

y(0) = 0. (1.29)

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (1.28)�(1.29). Âûïîëíÿÿ â (1.28) çàìåíó x íà
1− x è ïîëàãàÿ z(x) = (z1(x), z2(x))T , ãäå z1(x) = y(x), z2(x) = y(1− x)
(T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî z(x):

Bz′(x) + P (x)z(x) = λz(x), (1.30)

ãäå B =

(
0 −1
1 0

)
, P (x) = diag (q(x), q(1− x)) = diag (q(x), q(x)).

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè z(x) = (z1(x), z2(x))T � ðåøåíèå (1.30) è
z1(x) = z2(1− x), òî y(x) = z1(x) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.28).

Ëåììà 1.10. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.30) èìååò âèä

z(x) = z(x, λ) = ΓV (x, λ)c, (1.31)

ãäå Γ =

(
1 −i
−i 1

)
, V (x, λ) = diag

(
u1(x)e−λix, u2(x)eλix

)
, u1(x) =

= exp
(
i
∫ x

0 q(t) dt
)
, u2(x) = exp

(
−i
∫ x

0 q(t) dt
)
, c = (c1, c2)

T , c1, c2 �
ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì â (1.30) çàìåíó z = Γv. Ïîëó÷èì

v′1(x)− iq(x)v1(x) = −λiv1(x), v′2(x) + iq(x)v2(x) = λiv2(x).

Îòñþäà

v1(x) = v1(x, λ) = c1u1(x)e−λix, v2(x) = v2(x, λ) = c2u2(x)eλix. �
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Ëåììà 1.11. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.28) èìååò âèä

y(x) = y(x, λ) = cϕ(x, λ), (1.32)

ãäå ϕ(x, λ) = u1(x)e
−i

1∫
0

q(t) dt
eλi(1−x) − iu2(x)eλix, c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñ-

òîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ôóíêöèÿ y(x) = z1(x)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1.28), åñëè z(x) = (z1(x), z2(x))T óäîâëåòâîðÿ-
åò (1.30) è z1(x) = z2(1 − x). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì óñëîâèå
z1(0) = z2(1), îòêóäà ïî ëåììå 1.10 ïîëó÷àåì c1 = c2u2(1)eλi. Òîãäà

y(x) = z1(x) = c1u1(x)e−λix − ic2u2(x)eλix = c2ϕ(x, λ),

÷òî äîêàçûâàåò (1.32). �

Ëåììà 1.12. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.28)�(1.29)
åñòü

λn = 2πn+ a, n ∈ Z, (1.33)

ãäå a =
π

2
+

1∫
0

q(t) dt, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò

âèä
yn(x) = p(1− x)e2πni(1−x) − ip(x)e2πnix, (1.34)

ãäå p(x) = u2(x)eaix.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.29) è (1.32) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé èìååì óðàâíåíèå ϕ(0, λ) = 0, êîðíè êîòîðîãî îïðåäåëåíû â (1.33).

Íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè yn(x) = ϕ(x, λn). Èç óñëîâèÿ q(x) =
= q(1− x) ïîëó÷àåì u1(x) = eiau2(1− x). Ïîýòîìó

yn(x) = u2(1− x)eia(1−x)e2πni(1−x) − iu2(x)eaixe2πnix,

îòêóäà ñëåäóåò (1.34). �
Èññëåäóåì ñâîéñòâà ñèñòåìû yn(x).

Ëåììà 1.13. Ôóíêöèè yn(x) (n ∈ Z) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñè-
ñòåìó, ïîëíóþ â L2[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îïåðàòîð:

Ly = y′(1− x) + q(x)y(x), y(0) = 0,
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ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ yn(x). Òàê êàê L = L∗,
òî yn(x) îðòîãîíàëüíû.

Äîêàæåì ïîëíîòó. Ïóñòü f ∈ L2[0, 1] è f îðòîãîíàëüíà yn, n ∈ Z.
Òîãäà

(yn, f) =

∫ 1

0

[
f(1− x)− if(x)

]
p(x)e2πnix dx = 0.

Îòñþäà èìååì

f(1− x) + if(x) ≡ 0, x ∈ [0, 1].

Çíà÷èò, f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó. �

Çàìå÷àíèå 1.3. Èç ëåììû 1.13 ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ (1.33) îäíîêðàòíû.

Ëåììà 1.14. Ïóñòü y0
n(x) = yn(x)/‖yn‖ (‖ · ‖ � íîðìà â L2[0, 1]).

Òîãäà y0
n(x) =

1√
2
yn(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

‖yn‖2 =

∫ 1

0

yn(x)yn(x) dx =

∫ 1

0

p(1− x)p(1− x) dx+

∫ 1

0

p(x)p(x) dx+

+i

∫ 1

0

p(1− x)p(x)e−4πnix dx− i
∫ 1

0

p(x)p(1− x)e4πnix dx =

= 2

∫ 1

0

|p(x)|2 dx = 2. �

Ëåììà 1.15. Åñëè f(x) ∈ DL (DL � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðà-
òîðà L â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]), òî åå ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {yn(x)}
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå {yn(x)} åñòü

1

2

∞∑
−∞

(f, yn)yn(x) =
∞∑
−∞

(f, y0
n)y

0
n(x).

Ïóñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî µ0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïå-
ðàòîðà L. Ïîëîæèì (L − µ0E)f = g (E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð). Òî-
ãäà f = Rµ0

g, ãäå Rµ0
åñòü ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L. Òàê êàê y0

n =
= (λn − µ0)Rµ0

y0
n, òî

(f, y0
n) = (Rµ0

g, y0
n) = (g,Rµ0

y0
n) =

1

λn − µ0

(g, y0
n).
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Ïîýòîìó
∞∑
−∞

(f, y0
n)y

0
n(x) =

∞∑
−∞

1

λn − µ0

(g, y0
n)y

0
n(x).

Òàê êàê
1

λn − µ0
= O

(
1

n

)
, à

∞∑
−∞
|(g, y0

n)|2 < ∞, òî óòâåðæäåíèå ëåììû

ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè y0

n(x). �
Èç ëåììû 1.15 ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

∑
|cn|, ãäå cn = (f, y0

n), ñõîäèòñÿ.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

f0(x) =
∞∑
−∞

cne
2πnix

íåïðåðûâíàÿ íà (−∞,∞) è ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 1.

Ëåììà 1.16. Åñëè f(x) èç ëåììû 1.15 åñòü ϕ(x), òî ïðè x ∈ [0, 1]
èìååò ìåñòî ôîðìóëà

f0(x) =
1

2p(x)
[iϕ(x) + ϕ(1− x)] . (1.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.15 ïðè x ∈ [0, 1] èìååì

ϕ(x) =
1

2

+∞∑
−∞

(ϕ, yn)yn(x) =
+∞∑
−∞

cnyn(x) =

=
+∞∑
−∞

cn

[
p(1− x)e2πni(1−x) − ip(x)e2πnix

]
,

îòêóäà
ϕ(x) = p(1− x)f0(1− x)− ip(x)f0(x). (1.36)

Îòñþäà
ϕ(1− x) = p(x)f0(x)− ip(1− x)f0(1− x). (1.37)

Èç (1.36) è (1.37) ïîëó÷àåì

iϕ(x) + ϕ(1− x) = 2p(x)f0(x). (1.38)

Èç (1.38) ñëåäóåò (1.35). �

Çàìå÷àíèå 1.4. Ôóíêöèÿ f0(x) â ñèëó ñâîåé ïåðèîäè÷íîñòè îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà âñåé îñè çàäàíèåì åå ëèøü íà îòðåçêå [0, 1]. Òà-
êèì îáðàçîì, f0(x) îïðåäåëÿåòñÿ íå ðÿäîì, à ïî ôîðìóëå (1.35).
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Ëåììà 1.17. Åñëè ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, òî f0(x) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.35) ñëåäóåò, ÷òî f0(x) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà [0, 1] (â êîíöåâûõ òî÷êàõ èìåþòñÿ â âèäó îäíîñòîðîííèå
ïðîèçâîäíûå). Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè f0(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìà âñþäó íà (−∞,+∞), êðîìå òî÷åê x = n (n � öåëîå). Ïîêàæåì, ÷òî
f ′0(n−0) = f ′0(n+0). Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè f0(x) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî

f ′0(0 + 0) = f ′0(0− 0). (1.39)

Äèôôåðåíöèðóÿ (1.38), ïîëó÷èì

iϕ′(x)− ϕ′(1− x) = 2p′(x)f0(x) + 2p(x)f ′0(x). (1.40)

Èç (1.40), óñëîâèÿ ëåììû è ñîîòíîøåíèé f0(0) = f0(1), f ′0(1 − 0) =
= f ′0(0− 0) èìååì

2p′(0)f0(0) + 2p(0)f ′0(0 + 0) = iϕ′(0),

2p′(1)f0(0) + 2p(1)f ′0(0− 0) = −ϕ′(0),

îòêóäà

2[p′(0) + ip′(1)]f0(0) + 2[p(0)f ′0(0 + 0) + ip(1)f ′0(0− 0)] = 0. (1.41)

Òàê êàê p(0) = 1, p(1) = exp
(
−i
∫ 1

0 q(t) dt
)
eia = eπi/2 = i, u′2(x) =

= −iq(x)u2(x), p′(0) = −iq(0) + ia, p′(1) = q(1)− a, à òàêæå q(0) = q(1),
òî p′(0) + ip′(1) = 0, è èç (1.41) ñëåäóåò (1.39). �

Çàìå÷àíèå 1.5. Óñëîâèå ϕ′(1) = 0 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì â ñèëó
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ôóðüå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (1.24)�(1.25) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðÿäîì:

∞∑
−∞

(ϕ, y0
n)y

0
n(x)eλnβit =

∞∑
−∞

cnyn(x)eλnβit, (1.42)

ãäå cn = 1
2(ϕ, yn).

Ëåììà 1.18. Ðÿä (1.42) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈
∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞), è äëÿ åãî ñóììû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∞∑
−∞

cnyn(x)eλnβit = eaβit
[
p(1− x)f0(1− x+ βt)− ip(x)f0(x+ βt)

]
, (1.43)

ãäå p(x) = u2(x)eiax.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.42) ñëåäóåò èç ëåììû 1.15.
Äàëåå èìååì

∞∑
−∞

cnyn(x)eλnβit =
∞∑
−∞

cn
[
p(1− x)e2πni(1−x) − ip(x)e2πnix

]
eλnβit =

= eaβit
[
p(1− x)

∞∑
−∞

cne
2πni(1−x+βt) − ip(x)

∞∑
−∞

cne
2πni(x+βt)

]
,

îòêóäà ñëåäóåò (1.43). �

Òåîðåìà 1.4. Åñëè ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, q(x) ∈ C[0, 1],
q(x) = q(1−x), òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.24)�(1.25) ñóùåñòâó-
åò è èìååò âèä

u(x, t) = eaβit
[
p(1− x)f0(1− x+ βt)− ip(x)f0(x+ βt)

]
, (1.44)

ãäå p(x) = exp

(
aix− i

x∫
0

q(t) dt

)
, f0(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 1

ôóíêöèÿ, ïðè÷åì íà îòðåçêå [0, 1]

f0(x) =
1

2p(x)

[
iϕ(x) + ϕ(1− x)

]
. (1.45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óñòàíîâëåíî ðàíåå, åñëè ôóíêöèþ f0(x), çà-
äàííóþ ñ ïîìîùüþ (1.45), ïðîäîëæèòü ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 1 íà âñþ
îñü, òî ïîëó÷èì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ âñþäó ôóíêöèþ. Ïðî-
âåðèì òåïåðü, ÷òî u(x, t), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1.44), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñìåøàííîé çàäà÷è (1.24)�(1.25).

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ (1.24). Èìååì

1

βi
ut(x, t) = aeaβit

[
p(1− x)f0(1− x+ βt)− ip(x)f0(x+ βt)

]
+

+
1

i
eaβit

[
p(1− x)f ′0(1− x+ βt)− ip(x)f ′0(x+ βt)

]
,

uξ(ξ, t)
∣∣∣
ξ=1−x

= eaβit
[
−p′(1− ξ)f0(1− ξ + βt)− p(1− ξ)f ′0(1− ξ + βt)−

−ip′(ξ)f0(ξ + βt)− ip(ξ)f ′0(ξ + βt)
]∣∣∣
ξ=1−x

=

= eaβit
[
−p′(x)f0(x+ βt)− p(x)f ′0(x+ βt)−

−ip′(1− x)f0(1− x+ βt)− ip(1− x)f ′0(1− x+ βt)
]
.
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Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ñîîòíîøåíèÿ â (1.24), ïîëó÷èì

eaβit
{
f0(1− x+ βt)

[
ap(1− x) + ip′(1− x)− p(1− x)q(x)

]
+

+f0(x+ βt)
[
−aip(x) + p′(x) + ip(x)q(x)

]
+

+f ′0(1− x+ βt)
[1
i
p(1− x) + ip(1− x)

]
+f ′0(x+ βt)

[
−p(x) + p(x)

]}
.

Ïîñëåäíèå äâå êâàäðàòíûå ñêîáêè ðàâíû íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ p(x) è p′(x), ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâàÿ è âòîðàÿ êâàäðàòíûå ñêîáêè
òàêæå ðàâíû íóëþ, ò. å. u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.24).

Äàëåå ïðè x ∈ [0, 1] èìååì

u(x, 0) = p(1− x)f0(1− x)− ip(x)f0(x) = ϕ(x).

Íàêîíåö,
u(0, t) = eaβit

[
p(1)f0(βt)− ip(0)f0(βt)

]
= 0,

ò. å. íà÷àëüíîå è êðàåâîå óñëîâèÿ âûïîëíåíû. �

1.2.2 Îáùèé ñëó÷àé

1.2.2.1 Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1.28)�(1.29).

Ïðèâåäåì çàäà÷ó (1.28)�(1.29) ê çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-
ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè 2. Ïîëîæèì z(x) = (z1(x), z2(x))T , ãäå z1(x) =
= y(x), z2(x) = y(1− x). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ â (1.28) ïîëó÷èì âåêòîðíî-
ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

Bz′(x) + P (x)z(x) = λz(x), (1.46)

ãäå B =

(
0 −1
1 0

)
, P (x) =

(
q(x) 0

0 q(1− x)

)
è z1(x) = z2(1 − x). Áîëåå

òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.19. ×èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, à y(x) �
ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé êðàåâîé çàäà÷è (1.28)� (1.29) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà z(x) = (z1(x), z2(x))T = (y(x), y(1− x))T ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì
ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.46) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

z1(0) = 0, z1(1/2) = z2(1/2). (1.47)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 1.20. Ïóñòü Γ =

(
1 −i
−i 1

)
, H(x) = diag (h1(x), h2(x)), ãäå

hk(x) = e
−

x∫
0

pk(t) dt
, k = 1, 2, p1(x) = −p2(x) = − i

2 [q(x) + q(1−x)]. Çàìåíà
z(x) = ΓH(x)u(x), ãäå u = (u1, u2)

T , ïðèâîäèò ñèñòåìó (1.46) ê âèäó

u′(x) +Q(x)u(x) = λDu(x), (1.48)

ãäå D = diag (−i, i), Q(x) =

(
0 q2(x)

q1(x) 0

)
, q1(x) = 1

2 [q(1−x)−q(x)]×

× e
i
[ x∫
0

q(t) dt+
1∫

1−x
q(t) dt

]
, q2(x) = 1

2 [q(1− x)− q(x)]e
−i
[ x∫
0

q(t) dt+
1∫

1−x
q(t) dt

]
.

Çàìå÷àíèå 1.6. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè hk(x) óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ

h1(x) = e
i

1∫
0

q(t) dt
h2(1− x). (1.49)

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì â (1.48) µ = −λi. Òîãäà λD = µD̃, ãäå
D̃ = diag(1,−1) è óðàâíåíèå (1.48) ïðèìåò âèä

u′(x) +Q(x)u(x) = µD̃u(x). (1.50)

Óðàâíåíèå (1.50) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíîå óðàâíåíèå Äèðàêà.
Äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ôîðìóëà

u(x, µ) = U(x, µ)eµD̃xc, (1.51)

ãäå U(x, µ) = E+O
(
µ−1
)
, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2× 2, c = (c1, c2)

T �
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ìàòðèöà-ôóíêöèÿ O

(
µ−1
)
ðåãóëÿðíà1 â ïîëóïëîñ-

êîñòÿõ Reµ > 0 è Reµ 6 0 ïðè |µ| äîñòàòî÷íî áîëüøèõ.
Äàäèì àñèìïòîòè÷åñêîå óòî÷íåíèå ôîðìóëû (1.51).

Òåîðåìà 1.5. Åñëè Reµ > 0, qj(x) ∈ C1[0, 1], òî äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1.50) èìååì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó:

u(x, µ) = U(x, µ)eµD̃xc,

ãäå U(x, µ) = (uij(x, µ))i,j=1,2, c = (c1, c2)
T � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð è

u11(x, µ) = 1 +
1

2µ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O

(
1

µ2

)
,

1Ïîä ðåãóëÿðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè âíóòðè îáëàñòè è íåïðåðûâíîñòü íà

ãðàíèöå.
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u12(x, µ) =
1

2µ

q2(x)− q2(1)e−2µ(1−x) +

1∫
x

e2µ(x−t)q′2(t) dt

+O

(
1

µ2

)
,

u21(x, µ) = − 1

2µ

q1(x)− q1(0)e−2µx −
x∫

0

e−2µ(x−t)q′1(t) dt

+O

(
1

µ2

)
,

u22(x, µ) = 1− 1

2µ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O

(
1

µ2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (1.50) â ïîêîìïîíåíòíîì
âèäå

u′1(x)− µu1(x) = −q2(x)u2(x), (1.52)

u′2(x) + µu2(x) = −q1(x)u1(x), (1.53)

èíòåãðèðóÿ (1.52) è (1.53) è âûïîëíÿÿ çàìåíó w1(x) = u1(x)e−µx, w2(x) =
= u2(x)eµx, ïîëó÷èì

w1(x) = c1 −
x∫

0

e−2µtq2(t)w2(t) dt, (1.54)

w2(x) = c2 −
x∫

0

e2µtq1(t)w1(t) dt. (1.55)

Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó (1.55) â (1.54):

w1(x) = c1−c2

x∫
0

e−2µtq2(t) dt+

x∫
0

e2µtq1(t)w1(t) dt

x∫
t

e−2µτq2(τ) dτ. (1.56)

Ïîëàãàÿ c1 = 1, c2 = 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x∫
t

e−2µτq2(τ) dτ = O
(
µ−1e−2µt

)
, (1.57)

ïîëó÷èì w1(x) = 1 +O
(
µ−1
)
. Ïîýòîìó èç (1.55) w2(x) = O

(
µ−1e2µx

)
.

Äàëåå ïîëîæèì c2 = 1 è ïîäñòàâèì (1.54) â (1.55). Òîãäà

w2(x) = 1− ϕ(x, µ)

c1 −
x∫

0

e−2µtq2(t)w2(t) dt

+
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+

x∫
0

e−2µtq2(t)ϕ(t, µ) dt, (1.58)

ãäå ϕ(x, µ) =
x∫
0

e2µtq1(t) dt = O
(
µ−1e2µx

)
.

Ïîëàãàÿ c1 =
1∫

0

e−2µtq2(t)w2(t) dt, ïîëó÷èì èç (1.58), ÷òî w2(x) =

= 1 + O
(
µ−1
)
, à w1(x) = O

(
µ−1e−2µx

)
. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ñëå-

äóåò (1.51).
Òåïåðü äàäèì óòî÷íåíèå w1(x) è w2(x). Â ñëó÷àå c1 = 1, c2 = 0 îáî-

çíà÷èì w1(x) = w11(x), w2(x) = w21(x). Èìååì

x∫
t

e−2µτq2(τ) dτ = − 1

2µ
e−2µτq2(τ)

∣∣∣∣x
t

+
1

2µ

x∫
t

e−2µτq′2(τ) dτ.

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ äëÿ w1(x) = w11(x) àñèìïòîòèêó â (1.56)
ïðè c1 = 1, c2 = 0, ïîëó÷èì

w11(x) = 1−
x∫

0

e2µtq1(t) dt

x∫
t

e−2µτq2(τ) dτ +O
(
µ−2
)
. (1.59)

Òàê êàê

x∫
0

e2µtq1(t) dt

x∫
t

e−2µτq2(τ) dτ =

=

x∫
0

e2µtq1(t)
[
− 1

2µ
q2(x)e−2µx +

1

2µ
q2(t)e

−2µt
]
dt+

+

x∫
0

e2µtq1(t) dt
1

2µ

x∫
t

e−2µτq′2(τ) dτ =

= O
(
µ−2
)

+
1

2µ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+
1

2µ

x∫
0

e−2µτq′2(τ) dτ

τ∫
0

e2µtq1(t) dt =

=
1

2µ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O

(
1

µ2

)
,
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òî èç (1.59) ïîëó÷èì

w11(x) = 1− 1

2µ

x∫
0

q1(t)q2(t) dt+O

(
1

µ2

)
. (1.60)

Ïîäñòàâèì (1.60) â (1.54) ïðè c2 = 0. Òîãäà

w2(x) = w21(x) = −
x∫

0

e2µtq1(t) dt+O

(
1

µ2
e2µx

)
=

= − 1

2µ

q1(x)e2µx − q1(0)−
x∫

0

e2µtq′1(t) dt

+O

(
1

µ2
e2µx

)
.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ w1(x) = w12(x), w2(x) =
= w22(x) ïðè âòîðîì âûáîðå c1 è c2. Îáðàçóåì ìàòðèöó W (x, µ) =
= (wij(x))2

1. Òîãäà ìàòðèöà U(x, µ) = eµDxW (x, µ)e−µDx � èñêîìàÿ. �
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè Reµ 6 0.
Âñþäó äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Reµ > 0, ñîîò-

âåòñòâåííî Reλi 6 0 (ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî).

Ïî ëåììå 1.11 èìååì

z1(x) = c1e
µx
[
h1(x)u11(x)− ih2(x)u21(x)

]
+

+ c2e
−µx[h1(x)u12(x)− ih2(x)u22(x)

]
,

z2(x) = c1e
µx
[
−ih1(x)u11(x) + h2(x)u21(x)

]
+

+c2e
−µx[−ih1(x)u12(x) + h2(x)u22(x)

] (1.61)

(çäåñü äëÿ óäîáñòâà àðãóìåíòû λ è µ ó ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé îïó-
ùåíû). Èç êðàåâûõ óñëîâèé (1.47) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:∣∣∣∣ u11(0)− iu21(0) u12(0)− iu22(0)

e
µ
2

[
h2

(
1
2

)
u21

(
1
2

)
− h1

(
1
2

)
u11

(
1
2

)]
e−

µ
2

[
h2

(
1
2

)
u21

(
1
2

)
− h1

(
1
2

)
u11

(
1
2

)]∣∣∣∣=0.

(1.62)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîñòåéøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé èñïîëüçóåì ñíà÷àëà uij èç (1.51). Îáîçíà÷àÿ [1] = 1 +O
(
µ−1
)
,

èìååì

ukk(x, µ) = [1], ukj(x, µ) = O
(
µ−1
)
, k, j = 1, 2, k 6= j. (1.63)
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Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.62) ïðèìåò âèä∣∣∣∣∣∣ [1] −i[1] +O
(

1
µ

)
e
µ
2

[
−h1

(
1
2

)
[1] +O

(
1
µ

)]
e−

µ
2

[
h2

(
1
2

)
[1] +O

(
1
µ

)]∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
h2(1/2)

h1(1/2)
= e

−i
1∫
0

q(t) dt
, ïîëó÷èì

eµ = −ie
−i

1∫
0

q(t) dt
[1],

îòêóäà

µn = −

π
2

+

1∫
0

q(t) dt

 i− 2πni+O(µ−1)

è O
(
µ−1
)

= O (1/n). Âû÷èñëÿÿ òåïåðü λn = iµn, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1.6. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn çàäà÷è (1.46)�(1.47)
èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

λn = λ0
n +O

(
1

n

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . , (1.64)

ãäå λ0
n = 2πn+ a, a = π/2 +

1∫
0

q(t) dt, n0 � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëü-

øîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî
áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå.

Çàìå÷àíèå 1.7. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ïðîâîäèòñÿ òðàäèöèîííî ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ðóøå.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (1.51) èìå-
þò ìåñòî ïðè Reµ > −h, Reµ 6 h, ãäå h > 0 � ëþáîå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òîíêèå îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, âîñïîëüçóåìñÿ â óðàâíåíèè (1.62) çíà÷åíèÿìè uij(1/2) è uij(0),
âû÷èñëåííûìè ïî óòî÷íåííûì ôîðìóëàì èç òåîðåìû 1.5 ïðè µ = µn.

Ëåììà 1.21. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà k, ëþáîé ôóíêöèè s(x) ∈
∈ C[0, 1] è p = ±1 èìååì

ekµn = α +O

(
1

n

)
, (1.65)
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0

e2pµnts(t) dt = αn +O

(
1

n

)
, (1.66)∫ 1

0

e2pµnts(t) dt = αn +O

(
1

n

)
. (1.67)

Ëåììà 1.22. Äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé uij(x, µn) èç òåîðåìû 1.5 ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

u11(0) = 1 +O

(
1

n2

)
, u12(0) =

α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

)
,

u22(0) = 1 +O

(
1

n2

)
, u21(0) = O

(
1

n2

)
,

u11

(
1

2

)
= 1 +

α

n
+O

(
1

n2

)
, u12

(
1

2

)
=
α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

)
,

u22

(
1

2

)
= 1 +

α

n
+O

(
1

n2

)
, u21

(
1

2

)
=
α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

)
(àðãóìåíò µn äëÿ óäîáñòâà îïóñêàåì).

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn çàäà÷è (1.46)�(1.47)
èìåþò ìåñòî óòî÷íåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

λn = λ0
n +

α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . , (1.68)

ãäå λ0
n îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðåìå 1.6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ â óðàâíåíèè (1.62) îöåíêè èç ëåì-
ìû 1.22, ïîëó÷èì

e−µ/2h2

(
1

2

)(
1 +

α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

))
=

= ieµ/2h1

(
1

2

)(
1 +

α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

))
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

eµ=−ie
−i

1∫
0

q(t) dt
(

1+
α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

))
=e
−π/2i−2πni−i

1∫
0

q(t) dt
e
α
n+αn

n +O( 1
n2

)
.

Ïîýòîìó äëÿ µn èìååì ñëåäóþùèå óòî÷íåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìó-
ëû:

µn = −λ0
ni+

α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò (1.68). �
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Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà-
÷è (1.28)�(1.29). Â ñèëó ëåììû 1.19 ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ
çíà÷åíèþ λn, åñòü yn(x) = z1(x, λn), ãäå z1(x, λn) îïðåäåëåíà ñîîòíîøå-
íèåì èç (1.61), ñëåäîâàòåëüíî,

yn(x) = c1

[
h1(x)e−λnixu11(x, µn)− ih2(x)e−λnixu21(x, µn)

]
+

+ c2

[
h1(x)eλnixu12(x, µn)− ih2(x)eλnixu22(x, µn)

]
. (1.69)

Òåîðåìà 1.8. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L èìåþò ìåñòî
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

yn(x) = y0
n(x) +O

(
1

n

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . ,

ãäå y0
n(x) = eλ

0
ni(1−x)h2(1− x)− ieλ0nixh2(x), ôóíêöèÿ h2(x) òà æå, ÷òî è

â ëåììå 1.20.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè (1.63) è ïîëó÷åííîé èç
íèõ àñèìïòîòèêîé (1.64) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Èç (1.69) è êðàåâîãî óñëîâèÿ yn(0) = 0 èìååì

c1[u11(0)− iu21(0)] + c2[u12(0)− iu22(0)] = c1[1]− ic2[1] = 0,

îòêóäà c1 = c2i[1]. Ïîëîæèì c2 = 1, òîãäà c1 = i[1]. Òàê êàê e−λnix =
= e−λ

0
nix[1], eλnix = eλ

0
nix[1], òî èç (1.69) è (1.63) ïîëó÷èì

yn(x) = i[1]e−λnix
[
h1(x)[1]− ih2(x)O

(
1

n

)]
+

+eλnix
[
h1(x)O

(
1

n

)
− ih2(x)[1]

]
=

= ie−λ
0
nix[1]

[
h1(x) +O

(
1

n

)]
+ eλ

0
nix[1]

[
−ih2(x) +O

(
1

n

)]
=

= i
(
e−λ

0
nixh1(x)− eλ0nixh2(x)

)
+O

(
1

n

)
.

Ïîëîæèì y0
n(x) = i

(
e−λ

0
nixh1(x)− eλ0nixh2(x)

)
. Èç (1.49) ñëåäóåò, ÷òî

h1(x) = e
−π/2i

e
π/2i+i

1∫
0

q(t) dt
h2(1− x) = −ieaih2(1− x) = −ieλ0nih2(1− x).

Òîãäà

y0
n(x) = e−λ

0
nixeλ

0
nih2(1− x)−ieλ0nixh2(x) = eλ

0
ni(1−x)h2(1− x)−ieλ0nixh2(x),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òîíêèå îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, èñ-
ïîëüçóåì óòî÷íåííûå îöåíêè (1.68) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è àñèìï-
òîòèêè èç òåîðåìû 1.5.

Òåîðåìà 1.9. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L èìåþò ìåñòî
óòî÷íåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

yn(x) = y0
n(x) + Ω1n(x) + Ω2n(x) +O

(
1

n2

)
,

ãäå y0
n(x) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå êàê â òåîðåìå 1.8, è

Ω1n(x) =
1

n

[
b(x)e−λ

0
nix + b(x)eλ

0
nix + b(x)αne

−λ0nix + b(x)αne
λ0nix
]
,

Ω2n(x) =
1

n

[
b(x)

x∫
0

e−λ
0
nitq′1

(
x+ t

2

)
dt+ b(x)

x∫
0

eλ
0
nitq′1

(
x− t

2

)
dt+

+b(x)

x∫
0

eλ
0
nitq′2

(
x+ t

2

)
dt+ b(x)

x∫
0

e−λ
0
nitq′2

(
x− t

2

)
dt
]

(÷åðåç b(x) îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè èç íåêîòîðîãî
êîíå÷íîãî íàáîðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.69) è êðàåâîãî óñëîâèÿ yn(0) = 0, èñïîëüçóÿ
îöåíêè èç ëåììû 1.22, èìååì

c1

[
1 +O

(
1

n2

)]
+ c2

[
−i+

α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

)]
= 0,

îòêóäà

c1 = ic2

[
1 +

α

n
+
αn
n

+O

(
1

n2

)]
. (1.70)

Òàê êàê

e±λnix = e±λ
0
nix
(

1 +
α

n
x+

αn
n
x
)

+O

(
1

n2

)
,

òî ïî òåîðåìå 1.5 ïîëó÷èì

e−λnixu11(x, µn) = e−λ
0
nix
(

1 +
α

n
x+

αn
n
x
)(

1 +
b(x)

n

)
+O

(
1

n2

)
=

= e−λ
0
nix

(
1 +

b(x)

n
+
αn
n
b(x)

)
+O

(
1

n2

)
, (1.71)
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eλnixu22(x, µ) = eλ
0
nix
(

1 +
α

n
x+

αn
n
x
)(

1 +
b(x)

n

)
+O

(
1

n2

)
=

= eλ
0
nix

(
1 +

b(x)

n
+
αn
n
b(x)

)
+O

(
1

n2

)
, (1.72)

e−λnixu21(x, µ) = e−λ
0
nix
(

1 +
α

n
x+

αn
n
x
)(b(x)

n
+
α

n
e2λ0nix+

+
α

n

x∫
0

e2λ0ni(x−t)q′1(t) dt
)

+O

(
1

n2

)
=

=
b(x)

n
e−λ

0
nix +

α

n
eλ

0
nix +

α

n

x∫
0

eλ
0
ni(x−2t)q′1(t) dt+O

(
1

n2

)
,

eλnixu12(x, µ) = eλ
0
nix
(

1 +
α

n
x+

αn
n
x
)(b(x)

n
+
α

n
e2λ0ni(1−x)+

+
α

n

1∫
x

e−2λ0ni(x−t)q′2(t) dt
)

+O

(
1

n2

)
=

=
b(x)

n
eλ

0
nix +

α

n
e−λ

0
nix +

α

n

1∫
x

e−λ
0
ni(x−2t)q′2(t) dt+O

(
1

n2

)
.

Äàëåå,

x∫
0

eλ
0
ni(x−2t)q′1(t) dt =

1

2

x∫
−x

eλ
0
niτq′1

(x− τ
2

)
dτ =

=
1

2

x∫
0

e−λ
0
nitq′1

(x+ t

2

)
dt+

1

2

x∫
0

eλ
0
nitq′1

(x− t
2

)
dt,

1∫
x

e−λ
0
ni(x−2t)q′2(t) dt = e−λ

0
nix

1∫
0

e2λ0nitq′2(t) dt−
x∫

0

e−λ
0
ni(x−2t)q′2(t) dt =

= αne
−λ0nix +

1

2

x∫
0

e−λ
0
nitq′2

(x− t
2

)
dt+

1

2

x∫
0

eλ
0
nitq′2

(x+ t

2

)
dt.

Ïîýòîìó

e−λnixu21(x, µ) =
b(x)

n
e−λ

0
nix +

α

n
eλ

0
nix +

α

n

x∫
0

e−λ
0
nitq′1

(x+ t

2

)
dt+
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+
α

n

x∫
0

eλ
0
nitq′1

(x− t
2

)
dt+O

(
1

n2

)
, (1.73)

eλnixu12(x, µ) =
b(x)

n
eλ

0
nix +

α

n
e−λ

0
nix +

αn
n
e−λ

0
nix+

+
α

n

x∫
0

e−λ
0
nitq′2

(x− t
2

)
dt+

α

n

x∫
0

eλ
0
nitq′2

(x+ t

2

)
dt+O

(
1

n2

)
. (1.74)

Ïîëàãàÿ c2 = 1 è ïîäñòàâëÿÿ (1.70)�(1.74) â (1.69), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû. �

1.2.2.2 Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Sδ îáëàñòü, ïîëó÷åííóþ èç λ-ïëîñêîñòè óäàëåíèåì âñåõ ÷èñåë

âèäà πn + a (n ∈ Z, a = π/2 +
1∫

0

q(t) dt) âìåñòå ñ êðóãîâûìè îêðåñòíî-

ñòÿìè îäíîãî è òîãî æå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà δ.
Òàê êàê Rλ = O(1) â Sδ, òî ñòàíäàðòíî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-

ìà.

Òåîðåìà 1.10. Åñëè f(x) ∈ C1[0, 1], f(0) = 0, òî

lim
r→∞
‖f(x)− Sr(f, x)‖∞ = 0,

ãäå Sr(f, x) = − 1
2πi

∫
|λ|=r

Rλf dλ � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíê-

öèè f ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L.

Òàê êàê L � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî ïî òåîðåìå 1.16 ïîëó÷èì

Ëåììà 1.23. Ñèñòåìà {yn(x)} ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è ïîëíîé

â L2[0, 1], è ‖yn‖2 = 2 +O (1/n) , ãäå ‖·‖ � íîðìà â L2[0, 1].

1.2.2.3 Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Èäåè À. Í. Êðûëîâà �
Â. À. ×åðíÿòèíà ìû ðåàëèçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðÿä Σ, ïðåäñòàâëÿ-
þùèé ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïî ìåòîäó Ôóðüå,
ìû áåðåì â âèäå

Σ = S0 + (Σ− Σ0), (1.75)

ãäå Σ0 � ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ýòàëîííîé
çàäà÷è, à S0 � ñóììà ýòîãî ðÿäà, êîòîðàÿ ÿâíî âû÷èñëÿåòñÿ. Â ñâîþ
î÷åðåäü, Σ − Σ0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ðÿäîâ, îäèí èç êî-
òîðûõ � êîíå÷íàÿ ñóììà, à âòîðîé � ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ðàçíîñòåé
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ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ Σ è Σ0, ïðè÷åì ýòîò ðÿä è ðÿäû, ïîëó÷à-
þùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî.
Ýòî ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî, à òàêæå òî, ÷òî S0 åñòü ðåøåíèå ýòàëîííîé
çàäà÷è, ïîçâîëÿåò âåñüìà ïðîñòî óáåäèòüñÿ, ÷òî Σ = S0 + (Σ− Σ0) åñòü
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ
ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Â êà÷åñòâå ýòàëîííîé çàäà÷è ìû áåðåì çàäà÷ó (1.24)�(1.25), ãäå q(x)

çàìåíÿåòñÿ íà q0(x) = 1
2(q(x) + q(1 − x)). Ôóíêöèÿ q0(x) ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé: q0(x) = q0(1− x). Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð îáîçíà÷èì L0:

L0y(x) = y′(1− x) + q0(x)y(x), y(0) = 0.

Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ýòîãî îïåðàòîðà
ÿâëÿþòñÿ λ0

n è y
0
n(x), ïðåäñòàâëåííûå â òåîðåìàõ 1.6�1.8.

1.2.2.4 Ðåøåíèå çàäà÷è (1.24)�(1.25). Ñîãëàñíî ìåòîäó Ôóðüå ôîð-
ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.24)�(1.25) èìååò âèä

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ(x))eλβitdλ+
∑
|λn|>r

1

‖yn‖2 (ϕ, yn) yn(x)eλnβit,

(1.76)
ãäå r òàêîâî, ÷òî ïðè |λn| > r âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå.

Ïðåäñòàâèì ðÿä (1.76) â âèäå (1.75), ãäå

Σ0 =
+∞∑

n=−∞

(
ϕ, y0

n

)
‖y0

n‖
2 y0

n(x)eλ
0
nβit.

Äëÿ ñóììû S0 ðÿäà Σ0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.24. Åñëè ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, òî èìååò

ìåñòî ôîðìóëà

S0 = eaβit[p(1− x)f0(1− x+ βt)− ip(x)f0(x+ βt)], (1.77)

ãäå f0(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà âñåé îñè ôóíêöèÿ, ïåðè-

îäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 1, è f0(x) = 1
2p(x) [iϕ(x) + ϕ(1− x)] ïðè x ∈ [0, 1];

p(x) = e
iax−i

x∫
0

q(t) dt
, a = π/2 +

1∫
0

q(t) dt.

Äàëåå ïîëîæèì

Σ− Σ0 = u1(x, t) + u2(x, t),
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ãäå

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

((
Rλ −R0

λ

)
ϕ(x)

)
eλβitdλ, (1.78)

u2(x, t) =
∑
|λn|>r

[
(ϕ, yn)

‖yn‖2 yn(x)eλnβit −
(
ϕ, y0

n

)
‖y0

n‖
2 y0

n(x)eλ
0
nβit

]
, (1.79)

R0
λ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0.

Ëåììà 1.25. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u2(x, t) =
∑
|λn|>r

[
(g, yn) yn(x)eλnβit

‖yn‖2 λn
−
(
g, y0

n

)
y0
n(x)eλ

0
nβit

‖y0
n‖

2 λ0
n

]
+

+
∑
|λn|>r

(
g2, y

0
n

)
y0
n(x)eλ

0
nβit

‖y0
n‖

2 (λ0
n)

2 , (1.80)

ãäå g = Lϕ, g1 = g − L0ϕ, g2 = L0g1 (çäåñü g1 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

îïåðàòîðà L0, òàê êàê q(x) ∈ C1[0, 1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà èìååì

Rλϕ = −ϕ
λ

+
Rλg

λ
,

R0
λϕ = −ϕ

λ
+
R0
λ(L0ϕ)

λ
= −ϕ

λ
+
R0
λ(g − g1)

λ
=

= −ϕ
λ

+
R0
λg

λ
− R0

λg1

λ
= −ϕ

λ
+
R0
λg

λ
+
g1

λ2
− R0

λg2

λ2
.

Òîãäà

Rλϕ−R0
λϕ =

(Rλ −R0
λ)g

λ
− g1

λ2
+
R0
λg2

λ2

è (1.80) ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ ñëàãàåìûõ â (1.79) ÷åðåç èíòåãðàëû îò
ðåçîëüâåíòû ïî êîíòóðàì äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â λn.�

Ëåììà 1.26. Åñëè g(x) ∈ C[0, 1], òî (g,Ωjn) = αn/n (j = 1, 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ j = 1 î÷åâèäíî. Äàëåå,∫ 1

0

b(x) dx

∫ x

0

eλ
0
nitq′1

(x+ t

2

)
dt =

∫ 1

0

eλ
0
nit dt

∫ 1

t

b(x)q′1

(x+ t

2

)
dx = αn,

àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåâ îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â Ω2n, ïîëó÷èì, ÷òî
è (g,Ω2n) = αn/n. �
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Ëåììà 1.27. Ðÿäû â (1.80) è ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íèõ ïî÷ëåí-

íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x è t, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïî x ∈ [0, 1]

è t ∈ [−A,A], ãäå A > 0 ëþáîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è

Áåññåëÿ ðÿäû
∑ |(g, yn)|
‖yn‖ · |λn|

è
∑ |(g, y0

n)|
‖y0

n‖ · |λ0
n|
ñõîäÿòñÿ, îòêóäà ñëåäóåò ðàâ-

íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â (1.80). Ðàññìîòðèì ðÿä

∑
|λn|>r

[
(g, yn) yn(x)eλnβit

‖yn‖2 λn
−
(
g, y0

n

)
y0
n(x)eλ

0
nβit

‖y0
n‖

2 λ0
n

]
. (1.81)

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ λn, yn(x), èìååì

(g, yn) y
′
n(x)eλnβit

‖yn‖2 λn
=

(g, yn) (y0
n(x))′eλ

0
nβit

‖y0
n‖

2 λ0
n

+ (g, yn)O

(
1

n

)
.

Ïîýòîìó ðÿä, ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x ðÿ-
äà (1.81), èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

∑
|λn|>r

[(
g, yn − y0

n

)
(y0
n(x))′eλ

0
nβit

‖y0
n‖

2 λ0
n

+ (g, yn)O

(
1

n

)]
. (1.82)

Â ñèëó ëåììû 1.26
(
g, yn − y0

n

)
= αn/n, ãäå

∑
α2
n < ∞. Îòñþäà ñëåäóåò

ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ðÿäà â (1.82). Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìî-
ãî â (1.82) îíà î÷åâèäíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü ðÿäà, ïîëó÷åííîãî èç (1.81) ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî
t. Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (1.80) óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. �

Òåîðåìà 1.11. Åñëè q(x) âåùåñòâåííà, q(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(x) ∈
∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.24)�
(1.25) ñóùåñòâóåò è èìååò âèä

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + S0(x, t),

ãäå u1(x, t), u2(x, t) îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (1.78), (1.79), à S0(x, t) �

ïî ôîðìóëå (1.77).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåìì 1.24 è 1.27 u(x, t) äèôôåðåíöèðóå-
ìà ïî îáåèì ïåðåìåííûì. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (1.25). Äîêàæåì, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò (1.24). Îáîçíà÷èì
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ñîñòàâëÿþùèå â (1.78), (1.79) ÷åðåç ukj, ò. å. u1 = u11−u12, u2 = u21−u22.
Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

u11 + u21 = u, u12 + u22 = Σ0. (1.83)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Du ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå:

Du =
1

βi

∂u(x, t)

∂t
− ∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1−x

.

Òîãäà èìååì

Du = Du1 +Du2 +DS0 = Du11 −Du12 +Du2 +DS0. (1.84)

Îäíàêî DS0 = q0(x)S0, Du1 = Du11 −Du12 = q(x)u11 − q0(x)u12,

Du2 =
∑
|λn|>r

[
q(x)

(ϕ, yn)

‖yn‖2 yn(x)eλnβit − q0(x)

(
ϕ, y0

n

)
‖y0

n‖
2 y0

n(x)eλ
0
nβit

]
.

Ïîýòîìó èç (1.83) è (1.84) ïîëó÷àåì Du1 + Du2 = q(x)u − q0(x)Σ0, à
çíà÷èò,

Du = q(x)u− q0(x)Σ0 + q0(x)S0 = q(x)u.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

1.3 Äðóãèå ðåçóëüòàòû

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ äðóãèå ðåçóëüòàòû î ñìåøàííûõ çàäà÷àõ
ñ èíâîëþöèåé.

1.3.1 Ñìåøàííàÿ çàäà÷à â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñëåäóþùåãî âèäà [36]:

1

βi

∂u(x, t)

∂t
=
∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣
ξ=1−x

+q(x)u(x, t), (1.85)

x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞),

u(0, t) = u(1, t), u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1], (1.86)

ãäå β � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, β 6= 0, q(x) ∈ C1[0, 1] è âåùåñòâåííà. Åñòå-
ñòâåííûå ìèíèìàëüíûå óñëîâèÿ íà ϕ(x): ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕj(0) = ϕj(1)

(j = 0, 1).
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Ââåäåì îïåðàòîðû L è L0:

Ly = y′(1− x) + q(x)y(x), y(0) = y(1),

L0y = y′(1− x) + q0(x)y(x), y(0) = y(1),

q0((x) = 1
2 [q(x) + q(1− x)].

Ëåììà 1.28. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0 ïðîñòûå è ðàâíû

λ0
n = 2πn + a, n ∈ Z, a =

1∫
0

q(t) dt, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè
y0
n(x) = u(1− x)eλ

0
ni(1−x) − iu(x)eλ

0
nix,

ãäå u(x) = exp
(
−i

x∫
0

q0(τ) dτ
)
.

Ðåøåíèå ýòàëîííîé çàäà÷è (1.85)�(1.86), êîãäà q(x) åñòü q0(x), ïîëó-
÷åííîå ïî ìåòîäó Ôóðüå, èìååò âèä

u0(x, t) = eaβit
[
p(1− x)f0(1− x+ βt)− ip(x)f0(x+ βt)

]
, (1.87)

ãäå p(x) = exp

{
i
(
ax−

x∫
0

q0(t) dt
)}

, f0(x) ∈ C1(−∞,+∞) ïåðèîäè÷íà ñ

ïåðèîäîì 1, ïðè÷åì

f0(x) =
1

2p(x)

[
iϕ(x) + ϕ(1− x)

]
, x ∈ [0, 1].

Ëåììà 1.29. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïåðàòîðà L, äîñòàòî÷íî
áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå è èìåþò àñèìïòîòèêó:

λn = λ0
n +

α

n
+
αn
n
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . .

Òåîðåìà 1.12. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.85)�(1.86) ñóùå-
ñòâóåò è èìååò âèä

u(x, t) = u0(x, t) + Σ1 + Σ2,

ãäå

Σ1 = − 1

2πi

∫
|λ|=r

((
Rλ −R0

λ

)
ϕ
)

(x)eλβitdλ,

Rλ, R
0
λ � ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðîâ L è L0,

Σ2 =
∑
|λn|>r

[
(ϕ, yn)

‖yn‖2 yn(x)eλnβit −
(
ϕ, y0

n

)
2

y0
n(x)eλ

0
nβit

]
.
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Ðÿä Σ2 è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì

ïî x è t, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ [−A,A] ïðè ëþ-

áîì A > 0.

Ñõîæèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [37] äëÿ çàäà÷è

1

βi

∂u(x, t)

∂t
=
∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣
ξ=1−x

+q1(x)u(x, t) + q2(x)u(1− x, t), (1.88)

u(0, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞), (1.89)

ïðè óñëîâèè, ÷òî qj(x) ∈ C1[0, 1], q1(x) âåùåñòâåííà, q2(x) = q2(1− x),
q2(0) = 0, β 6= 0 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Åñòåñòâåííûå ìèíèìàëüíûå
òðåáîâàíèÿ òå æå, ÷òî è â ïàðàãðàôå 1.2.

1.3.2 Ñìåøàííàÿ çàäà÷à íà ãåîìåòðè÷åñêîì ãðàôå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñ èíâîëþöèåé íà ïðîñòåéøåì ãðà-
ôå èç äâóõ ðåáåð: îäíî ðåáðî îáðàçóåò öèêë-ïåòëþ, à âòîðîå ïðèìûêàåò
ê íåìó. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à â òàêîì ñëó÷àå áåðåòñÿ â âèäå [39]

∂u1(x, t)

∂t
=
∂u1(x, t)

∂x
, (1.90)

1

i

∂u2(x, t)

∂t
=
∂u2(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣
ξ=1−x

+q(x)u2(x, t), (1.91)

u1(0, t) = u1(1, t) = u2(0, t), (1.92)

u1(x, t) = ϕ1(x), u2(x, t) = ϕ2(x). (1.93)

Âèä ãðàôà ïîçâîëÿåò çàäàòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå (áåç èíâîëþ-
öèè) (1.90) íà ïåòëå, à âîò íà äðóãîì ðåáðå íàäî îáÿçàòåëüíî áðàòü
óðàâíåíèå ñ èíâîëþöèåé, òàê êàê èíà÷å ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à íåðåãóëÿðíà ïî Áèðêãîôó [40], ïîýòîìó ðåøåíèå ñìåøàííîé çà-
äà÷è òîãî æå âèäà, ÷òî è âûøå, ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
q(x) ∈ C1[0, 1] è âåùåñòâåííà,

ϕk(x) ∈ C1[0, 1],
ϕ1(0) = ϕ1(1) = ϕ2(0),

ϕ′2(1) + q(0)ϕ2(0) + iϕ′1(0) = 0
(1.94)

(ïîñëåäíåå óñëîâèå â ñèëó ñèñòåìû (1.90)�(1.91)).
Ïî ìåòîäó Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùàÿ (1.90)�(1.92) ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

èìååò âèä
Ly = λy, y = (y1, y2)

T
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(T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), ãäå L � ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

Ly = (−iy′1(x), y′2(1− x) + q(x)y2(x))T , y1(0) = y1(1) = y2(0).

Ëåììà 1.30. Åñëè a = π/2 +
1∫

0

q(t) dt íå êðàòíî 2π, òî ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðî-

ñòûå è îáðàçóþò äâå ñåðèè: λ′n = 2πn, n ∈ Z, λ′′n = µn +
α

n
+
αn
n

(n = ±n0,±(n0 + 1), . . .), ãäå µn = 2πn + a. Ïðè ýòîì âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L âåùåñòâåííûå.

Ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àåì çàäà÷è (1.90)�(1.93) ìû áóäåì íàçûâàòü çà-
äà÷ó, êîãäà âìåñòî q(x) áåðåòñÿ q0(x) = 1

2 [q(x) + q(1− x)], è îïåðàòîð L
â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåì L0. Îïåðàòîð L∗ (L∗0) èìååò âèä L∗z = Lz
(L∗0z = L0z) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè z2(0) = z1(1) − z1(0) + iz2(1) = 0,
îäíèìè è òåìè æå è äëÿ L∗, è äëÿ L∗0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L (L0) è L∗

(L∗0) ñîâïàäàþò, è äëÿ L0 îíè òå æå, ÷òî è â ëåììå 1.30, íî òåïåðü íàäî
áðàòü α = αn = 0.

Ëåììà 1.30 ïîçâîëÿåò èçó÷àòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðîâ L è L∗ êàê è â ïàðàãðàôå 1.3 (íå ïðèâîäèì åå èç-çà ãðî-
ìîçäêîñòè).

Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ðÿäû ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó Ôóðüå
íàïîäîáèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû òî÷íî âû÷èñëÿþòñÿ, òåì ñàìûì, ïîëó÷à-
åì ðåøåíèå u0(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå. Ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôîðìóëó çäåñü íå ïðèâîäèì èç-çà ãðîìîçäêîñòè.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.90)�(1.93) ïî ìåòîäó Ôóðüå èìååò âèä

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ(x))eλitdλ+
∑
|λn|>r

(ϕ, z(x, λn))

γ(λn)
)y(x, λn)e

λnit,

(1.95)
ãäå u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))

T , Rλ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L, y(x, λn)
(z(x, λn)) � ñîáñòâåííûå âåêòîð-ôóíêöèè îïåðàòîðà L (L∗) äëÿ ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ λn, γ(λn) = (y(x, λn), z(x, λn)). Ïðåäñòàâèì (1.95) â âèäå

u(x, t) = u0(x, t)−
1

2πi

∫
|λ|=r

((
Rλ −R0

λ

)
ϕ
)

(x)eλitdλ+
∑
|λn|>r

An(x, t), (1.96)

ãäå

An(x, t) =
(Lϕ, z(x, λn))

λnγ(λn)
y(x, λn)e

λnit −
(
L0ϕ, z

0(x, λ0
n)
)

λ0
nγ

y0(x, λ0
n)e

λ0nit,
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λ0
n � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå L0, y0(x, λ0

n) (z
0(x, λ0

n)) � ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè L0 (L∗0), γ = (y0(x, λ0

n), z
0(x, λ0

n)) è γ íå çàâèñèò îò n.
Ôîðìóëà (1.96) òàê æå, êàê è â ïàðàãðàôå 1.3, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.13. Åñëè q(x) ∈ C1[0, 1] è âåùåñòâåííà, q(0) = q(1),

a =
π

2
+

1∫
0

q(t) dt íå êðàòíî 2π, ϕk(x) óäîâëåòâîðÿþò (1.94), òî êëàñ-

ñè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.91)�(1.93) ñóùåñòâóåò è èìååò âèä (1.96).
Ðÿäû â (1.96) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì ïî x è t, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è
t ∈ [−A,A] ïðè ëþáîì A > 0.
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2 ÐÅÇÎËÜÂÅÍÒÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Â ÌÅÒÎÄÅ ÔÓÐÜÅ
ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (2.1)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0 (2.2)

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:

à) u(0, t) = u(1, t) = 0; (2.3)

á) u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0,

u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0;

â) u′x(0, t) + βu′x(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0,

αu(0, t) + u(1, t) = 0.

Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x) ∈ C[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íà, α, β, αi, βi (i =

= 1, 2) � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Óñëîâèå u′t(x, 0) = 0 áåðåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ à), á), â) îõâàòûâàþò âñå ëèíåéíûå äâóõòî÷å÷íûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (óñëîâèå â), â êîòîðûõ β ñòîèò ïåðåä u′x(0, t), α �
ïåðåä u(1, t), ñâîäÿòñÿ ê â) çàìåíîé x = 1− ξ è ïîýòîìó èä¼ò íå â ñ÷åò.

2.1 Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1)�(2.3).
Ýòî íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé äëÿ èññëåäîâàíèÿ (íî ëèøü â ñìûñëå

âûêëàäîê, à íå òðóäíîñòåé ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà). Ñ÷èòàåì, ÷òî
q(x) ∈ C[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ,

ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0. (2.4)

Óñëîâèÿ (2.4) íà ϕ(x) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Óñëîâèå u′t(x, 0) = 0 áåðåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû.

2.1.1 Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

Ìåòîä Ôóðüå ñâÿçàí ñî ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé äëÿ îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x), y(0) = y(1) = 0.
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Òåîðåìà 2.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, äîñòàòî÷íî

áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ïðîñòûå, è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè-

÷åñêèå ôîðìóëû:

λn = ρ2
n, ρn = πn+O(1/n) (n = n0, n0 + 1, . . .).

Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò (ñì., íàïðèìåð, [40, ñ. 74�75]).

Çàìå÷àíèå 2.1. Â [40] ïðèâåäåíà áîëåå òî÷íàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íî îíà íàì íå ïîòðåáóåòñÿ. Íàì
äàæå äîñòàòî÷íî, åñëè çàìåíèòü O(1/n) íà o(1).

Îáîçíà÷èì γn = {ρ| |ρ − nπ| = δ}, ãäå δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî, à
n > n0 è n0 òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ n > n0 âíóòðü è íà ãðàíèöó γn ïîïàäàåò
ëèøü ïî îäíîìó èç ρn. Ïóñòü γ̃n îáðàç γn â λ-ïëîñêîñòè (λ = ρ2, Re ρ > 0).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rλ ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà L, ò. å. Rλ = (L−λE)−1, ãäå
E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Òîãäà ïî ìåòîäó
Ôóðüå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ) cos ρt dλ+
∑
n>n0

(ϕ, ψn)ϕn(x) cos ρnt, (2.5)

ãäå r > 0 ôèêñèðîâàíî è âçÿòî òàêèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
ìåíüøèå ïî ìîäóëþ r, èìåþò íîìåðà, ìåíüøå n0, íà êîíòóðå |λ| = r

íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ϕn(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L
äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn, ñèñòåìà {ψn(x)} áèîðòîãîíàëüíà ñèñòå-
ìå {ϕn(x)}. Ìû ïðåäñòàâèì (2.5) â âèäå (ñì. [42,43])

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ) cos ρt dλ−
∑
n>n0

1

2πi

∫
γ̃n

(Rλϕ) cos ρt dλ

èëè, â áîëåå êðàòêîé çàïèñè,

u(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

 (Rλϕ)(x) cos ρt dλ. (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî â ôîðìàëüíîì ðåøåíèè u(x, t) íå ôè-
ãóðèðóþò íè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, è äëÿ íàñ
òåïåðü èñõîäíûì ôîðìàëüíûì ðÿäîì áóäåò ðÿä (2.6). Ïðîâåäåì äàëüíåé-
øåå ïðåîáðàçîâàíèå ðÿäà (2.6).
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Ëåììà 2.1. Ïóñòü µ0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðà-

òîðà L è òàêîâî, ÷òî |µ0| > r è µ0 íå íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå γ̃n
íè ïðè êàêîì n > n0. Òîãäà∫

γ̃n

(Rλϕ) cos ρt dλ =

∫
γ̃n

1

λ− µ0
(Rλg) cos ρt dλ, (2.7)

ãäå g = (L− µ0E)ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ(x) ∈ DL (DL � îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ îïåðàòîðà L), òî èìååì g(x) = (L − λE)ϕ + (λ − µ0)ϕ. Îòñþäà
Rλg = ϕ+ (λ− µ0)Rλϕ, è ïîýòîìó èìååò ìåñòî (2.7). �

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ u(x, t) èìååò ìåñòî ôîð-

ìóëà

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (2.8)

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

 R0
λg

λ− µ0
cos ρt dλ,

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

1

λ− µ0
[Rλg −R0

λg] cos ρt dλ,

u2(x, t) = −
∑
n>n0

1

2πi

∫
γ̃n

1

λ− µ0
[Rλg −R0

λg] cos ρt dλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, êîòîðûé åñòü îïåðà-

òîð L ïðè q(x) ≡ 0 (ñ÷èòàåì, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå òðåáîâàíèÿ íà µ0

âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ îïåðàòîðà L0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.1 äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èìååò
ìåñòî ôîðìóëà

u(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

 Rλg

λ− µ0
cos ρt dλ, (2.9)

è óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ
è âû÷èòàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.9), âçÿòîãî â ñëó÷àå
q(x) ≡ 0. �
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2.1.2 Èññëåäîâàíèå u0(x, t)

Äëÿ u0(x, t) ïîëó÷èì òî÷íóþ ôîðìóëó.

Ëåììà 2.2. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

R0
λg = ϕ1 + (λ− µ0)R

0
λϕ1,

ãäå ϕ1 = R0
λg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

R0
λg = R0

λ(L0 − µ0E)(L0 − µ0E)−1g = R0
λ(L0 − µ0E)ϕ1 =

= R0
λ(L0 − λE + (λ− µ0)E)ϕ1 = ϕ1 + (λ− µ0)R

0
λϕ1. �

Ïî ëåììå 2.2 èç âûðàæåíèÿ äëÿ u0(x, t) ïîëó÷àåì

Ëåììà 2.3. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

(R0
λϕ1) cos ρtdλ−

∑
n>n0

1

2πi

∫
γ̃n

(R0
λϕ1) cos ρtdλ. (2.10)

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåçîëüâåíòû Rλ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1(x, ρ) è z2(x, ρ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ − q(x)y + ρ2y = 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0,

z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1.

Òîãäà zj(x, ρ) öåëûå ïî ρ è äàæå ïî λ, ãäå λ = ρ2.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ðåçîëüâåíòû Rλ èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Rλf = −z2(x, ρ)(f, z1) + v(x, ρ)(f, z2) + (Mρf)(x), (2.11)

ãäå

v(x, ρ) =
z2(x, ρ)z1(1, ρ)

z2(1, ρ)
, (f, g) =

1∫
0

f(x)g(x)dx,

(Mρf)(x) =

x∫
0

M(x, t, ρ)f(t) dt, M(x, t, ρ) =

∣∣∣∣z1(x, ρ) z2(x, ρ)

z1(t, ρ) z2(t, ρ)

∣∣∣∣ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y = Rλf , òî y óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ − q(x)y + ρ2y = f(x) (2.12)

è óñëîâèÿì y(0) = y(1) = 0. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (2.12) èìååò âèä

y(x) = c1z1(x, ρ) + c2z2(x, ρ) + (Mρf)(x), (2.13)

ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîä÷èíÿÿ (2.13) êðàåâûì óñëî-
âèÿì, ïîëó÷èì

Rλf = −z2(x, ρ)

z2(1, ρ)

1∫
0

M(1, t, ρ)f(t)dt+

x∫
0

M(x, t, ρ)f(t)dt,

îòêóäà ñëåäóåò (2.11). �

Çàìå÷àíèå 2.2. Äëÿ R0
λ èìååò ìåñòî ôîðìóëà

R0
λf = −z0

2(x, ρ)(f, z0
1) + v0(x, ρ)(f, z0

2) + (M 0
ρf)(x), (2.14)

ãäå z0
1(x, ρ), z0

2(x, ρ), v0(x, ρ),M 0
ρ òå æå, ÷òî è z1(x, ρ), z2(x, ρ), v(x, ρ),Mρ,

íî âçÿòûå òåïåðü äëÿ îïåðàòîðà L0. Òàêèì îáðàçîì, z0
1(x, ρ) = cos ρx,

z0
2(x, ρ) =

sin ρx

ρ
, v0(x, ρ) =

sin ρx cos ρ

sin ρ
.

Ëåììà 2.4. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = 2
∞∑
n=1

(ϕ1(ξ), sinπnξ) sinπnx cos πnt. (2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â (2.14) åñòü
öåëûå ïî λ, òî ôîðìóëà (2.10) ïåðåõîäèò â ñèëó (2.14) â

u0(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

sin ρx cos ρ cos ρt

ρ sin ρ
(ϕ1(ξ), sin ρξ) dλ−

−
∑
n>n0

1

2πi

∫
γ̃n

sin ρx cos ρ cos ρt

ρ sin ρ
(ϕ1(ξ), sin ρξ) dλ.

Îòñþäà, òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ0
n îïåðàòîðà L0 åñòü λ0

n = π2n2

(n = 1, 2, . . .), ïî òåîðåìå âû÷åòîâ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �
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Ñëåäñòâèå 2.1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = Σ+ + Σ−,

ãäå

Σ± =
∞∑
n=1

(ϕ1(ξ), sin πnξ) sinπn(x± t).

Òåîðåìà 2.4. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2
(ϕ̃1(x+ t) + ϕ̃1(x− t)) , (2.16)

ãäå ϕ̃1(x) ∈ C2(−∞,∞) íå÷åòíà, ϕ̃1(x) = ϕ̃1(2+x), è ϕ̃1(x) = ϕ1(x) ïðè

x ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ1(x) ∈ DL0
, òî ðÿäû Σ± ñõîäÿòñÿ àá-

ñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞). Èõ ñóììû åñòü
ϕ̃1(x± t)/2, òåì ñàìûì, èç ϕ̃1(x) = ϕ̃1(2 + x) è íå÷åòíîñòè ϕ̃1(x) ñëåäó-
åò, ÷òî ϕ̃1(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó, êðîìå òî÷åê
xk = k (k ∈ Z), ϕ̃1(x) = ϕ1(x) ïðè x ∈ [0, 1]. Òàê êàê ϕ1(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (2.4), òî ϕ̃1(x) áóäåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è
â òî÷êàõ xk. �

Çàìå÷àíèå 2.3. Ôîðìóëà (2.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó äëÿ
ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû:

utt(x, t) = uxx(x, t), u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ1(x), ut(x, 0) = 0.

2.1.3 Èññëåäîâàíèå ðÿäà u2(x, t)

Ïî òåîðåìå 2.3 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â (2.14)
åñòü öåëûå ïî λ, ïîëó÷èì äëÿ u2(x, t) ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

u2(x, t) = − 1

2πi

∞∑
n=n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0

[
v(x, ρ)(g, z2)− v0(x, ρ)(g, z0

2)
]

cos ρt dλ.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû î z1(x, ρ) è z2(x, ρ) (ñì. [40, ñ. 58�
62]).
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Òåîðåìà 2.5. Â ïîëîñå |Im ρ| 6 h (h > 0 è ëþáîå) èìåþò ìåñòî

àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

z1(x, ρ) = cos ρx+O(1/ρ), z′1(x, ρ) = −ρ sin ρx+O(1),

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+O(1/ρ2), z′2(x, ρ) = cos ρx+O(1/ρ),

ãäå îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ z2(x, ρ) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

x∫
0

K(x, t)
sin ρt

ρ
dt, (2.17)

ãäå K(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t è K(x, 0) ≡ 0 (K(x, t)

íå çàâèñèò îò ρ).

Çàìå÷àíèå 2.4. Ôîðìóëà (2.17) � ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà
îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. [38, ñ. 17, 23]).

Ëåììà 2.5. Ïðè ρ ∈ γn èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

v(j)
x (x, ρ) = v0(j)

x (x, ρ) +O(ρj−1) (j = 0, 1, 2). (2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.5 â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.12)

z′′2(x, ρ) = z0
2
(2)

(x, ρ) +O(1).

Ïî òåîðåìå 2.5 òàêæå èìååì

z2(1, ρ) = z0
2(1, ρ) +O(1/ρ2),

c1

|ρ|
6
∣∣z0

2(1, ρ)
∣∣ 6 c2

|ρ|
,

ãäå c1, c2 > 0 è íå çàâèñÿò îò ρ.
Îòñþäà óòâåðæäåíèå (2.18) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. �
Èç ëåììû 2.5 ñëåäóåò

Ëåììà 2.6. Ïðè ρ ∈ γn èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

v(j)(x, ρ)(g, z2)− v0(j)(x, ρ)(g, z0
2) =

= v0(j)(x, ρ)(g, z2 − z0
2) +O

(
ρj−1(g, z2)

)
, j = 0, 1, 2.
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Ëåììà 2.7. Ïðè ρ ∈ γn èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

(g, z2) = ρ−1 [(g1(ξ) cosµξ, sin πnξ) + (g1(ξ) sinµξ, cos πnξ)] , (2.19)

(g, z2 − z0
2) = ρ−2 [(g2(ξ) cosµξ, cos πnξ)− (g2(ξ) sinµξ, sin πnξ)] , (2.20)

ãäå ρ = πn+ µ, µ ∈ γ0,

g1(ξ) = g(ξ) +

1∫
ξ

K(τ, ξ)g(τ) dτ,

g2(ξ) = −g(ξ)K(ξ, ξ) +

1∫
ξ

K ′ξ(τ, ξ)g(τ) dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (2.19) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç (2.17).
Äîêàæåì (2.20). Òàê êàê K(x, 0) ≡ 0, òî

ξ∫
0

K(ξ, τ)z0
2(τ, ρ) dτ =

=
1

ρ

ξ∫
0

K(ξ, τ) sin ρτ dτ = −K(ξ, ξ)

ρ2
cos ρξ +

1

ρ2

ξ∫
0

K ′τ(ξ, τ) cos ρτ dτ,

è óòâåðæäåíèå (2.20) ëåãêî ñëåäóåò èç (2.17). �

Ëåììà 2.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(x) ôóíêöèè cosx èëè sinx. Ïóñòü

f(x) ∈ L∞[0, 1] è f(x, µ) = f(x)ψ(µx), µ ∈ γ0, βn(µ) = (f(x, µ), ψ(πnx)).

Òîãäà âåðíà îöåíêà

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| 6 c

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2
, (2.21)

ãäå c > 0 è íå çàâèñèò îò n1, n2 è µ ∈ γ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| 6

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

√√√√ n2∑
n=n1

|βn(µ)|2. (2.22)
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Ïî íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ ïîëó÷èì
n2∑

n=n1

|βn(µ)|2 6 ‖f(x, µ)‖2, (2.23)

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â L2[0, 1]. Íî ‖f(x, µ)‖ 6 c‖f‖, ãäå c íå çàâèñèò îò
µ ∈ γ0. Òåì ñàìûì, èç (2.22) è (2.23) ïîëó÷èì (2.21). �

Ïîëîæèì

an(x, t) = − 1

2πi

∫
γn

2ρ cos ρt

λ− µ0

[
v(x, ρ)(g, z2)− v0(x, ρ)(g, z0

2)
]
dρ.

Ëåììà 2.9. Ðÿäû
∑
a

(j)
n,xj(x, t),

∑
a

(j)
n,tj(x, t) (j = 0, 1, 2) ñõîäÿòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ], ãäå T > 0 � ëþáîå

ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

J(x, ρ) = v(x, ρ)(g, z2)− v0(x, ρ)(g, z0
2) =

= J(x, ρ)− v0(x, ρ)(g, z2) + v0(x, ρ)(g, z2) = J1(x, ρ) + J2(x, ρ),

ãäå J1(x, ρ) =
[
v(x, ρ)− v0(x, ρ)

]
(g, z2), J2(x, ρ) = v0(x, ρ)(g, z2 − z0

2).
Ïî ëåììàì 2.5 è 2.7 èìååì ïðè ρ = πn+ µ, µ ∈ γ0,

J
(j)
1,xj(x, ρ) = O

(
ni−2[|β1n(µ)|+ |β1n(µ)| ]

)
(j = 0, 1, 2), (2.24)

ãäå β1n(µ) = (g1(x, µ), ψ(πnx)) (ñì. ëåììó 2.8). Òî, ÷òî â (2.24) äâà-
æäû ïîâòîðÿåòñÿ β1n(µ), îçíà÷àåò, ÷òî ó÷àñòâóþò äâà ðàçíûõ âûðàæå-
íèÿ β1n(µ), òî÷íåå, ïåðâîå ñëàãàåìîå β1n(µ) åñòü (g1(ξ) cosµξ, sin πnξ), à
âòîðîå � (g1(ξ) sinµξ, cos πnξ). Àíàëîãè÷íî èìåþò ìåñòî îöåíêè:

J
(j)
2,xj(x, ρ) = O

(
ni−2[|β2n(µ)|+ |β2n(µ)| ]

)
(j = 0, 1, 2),

ãäå β2n(µ) = (g2(x, µ), ψ(πnx)) (îïÿòü β2n(µ) äâóõ âèäîâ). Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷èì îöåíêó

J
(j)
xj (x, ρ) = O

(
nj−2β̃n(µ)

)
, (2.25)

ãäå β̃n(µ) = |β1n(µ)| + |β1n(µ)| + |β2n(µ)| + |β2n(µ)|, è îöåíêè
O(·) â (2.25) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1] è µ ∈ γ0. Îòñþäà äëÿ

J
(j)
xj (x, t, ρ) =

2ρ cos ρt

λ− µ0
J

(j)
xj (x, ρ) èìååì îöåíêè

J
(j)
xj (x, t, ρ) = O

(
nj−3β̃n(µ)

)
, j = 0, 1, 2. (2.26)
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Èç (2.26) ñðàçó ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü∑
a

(j)
n,xj(x, t) (j = 0, 1) ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ], ïîñêîëüêó∣∣∣β̃n(µ)

∣∣∣ 6 c,

ãäå c íå çàâèñèò îò n è µ. Åñëè j = 2, òî ïî ëåììå 2.8 èìååò ìåñòî îöåíêà

∑
a

(2)
n,x2(x, t) = O

∫
γ0

n2∑
n=n1

1

n
β̃n(µ) |dµ|

 =

= O

∫
γ0

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2
|dµ|

 = O

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

 ,

ðàâíîìåðíàÿ ïî x, t è n1, n2. Îòñþäà âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü è

∑
a

(2)
n,x2(x, t). Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ýòîò ôàêò è äëÿ∑

a
(j)
n,tj(x, t) (j = 0, 1, 2). �

Òàê êàê u2(x, t) =
∞∑

n=n0

an(x, t), òî èç ëåììû 2.9 ïîëó÷àåì

Ëåììà 2.10. Ðÿä u2(x, t) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

äâàæäû ïî x è t ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞).

2.1.4 Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3)

Òåîðåìà 2.7. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå (2.5) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è (2.1)�(2.3) ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ (2.4) íà ϕ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ (2.6) â ñèëó ôîðìóëû
(2.9) è òåîðåìû 2.3 èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

Rλg

λ− µ0
cos ρt dλ−

−
∑
n>n0

1

2πi

∫
γ̃n

v(x, ρ)(g, z2)

λ− µ0
cos ρt dλ. (2.27)

Îòñþäà â ñèëó îöåíîê v(j)(x, ρ) = O(nj) ïî ëåììàì 2.7 è 2.8 ïîëó÷à-
åì, ÷òî ðÿä (2.27) è ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì îäèí ðàç ïî x è t ðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî (ñì.
òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.9). Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà óñêîðåíèÿ
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ñõîäèìîñòè ðÿäîâ íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëü-
íûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Â ñèëó òåîðåìû 2.4 è ëåììû 2.10 u(x, t)
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Äîêàæåì, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ (2.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M îïåðàòîð M =
∂

∂t2
− ∂

∂x2
.

Òîãäà ïî òåîðåìå 2.4 Mu0(x, t) = 0. Äàëåå,

Mu1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

1

λ− µ0
M((Rλg) cos ρt) dλ =

= − 1

2πi
M

 ∫
|λ|=r

(Rλϕ) cos ρt dλ

 = − 1

2πi

∫
|λ|=r

M((Rλϕ) cos ρt) dλ =

=
q(x)

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ) cos ρt dλ.

Òåïåðü èìååì

Mu2(x, t) =

= − 1

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0
M
(
[v(x, ρ)(g, z2)− v0(x, ρ)(g, z0

2)] cos ρt
)
dλ =

= − 1

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0
M (v(x, ρ)(g, z2) cos ρt) dλ.

Îäíàêî

M(v(x, ρ) cos ρt) = −v′′(x, ρ) cos ρt− ρ2v(x, ρ) cos ρt = −q(x)v(x, ρ) cos ρt.

Çíà÷èò,

Mu2(x, t) =
q(x)

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

(Rλϕ)(x) cos ρt dλ,

ò. å. Mu = −q(x)u(x, t). �
Ïðè âåùåñòâåííîé q(x) òåîðåìà 2.7 ïîëó÷åíà äðóãèì ïðèåìîì

Â. À. ×åðíÿòèíûì [7] (ñì. òàêæå ïàðàãðàô 1.1).

2.2 Ñëó÷àé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå ðåøåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìåòîäîì ïàðàãðàôà 2.1 èññëåäóåòñÿ ñìåøàííàÿ çà-
äà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì è êðà-
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åâûìè óñëîâèÿìè á), îáîáùàþùèìè ñëó÷àè ñâîáîäíîãî çàêðåïëåíèÿ îáî-
èõ êîíöîâ, ò. å. áóäåì èçó÷àòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (2.28)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0, (2.29)

u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2 + u(1, t) = 0, (2.30)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, (2.31)

ãäå ϕ(x) ∈ C2[0, 1] è q(x) ∈ C[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íûå, α1, α2, β1, β2 �
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Óñëîâèå u′t(x, 0) = 0 áåðåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû.

Âàæíî, ÷òî â êðàåâûõ óñëîâèÿõ (2.29), (2.30), ïîìèìî u′x(0, t)

è u′x(1, t), ïðèñóòñòâóþò ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè u(0, t)

è u(1, t), ÷òî âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè â èññëåäîâàíèè ýòîé
çàäà÷è. ×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèìè òðóäíîñòÿìè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðè-
åìà À. Í. Êðûëîâà ïî óñèëåíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîäîáíûõ
ðÿäàì Ôóðüå, ìû ïðèâëåêàåì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýòàëîííîé ñìåøàííîé
çàäà÷è îïåðàòîð L0:

L0y = −y′′(x), y′(0) = y′(1) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð L0 ñàìîñîïðÿæåííûé, åãî ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ0

n = n2π2, n = 0, 1, 2, . . ., à ñîîòâåòñòâóþùèìè
íîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè � ϕn(x) =

√
2 cosnπx.

Â ðåçóëüòàòå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (2.28)�(2.31) ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà ϕ(x): ϕ(x) ∈
∈ C2[0, 1], êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, ïðè÷åì

ϕ′(0) + α1ϕ(0) + β1ϕ(1) = 0, ϕ′(1) + α2ϕ(0) + β2ϕ(1) = 0. (2.32)

2.2.1 Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

Ìåòîä Ôóðüå â ïðèìåíåíèè ê (2.28)�(2.31) ñâÿçàí ñî ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷åé äëÿ îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y,

U1(y) = y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = 0, U2(y) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0.
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Òåîðåìà 2.8. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn = ρ2
n (λ = ρ2, Re ρ > 0)

îïåðàòîðà L ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðîñòûå è èìåþò àñèìïòî-

òèêó

ρn = nπ + εn,

ãäå n = n0, n0 + 1, . . ., εn = O(1/n).

(Ýòî èçâåñòíûé ôàêò, ñì., íàïðèìåð, [40, ñ. 74].)

Çàìå÷àíèå 2.5. Â [40] ñîäåðæèòñÿ áîëåå òî÷íàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íî îíà íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γn îêðóæíîñòè γn = {ρ
∣∣|ρ − nπ| = δ}, ãäå δ > 0

è äîñòàòî÷íî ìàëî, n > n0, n0 òàêîâî, ÷òî âíóòðè γn íàõîäèòñÿ òîëüêî
îäíî ρn. Ïóñòü γ̃n � îáðàç γn â λ-ïëîñêîñòè (λ = ρ2, Re ρ > 0). Îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç Rλ ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà L, ò. å. Rλ = (L−λE)−1, ãäå E �
åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå
ïî ìåòîäó Ôóðüå ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

( ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

)
(Rλϕ)(x) cos ρt dλ, (2.33)

ãäå r > 0 ôèêñèðîâàíî è êîíòóð |λ| = r ñîäåðæèò âíóòðè òîëüêî òå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íîìåðà êîòîðûõ ìåíüøå n0, ïðè÷åì íà ñàìîì êîíòóðå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåò. Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü â ôîðìàëüíîì ðåøåíèè
u(x, t) íå ôèãóðèðóþò íè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íè ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè.

Âûïîëíèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå ðÿäà (2.33) ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòà-
ëîííîé çàäà÷è.

Ëåììà 2.11. Ïóñòü µ0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà L, |µ0| > r è µ0 íå íàõîäèòñÿ âíóòðè

èëè íà ãðàíèöå γ̃n íè ïðè êàêîì n > n0. Òîãäà∫
γ̃n

(Rλϕ) cos ρt dλ =

∫
γ̃n

1

λ− µ0
(Rλg) cos ρt dλ, (2.34)

ãäå g = (L− µ0E)ϕ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà L. Ïîýòîìó

g(x) = (L− λE)ϕ(x) + (λ− µ0)ϕ(x).

Òàêèì îáðàçîì, Rλg = ϕ(x) + (λ− µ0)Rλϕ, è îòñþäà ñëåäóåò (2.34). �
Íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì ýòàëîííîé çà-

äà÷è äàåòñÿ ñëåäóþùåé î÷åâèäíîé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2.9. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (2.35)

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

 1

λ− µ0
(R0

λg) cos ρt dλ,

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

1

λ− µ0
[Rλg −R0

λg] cos ρt dλ,

u2(x, t) = − 1

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0
[Rλg −R0

λg] cos ρt dλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1.

Çàìå÷àíèå 2.6. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå òðåáîâàíèÿ
íà µ0 âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ îïåðàòîðà L0.

Â äàëüíåéøåì âìåñòî (2.33) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (2.35).

2.2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ − q(x)y + ρ2y = 0.

Ïóñòü z1(x, ρ), z2(x, ρ) � ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè

z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1.

Ïðè q(x) = 0 ýòèìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ

z0
1(x, ρ) = cos ρx, z0

2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
.
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Òåîðåìà 2.10. Äëÿ Rλf èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Rλf = v1(x, ρ)(f, z1) + v2(x, ρ)(f, z2) +Mρf, (2.36)

ãäå

Mρf =

x∫
0

M(x, ξ, ρ)f(ξ) dξ, M(x, ξ, ρ) =

∣∣∣∣z1(x, ρ) z2(x, ρ)

z1(ξ, ρ) z2(ξ, ρ)

∣∣∣∣ ,
vj(x, ρ) =

(−1)j

∆(ρ)

{[
−β1z3−j(1, ρ)U2(z2) +

(
z′3−j(1, ρ)+

+β2z3−j(1, ρ))U1(z2)] z1(x, ρ) + [β1z3−j(1, ρ)U2(z1)−
−
(
z′3−j(1, ρ) + β2z3−j(1, ρ)

)
U1(z1)

]
z2(x, ρ)

}
, j = 1, 2,

∆(ρ) = U1(z1)U2(z2)− U1(z2)U2(z1), (f, z) =

1∫
0

f(ξ)z(ξ) dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y(x) = Rλf . Òîãäà y(x) åñòü ðåøåíèå êðàå-
âîé çàäà÷è

y′′ − q(x)y + ρ2y = −f(x), (2.37)

U1(y) = 0, U2(y) = 0. (2.38)

Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.37) ÿâëÿåòñÿ

y(x, ρ) = c1z1(x, ρ) + c2(x, ρ) +Mρf.

Ïîäñòàâèâ ýòó ôîðìóëó â (2.38), íàéäåì c1, c2 è ïîëó÷èì (2.36). �

Òåîðåìà 2.11. Äëÿ R0
λ èìååò ìåñòî ôîðìóëà

R0
λf = v0

1(x, ρ)(f, z0
1) + v0

2(x, ρ)(f, z0
2) +M 0

ρf,

ãäå

v0
1(x, ρ) = −z

0
2
′(1, ρ)z0

1(x, ρ)

∆0(ρ)
= −cos ρ cos ρx

ρ sin ρ
,

v0
2(x, ρ) =

z0
1
′(1, ρ)z0

1(x, ρ)

∆0(ρ)
= − cos ρx,

M 0
ρf =

x∫
0

∣∣∣∣z0
1(x, ρ) z0

2(x, ρ)

z0
1(ξ, ρ) z0

2(ξ, ρ)

∣∣∣∣ f(ξ) dξ =
1

ρ

x∫
0

sin ρ(x− ξ)f(ξ) dξ,

∆0(ρ) = ρ sin ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â òåîðåìå 2.10, ïðè÷åì U 0
1 (y) =

= y′(0), U 0
2 (y) = y′(1).

Òåîðåìà 2.12. Â ïîëîñå |Im ρ| 6 h (h > 0 è ëþáîå) èìåþò ìåñòî

àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

z1(x, ρ) = cos ρx+O

(
1

ρ

)
, z′1(x, ρ) = −ρ sin ρx+O (1) ,

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+O

(
1

ρ2

)
, z′2(x, ρ) = cos x+O

(
1

ρ

)
,

ãäå îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1].

(Ýòè îöåíêè ñîäåðæàòñÿ â [40, ñ. 59].)

Òåîðåìà 2.13. Äëÿ zj(x, ρ) (j = 1, 2) èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

z1(x, ρ) = cos ρx+

x∫
0

K1(x, ξ) cos ρξ dξ, (2.39)

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

x∫
0

K2(x, ξ)
sin ρξ

ρ
dξ, (2.40)

ãäå Kj(x, ξ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x è ξ, ïðè÷åì K2(x, 0) ≡ 0.

Çàìå÷àíèå 2.7. Ôîðìóëû (2.39), (2.40) õîðîøî èçâåñòíû êàê ôîð-
ìóëû îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. [38, ñ. 17, 33]).

Ëåììà 2.12. Ïðè ρ = γn èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

v
(j)
1 (x, ρ) = v

0(j)
1 (x, ρ) +O(ρj−2),

v
(j)
2 (x, ρ) = v

0(j)
2 (x, ρ) +O(ρj−1), j = 0, 1, 2, (2.41)

ãäå v(j)(x, ρ) =
dj

dxj
v(x, ρ) è îöåíêè O(. . .) ðàâíîìåðíû ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.12 èìååì

∆(ρ) = (α1 + β1z1(1))(z′2(1) + β2z2(1))−
−(1 + β1z2(1))(z′1(1) + α1 + β1z1(1)) = ∆0(ρ) +O(1)
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(äëÿ êðàòíîñòè ó zj(x, ρ) îïóñêàåì ρ). Ïîýòîìó ïðè ρ ∈ γn

1

∆(ρ)
=

1

∆0(ρ)
+O

(
1

ρ2

)
. (2.42)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

U1(z1) = O(1), U1(z2) = 1 +

(
1

ρ

)
,

U2(z1) = ρ cos ρ+O(1), U2(z2) = cos ρ+

(
1

ρ

)
.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ôîðìóë ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò ïðè z1(x, ρ) â ôîðìóëå
äëÿ v1(x, ρ):

−β1z2(1)U2(z2) + (z′2(1) + β2z2(1))U1(z2) =

= −β1O

(
1

ρ

)(
cos ρ+O

(
1

ρ

))(
cos ρ+O

(
1

ρ

)
+ β2

sin ρ

ρ
+O

(
1

ρ2

))
×

×
(

1 +O

(
1

ρ

))
= cos ρ+O

(
1

ρ

)
.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò ïðè z2(x, ρ) â ôîðìóëå äëÿ
v1(x, ρ):

β1z2(1)U2(z1)− (z′2(1) + β2z2(1))U1(z1) = O(1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

v1(x, ρ) = − 1

∆(ρ)

{(
cos ρ+O

(
1

ρ

))
z1(x, ρ) +O(1)z2(x, ρ)

}
. (2.43)

Èç ýòîé ôîðìóëû íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.12 è ôîðìóëû (2.42) ïîëó÷àåì,
÷òî

v1(x, ρ) = v0
1(x, ρ) +O

(
1

ρ2

)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.43) ïî x, ïîëó÷àåì èñêîìûå ôîðìóëû äëÿ v(j)
1 (x, ρ),

j = 1, 2. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ôîðìóëû (2.41). �

Ëåììà 2.13. Åñëè g(x) ∈ C[0, 1] è ρ = 2nπ + µ, òî

(g, z1) = (g1(ξ) cosµξ, cos 2nπξ)− (g1(ξ) sinµξ, sin 2nπξ), (2.44)

(g, z1 − z0
1) =

1

2nπ + µ
(g2(ξ) cosµξ, sin 2nπξ)−
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−(g2(ξ) sinµξ, cos 2nπξ), (2.45)

ãäå

g1(ξ) = g(ξ) +

1∫
ξ

g(τ)K1(τ, ξ) dτ,

g2(ξ) = g(ξ)K1(ξ, ξ)−
1∫
ξ

g(τ)K ′1ξ(τ, ξ) dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.13 èìååì

(g, z1) = (g(ξ), cos ρξ) +

ξ∫
0

K1(ξ, τ) cos ρτ dτ = (g1(ξ), cos ρξ),

îòñþäà ñëåäóåò (2.44). Ôîðìóëà (2.45) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 2.14. Åñëè g(x) ∈ C[0, 1] è ρ = 2nπ + µ, òî

(g, z2) =
1

2nπ + µ
[(g3(ξ) cosµξ, sin 2nπξ) + (g3(ξ) sinµξ, cos 2nπξ)] ,

(2.46)

(g, z2 − z0
2) =

1

(2nπ + µ)2
[(g4(ξ) cosµξ, cos 2nπξ)−

−(g4(ξ) sinµξ, sin 2nπξ)] , (2.47)

ãäå

g3(ξ) = g(ξ) +

1∫
ξ

K2(τ, ξ)g(τ) dτ,

g4(ξ) = −g(ξ)K2(ξ, ξ) +

1∫
ξ

K2
′
ξ(τ, ξ)g(τ) dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (2.46) ïîëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê è (2.44).
Äàëåå, òàê êàê K2(ξ, 0) = 0, òî

z2 − z0
2 = − 1

ρ2
cos ρxK2(x, x) +

1

ρ2

x∫
0

cos ρτK2
′
τ(x, τ) dτ.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê (2.47). �
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Ëåììà 2.15. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(x) ôóíêöèþ cosx èëè sinx. Ïóñòü

f(x) ∈ L2[0, 1] è f(x, µ) = f(x)ψ(µx), ãäå µ ∈ γ0 ∪ γ1 è βn(µ) =

= (f(x, µ), ψ(2nπx)). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| 6 c

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2
, (2.48)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò n1, n2 è µ ∈ γ0 ∪ γ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| 6

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

√√√√ n2∑
n=n1

|βn(µ)|2, (2.49)

à ïî íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ �

n2∑
n=n1

|βn(µ)|2 6 1

2
‖f(x, µ)‖2, (2.50)

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â L2[0, 1].
Êðîìå òîãî, ‖f(x, µ)‖ 6 c1‖f‖, ãäå c1 íå çàâèñèò îò µ ∈ γ0 ∪ γ1.

Èç (2.49) è (2.50) ïîëó÷àåì (2.48). �

2.2.3 Èññëåäîâàíèå u0(x, t)

Ëåììà 2.16. Äëÿ u0(x, t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

 (R0
λϕ1) cos ρt dλ, (2.51)

ãäå ϕ1 = R0
µ0
g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.11, áåðÿ R0
λ âìåñòî Rλ è ϕ1 âìåñòî ϕ,

èìååì ∫
γ̃n

(R0
λϕ1) cos ρt dλ =

∫
γ̃n

1

λ− µ0
(R0

λg1) cos ρt dλ,

ãäå g1 = (L0 − µ0E)ϕ1. Íî g1 = (L0 − µ0E)R0
µ0
g = g. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷àåì (2.34), ãäå ïðîâåäåíà çàìåíà Rλ íà R0
λ è ϕ � íà ϕ1. Îòñþäà

ñëåäóåò (2.51). �
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Ëåììà 2.17. Äëÿ R0
λf èìååò ìåñòî ôîðìóëà

R0
λf = −cos ρx

ρ sin ρ

1∫
0

cos ρ(1− ξ)f(ξ) dξ − 1

ρ

x∫
0

sin ρ(x− ξ)f(ξ) dξ. (2.52)

Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.11.

Òåîðåìà 2.14. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
∞∑
n=0

u0
n(x, t), (2.53)

ãäå u0
0(x, t) = (ϕ1, 1), u0

n(x, t) = an cos ρ0
nx cos ρ0

nt, n = 1, 2, . . ., an =

= 2(ϕ1(ξ), cos ρ0
nξ), ρ

0
n = nπ.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.14 ñëåäóåò èç (2.51) è (2.52) ïî òåîðåìå âû-
÷åòîâ.

Ëåììà 2.18. Äëÿ ôóíêöèé u0
n(x, t) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

u0
n(x, t) =

1

2
(vn(x+ t) + vn(x− t)), n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå v0(x) = u0
0, vn(x) = an cos ρ0

nx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ óìíîæåíèÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé, èìååì

u0
n(x, t) =

1

2
an[cos ρ0

n(x+ t)+cos ρ0
n(x− t)] =

1

2
[vn(x+ t)+vn(x− t)]. �

Ëåììà 2.19. Ðÿäû
∞∑
n=0

vn(x) è
∞∑
n=0

v′n(x) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâ-

íîìåðíî ïðè x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ϕ1(x) ∈ C2[0, 1] è ïðè-
íàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L0, ïîýòîìó

ϕ′1(0) = 0, ϕ′1(1) = 0. (2.54)

Èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì ôîðìóëó äëÿ an ñ ó÷åòîì (2.54), ïî-

ëó÷àåì, ÷òî an =
αn
n2π2

, ãäå ÷åðåç αn îáîçíà÷åíû ðàçëè÷íûå ÷èñëà αn,

ëèøü áû
∑
|αn|2 < ∞. Îòñþäà ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ

ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ðÿäà. Àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
èç ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî. �
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Ëåììà 2.20. Ôóíêöèÿ F (x) =
∞∑
n=0

vn(x) ∈ C2(−∞,∞), ïðè ýòîì

F (x) = ϕ1(x), åñëè x ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè x ∈ [0, 1] ðÿä
∞∑
n=0

vn(x) åñòü ðÿä Ôóðüå ôóíê-

öèè ϕ1(x) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L0, êðàåâûå óñëîâèÿ
êîòîðîãî ðåãóëÿðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, F (x) = ϕ1(x) íà [0, 1], òàê êàê
ϕ1 ∈ DL0

. Ïî ëåììå 2.19 F (x) ∈ C1(−∞,∞). Êðîìå òîãî, F (x) = F (−x)

è 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî F ′′(x)

íåïðåðûâíà â òî÷êàõ x = 0 è x = 1. Íåïðåðûâíîñòü ýòîé ïðîèçâîä-
íîé â òî÷êå x = 0 âûòåêàåò èç ÷åòíîñòè ôóíêöèè F (x). Ïîñêîëüêó
vn(1+x) = vn(1−x), ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé îòíîñèòåëüíî x = 1.
Ïîýòîìó F ′′(x) òîæå íåïðåðûâíà â äàííîé òî÷êå. �

Òåîðåìà 2.15. Ôóíêöèÿ u0(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ýòàëîí-

íîé çàäà÷è:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
, (2.55)

u(x, 0) = ϕ1(x), ut(x, 0) = 0, u′x(0, t) = u′x(1, t) = 0. (2.56)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

u0(x, t) =
1

2
[F (x+ t) + F (x− t)]. (2.57)

Â ñèëó ëåììû 2.20 ôóíêöèÿ u0(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.55).
Âûïîëíåíèå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.56) ñëåäóåò èç (2.57)
è çàêîííîñòè ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà (2.53) (ïî x èëè
ïî t). �

2.2.4 Èññëåäîâàíèå u2(x, t)

Ïî òåîðåìàì 2.10 è 2.11 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Mρf è M 0
ρf åñòü öåëûå

ôóíêöèè ïî λ, äëÿ u2(x, t) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

u2(x, t) =
∑
n>n0

an(x, t),

ãäå

an(x, t) = − 1

2πi

∫
γn

2ρ cos ρt

ρ2 − µ0

[
v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)−

−v0
1(x, ρ)(g, z0

1)− v0
2(x, ρ)(g, z0

2)
]
dρ. (2.58)
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Ëåììà 2.21. Ðÿäû
∑
a

(j)
n,xj(x, t) è

∑
a

(j)
n,tj(x, t) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì T > 0,

j = 0, 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

J(x, ρ) = J1(x, ρ) + J2(x, ρ), (2.59)

ãäå J(x, ρ) � âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (2.58),

J1(x, ρ) = (v1(x, ρ)− v0
1(x, ρ))(g, z1) + (v2(x, ρ)− v0

2(x, ρ))(g, z2),

J2(x, ρ) = v0
1(x, ρ)(g, z1 − z0

1) + v0
2(x, ρ)(g, z2 − z0

2).

Äîêàæåì âíà÷àëå óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ðÿäîâ ïî ÷åòíûì n, ò. å.
n = 2k, k > k0. Â ýòîì ñëó÷àå åñëè ρ ∈ γn, òî ρ = 2kπ + µ, µ ∈ γ0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç βk(µ) ëþáîé èç ôóíêöèîíàëîâ:

(gj(ξ) cosµξ, cos 2kπξ), −(gj(ξ) sinµξ, sin 2kπξ), j = 1, 4;

(gj(ξ) cosµξ, sin 2kπξ), (gj(ξ) sinµξ, cos 2kπξ), j = 2, 3.

Ïî ëåììàì 2.13 è 2.14 èìååì

(g, z1) = βk(µ) + βk(µ), (g, z2) =
1

2kπ + µ
(βk(µ) + βk(µ)) ,

(g, z1 − z0
1) =

1

2kπ + µ
(βk(µ) + βk(µ)) ,

(g, z2 − z0
2) =

1

(2kπ + µ)2
(βk(µ) + βk(µ)) .

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ëåììó 2.12 è îöåíêè

v
(j)
1 (x, ρ) = O(ρj−1), v

(j)
2 (x, ρ) = O(ρj),

èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.59) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

J (j)(x, ρ) = O(kj−2) [|βk(µ)|+ |βk(µ)|] +

+O(kj−1)
1

|2kπ + µ|
[ |βk(µ)|+ |βk(µ)| ] +

+O(kj−1)
1

|2kπ + µ|
[ |βk(µ)|+ |βk(µ)| ] +

+O(kj)
1

|2kπ + µ|2
[ |βk(µ)|+ |βk(µ)| ] = O(kj−2β̃k(µ)), (2.60)
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ãäå β̃k(µ) =
8∑
1
|βk(µ)| è îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1] è µ ∈ γ0∪γ1.

Îòñþäà

|a(j)
2k,xj(x, t)| =

∫
γ0

O(kj−3)β̃k(µ) |dµ|,

ãäå
∫
γ0

(. . . ) |dµ| ïîíèìàåì êàê
2π∫
0

(. . .)δ dϕ, µ = δeiϕ . Åñëè j = 0, 1, òî

|a(j)
2k,xj(x, t)| = O

(
k−2
)
, òåì ñàìûì ðÿäû

∑
|a(j)

2k,xj(x, t)| ñõîäÿòñÿ ðàâíî-
ìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ].

Äàëåå èç (2.60) ñëåäóåò îöåíêà

|a(2)
2k,x2(x, t)| =

∫
γ0

O
(
k−1β̃k(µ)

)
|dµ|,

è ïîýòîìó ïî ëåììå 2.15

k2∑
k=k1

|a(2)
2k,x2(x, t)| =

∫
γ0

k2∑
k=k1

O
(
k−1β̃k(µ)

)
|dµ| =

=

∫
γ0

O


√√√√ k2∑

k=k1

1

k2

 |dµ| = O


√√√√ k2∑

k=k1

1

k2

 ,

ãäå îöåíêà O(·) ðàâíîìåðíà ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ]. Ðÿäû ïî íå÷åòíûì
n = 2k + 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñ µ ∈ γ1. Òåì ñàìûì óòâåðæäå-
íèå ëåììû ïîëó÷åíî äëÿ ðÿäîâ

∑
a

(j)
n,xj(x, t). Ïîäîáíûì îáðàçîì (è äàæå

ïðîùå) èññëåäóþòñÿ ðÿäû
∑
a

(j)
n,tj . �

2.2.5 Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.28)�(2.31)

Òåîðåìà 2.16. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2.28)�(2.31) åñòü
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè ϕ(x) ∈ C2[0, π] è âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.32).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ (2.33) â ñèëó ôîðìó-
ëû (2.36) è àíàëèòè÷íîñòè Mρf ïî ëåììå 2.11 èìååì

u(x, t) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

1

λ− µ0
(Rλg) cos ρt dλ−
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−
∑
n>n0

1

2πi

∫
γ̃n

v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)

λ− µ0
cos ρt dλ. (2.61)

Îòñþäà â ñèëó (2.60) ïî ëåììàì 2.12�2.14 ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä â (2.61)
è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì îäèí
ðàç ïî x èëè ïî t, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî (ñì. òàêæå äîêà-
çàòåëüñòâî ëåììû 2.21). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà óñêî-
ðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò íà-
÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Äàëåå, â ñèëó ëåììû 2.21 ôîðìàëü-
íîå ðåøåíèå u(x, t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Äîêàæåì,
÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.28). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M îïåðà-

òîð M =
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.15

Mu0(x, t) = 0.

Ðàññìîòðèì

Mu1(x, t) = − 1

2πi
M

 ∫
|λ|=r

(Rλϕ)(x) cos ρt dλ

 =

= − 1

2πi

∫
|λ|=r

M ((Rλϕ)(x) cos ρt) dλ =
q(x)

2πi

∫
|λ|=r

(Rλϕ)(x) cos ρt dλ,

à òàêæå

Mu2(x, t) = − 1

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0
M
([
v1(x, ρ)(g, z1)+

+v2(x, ρ)(g, z2)− v0
1(x, ρ)(g, z0

1)− v0
2(x, ρ)(g, z0

2)
]

cos ρt
)
dλ =

= − 1

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0
M
([
v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)

]
cos ρt

)
dλ.

Íî

M (vj(x, ρ) cos ρt)=−ρ2vj(x, ρ) cos ρt−v′′j (x, ρ) cos ρt=−q(x)vj(x, ρ) cos ρt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Mu2(x, t) =
q(x)

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

(Rλϕ)(x) cos ρt dλ,

ò. å. Mu = −q(x)u(x, t). �
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2.3 Ñëó÷àé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðàçíûõ ïîðÿäêîâ

Íàêîíåö, â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷èì ñëó÷àé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â).
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (2.62)

u′x(0, t) + βu′x(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0, (2.63)

αu(0, t) + u(1, t) = 0, (2.64)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, (2.65)

ãäå ϕ(x) ∈ C2[0, 1] è q(x) ∈ C[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íûå, α, α1, β, β1 �
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Óñëîâèå u′t(x, 0) = 0 áåðåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû. Âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå â êðàåâîì óñëîâèè (2.63) ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
α1u(0, t) + β1u(1, t), ÷òî âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïàðàãðàôîì 2.1. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýòàëîííîé ñìåøàííîé çàäà÷è
ìû ïðèâëåêàåì îïåðàòîð L0:

L0y = −y′′(x), y′(0) + βy′(1) = 0, αy(0) + y(1) = 0.

Îïåðàòîð L0 â îáùåì ñëó÷àå íåñàìîñîïðÿæåííûé. Áîëåå òîãî, åñëè âçÿòü
α = 0, β = 1 è âìåñòî x âçÿòü ξ = 1 − x, òî ïðèäåì ê îïåðàòîðó,
ðàññìîòðåííîìó Â. À. Èëüèíûì [5, 6]. Îí çàìå÷àòåëåí òåì, ÷òî âñå åãî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äâóêðàòíûå è äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
èìååì îäíó ñîáñòâåííóþ è îäíó ïðèñîåäèíåííóþ ôóíêöèþ.

Â ðåçóëüòàòå ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è (2.62)�(2.65) ïðè ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûõ òðåáîâàíèÿõ íà ϕ(x):
ϕ(x) ∈ C2[0, 1] è

ϕ′(0) + βϕ′(1) + α1ϕ(0) + β1ϕ(1) = 0, αϕ(0) + ϕ(1) = 0,
αϕ′′(0) + ϕ′′(1)− αq(0)ϕ(0)− q(1)ϕ(1) = 0.

(2.66)

2.3.1 Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

Ìåòîä Ôóðüå â ïðèìåíåíèè ê (2.62)�(2.65) ñâÿçàí ñî ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷åé äëÿ îïåðàòîðà L:

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),

U1(y) = y′(0) + βy′(1) + α1y(0) + β1y(1) = 0, U2(y) = αy(0) + y(1) = 0.

Áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó (2.62)�(2.65) ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

1 + αβ 6= 0.
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Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ
óñëîâèé îïåðàòîðîâ L è L0 (ñì. [40, ñ. 73]).

Òåîðåìà 2.17. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L îáðàçóþò äâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn = ρ2

n è λ′n = ρ′n
2 (λ = ρ2, Re ρ > 0) è èìåþò

àñèìïòîòèêó

ρn = 2nπ + ξ1 + εn, ρ′n = 2nπ + ξ2 + ε′n (n = n0, n0 + 1, . . .),

ãäå ξ1,2 = −i ln
(
d±
√
d2 − 1

)
, d = −(α+β)/(1+αβ), εn = o(1), ε′n = o(1).

(Ýòî èçâåñòíûé ôàêò, ñì., íàïðèìåð, [40, ñ. 74].)

Çàìå÷àíèå 2.8. Â [40] ñîäåðæèòñÿ áîëåå òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, íî îíà íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γn îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíî-
ñòåé {ρ

∣∣|ρ − (2nπ + ξj)| = δ} (j = 1, 2), åñëè ξ1 6= ξ2, èëè îäèí òàêîé
êîíòóð, åñëè ξ1 = ξ2 è δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Ïðè ýòîì n0 òàêîâî, ÷òî
âíóòðè êàæäîãî γ̃n íàõîäÿòñÿ ρn è ρ′n ïðè n > n0. Ïóñòü γ̃n � îáðàç γn â λ-
ïëîñêîñòè. Äàëåå, ïóñòü Rλ = (L−λE)−1, ãäå E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð,
λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, åñòü ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L. Ôîðìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (2.62)�(2.65) ïî ìåòîäó Ôóðüå âîçüìåì â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

(∫
γr

−
∑
n>n0

∫
γ̃n

)
(Rλϕ) cos ρt dλ, (2.67)

ãäå γr = {λ
∣∣ |λ| = r}, r > 0 ôèêñèðîâàíî è òàêîâî, ÷òî âíóòðè γr íàõîäÿò-

ñÿ âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, íå ïîïàâøèå â γ̃n ïðè n > n0.
Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå, òî î÷åâèäíî, ÷òî îáû÷íîå

ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.62)�(2.65) ïî ìåòîäó Ôóðüå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå (2.67). Åñëè æå åñòü êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
òî (2.67) â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (2.62)�(2.65).

Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü â (2.67) íå ôèãóðèðóþò ÿâíî íè ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, íè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

Ëåììà 2.22. Ïóñòü µ0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà L, è γ � îäèí èç êîíòóðîâ γr, γ̃n
ïðè n > n0 (µ0 âíå γ). Òîãäà∫

γ

(Rλϕ) cos ρt dλ =

∫
γ

1

λ− µ0
(Rλg) cos ρt dλ, (2.68)

ãäå g = (L− µ0E)ϕ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ïðèíàäëåæèò DL � îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàòîðà L. Ïîýòîìó èç g(x) = (L− λE)ϕ+ (λ− µ0)ϕ ñëåäóåò
Rλg = ϕ+ (λ− µ0)Rλϕ. Îòñþäà ñëåäóåò (2.68). �

Ïî ëåììå 2.22 ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, t) = − 1

2πi

(∫
γr

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

)
1

λ− µ0
(Rλg) cos ρt dλ. (2.69)

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ0 íå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
åì L0 è n0 òàêîâî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îïåðàòîðà L0 ïðè
n > n0 ïîïàäàþò ëèøü â γn. Òîãäà èìååò ñìûñë

u0(x, t) = − 1

2πi

(∫
γr

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

)
1

λ− µ0
(R0

λg) cos ρt dλ, (2.70)

ãäå R0
λ = (L0 − λE)−1.

Ïî ëåììå 2.22, ïðèìåíåííîé ê R0
λ âìåñòî Rλ è ϕ1 = R0

µ0
g âìåñòî ϕ,

èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = − 1

2πi

(∫
γr

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

)
(R0

λϕ1) cos ρt dλ,

ò. å. u0(x, t) åñòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
, u(x, 0) = ϕ1(x), u′t(x, 0) = 0, (2.71)

u′x(0, t) + βu′x(1, t) = αu(0, t) + u(1, t) = 0, (2.72)

êîòîðóþ ìû íàçîâåì ýòàëîííîé.
Íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ äàåòñÿ ñëåäóþùåé î÷å-

âèäíîé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2.18. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2.62)�(2.65)
ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t),

ãäå u0(x, t) åñòü (2.70),

u1(x, t) = − 1

2πi

∫
γr

1

λ− µ0
(Rλg −R0

λg) cos ρt dλ,
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u2(x, t) = − 1

2πi

∑
n>n0

∫
γ̃n

1

λ− µ0
(Rλg −R0

λg) cos ρt dλ.

2.3.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ − q(x)y + ρ2y = 0. (2.73)

Ïóñòü z1(x, ρ), z2(x, ρ) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.73) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè

z1(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = 0, z2(0, ρ) = 0, z′2(0, ρ) = 1.

Ïðè q(x) ≡ 0 ýòèìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ

z0
1(x, ρ) = cos ρx, z0

2(x, ρ) =
1

ρ
sin ρx.

Òåîðåìà 2.19. Äëÿ Rλf èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Rλf = v1(x, ρ)(f, z1) + v2(x, ρ)(f, z2) +Mρf, (2.74)

ãäå

Mρf =

x∫
0

M(x, ξ, ρ)f(ξ) dξ, M(x, ξ, ρ) =

∣∣∣∣z1(x, ρ) z2(x, ρ)

z1(ξ, ρ) z2(ξ, ρ)

∣∣∣∣ ,
v1(x, ρ) =

1

∆(ρ)
{[U2(z2) (βz′2(1, ρ) + β1z2(1, ρ))− U1(z2)z2(1, ρ)] z1(x, ρ) +

+ [U1(z1)z2(1, ρ)− U2(z1) (βz′2(1, ρ) + β1z2(1, ρ))] z2(x, ρ)} ,

v2(x, ρ)=
1

∆(ρ)
{[−U2(z2) (βz′1(1, ρ)+β1z1(1, ρ))+U1(z2)z1(1, ρ)] z1(x, ρ)+

+ [−U1(z1)z1(1, ρ) + U2(z2) (βz′1(1, ρ) + β1z1(1, ρ))] z2(x, ρ)} ,

∆(ρ) = U1(z1)U2(z2)− U1(z2)U2(z1), ∆(ρ) 6= 0, (f, z) =

1∫
0

f(ξ)z(ξ) dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y(x) = Rλf . Òîãäà y(x) åñòü ðåøåíèå êðàå-
âîé çàäà÷è

y′′ − q(x)y + ρ2y = −f(x), U1(y) = 0, U2(y) = 0. (2.75)
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Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.75) ÿâëÿåòñÿ

y(x, ρ) = c1z1(x, ρ) + c2z2(x, ρ) +Mρf.

Ïîäñòàâèâ ýòó ôîðìóëó â êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è (2.75), íàéäåì c1, c2 è
ïîëó÷èì (2.74). �

Òåîðåìà 2.20. Äëÿ R0
λ èìååò ìåñòî ôîðìóëà

R0
λf = v0

1(x, ρ)(f, z0
1) + v0

2(x, ρ)(f, z0
2) +M 0

ρf,

ãäå

v0
1(x, ρ) =

1

∆0(ρ)

{[
U 0

2

(
z0

2

)
βz0

2
′(1, ρ)− U 0

1

(
z0

2

)
z0

2(1, ρ)
]
z0

1(x, ρ) +

+
[
U 0

1

(
z0

1

)
z0

2(1, ρ)− U 0
2 (z0

1)βz0
2
′(1, ρ)

]
z0

2(x, ρ)
}
,

v0
2(x, ρ) =

1

∆0(ρ)

{[
−U 0

2

(
z0

2

)
βz0

1
′(1, ρ) + U 0

1

(
z0

2

)
z0

1(1, ρ)
]
z0

1(x, ρ) +

+
[
−U 0

1 (z0
1)z0

1(1, ρ) + U 0
2

(
z0

2

)
βz0

1
′(1, ρ)

]
z0

2(x, ρ)
}
,

M 0
ρf =

x∫
0

M0(x, ξ, ρ)f(ξ) dξ, M0(x, ξ, ρ) =

∣∣∣∣z0
1(x, ρ) z0

2(x, ρ)

z0
1(ξ, ρ) z0

2(ξ, ρ)

∣∣∣∣ ,
∆0(ρ) = U 0

1

(
z0

1

)
U 0

2

(
z0

2

)
− U 0

1

(
z0

2

)
U 0

2

(
z0

1

)
= −[α + β + (1 + αβ) cos ρ],

U 0
1 (z) = z′(0) + βz′(1), U 0

2 (z) = U2(z), ∆0(ρ) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.20 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 2.19. �

Òåîðåìà 2.21. Â ïîëîñå |Im ρ| 6 h, ãäå h > 0 ëþáîå, èìåþò ìåñòî

àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

z1(x, ρ) = cos ρx+O

(
1

ρ

)
, z′1(x, ρ) = −ρ sin ρx+O(1),

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+O

(
1

ρ2

)
, z′2(x, ρ) = cos ρx+O

(
1

ρ

)
,

ãäå îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1].

(Ýòè îöåíêè ñîäåðæàòñÿ â [40, ñ. 59].)
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Òåîðåìà 2.22. Äëÿ zj(x, ρ), j = 1, 2, èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

z1(x, ρ) = cos ρx+

x∫
0

K1(x, ξ) cos ρξ dξ, (2.76)

z2(x, ρ) =
sin ρx

ρ
+

x∫
0

K2(x, ξ)
sin ρξ

ρ
dξ, (2.77)

ãäå Kj(x, ξ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x è ξ, ïðè÷åì K2(x, 0) ≡ 0.

Çàìå÷àíèå 2.9. Ôîðìóëû (2.76), (2.77) õîðîøî èçâåñòíû êàê ôîð-
ìóëû îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. [38, ñ. 17, 33]).

Ëåììà 2.23. Ïðè ρ = γ̃n, n > n0 èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå

ôîðìóëû:

v
(j)
1 (x, ρ) = v

0(j)
1 (x, ρ) +O(ρj−2), (2.78)

v
(j)
2 (x, ρ) = v

0(j)
2 (x, ρ) +O(ρj−1), j = 0, 1, 2, (2.79)

ãäå v(j)(x, ρ) =
dj

dxj
v(x, ρ) è îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.21 èìååì

U1(z1) = U 0
1 (z0

1) +O(1), U1(z2) = U 0
1 (z0

2) +

(
1

ρ

)
,

U2(z1) = U 0
2 (z0

1) +O

(
1

ρ

)
, U2(z2) = U 0

2 (z0
2) +O

(
1

ρ2

)
, (2.80)

U 0
1 (z0

1) = ρO(1), U0
1 (z0

2) = O(1), U0
2 (z0

1) = O(1), U0
2 (z0

2) = O

(
1

ρ

)
.

Èç (2.80) ñëåäóåò, ÷òî

∆(ρ) = ∆0(ρ) +O

(
1

ρ

)
,

è ïîýòîìó
1

∆(ρ)
=

1

∆0(ρ)
+O

(
1

ρ

)
, (2.81)

ïðè÷åì
1

∆0(ρ)
= O(1).
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.80), (2.81), à òàêæå òåîðåìó 2.21 è îïóñêàÿ äëÿ
êðàòêîñòè ρ â zj(x, ρ), ðàññìîòðèì

v1(x, ρ) =
1

∆(ρ)

{[(
U 0

2

(
z0

2

)
+O

(
1

ρ

))(
β

(
z0

2
′(1) +O

(
1

ρ

))
+

+β1

(
z0

2(1) +O

(
1

ρ2

)))
−
(
U 0

1

(
z0

2

)
+O

(
1

ρ

))(
z0

2(1) +O

(
1

ρ2

))]
×

×z1(x) +

[(
U 0

1

(
z0

1

)
+O(1)

)(
z0

2(1) +O

(
1

ρ2

))
−

−
(
U 0

2

(
z0

1

)
+O

(
1

ρ

))(
β

(
z0

2
′(1) +O

(
1

ρ

))
+

+β1

(
z0

2(1) +O

(
1

ρ2

)))]
z2(x)

}
=

(
1

∆0(ρ)
+O

(
1

ρ

))
×

×
{[

U 0
2 (z0

2)βz0
2
′(1)− U 0

1

(
z0

2

)
z0

2(1) +O

(
1

ρ2

)](
z0

1(x) +O

(
1

ρ

))
+

+

[
U 0

1

(
z0

1

)
z0

2(1)− U 0
2

(
z0

1

)
βz0

2(1) +O

(
1

ρ

)](
z0

2(x) +O

(
1

ρ2

))}
.

Òàê êàê ïåðâàÿ êâàäðàòíàÿ ñêîáêà åñòü O(1/ρ), à âòîðàÿ � O(1), òî
îòñþäà ñëåäóåò (2.78) ïðè j = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ôîðìóëû
(2.78) ïðè j = 1, 2 è ôîðìóëû (2.79). �

Ëåììà 2.24. Åñëè g(x) ∈ C[0, 1] è ρ = 2nπ + µ, òî

(g, z1) = (g1(ξ) cosµξ, cos 2nπξ)− (g1(ξ) sinµξ, sin 2nπξ), (2.82)

(g, z1 − z0
1) =

1

2nπ + µ
[(g2(ξ) cosµξ, sin 2nπξ)+

+(g2(ξ) sinµξ, cos 2nπξ)], (2.83)

ãäå

g1(ξ) = g(ξ) +

1∫
ξ

g(τ)K1(τ, ξ) dτ,

g2(ξ) = g(ξ)K1(ξ, ξ)−
1∫
ξ

g(τ)K ′1ξ(τ, ξ) dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.22 èìååì

(g, z1) =

(
g(ξ), cos ρξ +

ξ∫
0

K1(ξ, τ) cos ρτ dτ

)
= (g1(ξ), cos ρξ),
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îòñþäà ñëåäóåò (2.82). Ôîðìóëà (2.83) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 2.25. Åñëè g(x) ∈ C[0, 1] è ρ = 2nπ + µ, òî

(g, z2) =
1

2nπ + µ
[(g3(ξ) cosµξ, sin 2nπξ) + (g3(ξ) sinµξ, cos 2nπξ)] ,

(2.84)

(g, z2 − z0
2) =

1

(2nπ + µ)2
[(g4(ξ) cosµξ, sin 2nπξ)−

−(g4(ξ) sinµξ, sin 2nπξ)] , (2.85)

ãäå

g3(ξ) = g(ξ) +

1∫
ξ

K2(τ, ξ)g(τ) dτ,

g4(ξ) = −g(ξ)K2(ξ, ξ) +

1∫
ξ

K2
′
ξ(τ, ξ)g(τ) dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (2.84) ïîëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê è (2.82).
Äàëåå, èç K2(ξ, 0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî

z2 − z0
2 = − 1

ρ2
cos ρxK2(x, x) +

1

ρ2

x∫
0

cos ρτK2
′
τ(x, τ) dτ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (2.85). �

Ëåììà 2.26. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(x) ôóíêöèþ cosx èëè sinx. Ïóñòü

f(x) ∈ L2[0, 1] è f(x, µ) = f(x)ψ(µx), ãäå µ ∈ γ̃0 è βn(µ) =

= (f(x, µ), ψ(2nπx)). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| 6 c

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2
, (2.86)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò n1, n2 è µ ∈ γ̃0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì

n2∑
n=n1

1

n
|βn(µ)| 6

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

√√√√ n2∑
n=n1

|βn(µ)|2,
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à ïî íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ �

n2∑
n=n1

|βn(µ)|2 6 1

2
‖f(x, µ)‖2, (2.87)

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â L2[0, 1].
Êðîìå òîãî, ‖f(x, µ)‖ 6 c1‖f‖, ãäå c1 íå çàâèñèò îò µ ∈ γ̃0. Èç (2.88)

è (2.87) ïîëó÷àåì (2.86). �

2.3.3 Èññëåäîâàíèå u0(x, t)

Ïîëîæèì Ωρ(g)(x) = v0
1(x, ρ)

(
g, z0

1

)
+ v0

2(x, ρ)
(
g, z0

2

)
.

Ëåììà 2.27. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà∫
γ

1

λ− µ0
(R0

λg) cos ρt dλ =

∫
γ

1

λ− µ0
Ωρ(g)(x) cos ρt dλ,

ãäå γ ëèáî γr, ëèáî γn ïðè n > n0.

Ýòà ëåììà î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó M 0
ρg öåëàÿ ïî λ.

Ëåììà 2.28. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Ωρ(g)(x) cos ρt =
1

2
[Ωρ(g)(x+ t) + Ωρ(g)(x− t)] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

cos ρx cos ρt =
1

2
[cos ρ(x+ t) + cos ρ(x− t)],

sin ρx cos ρt =
1

2
[sin ρ(x+ t) + sin ρ(x− t)].

Îòñþäà

v0
j (x, ρ) cos ρt =

1

2
[v0
j (x+ t, ρ) + v0

j (x− t, ρ)], j = 1, 2,

è ëåììà äîêàçàíà. �
Ïîëîæèì

wn(x) = − 1

2πi

∫
γn

1

λ− µ0
Ωρ(g)(x) dλ è w(x) =

∞∑
n>n0

wn(x).
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Ëåììà 2.29. Ðÿäû
∑
wn(x) è

∑
w′n(x) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâ-

íîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå èç (−∞,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ïðè ρ ∈ γ̃n îöåíêó Ωρ(g)(x) = O(1/ρ), ðàâ-
íîìåðíóþ ïî x èç íàøåãî îòðåçêà. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû
äëÿ

∑
wn(x).

Ïðèñòóïàåì ê èññëåäîâàíèþ ðÿäà
∑
w′n(x). Ïåðåìåííóþ ρ ïðåäñòà-

âèì â âèäå ρ = 2nπ + µ, ãäå µ ∈ γ̃0, è γ̃0 åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îêðóæ-
íîñòåé {ρ| |ρ− ξj| = δ}, j = 1, 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç βn(µ) ëþáîé èç ôóíê-
öèîíàëîâ:

(g1(ξ) cosµξ, cos 2nπξ), −(g1(ξ) sinµξ, sin 2nπξ),

(g3(ξ) cosµξ, sin 2nπξ), (g3(ξ) sinµξ, cos 2nπξ).
(2.88)

Òîãäà ïî ëåììàì 2.24 è 2.25

(g, z0
1) = βn(µ) + βn(µ), (g, z0

2) =
1

2nπ + µ
(βn(µ) + βn(µ)) .

Èìååì î÷åâèäíûå îöåíêè

v
0(j)
1,xj (x, ρ) = O(ρj−1), v

0(j)
2,xj (x, ρ) = O(ρj), j = 1, 2.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

w′n(x) =

∫
γ0

O

(
1

n
β̃n(µ)

)
|dµ|,

ãäå β̃n(µ) =
4∑
1
|βn(µ)|. Çíà÷èò, ïî ëåììå 2.26

n2∑
n=n1

|w′n(x)| = O

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

∫
γ0

|dµ| = O

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

 .

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑
|w′n(x)|. �

Îáîçíà÷èì

Φ(x) = w(x)− 1

2πi

∫
γr

1

λ− µ0
Ωρ(g)(x) dλ.

Ëåììà 2.30. Åñëè x ∈ [0, 1], òî Φ(x) = ϕ1(x) = R0
µ0
g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.27 Φ(x) = u0(x, 0), òîãäà

Φ(x) = − 1

2πi

∫
γr

+
∑
n>n0

∫
γn

R0
λϕ1 dλ. (2.89)

Òàê êàê ðÿä (2.89) åñòü ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè ϕ1(x) ïî ñîáñòâåííûì
è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L0, à ϕ1(x) ∈ DL0

(îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L0), òî ðÿä (2.89) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ϕ1(x)

íà [0, 1]. �

Ëåììà 2.31. Ôóíêöèÿ Φ(x) ∈ C1(−∞,∞) è

Φ(−x) =
1

1 + αβ
[(1− αβ)Φ(x)− 2βΦ(1− x)], (2.90)

Φ(1 + x) =
1

1 + αβ
[−2αΦ(x) + (αβ − 1)Φ(1− x)]. (2.91)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììàì 2.27 è 2.28

u0(x, t) =
1

2
{Φ(x+ t) + Φ(x− t)}, (2.92)

ïðè÷åì ïî ëåììå 2.29 Φ(x) ∈ C1(−∞,∞). Îòñþäà â ñèëó (2.72) ïîëó÷èì

Φ′(t) + Φ′(−t) + β[Φ′(1 + t) + Φ′(1− t)] = 0, (2.93)

α(Φ(t) + Φ(−t)) + Φ(1 + t) + Φ(1− t) = 0. (2.94)

Èíòåãðèðóåì (2.93). Ïîëó÷èì

Φ(t)− Φ(−t) + β[Φ(1 + t)− Φ(1− t)] = 0 (2.95)

â ñèëó òîãî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (2.95) ïðè t = 0 îáðàùàåòñÿ â íîëü. Èç (2.94)
è (2.95) ïîëó÷àåì (2.90), (2.91). �

Ëåììà 2.32. Ôóíêöèÿ Φ(x) ∈ C2(−∞,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (2.90) è (2.91) äàþò îäíîçíà÷íîå ïðî-
äîëæåíèå Φ(x) íà âñþ îñü ñ åå çíà÷åíèé íà [0, 1]. Ïî ëåììå 2.30
Φ(x) ∈ C2[0, 1]. Òîãäà ïî ëåììå 2.31 Φ(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, òî÷åê x = n, ãäå n � öåëîå. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ Φ′′(x) â öåëûõ òî÷êàõ ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

αϕ′′1(0) + ϕ′′1(1) = 0. (2.96)
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Â ñàìîì äåëå, èç ϕ1(x) = R0
µ0
g èìååì

ϕ′′1(x)− µ0ϕ1(x) = ϕ′′(x)− q(x)ϕ(x)− µ0ϕ(x).

Îòñþäà â ñèëó (2.66)

αϕ′′1(0) + ϕ′′1(1) = µ0(αϕ1(0) + ϕ1(1) + αϕ′′(0))−
−αq(0)ϕ(0)− µ0αϕ(0) + ϕ′′(1)− q(1)ϕ(1)−

−µ0ϕ(1) = αϕ′′(0) + ϕ′′(1)− αq(0)ϕ(0)− q(1)ϕ(1) = 0,

ò. å. (2.96) âåðíî.
Èç (2.90), (2.91) è (2.96) ñëåäóåò ïî ëåììå 2.30, ÷òî Φ′′(x) íåïðåðûâíà

â òî÷êàõ 0 è 1. Äàëåå, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ýòîò ôàêò èìååò ìåñòî è äëÿ
âñåõ x = −n,−n+ 1, . . . , n+ 1 ïî èíäóêöèè èç (2.90), (2.91), çàïèñàííûõ
äëÿ Φ′′(x) âìåñòî Φ(x) ïðè x = n ± 0, ïîëó÷àåì, ÷òî Φ′′(x) íåïðåðûâíà
è ïðè x = −(n+ 1) è n+ 2. �

Òåîðåìà 2.23. Ôóíêöèÿ u0(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ýòàëîí-

íîé çàäà÷è (2.71), (2.72).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.92) ïî ëåììå 2.32 ñëåäóåò, ÷òî u0(x, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñòðóíû. Äàëåå, èç (2.92) ñëåäóåò, ÷òî u0(x, 0) =

= Φ(x) = ϕ1(x), u′0t(x, 0) = 0 ïðè x ∈ [0, 1]. Íàêîíåö, èç (2.94) ñëåäóåò,
÷òî αu0(0, t) + u0(1, t) = 0, à èç (2.93) � u′0x(0, t) + βu′0x(1, t) = 0. �

2.3.4 Èññëåäîâàíèå u2(x, t)

Ïî òåîðåìàì 2.19 è 2.20, ó÷èòûâàÿ, ÷òîMρf èM 0
ρf ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

ôóíêöèÿìè ïî λ, äëÿ u2(x, t), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

u2(x, t) =
∑
n>n0

an(x, t),

ãäå

an(x, t) = − 1

2πi

∫
γn

2ρ cos ρt

ρ2 − µ0

[
v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)−

−v0
1(x, ρ)(g, z0

1)− v0
2(x, ρ)(g, z0

2)
]
dρ. (2.97)

Ëåììà 2.33. Ðÿäû
∑
a

(j)
n,xj(x, t) è

∑
a

(j)
n,tj(x, t) (j = 0, 1, 2) ñõîäÿòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì ôèêñèðî-

âàííîì T > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

J(x, ρ) = J1(x, ρ) + J2(x, ρ), (2.98)

ãäå J(x, ρ) � âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (2.97),

J1(x, ρ) = (v1(x, ρ)− v0
1(x, ρ))(g, z1) + (v2(x, ρ)− v0

2(x, ρ))(g, z2),

J2(x, ρ) = v0
1(x, ρ)(g, z1 − z0

1) + v0
2(x, ρ)(g, z2 − z0

2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç βn(µ), êàê è â (2.88), åùå è ôóíêöèîíàëû:

(g2(ξ) cosµξ, sin 2nπξ), (g2(ξ) sinµξ, cos 2nπξ),

(g4(ξ) cosµξ, cos 2nπξ), −(g4(ξ) sinµξ, sin 2nπξ).

Òîãäà ïî ëåììàì 2.24 è 2.25 èìååì

(g, z1) = βn(µ) + βn(µ), (g, z2) =
1

2nπ + µ
(βn(µ) + βn(µ)) ,

(g, z1 − z0
1) =

1

2nπ + µ
(βn(µ) + βn(µ)) ,

(g, z2 − z0
2) =

1

(2nπ + µ)2
(βn(µ) + βn(µ)) .

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ëåììó 2.23 è îöåíêè

v
(j)
1 (x, ρ) = O(ρj−1), v

(j)
2 (x, ρ) = O(ρj), j = 0, 1, 2,

èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.98) ïîëó÷àåì îöåíêè

J
(j)
xj (x, ρ) = O(nj−2) [|βn(µ)|+ |βn(µ)| ] +

+O(nj−1)
1

|2nπ + µ|
[|βn(µ)|+ |βn(µ)| ] +

+O(nj−1)
1

|2nπ + µ|
[|βn(µ)|+ |βn(µ)| ] +

+O(nj)
1

|2nπ + µ|2
[|βn(µ)|+ |βn(µ)| ] = O(nj−2β̃n(µ)), (2.99)

ãäå β̃n(µ) =
8∑
1
|βn(µ)| è îöåíêè O(·) ðàâíîìåðíû ïî x ∈ [0, 1] è µ ∈ γ0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

|a(j)
n,xj(x, t)| =

∫
γ0

O
(
nj−3βn(µ)

)
|dµ|, j = 0, 1, 2. (2.100)
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Ïîýòîìó åñëè j = 0, 1, òî |a(j)
n,xj(x, t)| = O

(
n−2
)
, òåì ñàìûì ðÿäû∑

|a(j)
n,xj(x, t)| (j = 0, 1) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ].

Äàëåå èç (2.100) ñëåäóåò îöåíêà

|a(2)
n,x2(x, t)| =

∫
γ̃0

O
(
n−1β̃n(µ)

)
|dµ|,

ïîñëå ÷åãî ïî ëåììå 2.26 èìååì

n2∑
n=n1

|a(2)
n,x2(x, t)| =

∫
γ̃0

n2∑
n=n1

O
(
n−1β̃n(µ)

)
|dµ| = O

√√√√ n2∑
n=n1

1

n2

 ,

ãäå îöåíêà O(·) ðàâíîìåðíà ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ]. Òåì ñàìûì óòâåð-
æäåíèå ëåììû ïîëó÷åíî äëÿ ðÿäîâ

∑
a

(j)
n,xj(x, t), j = 0, 1, 2. Àíàëîãè÷íî

(äàæå ïðîùå) èññëåäóþòñÿ ðÿäû
∑
a

(j)
n,tj(x, t), j = 0, 1, 2. �

2.3.5 Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.62)�(2.65)

Òåîðåìà 2.24. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2.62)�(2.65) ÿâ-
ëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ïðè ϕ(x) ∈ C2[0, π] è âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (2.66).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ñèëó ôîðìóëû (2.69)
è àíàëèòè÷íîñòè Mρg ïî λ èìååì

u(x, t) = − 1

2πi

∫
γr

1

λ− µ0
(Rλg) cos ρt dλ−

−
∑
n>n0

1

2πi

∫
γn

1

λ− µ0
[v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)] cos ρt dλ. (2.101)

Îòñþäà íà îñíîâàíèè îöåíîê (2.99) ïî ëåììàì 2.23�2.25 ïîëó÷àåì, ÷òî
ðÿä â (2.101) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì îäèí ðàç ïî x èëè ïî t, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì T > 0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
ñëó÷àå ïðîöåäóðà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó
u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Äàëåå, ïî ëåì-
ìå 2.33 ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) íà îñíîâàíèè òåîðåì 2.18 è 2.23 äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Äîêàæåì, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò
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óðàâíåíèþ (2.62). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M îïåðàòîð M =
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
. Òîãäà

ïî òåîðåìå 2.23
Mu0(x, t) = 0.

Äàëåå èìååì

Mu1(x, t) = − 1

2πi

∫
γr

M((Rλϕ)(x) cos ρt) dλ =
q(x)

2πi

∫
γr

(Rλϕ)(x) cos ρt dλ,

Mu2(x, t) = − 1

2πi

∑
n>n0

∫
γn

1

λ− µ0
M
(
J(x, ρ) cos ρt

)
dλ.

Íî

M (vj(x, ρ) cos ρt) = −q(x)vj(x, ρ) cos ρt, M
(
v0
j (x, ρ) cos ρt

)
= 0.

Çíà÷èò (ñì. òàêæå ëåììó 2.22),

Mu2(x, t) =
q(x)

2πi

∑
n>n0

∫
γn

(Rλϕ) cos ρt dλ.

Òàêèì îáðàçîì, Mu = −q(x)u(x, t). �
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Êàê è â ãëàâå 2, ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞) (1)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0 (2)

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:

à) u(0, t) = u(1, t) = 0; (3)

á) u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0, (4)

u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0; (5)

â) u′x(0, t) + βu′x(1, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = 0, (6)

αu(0, t) + u(1, t) = 0. (7)

Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x) ∈ C[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íà, α, β, αi, βi (i =

= 1, 2) � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Óñëîâèå u′t(x, 0) = 0 áåðåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ à), á), â) îõâàòûâàþò âñå ëèíåéíûå äâóõòî÷å÷íûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (óñëîâèå â), â êîòîðûõ β ñòîèò ïåðåä u′x(0, t), α �
ïåðåä u(1, t), ñâîäÿòñÿ ê â) çàìåíîé x = 1− ξ è ïîýòîìó èä¼ò íå â ñ÷åò.

Ðåçîëüâåíòíûé ïîäõîä â ìåòîäå Ôóðüå ïîçâîëÿåò óñïåøíî ïðîâåñòè
äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèÿõ íà ϕ áîëåå
ñëàáûõ, ÷åì ýòî òðåáóåòñÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Â èòîãå ïîëó÷àåì
ðàçëè÷íûå âèäû îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâ ïðèâå-
äåì íåêîòîðûå ôàêòû â ýòîì íàïðàâëåíèè [27�29].

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1)�(3) è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ(x) ∈ W 2
2 [0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = 0,

ãäå W 2
2 [0, 1] = {f(x) ∈ C1[0, 1]| f ′(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è f ′′(x) ∈

∈ L2[0, 1]}. Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà 2.2 èìååò ìåñòî, òîëüêî òåïåðü
g = (L− µ0E)ϕ ïðèíàäëåæèò L2[0, 1].

Ëåììà 1. Ðÿä u2(x, t) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì

äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x è t äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî

è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ [−T, T ] ïðè ëþáîì T > 0.
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Ëåììà 2. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà (ñì. (2.8))

u0(x, t) =
1

2
[Φ(x+ t) + Φ(x− t)],

ãäå Φ(x) ∈ W 2
2 [−A,A] ïðè ëþáîì A > 0, Φ(x) = −Φ(−x),

Φ(2 + x) = Φ(x) è Φ(x) = ϕ1(x) = Rµ0
g ïðè x ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ u0(x, t) èç (2.8) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
[u(x, t)− u0(x, t)] = −q(x)u(x, t) (8)

ïðè óñëîâèÿõ (2) è (3).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà

ïî x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞), u′x(x, t) (u′t(x, t)) àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíà ïî x (ïî t),
∂2u(x, t)

∂x2
,
∂2u(x, t)

∂t2
êîíå÷íû ïî÷òè ïðè âñåõ x è t è

äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ (1), à äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] è t ∈ (−∞,∞) åùå (2)
è (3), ò. å. u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), êîãäà óðàâíåíèå (1)
âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïî÷òè âñþäó ïî x è t.

2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), (2) ïðè óñëîâèÿõ á). Ñ÷èòàåì òåïåðü ,÷òî

ϕ(x) ∈ W 2
2 [0, 1],

ϕ′(0) + α1ϕ(0) + β1ϕ(1) = ϕ′(1) + α2ϕ(0) + β2ϕ(1) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà 2.9 òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ, íî òåïåðü g(x) =

= (L − µ0E)ϕ ∈ L2[0, 1]. Âàæíî, ÷òî è ëåììà 1 ñîõðàíÿåòñÿ. Ëåì-
ìà 2 òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ, òîëüêî òåïåðü Φ(x) = −Φ(−x) çàìåíÿåòñÿ
íà Φ(x) = Φ(−x).

Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ u(x, t) åñòü ðåøåíèå (8) ïðè óñëîâèÿõ (2),
(4), (5).

Òåîðåìà 4. Ôóíêöèÿ u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), (4), (5),
òîëüêî òåïåðü óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïî÷òè ïðè âñåõ x è t.

3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), (2) ïðè óñëîâèÿõ â). Äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòà-
åì, ÷òî 1 + αβ 6= 0.

Ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ϕ(x) ∈ W 2
2 [0, 1],

ϕ′(0) + βϕ(1) + α1ϕ(0) + β1ϕ(1) = αϕ(0) + ϕ(1) = 0.

Òåîðåìà 2.18 ñîõðàíÿåòñÿ
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Ëåììà 3. Èìååò ìåñòî

u0(x, t) =
1

2
[Φ(x+ t) + Φ(x− t)],

ãäå Φ(x) ∈ W 2
2 [−A,A] ïðè ëþáîì A > 0, ïðè÷åì

Φ(−x) =
1

1 + αβ
[(1− αβ)Φ(x)− 2βΦ(1− x)],

Φ(1 + x) =
1

1 + αβ
[(−2α)Φ(x) + (αβ − 1)Φ(1− x)],

Φ() = ϕ1(x) = R0
µ0
g ïðè x ∈ [0, 1].

Òåîðåìà 5. Ôóíêöèÿ u(x, t) èç (2.35) åñòü ðåøåíèå (8) ïðè óñëîâè-

ÿõ (2) è â).

Òåîðåìà 6. Ôóíêöèÿ u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ïðè óñëî-

âèÿõ â), òîëüêî òåïåðü óðàâíåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó

ïî x è t.

4. Çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ϕ(x) âñåãî ëèøü ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ èç L2[0, 1].

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7. Åñëè ϕ(x) ∈ L2[0, 1], òî ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷è (1), (2) ïðè ëþáûõ èç óñëîâèé à)�â) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó è äëÿ

åãî ñóììû u(x, t) âåðíî u(x, 0) = ϕ(x) ïðè x ∈ [0, 1] ïî÷òè âñþäó. Áî-

ëåå òîãî, åñëè ϕh(x) ∈ W 2
2 [0, 1] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ðàññìîòðåííûìè

âûøå, è ϕh(x) ñõîäèòñÿ ê ϕ(x) â L2[0, 1] ïðè h→ 0, òî ðåøåíèå uh(x, t)

ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ òàêîé ϕh(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) â L2[QT ] ïðè ëþ-

áîì T > 0, ãäå QT = {[0, 1]× [−T, T ]}.

Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî u(x, t) ñ÷èòàòü îáîáùåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ñ îäíèì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé à), á) èëè â).

Äàäèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7 ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ à).
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå u(x, t) ïî ìåòîäó Ôóðüå ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t),

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

 (R0
λϕ) cos ρt dλ,
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u1(x, t) = − 1

2πi

 ∫
|λ|=r

+
∑
n>n0

∫
γ̃n

 (Rλϕ−R0
λϕ) cos ρt dλ.

Òîãäà ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT , ïðè÷åì

max
QT
|u1(x, t)| 6 CT‖ϕ‖, (9)

ãäå ïîñòîÿííàÿ CT çàâèñèò òîëüêî îò T è ‖ · ‖ � íîðìà â L2[0, 1].
Äàëåå, äëÿ u0(x, t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2
[Φ(x+ t) + Φ(x− t)],

ãäå Φ(x) = 2
∑

(ϕ, sinnπξ) sinnπξ, (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â L2[0, 1]. Ïî òåîðåìå Êàðëåñîíà ðÿä Φ(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó. Ïî-
ýòîìó u(x, t) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Ïóñòü ϕh(x) ∈ W 2
2 [0, 1] è ϕh(0) = ϕh(1) = 0. Òàê êàê

‖u0(x, t)‖L2[QT ] 6 CT‖ϕ‖, (10)

òî èç (9) è (10) ïîëó÷àåì

‖uh(x, t)− u(x, t)‖L2[QT ] 6 CT‖ϕh − ϕ‖. (11)

Èç (11) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÂÅÉÂËÅÒ-ÀÍÀËÈÇ
ÍÀ ÍÓËÜÌÅÐÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âåéâëåò-áàçèñû ïîÿâèëèñü â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ XX âåêà è ïðîèçâåëè
ïîäëèííûé ïåðåâîðîò â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè [1�3]. Ïîñòðîå-
íèå òàêèõ áàçèñîâ îñíîâàíî íà ïîíÿòèè êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà (äà-
ëåå ÊÌÀ), ââåäåííîãî É. Ìåéåðîì è Ñ. Ìàëëà [4, 5]. Â íà÷àëå XXI âå-
êà çàäà÷è p-àäè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ p-
àäè÷åñêîãî âåéâëåò-àíàëèçà, ò. å. àíàëèçà íå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, à
íà ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë [6�11]. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ Qp âñåõ p-
àäè÷åñêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíîé íóëüìåðíîé ãðóïïîé, è
ïðè ïîñòðîåíèè âåéâëåò-òåîðèè íà Qp ôàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ íàëè-
÷èå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, òàê êàê îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ìîæíî îïðåäå-
ëèòü áåç íåå. Íóëüìåðíûìè ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïðîèçâåäåíèÿ ïî-
ëåé Qp, ãðóïïû Âèëåíêèíà è èõ ïðîèçâåäåíèÿ [12,13]. Àääèòèâíàÿ ãðóï-
ïà ëþáîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ íóëüìåðíîé ãðóïïîé [14�16]. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èçó÷àòü ÊÌÀ è
âåéâëåò-àíàëèç íà íàèáîëåå îáùåì îáúåêòå, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ íóëüìåð-
íàÿ ãðóïïà.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå èçëîæåíû îñíîâû ýòîé òåîðèè, êîòîðûå ïîç-
âîëÿò çàèíòåðåñîâàííûì ëèöàì ïðîäîëæèòü äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ
â ýòîé îáëàñòè. Êðîìå òåîðèè âåéâëåòîâ íà ïðîèçâîëüíîé íóëüìåðíîé
ãðóïïå, îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ âåéâëåòîâ íà ãðóïïàõ Âèëåí-
êèíà.
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98 Ðàçäåë II. Âåéâëåò àíàëèç íà íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ

1 ÍÓËÜÌÅÐÍÛÅ ÃÐÓÏÏÛ È ÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÛ

1.1 Êîìïàêòíûå íóëüìåðíûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü (G, +̇) � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, à N �
òîïîëîãèÿ â G. Ãðóïïó G ñ òîïîëîãèåé N íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêîé

ãðóïïîé, åñëè
1) îïåðàöèÿ +̇ íåïðåðûâíà â òîïîëîãèè N , ò. å.

∀ x, y ∈ G, ∀ O(x+̇y) ∃ O(x) ∃ O(y), O(x)+̇O(y) ⊂ O(x+̇y);

2) îïåðàöèÿ ïåðåõîäà ê ïðîòèâîïîëîæíîìó ýëåìåíòó ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé, ò. å.

∀ x ∈ G, ∀ O(−̇x) ∃ O(x), −̇O(x) ⊂ O(−̇x).

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü P = (pk)
∞
k=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-

ñòûõ ÷èñåë, G � ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x0, x1, . . . ,

xn−1, xn, . . . ), xk = 0, pk − 1. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ⊕ êàê ïî-
êîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ pk, ò. å.

x⊕y = (x0⊕y0, x1⊕y1, . . . , xn−1⊕yn−1, . . . ), xk⊕yk = (xk +yk)mod pk.

Ñ òàêîé îïåðàöèåé ìíîæåñòâî G áóäåò êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé. Ìíîæå-
ñòâà

Gn = {(00, . . . , 0n−1, xn, xn+1, . . .) : xk = 0, pk − 1}, n ∈ N0

îáðàçóþò áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ è ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè â G. Ìíîæå-
ñòâà

Gn(x) = {(x0, . . . , xn−1, ξn, ξn+1, . . . )}

îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè â G. Ïðîâåðèì ýòî. Î÷åâèäíî, ÷òî äâà ìíî-
æåñòâà Gn(x) è Gm(y) èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, èëè îäíî âêëþ÷àåòñÿ
â äðóãîå, à èìåííî Gm(y) ⊂ Gn(x) ïðè n 6 m. Â ýòîì ñëó÷àå
Gm(y) ⊂ Gm(y)

⋂
Gn(x), è, çíà÷èò, ìíîæåñòâà Gn(x) âìåñòå ñ ïóñòûì

ìíîæåñòâîì îáðàçóþò òîïîëîãèþ, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå îáúåäèíåíèÿ îêðåñòíîñòåé Gn(x).

Ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàöèÿ ⊕ íåïðåðûâíà. Âûáèðàåì x, y ∈ G, x =

= (x0, x1, . . . , xn, . . . ), y = (y0, y1, . . . , yn, . . . ). Òîãäà

x⊕ y = (x0 ⊕ y0, x1 ⊕ y1, . . . , xn ⊕ yn, . . . ).
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü Gn(x⊕y) èç áàçû îêðåñòíîñòåé. Îíà
èìååò âèä

Gn(x⊕ y) = (x0 ⊕ y0, x1 ⊕ y1, . . . , xn−1 ⊕ yn−1, tn, tn+1, . . . ).

Âûáåðåì

Gn(x) = {(x0, . . . , xn−1, ξn, ξn+1, . . . )},
Gn(y) = {(y0, . . . , yn−1, ηn, ηn+1, . . . )}.

Òîãäà

Gn(x)⊕Gn(y) = {(x0 ⊕ y0, . . . , xn−1 ⊕ yn−1, ζn, ζn+1 . . . ) : ζj = 0, pn − 1}.

Îòñþäà Gn(x)⊕Gn(y) = Gn(x⊕ y). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî
	Gn(x) = Gn(	x). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è ïåðåõîäà ê
îáðàòíîìó íåïðåðûâíû, è, çíà÷èò, (G,⊕) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà (G,⊕) êîìïàêòíà. Ïóñòü G =
⋃
α
G(α), ãäå G(α) �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî â (G, +̇). Ïîêàæåì, ÷òî èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæ-
íî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Òàê êàê G(α) =

⋃
n,x
Gn(x), òî ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî G =
⋃
n,xα

Gn(xα) =
∞⋃
n=0

⋃
xα

Gn(xα). Ïðè ëþáîì n ìíîæå-

ñòâà Gn(xα), âõîäÿùèå â ïîêðûòèå, ìîæíî ñ÷èòàòü äèçúþíêòíûìè. Åñëè
ïðè n = 0

⋃
xα

G0(xα) = G, òî âñå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæå-

ñòâî F0 = G \
⋃
xα

G0(xα) 6= Ø è îíî åñòü îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ,

ò. å. F0 =
∞⋃
n=0

⋃
xα

Gn(xα). Åñëè
⋃
xα

G1(xα) = F0, òî âñå äîêàçàíî, èíà÷å ðàñ-

ñìàòðèâàåì ìíîæåñòâî F1 = F0 \
⋃
xα

G1(xα) è ïðîäîëæàåì ðàññóæäåíèÿ.

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Fn çàêîí÷èòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå, òàê êàê
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ýëåìåíò x = (x0, x1, . . . , xn, . . . ), ïðèíàäëå-
æàùèé âñåì Fn, ò. å. íå âõîäÿùèé â ïîêðûòèå. Êîìïàêòíîñòü äîêàçàíà.

Ãðóïïó (G,⊕) îáû÷íî íàçûâàþò P -è÷íîé ãðóïïîé Âèëåíêèíà. Â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó Âèëåíêèíà êàê íóëüìåð-
íóþ ãðóïïó ñ îãðàíè÷åíèåì íà ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü p � ïðîñòîå, G � ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

x = (x0, x1, . . . , xn−1, xn, . . . ), xj = 0, p− 1.
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Êàê è â ïðèìåðå 1.1, ìíîæåñòâà

Gn = {(00, . . . , 0n−1, xn, xn+1, . . .) : xk = 0, p− 1}, n ∈ N0

îáðàçóþò áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ. Ìíîæåñòâà

Gn(x) = {(x0, . . . , xn−1, ξn, ξn+1, . . . )}

îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè â G. Ãðóïïà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Zp
ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (xk)

∞
k=0, xk = 0, p− 1. Ñóììà

x+̇y = z = (zk) ýëåìåíòîâ x = (xk), y = (yk) â G îïðåäåëÿåòñÿ àëãî-
ðèòìîì

α1 := 0;

for k := 0 to ∞ do

if xk + yk + αk−1 = αkp+ βk then zk := βk.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ +̇ â G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîêîîðäèíàòíîå
ñëîæåíèå ñ ïåðåíîñîì 1 â ñëåäóþùèé ðàçðÿä. Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà
èãðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 = (0, 0, . . . ). Ñ òàêîé îïåðàöèåé G ÿâëÿåò-
ñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé, à îêðåñòíîñòè Gn � ïîäãðóïïàìè. Ïðè ýòîì
x+̇Gn = Gn(x). Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Gn(x)+̇Gn(y) = Gn(x+̇y)

è −̇Gn(x) = Gn(−̇x), ò. å. îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è ïåðåõîäà ê îáðàòíîìó
íåïðåðûâíû. Ìû äîêàçàëè, ÷òî (G, +̇) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóï-
ïîé. Åå íàçûâàþò ãðóïïîé (èëè êîëüöîì) öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë è
îáîçíà÷àþò Zp.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü (G, +̇,N ) � êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íóëüìåðíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . (1.1)

òàêàÿ, ÷òî
∞⋂
n=0

Gn = {0}, è òàêàÿ, ÷òî ñìåæíûå êëàññû Gn+̇g îáðàçóþò

áàçó òîïîëîãèè N .

Çàìå÷àíèå 1.1. Ìíîæåñòâà Gn îáðàçóþò áàçó îêðåñòíîñòåé íó-
ëÿ. Ïðè êàæäîì n ñìåæíûå êëàññû Gn+̇x ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëè-
áî ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî, äâà ñìåæíûõ êëàññà Gn+̇x è Gm+̇y ëè-
áî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îäèí âêëþ÷àåòñÿ â äðóãîé. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü m > n è Gn+̇x

⋂
Gm+̇y 6= Ø. Òîãäà ∃ z = gn+̇x, z = gm+̇y,
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gn ∈ Gn, gm ∈ Gm ⊂ Gn. Âûáåðåì ýëåìåíò g ∈ Gm+̇y è ïî-
êàæåì, ÷òî g ∈ Gm+̇x. Òàê êàê g ∈ Gm+̇y, òî g = ym+̇y, ãäå
ym ∈ Gm ⊂ Gn. Íî gm+̇y = gn+̇x, ñëåäîâàòåëüíî, y = gn−̇gm + x=̇ζn+̇x,
ãäå ζn = gn−̇gm ∈ Gn. Òîãäà g = ym+̇y = ym+̇ζn+̇x ∈ Gn+̇x, ò. å.
Gm+̇y ⊂ Gn+̇x.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî ñäâèãîâ {Gn+̇x}n,x îáðàçóåò áàçó íåêîòî-
ðîé òîïîëîãèè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
äàííàÿ òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé N .

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè òîïîëîãèÿ N çàäàíà öåïî÷êîé ïîä-

ãðóïï (1.1), òî îïåðàöèÿ +̇ è îïåðàöèÿ ïåðåõîäà ê îáðàòíîìó íåïðå-

ðûâíû â ýòîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè.�

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü (G, +̇) � êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóï-

ïà. Òîãäà

1) Gn+̇x � îäíîâðåìåííî îòêðûòîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî;

2) Gn+̇x � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ìíîæåñòâà Gn+̇x ïðè ôèêñèðîâàííîì n îáðà-
çóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà G. Òàê êàê G êîìïàêòíî, òî èç íåãî
ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Gn+̇x, ïî-
êðûâàþùèõ G êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïóñòü ýòî ìíîæåñòâà (Gn+̇xj)

mn−1
j=0 . Òîãäà

êàæäîå èç ìíîæåñòâ Gn+̇xj èìååò âèä Gn+̇xj = G \
⊔
k 6=j

(Gn+̇xk), çíà÷èò,

Gn+̇xj � îòêðûòî è çàìêíóòî.
2. Ïóñòü

⋃
α
Uα � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Gn+̇x îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Äîáàâëÿÿ ê íåìó ìíîæåñòâà Gn+̇xj (j = 0, . . . , nm−1), íå ñîäåðæàùèå x,
ïîëó÷èì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà G. Èç íåãî âûäåëÿåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå
ìíîæåñòâà G. Óäàëèì èç íåãî äîáàâëåííûå ìíîæåñòâà Gn+̇xj. Ïîëó÷èì
êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Gn+̇x ìíîæåñòâàìè Uα. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N0 ôàêòîð-ãðóïïà Gn/Gn+1 êî-

íå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñìåæíûå êëàññû Gn+1 ïî Gn èìåþò âèä Gn+1+̇x,
ãäå x ∈ Gn ⊂ G. Ïîýòîìó ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå Gn+1 êîíå÷íîå
÷èñëî. �

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



102 Ðàçäåë II. Âåéâëåò àíàëèç íà íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ

Îïðåäåëåíèå 1.3. Öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,

äëÿ êîòîðûõ ïîðÿäêè pn ôàêòîð-ãðóïï Gn/Gn+1 åñòü ïðîñòûå ÷èñëà, íà-
çûâàþò îñíîâíîé öåïî÷êîé.

Ëåììà 1.1 (òåîðåìà Ñèëîâà [17]). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, p �

ïîðÿäîê ãðóïïû. Åñëè ÷èñëî qα äåëèò p (q � ïðîñòîå, α ∈ N), òî â G
ñóùåñòâóþò ïîäãðóïïû ïîðÿäêà qα.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü G � êîììóòàòèâíàÿ, êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè-

÷åñêàÿ ãðóïïà è òîïîëîãèÿ çàäàíà öåïî÷êîé ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . .

Ïóñòü pn åñòü ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïïû Gn/Gn+1. Öåïî÷êó ïîäãðóïï

ìîæíî äîïîëíèòü òàê, ÷òî ÷èñëà pn áóäóò ïðîñòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü pn = (Gn/Gn+1)
] è pn = qα1

1 q
α2
2 . . . qαsns (qj �

ïðîñòûå). Ïóñòü Gn+1+̇xj (j = 0, 1, . . . , pn − 1) � ñìåæíûå êëàññû ãðóï-
ïû Gn ïî ïîäãðóïïå Gn+1. Òàê êàê ôàêòîð-ãðóïïà Gn/Gn+1 èìååò ïî-
ðÿäîê pn è q1 äåëèò pn, òî ïî òåîðåìå Ñèëîâà ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà
H ⊂ (Gn/Gn+1) ïîðÿäêà q1. Ýòà ïîäãðóïïà ñîñòîèò èç q1 ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâ Gn+1+̇xnj (j = 1, 2, . . . , q1). Òåïåðü îïðåäåëÿåì ïîäãðóïïó Gn,1 ðàâåí-
ñòâîì Gn,1 =

⊔q1
j=1Gn+1+̇xnj . Î÷åâèäíî, ÷òî

Gn ⊃ Gn,1 ⊃ Gn+1

è
(Gn/Gn,1)

] · (Gn,1/Gn+1)
] = (Gn/Gn+1)

].

Ïîýòîìó

(Gn/Gn,1)
] · q1 = qα1

1 q
α2
2 . . . qαsns ⇒ (Gn/Gn,1)

] = qα1−1
1 qα2

2 . . . qαsns .

Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ ê ãðóïïå Gn/Gn,1 ïîðÿäêà pn/q1, íàõîäèì
ïîäãðóïïó Gn,1 òàêóþ, ÷òî

Gn ⊃ Gn,2 ⊃ Gn,1 ⊃ Gn+1, (Gn/Gn,2)
] = qα1−2

1 qα2
2 . . . qαsns .

Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ α1 ðàç, ïîëó÷èì ïîäãðóïïû

Gn ⊃ Gn,α1
⊃ Gn,α1−1 ⊃ · · · ⊃ Gn,1 ⊃ Gn+1
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òàêèå, ÷òî (Gn/Gn,α1
)] = qα2

2 . . . qαsns è ïîðÿäêè ïîäãðóïï

Gn,α1
/Gn,α1−1, Gn,α1−1/Gn,α1−2, . . . , Gn,1/Gn+1

ðàâíû q1. Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ ìíîæèòåëåé q2, . . . , q
αs
sn
, ïîëó-

÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Çàìå÷àíèå 1.2. Îïèñàííûé ïðîöåññ íàçûâàþò îáû÷íî óïëîòíåíèåì
öåïî÷êè ïîäãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Öåïî÷êó ïîäãðóïï, äëÿ êîòîðîé ïîðÿäêè

pn = (Gn/Gn+1)
]

åñòü ïðîñòûå ÷èñëà, íàçûâàþò îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï.

Çàìå÷àíèå 1.3. Òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ èñõîäíîé öåïî÷êîé ïîä-
ãðóïï (Gn)

∞
n=0 è îñíîâíîé öåïî÷êîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óïëîòíå-

íèÿ, ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé òîïîëîãèè. Ïîýòîìó ìû âñåãäà áóäåì çàäà-
âàòü òîïîëîãèþ îñíîâíîé öåïî÷êîé.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü (G, +̇) � êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóïïà
ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï (Gn)

∞
n=0. Ïðè êàæäîì n âûáåðåì ýëåìåíò

gn ∈ Gn \Gn+1 è çàôèêñèðóåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (gn)
∞
n=0 áóäåì íàçû-

âàòü áàçèñíîé.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü (gn)
∞
n=0 � áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ëþ-

áîé ýëåìåíò x ∈ G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

ðÿäà

x =
∞∑
n=0

xngn, (1.2)

ãäå xn = 0, pn − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âûáåðåì x ∈ G. Ïóñòü x ∈ G0 \ G1. Òîãäà x
ïîïàäàåò â îäèí èç ñìåæíûõ êëàññîâ G1+̇xj (j = 0, 1, . . . , p0 − 1). Òàê
êàê p0 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ôàêòîð-ãðóïïà G0/G1 öèêëè÷åñêàÿ, ò. å. ìíî-
æåñòâà

G1, G1+̇g0, G1+̇2g0, . . . , G1+̇(p0 − 1)g0

îáðàçóþò ãðóïïó G0/G1. Ýëåìåíò x ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = x0 · g0+̇y1,
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ãäå y1 ∈ G1, à x0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , p0 − 1. Åñëè x ∈ G1, òî
ðàâåíñòâî x = x0g0+̇y1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü x0 = 0. Òàêèì
îáðàçîì, âñåãäà x = x0g0+̇y1, ãäå y1 ∈ G1. Ïðîâîäÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ
ýëåìåíòà y1 ∈ G1 ïîëó÷àåì, ÷òî

y1 = x1g1+̇y2,

ãäå y2 ∈ G2 è x1 = 0, p1 − 1. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî n ∈ N ìû ìîæåì
çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå

x = x0g0+̇x1g1+̇ . . . +̇xngn+̇yn, (1.3)

ãäå xj = 0, pj − 1, yn ∈ Gn. Òàê êàê yn ∈ Gn è
∞⋂
n=1

G0 = 0, òî lim
n→∞

yn = 0

(0 � íóëåâîé ýëåìåíò ãðóïïû G). Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (1.3) ê ïðåäåëó,
ïîëó÷àåì

x = lim
n→∞

n∑
k=0

xkgk =
∞∑
k=0

xkgk.

2. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ðÿä

∞∑
k=0

xkgk (xk = 0, pk − 1) (1.4)

ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó x ∈ G. ßñíî, ÷òî x0g0 ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðîìó ñìåæíîìó êëàññó G1+̇t1 (t1 ∈ G0), x0g0+̇x1g1 � ñìåæíîìó
êëàññó G2+̇t2 (t2 ∈ G1+̇t1) è G2+̇t2 ⊂ G1+̇t1. Âîîáùå x0g0+̇ . . . +̇xngn
ïðèíàäëåæèò ñìåæíîìó êëàññó Gn+̇tn ⊂ Gn−1+̇tn−1. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýòèõ êëàññîâ åñòü óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýòèõ êëàññîâ íå ïóñòî. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî
∞⋂
n=0

(Gn+̇tn) = Ø. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïîëíåíèé (Gn+̇tn)
′ îá-

ðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå G, è òàê êàê G êîìïàêòíî, òî èç íåãî ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

l⋃
k=1

(Gnk+̇tnk)
′ ⊃ G,

ïðè÷åì

(Gn1+̇tn1)
′ ⊂ (Gn2+̇tn2)

′ ⊂ · · · ⊂ (Gnl+̇tnl)
′.
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Íî òîãäà
l⋃

k=1

(Gnk+̇tnk)
′ = (Gnl+̇tnl)

′ 6= G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíò x ∈
∞⋂
n=1

(Gn+̇tn) åäèíñòâåííûé è

ðÿä (1.4) ñõîäèòñÿ ê x. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (x′k) è (x′′k) ðàçëè÷íû, òî ñóììû ðÿäîâ

∑
x′kgk è

∑
x′′kgk òîæå ðàç-

ëè÷íû. �
Ïóñòü (G, +̇) � íóëüìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé

ïîäãðóïï G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . , äëÿ êîòîðîé (Gn/Gn+1)
] = pn.

Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (mn) ðàâåíñòâàìè m0 = 1,mn+1 = mnpn è
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ãðóïïû G íà îòðåçîê [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü x ∈ G è x =
∞∑
n=0

angn (an = 0, pn − 1). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ϕ(x) =
∞∑
n=0

an
mn+1

.

Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) ϕ : G

íà→ [0, 1];

2) åñëè (an) ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è x =
∞∑
n=0

angn, òî íàé-

äåòñÿ ýëåìåíò y =
∞∑
n=0

bngn òàêîé, ÷òî y 6= x è ϕ(x) = ϕ(y);

3) åñëè x =
∞∑
n=0

angn è (an) � íå ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî

äëÿ ëþáîãî y 6= x, ϕ(x) 6= ϕ(y).
Òàêèì îáðàçîì, ϕ îòîáðàæàåòG íà îòðåçîê [0, 1] ñ íàðóøåíèåì âçàèì-

íîé îäíîçíà÷íîñòè â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ. Ýòî îòîáðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, åñëè êàæäóþ p-è÷íî ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó q îòðåç-
êà [0, 1] ñ÷èòàòü äâàæäû: êàê ëåâóþ q− 0 è ïðàâóþ q+ 0. Òàêîé îòðåçîê
íàçûâàþò ìîäèôèöèðîâàííûì è îáîçíà÷àþò ÷åðåç [0, 1]∗.

Ïîñòðîåíèå ìåðû íà ãðóïïå G ïðîâîäèòñÿ ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå.
Âíà÷àëå îïðåäåëÿåòñÿ ìåðà íà ïîëóêîëüöå ñìåæíûõ êëàññîâ, çàòåì �
âíåøíÿÿ ìåðà è èçìåðèìûå ïî íåé ìíîæåñòâà. Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà
îáðàçóþò σ-àëãåáðó. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà ïðèâåäåíî â òå-
ðåìàõ 1.3�1.7.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü (G, +̇,N ) � êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóïïà

ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . .
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è pn = (Gn/Gn+1)
] � ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñìåæíûõ

êëàññîâ (Gn+̇h) âìåñòå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì îáðàçóþò ïîëóêîëüöî.

Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç M .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü Gn1+̇hn1, Gn2+̇hn2 � äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ
ñìåæíûõ êëàññà è n2 > n1. Òîãäà Gn2+̇hn2 ⊂ Gn1+̇hn1. Ñëåäîâàòåëüíî,
Gn2+̇hn2

⋂
Gn1+̇hn1 = Gn2+̇hn2 ∈M .

2. Òàê êàê Gn1+̇hn1 ⊃ Gn2+̇hn2, òî ñìåæíûé êëàññ Gn1+̇hn1 åñòü
äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ Gn2+̇h̃j. Òîãäà ðàçíîñòü
Gn1+̇hn1 \ Gn2+̇hn2 åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ
Gn2+̇h̃j. �

Òåîðåìà 1.4. Ðàâåíñòâà µ(Gn+̇hn) = µGn = 1
mn

è µØ = 0 îïðåäåëÿ-

þò ìåðó íà ïîëóêîëüöå M .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. µGn > 0 � î÷åâèäíî.
2. Ïóñòü n2 > n1, Gn1+̇hn1 =

⊔
j

Gn2+̇h̃j. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî

ñìåæíûõ êëàññîâ Gn2+̇h̃j, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññó Gn1+̇hn1, ðàâíî
pn1 · pn1+1 · · · · · pn2−1. Ïîýòîìó∑

µ(Gn2+̇h̃j) =
1

mn2

· pn2−1 · pn2−2 . . . pn1 =

=
1

mn1 · pn1 · pn1+1 . . . pn2−1
· pn1 . . . pn2−1 =

1

mn1

= µ(Gn1+̇hn1).

3. Ïðîâåðèì ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü ìåðû µ.

Ïóñòü Gn+̇h =
∞⊔
j=1

(Gnj+̇hj) � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñìåæ-

íûõ êëàññîâ. Òàê êàê âñå êëàññû Gnj+̇hj � îòêðûòûå ìíîæåñòâà è

Gn+̇h � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî Gn+̇h =
N⊔
j=1

(Gnj+̇hj), ÷òî íåâîç-

ìîæíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñìåæíûé êëàññ Gn+̇h íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ äèçúþíêòíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Ïóñòü

Gn+̇h =
N⊔
j=1

(Gnj+̇hj). Åñëè âñå nj ðàâíû, òî â ïóíêòå 2 áûëî äîêàçà-

íî, ÷òî µ(Gn+̇h) =
N∑
j=1

µ(Gnj+̇hj). Åñëè íå âñå nj ðàâíû ìåæäó ñîáîé,

òî âûáåðåì ñðåäè íèõ íàèáîëüøåå, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî áó-
äåò nN . Òîãäà êàæäûé èç ñìåæíûõ êëàññîâ Gnj+̇hj ïðåäñòàâëÿåì â âèäå
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êîíå÷íîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ Gnj+̇hj =
⊔
l

(GnN +̇h̃j,l), çíà÷èò,

Gn+̇h =
N⊔
j=1

⊔
l

(GnN +̇h̃j,l). Ñíîâà ïî ïóíêòó 2

µ(Gn+̇h) =
N∑
j=1

∑
l

µ(GnN +̇h̃j,l) =
N∑
j=1

µ(Gnj+̇hj),

è ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 1.5. Ìåðà µ íà M èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. E ∈ M ⇒ E = Gn+̇hn ⇒ E+̇g = Gn+̇hn+̇g ⇒
⇒ µE = µGn, µ(E+̇g) = µGn. �

Òàê êàê µ � ìåðà íà ïîëóêîëüöå M , òî åå ìîæíî ïðîäîëæèòü
íà σ-àëãåáðó ïî ñõåìå Êàðàòåîäîðè. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ îñíîâàí
íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü µ∗ � âíåøíÿÿ ìåðà, ïîñòðîåííàÿ ïî ìåðå µ

íà M , ò. å.

µ∗ = inf

{ ∞∑
k=1

µEk :
⋃

Ek ⊃ E, Ek ∈M

}
.

Òîãäà µ∗ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

µ∗(E) = inf
∑

⊔
k

(Gnk +̇hk)⊃E

µ(Gnk+̇hk) =

= inf
∑

⊔
k

(Gnk +̇h+̇hk)⊃E+̇h

µ(Gnk+̇h+̇hk) = µ∗(E+̇h). �

Ìíîæåñòâî E ⊂ G íàçûâàåòñÿ µ∗ èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî A ⊂ G

µ∗A = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E).

Òåîðåìà 1.7. Ñîâîêóïíîñòü A µ∗ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò

σ-àëãåáðó, è µ∗ åñòü ìåðà íà A .
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Íà ïîëóêîëüöå M ïðîäîëæåíèå µ∗ ñîâïàäàåò ñ µ. Ïîýòîìó µ∗ îáîçíà-
÷àþò ÷åðåç µ è íàçûâàþò ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîé ìåðû µ íà σ-àëãåáðó
ïî ñõåìå Êàðàòåîäîðè. Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî àâòîðîâ â êà÷åñòâå ìå-
ðû µ âûáèðàþò ìåðó Õààðà, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé íàìè ìåðîé
íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè E =
∞⊔
k=1

(Gnk+̇hk), òî

µE =
∑

µ(Gnk+̇hk) =
∞∑
k=1

µGnk.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå èç ñìåæíûõ êëàññîâ

Gn+̇g ñ ïîìîùüþ ñ÷åòíîãî ÷èñëà îïåðàöèé ∩, ∪, \, èçìåðèìû.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ρ(x, y) = 0, åñëè x = y,

ρ(x, y) = 1
mn
, åñëè x, y ∈ Gn+̇hn, íî x, y /∈ Gn+1+̇hn+1

(1.5)

èëè, èíà÷å,

ρ(x, y) = inf

{
1

mn
: x, y ∈ Gn+̇hn

}
. (1.6)

Çàìå÷àíèå 1.4. Óñëîâèå x, y ∈ Gn+̇hn ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
x−̇y ∈ Gn.

Â ñàìîì äåëå,

x ∈ Gn+̇hn ⇔ x = t+̇gn, t ∈ Gn,

y ∈ Gn+̇hn ⇔ y = τ+̇gn, τ ∈ Gn.

Òîãäà x−̇y = t+̇gn−̇τ−̇gn = t−̇τ ∈ Gn. Ïîýòîìó äëÿ ρ(x, y) ìîæíî çàïè-
ñàòü:

ρ(x, y) = inf

{
1

mn
: x−̇y ∈ Gn

}
. (1.7)

Òåîðåìà 1.8. Ðàâåíñòâà (1.7) îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèå â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. ρ(x, y) > 0 � î÷åâèäíî.
2. ρ(x, y) = 0 ⇔ ∀ n, x, y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó

Gn+̇hn. Ýòè ñìåæíûå êëàññû îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

G0 = G0+̇h0 ⊃ G1+̇h1 ⊃ · · · ⊃ Gn+̇hn ⊃ Gn+1+̇hn+1 ⊃ . . . (1.8)
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Â ñàìîì äåëå, ñìåæíûå êëàññû Gn+̇hn è Gn+1+̇hn+1 èëè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, èëè îäèí âêëþ÷àåòñÿ â äðóãîé, à èìåííî Gn+̇hn ⊃ Gn+1+̇hn+1.
Ýëåìåíò x ∈ Gn+̇hn è x ∈ Gn+1+̇hn+1, ò. å. ñìåæíûå êëàññû Gn+̇hn è
Gn+1+̇hn+1 ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷èò, Gn+̇hn ⊃ Gn+1+̇hn+1. Íî ïåðåñå÷åíèå

êëàññîâ Gn+̇hn ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò (òàê êàê
∞⋂
n=0

Gn = {0}).

Çíà÷èò, x = y.
3. ρ(x, y) = ρ(y, x) ïî îïðåäåëåíèþ.
4. ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z).
Åñëè ρ(x, z) = 0, òî ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü ρ(x, z) > 0 ⇒ ρ(x, z) =

= 1
mn
⇒ x, z ∈ Gn+̇hn è z ∈ Gn+1+̇z, x ∈ Gn+1+̇x, ïðè÷åì

Gn+1+̇x ∩Gn+1+̇z = Ø.
Åñëè y ∈ Gn+1+̇x, òî y /∈ Gn+1+̇z. Îòñþäà ρ(y, z) > 1

mn
, ñëåäîâà-

òåëüíî, ρ(x, z) = 1
mn
6 ρ(x, y) + ρ(y, z). Àíàëîãè÷íî, åñëè y ∈ Gn+1+̇z,

òî ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z). Åñëè æå y /∈ Gn+̇gn, òî ρ(x, y) > 1
mn
,

ρ(y, z) > 1
mn
⇒ ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z). �

Òåîðåìà 1.9. Ðàññòîÿíèå ρ(x, y) îïðåäåëÿåò èñõîäíóþ òîïîëîãèþ

â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî

Gn+̇x =

{
y ∈ G : ρ(x, y) 6

1

mn

}
,

ò. å. Gn+̇x åñòü îêðåñòíîñòü òî÷êè x ðàäèóñà r = 1/mn.
1. y ∈ Gn+̇x ⇒ x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó, ñëåäî-

âàòåëüíî, ρ(x, y) 6 1
mn
.

2. Ïóñòü y ∈ G è ρ(x, y) 6 1
mn
. Åñëè y = x, òî y ∈ Gn+̇x. Ïóñòü y 6= x.

Òîãäà ρ(x, y) = 1
mk
6 1

mn
. Îòñþäà y−̇x ∈ Gk ⊂ Gn, ò. å. y ∈ Gn+̇x. �

1.2 Õàðàêòåðû íà êîìïàêòíîé íóëüìåðíîé ãðóïïå

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü (G, +̇,N ) � êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóï-
ïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . .

è pn = (Gn/Gn+1)
] � ïðîñòûå. Ôóíêöèþ f : G → R èëè f : G → C

íàçûâàþò íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ G, åñëè

∀ ε > 0 ∃ Gn, ∀ x−̇x0 ∈ Gn, |f(x)− f(x0)| < ε (1.9)
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èëè, èíà÷å,

∀ ε > 0 ∃ Gn, ∀ x ∈ Gn+̇x0, |f(x)− f(x0)| < ε. (1.10)

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ôóíêöèÿ f : G → C íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé íà G, åñëè

∀ ε > 0 ∃ Gn, ∀ x, y ∈ G x−̇y ∈ Gn, |f(x)− f(y)| < ε. (1.11)

Çàìå÷àíèå 1.5. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà G,
òî îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 1.6. Òàê êàê ãðóïïà G êîìïàêòíàÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå
Êàíòîðà âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà G, áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé íà G.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ôóíêöèÿ h(x) íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé íà G, åñ-
ëè G ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà äèçúþíêòíûõ
ñìåæíûõ êëàññîâ

G =
s⊔

k=1

Gnk+̇yk (1.12)

è h(x) ïîñòîÿííû íà êàæäîì ñìåæíîì êëàññå Gnk+̇yk.

Çàìå÷àíèå 1.7. Òàê êàê ñìåæíûõ êëàññîâ â (1.12) êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî, òî ñóùåñòâóåò n = max

k=1,s
nk è âñå êëàññû Gnk+̇yk ìîæíî ðàçáèòü íà

äèçúþíêòíûå ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå Gn. Ïîýòîìó ñòóïåí÷àòóþ
ôóíêöèþ h ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé ãðóïïå Gn.

Òåîðåìà 1.10. Ëþáàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ h, îïðåäåëåííàÿ íà G,
íåïðåðûâíà íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h(x) = hj ïðè x ∈ Gn+̇yj
(j = 0, 1, . . . ,mn − 1) è âñå ñìåæíûå êëàññû Gn+̇yj äèçúþíêòíû, ò. å.
Gn+̇yj � ýòî âñå ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå Gn. Ïóñòü ε > 0. Åñëè
x, y ∈ G è òàêèå, ÷òî x−̇y 6 1

mn
, òî x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó

êëàññó Gn+̇gj, òîãäà |h(x)− h(y)| = hj − hj = 0 < ε. �

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü f : G → C. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωn(f),
îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâàìè

ωn(f) = sup
x,y:x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)|,

íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 1.4. (ωn(f))∞n=0 åñòü óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. ωn+1(f) 6 ωn(f), òàê êàê â îïðåäåëåíèè ωn(f) sup

áåðåòñÿ ïî áîëåå øèðîêîìó ìíîæåñòâó. �

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ôóíêöèÿ f : G → C íåïðåðûâíà íà G òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà lim
n→∞

ωn(f) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f íåïðåðûâíà. Òîãäà

∀ ε > 0 ∃ Gn, ∀ x, y, x−̇y ∈ Gn |f(x)− f(y)| 6 ε ⇒
⇒ sup

x,y
x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)| 6 ε ⇒ ωn(f) 6 ε ⇒ ∀ p > n , ωn+p(f) 6 ε.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü lim
n→∞

ωn(f) = 0. Òîãäà ââèäó ìîíîòîííîñòè

∀ ε > 0 ∃ n, ωn(f) 6 ε ⇒ sup
x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)| 6 ε ⇒

⇒ ∀ x, y, x−̇y ∈ Gn, |f(x)− f(y)| 6 ε,

ò. å. f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. �

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ωn ↓ 0 ñóùå-

ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ωn(f) = ωn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè êàæäîì n ∈ N0 = N t {0} ïîëîæèì
f(x) = ωn, x ∈ Gn \ Gn+1 è f(0) = 0. Âû÷èñëèì ωn(f). Åñëè x−̇y ∈ Gn,
òî x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñìåæíîìó êëàññó Gn+̇yn. Åñ-
ëè ýòîò ñìåæíûé êëàññ îòëè÷åí îò Gn, òî f(x) − f(y) = 0. Åñëè ýòîò
ñìåæíûé êëàññ ðàâåí Gn, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå f íà Gn � ýòî ωn,
íàèìåíüøåå � 0. Çíà÷èò, sup

x−̇y∈Gn
|f(x)− f(y)| = ωn. Òàê êàê ωn → 0, òî f

íåïðåðûâíà. �
Ïóñòü (G, +̇,N ) � êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷-

êîé ïîäãðóïï
G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,

pn = (Gn/Gn+1)
] � ïðîñòûå, à µ � ìåðà íà G, ïîëó÷åííàÿ ñòàíäàðòíûì

ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ(Gn+̇x) = 1
mn

ñ ïîëóêîëüöà ñìåæíûõ êëàññîâ ïî
ñõåìå Êàðàòåîäîðè. Òàê êàê ìåðà µG = 1 < ∞, òî ìîæíî íà G îïðå-
äåëèòü èíòåãðàë, êàê èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó êîíå÷íîé ìåðû, ïî
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èçâåñòíîé ñõåìå. Âíà÷àëå îïðåäåëÿåì èíòåãðàë îò èçìåðèìîé îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî:

1. Ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî E ⊂ G íà êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðèìûõ äèçú-

þíêòíûõ ìíîæåñòâ E =
n⊔
k=1

Ek.

2. Ñòðîèì âåðõíþþ è íèæíþþ èíòåãðàëüíûå ñóììû

S(f, (Ek)) =
n∑
k=1

MkµEk, S(f, (Ek)) =
n∑
k=1

mkµEk,

ãäå Mk = supx∈Ek f(x), mk = infx∈Ek f(x).
3. Îïðåäåëÿåì âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû

I(f, E) = inf
(Ek)

S(f, (Ek)), I(f, E) = sup
(Ek)

S(f, (Ek)).

4. Âñåãäà I(f, E) 6 I(f, E). Åñëè I(f, E) = I(f, E), òî f íàçîâåì
èíòåãðèðóåìîé íà E. Îáùåå çíà÷åíèå âåðõíåãî è íèæíåãî èíòåãðàëîâ
íàçîâåì èíòåãðàëîì îò f è îáîçíà÷èì

∫
E

f dµ.

5. Åñëè f íåîãðàíè÷åíà, òî îïðåäåëÿåì èíòåãðàë äëÿ ïîëîæèòåëüíîé
ôóíêöèè f(x) > 0 êàê lim èíòåãðàëîâ îò ñðåçîê

f(N)(x) =

{
f(x), f(x) 6 N,

N, f(x) > N.

ò. å. ∫
E

f dµ = lim
N→∞

∫
E

f(N) dµ.

6. Åñëè f íåîãðàíè÷åíà è èìååò ïðîèçâîëüíûé çíàê, òî ïîëîæèì∫
E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ.

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë åñòü èíòåãðàë Ëåáåãà íà G. Îí
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ èçìåðèìîé ôóíê-
öèè f èíòåãðàë

∫
E fdµ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

åò
∫
E |f |dµ.
7. Åñëè f = φ+ iψ, òî ïîëàãàåì∫

E

f dµ =

∫
E

φ dµ+ i

∫
E

ψ dµ.
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Ïîñëå ýòîãî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp(E)

ïðè p > 1.

Òåîðåìà 1.11. Èíòåãðàë
∫
G

f dµ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãà,

ò. å. ∀ h ∈ G ∫
G

f(x+̇h) dµ(x) =

∫
G

f(x) dµ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G =
n⊔
k=1

Ek � ðàçáèåíèå ãðóïïû G íà äèçú-

þíêòíûå ìíîæåñòâà, òî

n⊔
k=1

(Ek+̇h) =
n⊔
k=1

Ek. (1.13)

Ïðîâåðèì ýòî.
1. Ìíîæåñòâà Ek+̇h è El+̇h äèçúþíêòíû ïðè l 6= k. Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü Ek+̇h∩El+̇h 6= Ø, òîãäà ∃ x = xk+̇h = xl+̇h, ãäå xk ∈ Ek, xl ∈ El.
Ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà −̇h, ïîëó÷àåì xk = xl, ÷òî
íåâîçìîæíî.

2. Ïóñòü x ∈ G. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò k, ÷òî x ∈ Ek+̇h. Ðàñ-
ñìàòðèâàåì ýëåìåíò x−̇h ∈ G. Òîãäà x−̇h ∈ Ek ïðè íåêîòîðîì k, ñëå-

äîâàòåëüíî, x ∈ Ek+̇h, çíà÷èò, x ∈
n⊔
k=1

(Ek+̇h). Òàêèì îáðàçîì, ðà-

âåíñòâî (1.13) âåðíî. Òàê êàê µEk = µ(Ek+̇h), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì äëÿ f(x) è äëÿ f(x+̇h) ñîâïàäàþò, ïîýòîìó
I(f(x), G) = I(f(x+̇h), G).

Àíàëîãè÷íî, I(f(x), G) = I(f(x+̇h), G). Ïîýòîìó f(x+̇h) ∈ L(G) è∫
G

f(x) dµ(x) =
∫
G

f(x+̇h) dµ(x) â ñëó÷àå, êîãäà f îãðàíè÷åíà è èçìå-

ðèìà íà G. Íî òîãäà ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáûõ ôóíê-
öèé f ∈ L(G). �

Çàìå÷àíèå 1.8. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè âåðíî òîëüêî â ñëó÷àå èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî âñåé ãðóïïå G.

Äëÿ èíòåãðàëà âåðíû ñòàíäàðòíûå ñâîéñòâà:
1. Ïóñòü f èçìåðèìà íà E. Òîãäà

∫
E

|f | ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
∫
E

f . Ïðè ýòîì

∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ 6 ∫
E

|f |.
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2. Åñëè E =
∞⊔
n=1

En, f ∈ L(E), òî
∫
E

f =
∞∑
n=1

∫
En

f .

3. Èíòåãðàë
∫
E

f åñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà.

4. Åñëè fn èçìåðèìû íà E, fn(x)→ f(x) ïî÷òè âñþäó íà E, |fn(x)| 6
6 ϕ(x) ∈ L(E), òî f ∈ L(E) è

∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn (òåîðåìà Ëåáåãà î ïðå-

äåëüíîì ïåðåõîäå).
5. Åñëè f ∈ L(G), òî f(−̇·) ∈ L(G), è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

G f(t)dµ =
∫
G f(−̇t)dµ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü (G, +̇) � êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Ôóíêöèÿ χ : G → C íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì, åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ∀ x ∈ G, |χ(x)| = 1;
2) χ(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ;
3) χ(x+̇y) = χ(x) · χ(y).

Î÷åâèäíî, ÷òî χ(0) = 1 è χ(−̇x) = χ(x). Ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà
ìåíåå î÷åâèäíû.

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü G � íóëüìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâ-

íîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . .

è ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû G. Òîãäà ñóæåíèå õàðàêòåðà χ íà ïîä-

ãðóïïó Gn åñòü õàðàêòåð ïîäãðóïïû Gn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕn(x) ñóæåíèå õàðàêòåðà χ

íà Gn. Î÷åâèäíî, ÷òî ∀ x, y ∈ Gn, |ϕn(x)| = 1 è ϕn(x+̇y) = ϕn(x) ·ϕn(y).
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî íåïðåðûâíîñòü. Âûáèðàåì òî÷êó
x ∈ Gn, è ïóñòü Uδ(ϕn(x)) � îêðåñòíîñòü òî÷êè ϕn(x). Â òî÷êå x ∈ Gn,
ϕn(x) = χ(x). Ïîýòîìó ââèäó íåïðåðûâíîñòè χ(x) íàéäåííûé ñìåæíûé
êëàññ Gm+̇x, ñîäåðæàùèé òî÷êó x, òàêîé, ÷òî

χ(Gm+̇x) ⊂ Uδ(ϕn(x)).

Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî ñìåæíîãî êëàññà Gm1
+̇x ñ m1 > n

χ(Gm1
+̇x) ⊂ Uδ(ϕn(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕn(Gm1
+̇x) ⊂ Uδ(ϕn(x)). �
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Òåîðåìà 1.13. Åñëè õàðàêòåð χn+1 îïðåäåëåí íà ãðóïïå Gn+1, òî

åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü äî õàðàêòåðà íà âñåé ãðóïïå G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñìåæíûå êëàññû Gn+1+̇xj, ñîñòàâ-
ëÿþùèå ôàêòîð-ãðóïïó Gn/Gn+1. Òàê êàê ïîðÿäîê pn ýòîé ôàêòîð-
ãðóïïû � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ýòà ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ. Ïîýòîìó
∀ g ∈ Gn \ Gn+1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (Gn+1+̇g) · pn = Gn+1. Âûáå-
ðåì òàêîå g è çàôèêñèðóåì. Â ýòîì ñëó÷àå g · pn ∈ Gn+1, òîãäà â òî÷-
êå gpn îïðåäåëåí õàðàêòåð χn+1. Îáîçíà÷èì χn+1(gpn) = eiα. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ χn íà ñìåæíûõ êëàññàõ (Gn+1+̇g · j) (j = 0, 1, 2, . . . , pn − 1)

ðàâåíñòâîì χn(x+̇g · j) = χn+1(x) · e
iα
pn
j.

Î÷åâèäíî, ÷òî |χn(x+̇gj)| ≡ 1. Ïðîâåðèì îñòàëüíûå ñâîéñòâà õàðàê-
òåðîâ. Ïóñòü x, y ∈ Gn+1. Òîãäà χn(x+̇y) = χn(x) ·χn(y) � ýòî î÷åâèäíî.
Ïóñòü x, y ïðèíàäëåæàò ñìåæíûì êëàññàì ïî ïîäãðóïïå Gn+1 è ïóñòü

x = xn+1+̇g · j, y = yn+1+̇g · ν, xn+1, yn+1 ∈ Gn+1.

Òîãäà x+̇y = xn+1+̇yn+1+̇g(ν + j).
Åñëè ν + j < pn, òî

χn(x+̇y) = χn+1(xn+1) · χn+1(yn+1) · eiα
ν+j
pn =

= χn+1(xn+1) · e
iαν
pn · χn+1(yn+1) · e

iαj
pn+1 = χn(x) · χn(y).

Ïóñòü ν + j > pn. Òîãäà ν + j = pn + β (β > 0). Îòñþäà
x+̇y = xn+1+̇yn+1+̇g · pn + g · β. Ñëåäîâàòåëüíî,

χn(x+̇y) = χn+1(xn+1+̇yn+1 + g · pn) · eiα·
β
pn =

= χn+1(xn+1) · χn+1(yn+1) · χn+1(gpn) · eiα
1
pn

(ν+j−pn) =

= χn+1(xn+1)e
iα j

pnχn+1(yn+1)e
iα ν

pn · eiα · e−iα = χn(x) · χn(y).

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè χn íà ãðóïïå Gn î÷åâèäíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîäîëæèëè õàðàêòåð χn+1 ñ ïîäãðóïïû Gn+1 íà

ïîäãðóïïó Gn. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïðîäîëæåíèå õàðàê-
òåðà χn+1 íà âñþ ãðóïïó G. �

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå (G, +̇) � ïðîèçâîëüíàÿ íóëüìåðíàÿ êîìïàêò-
íàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï (Gn).

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ñîâîêóïíîñòü
âñåõ õàðàêòåðîâ χ ãðóïïû G òàêèõ, ÷òî χ(x) = 1 íà ïîäãðóïïå H, íàçû-
âàþò àííóëÿòîðîì ïîäãðóïïû H è îáîçíà÷àþò H⊥.
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Ïðåäëîæåíèå 1.7. Àííóëÿòîð H⊥ åñòü ãðóïïà îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè χ1, χ2 ∈ H⊥, òî χ1 · χ2 ∈ H⊥.
2. χ(x) ≡ 1 ∈ H⊥ è ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû H⊥.
3. Åñëè χ(x) ∈ H⊥, òî 1

χ(x) = 1 íà H⊥ ⇒ 1
χ(x) ∈ H

⊥ è χ · 1/χ ≡ 1. �

Ëåììà 1.2. Ïóñòü χ(x) � õàðàêòåð ãðóïïû G. Åñëè ∀ x ∈ G

|χ(x)− 1| < 1, òî χ(x) ≡ 1 íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ G, äëÿ êîòî-
ðîãî χ(x) 6= 1 è |χ(x) − 1| < 1. Ïóñòü χ(x) = eiα. Òîãäà 0 < |α| < π/3.
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x · q (q ∈ N). Äëÿ íåãî χ(x · q) = (χ(x))q = eiαq.
Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ G |χ(x) − 1| < 1, òî è

∣∣eiαq − 1
∣∣ < 1, ñëåäîâà-

òåëüíî, 0 < |αq| < π/3. Íî âûáèðàÿ q äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìû èìååì
|αq| > π/3. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî χ(x) = 1. �

Òåîðåìà 1.14. Ëþáîé õàðàêòåð íóëüìåðíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû

ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó àííóëÿòîðó G⊥n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, ÷òî
χ(0) = 1. Òàê êàê χ íåïðåðûâåí â íóëå, òî äëÿ ε = 1 ∃ Gn, ∀ x ∈ Gn

|χ(x)− 1| < 1. Íî òîãäà ïî ëåììå 1.2 χ(x) ≡ 1 íà Gn. �

Ñëåäñòâèå 1.3. X =
∞⋃
n=0

G⊥n .

Òåîðåìà 1.15. Ëþáîé õàðàêòåð χ ∈ G⊥n åñòü ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ

íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gn+̇gn−1 · j (j = 0, pn−1 − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Gn+̇gn−1 · j. Òîãäà x = xn+̇gn−1 · j
(xn ∈ Gn). Ñëåäîâàòåëüíî, χ(x) = χ(xn) · (χ(gn−1))

j = (χ(gn−1))
j. �

Ëåììà 1.3. G⊥n åñòü ãðóïïà õàðàêòåðîâ ôàêòîð ãðóïïû G/Gn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

G/Gn = {Gn+̇gn−1an−1+̇gn−2an−2+̇ . . . +̇g0a0 = Gn+̇xn−1 :

aj = 0, pj − 1} (1.14)

è íóëåâûì ýëåìåíòîì ôàêòîð-ãðóïïû G/Gn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà Gn. Ïî-
ýòîìó äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû G/Gn èìååì χ(Gn) = 1. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî χ ∈ G⊥n . Îáðàòíî, ïóñòü χ ∈ G⊥n , ò. å. χ(Gn) = 1. Èç (1.14)
ñëåäóåò, ÷òî

χ((Gn+̇xn−1)+̇(Gn+̇yn−1)) = χ(Gn+̇xn−1)χ(Gn+̇yn−1),

ò. å. χ åñòü õàðàêòåð ãðóïïû G/Gn. �

Ëåììà 1.4. Ôàêòîð ãðóïïà G⊥n+1/G
⊥
n åñòü ãðóïïà õàðàêòåðîâ äëÿ

ôàêòîð-ãðóïïû Gn/Gn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.3, ïîëàãàÿ â íåé G = Gn,
Gn = Gn+1. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.3 ãðóïïà õàðàêòåðîâ ôàêòîð-ãðóïïû
Gn/Gn+1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì õàðàêòåðîâ ãðóïïû Gn, îáðàùàþùèõ-
ñÿ â åäèíèöó íà Gn+1, ò. å. ñîâïàäàåò ñ G⊥n+1. Íî åäèíèöåé ãðóïïû G⊥n+1

ÿâëÿåòñÿ G⊥n , çíà÷èò, G
⊥
n+1 = G⊥n+1/G

⊥
n , ò. å. G

⊥
n+1/G

⊥
n åñòü ãðóïïà õàðàê-

òåðîâ äëÿ Gn/Gn+1. �

Ëåììà 1.5. Ãðóïïà õàðàêòåðîâ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû èçî-

ìîðôíà ñàìîé ãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿä-
êà n. Åå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ãðóïïîé Z(n) = {0, 1, . . . , n − 2, n − 1},
îïåðàöèÿ â êîòîðîé åñòü ñëîæåíèå ïî mod n. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóï-
ïû Z(n). Òîãäà 1 = χ(0) = χ(n) = χ(1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

) = χn(1), çíà÷èò,

χ(1) = e
2πi
n j ïðè íåêîòîðîì j. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χ(k) = e

2πi
n jk. Òà-

êèì îáðàçîì, êàæäûé õàðàêòåð îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íà ýëåìåíòå 1.
Ïîýòîìó âñå õàðàêòåðû χj îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè χj(k) = e

2πi
n jk

(j = 0, 1, . . . , n − 1). Êàæäîìó õàðàêòåðó χj ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî j ∈ Z(n). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ãðóïïû õàðàêòåðîâ (χj) íà Z(n). Òàê êàê χj1+j2(k) = χj1(k)χj2(k), òî îíî
ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. �

Òåîðåìà 1.16. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n (G⊥n /G
⊥
n−1)

] = pn−1

è (G⊥n−1)
] = mn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.4 ôàêòîð-ãðóïïà G⊥n /G
⊥
n−1 åñòü ãðóï-

ïà õàðàêòåðîâ ãðóïïû Gn−1/Gn, è ïî ïðåäûäóùåé ëåììå îíà èçîìîðôíà
ãðóïïå Gn−1/Gn. Òàê êàê (Gn−1/Gn)

] = pn−1, òî (G⊥n /G
⊥
n−1) = pn−1. �
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Ñëåäñòâèå 1.4. Ñîâîêóïíîñòü àííóëÿòîðîâ

G⊥ = G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ G⊥n+1 ⊂ . . .

åñòü îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï â X.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íîñèò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð.

Òåîðåìà 1.17. Ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðîâ êîìïàêòíîé íóëüìåðíîé

ãðóïïû åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè χ(t) � õàðàêòåð ãðóïïûG, òî χ(t)χ̄(t) = 1,
ñëåäîâàòåëüíî, ∫

G

χ(t)χ̄(t) =

∫
G

1 = µG = 1.

2. Ïóñòü χ(t) 6≡ 1. Âûáåðåì ÷èñëî h ∈ G òàê, ÷òîáû χ(h) 6= 1. Òîãäà∫
G

χ(t) · 1 dµ =

∫
G

χ(t+̇h) dµ(t) =

∫
G

χ(t)χ(h) dµ(t) = χ(h) ·
∫
G

χ(t) dµ ⇒

⇒
∫
G

χ(t) dµ = 0.

3. Ïóñòü χn 6= χm � äâà ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò
h ∈ G òàêîå, ÷òî χn(h) · χ̄m(h) 6= 1. Â ñàìîì äåëå, åñëè ∀ h ∈ G,
χn(h) · χ̄m(h) = 1, òî χn(h) · 1 = χm(h), ÷òî íåâîçìîæíî. Äëÿ òàêîãî
h ∈ G èìååì∫

G

χn(x) · χ̄m(x) dµ =

∫
G

χn(x+̇h) · χ̄m(x+̇h) dµ(x) =

=

∫
G

χn(x) · χ̄m(x) · χn(h) · χ̄m(h) dµ(x) =

= χn(h) · χ̄m(h) ·
∫
G

χn(x) · χ̄m(x) dµ(x),

îòñþäà
∫
G

χn(x) · χ̄m(x) dµ = 0. �

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ïóñòü

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . .

� îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï è ïóñòü
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G⊥ = G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ G⊥n+1 ⊂ . . .

� âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àííóëÿòîðîâ. Ïðè êàæäîì íàòó-
ðàëüíîì n âûáåðåì õàðàêòåð rn ∈ G⊥n+1 \ G⊥n è çàôèêñèðóåì ýòó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü. Ñèñòåìó (rn)

∞
n=0 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé Ðàäåìàõåðà, à

êàæäóþ ôóíêöèþ rn(x) � ôóíêöèåé Ðàäåìàõåðà.

Òåîðåìà 1.18. Ëþáîé õàðàêòåð χ ∈X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

χ = (r0(x))a0(r1(x))a1 . . . (rn(x))an(aj = 0, pj − 1). (1.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè χ(x) ≡ 1, òî ðàâåíñòâî (1.15) ñïðàâåäëè-
âî ïðè a0 = a1 = · · · = an = 0. Ïóñòü χ(x) 6≡ 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
n ∈ N, ÷òî χ(x) ∈ G⊥n+1 \ G⊥n . Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó G⊥n+1/G

⊥
n .

Îíà èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê pn è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ïîýòî-
ìó ñìåæíûå êëàññû èìåþò âèä G⊥n · (rn(x))an (an = 0, 1, . . . , pn − 1),
è òàê êàê χ(x) ∈ G⊥n+1 \ G⊥n , òî χ(x) = ϕn(x) · (rn(x))an, ãäå
ϕn ∈ G⊥n . Åñëè ϕn ∈ G⊥n−1, òî ïåðåîáîçíà÷èì ϕn−1 := ϕn, è òîãäà
χ(x) = ϕn−1(x) · (rn−1(x))0 · rn(x)an.

Åñëè ϕn ∈ G⊥n \G⊥n−1, òî, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó,

ϕn(x) = ϕn−1(x) · (rn−1(x))an−1 an−1 = 1, pn−1 − 1.

Òàêèì îáðàçîì,

χ(x) = ϕn−1(x) · rn−1(x)an−1(rn(x))an.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì

χ(x) = (r0(x))a0(r1(x))a1 . . . (rn(x))an (aj = 0, pj − 1). �

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðó χ(x), ïðåä-
ñòàâëåííîìó â âèäå (1.15), ÷èñëî m = a0m0 + a1m1 + · · · + anmn

(aj = 0, pj − 1). Ïîëó÷èì çàíóìåðîâàííóþ ñèñòåìó õàðàêòåðîâ χm(x).
Ñèñòåìó õàðàêòåðîâ â òàêîé íóìåðàöèè áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé â íó-

ìåðàöèè Ïýëè.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü f ∈ L(G). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f̂n)
∞
n=0,

îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâàìè f̂n =
∫
G

f(x)χ̄n(x) dµ(x), íàçûâàþò ïðåîáðàçî-

âàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f . ×èñëà f̂n íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå
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ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ. Ðÿä

f ∼
∞∑
n=0

f̂nχn(x)

íàçûâàþò ðÿäîì Ôóðüå. Ñóììà Sn(f, x) =
n−1∑
k=0

f̂kχk(x) íàçûâàåòñÿ ÷àñò-

íîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ôóíêöèþ Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x) íàçîâåì ÿäðîì

Äèðèõëå.

Òåîðåìà 1.19. Åñëè f ∈ L(G), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Sn(f, x) =

∫
G

f(x−̇t)Dn(t) dµ(t) =

∫
G

f(t)Dn(x−̇t) dµ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âû÷èñëÿòü èíòåãðàë∫
G

f(t)Dn(x−̇t) dµ(t) =

∫
G

f(t)
n−1∑
k=0

χ(x−̇t) dµ(t).

Òàê êàê χk(x−̇t) = χk(x) · χ̄k(t), òî∫
G

f(t)
n−1∑
k=0

f̂kχk(x−̇t) dµ(t) =
n−1∑
k=0

χk(x) ·
∫
G

f(t)χ̄k(t) dµ(t) =

=
n−1∑
k=0

χk(x)f̂k = Sn(f, x). �

Òåîðåìà 1.20. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Dmn
(x) =

n−1∏
k=0

(
(rk(x))0 + (rk(x))1 + (rk(x))2 + · · ·+ (rk(x))pk−1

)
. (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

Dmn
(x) =

mn−1∑
k=0

χk(x). (1.17)
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Íî χk(x) = (r0(x))a0(r1(x))a1 . . . (rn−1(x))an−1, êîãäà k ∈ [0,mn − 1]. Ïî-
ýòîìó â ñóììå (1.17) ïðèñóòñòâóþò âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(r0(x))a0(r1(x))a1 . . . (rn−1(x))an−1 (aj = 0, pj − 1). (1.18)

Íî â ïðàâîé ÷àñòè (1.16) òîæå ïðèñóòñòâóþò âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ
âèäà (1.18). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî (1.16) ñïðàâåäëèâî. �

Ëåììà 1.6. Ôóíêöèè rk(x) íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gk+1+̇hj (hj ∈ Gk)

ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå åñòü ðàçëè÷íûå êîðíè èç

åäèíèöû ñòåïåíè pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê rk ∈ G⊥k+1 \ G⊥k , òî rk ïðèíèìàåò ïîñòî-
ÿííûå çíà÷åíèÿ íà êàæäîì ñìåæíîì êëàññå Gk+1+̇hj. Âûáåðåì îäèí èç
ñìåæíûõ êëàññîâ: Gk+1+̇hj. Òàê êàê ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïïû Gk/Gk+1

ðàâåí pk, òî (Gk+1+̇hj·)pk = Gk+1 è, çíà÷èò,

1 = rk(Gk+1) = (rk(Gk+1+̇hj))
pk,

ò. å. rk(Gk+1+̇hj) åñòü êîðåíü èç 1-ãî ïîðÿäêà pk. Òàê êàê pk � ïðî-
ñòûå, òî ãðóïïà Gk/Gk+1 öèêëè÷åñêàÿ, çíà÷èò, ïðè ôèêñèðîâàííîì
hj ∈ Gk \ Gk+1 ìíîæåñòâà (Gk+1+̇hj)a (a = 1, 2, . . . , pk) åñòü âñå
ñìåæíûå êëàññû, îáðàçóþùèå ôàêòîð-ãðóïïó Gk/Gk+1, îòñþäà ÷èñ-
ëà rk(Gk+1+̇hj)

a (a = 1, 2, . . . , pk) åñòü ðàçëè÷íûå êîðíè èç 1-é ñòå-
ïåíè pk. �

Ëåììà 1.7. Åñëè x ∈ Gk \Gk+1, òî

r0
k(x) + r1

k(x) + r2
k(x) + · · ·+ rpk−1

k (x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê x ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâGk+1+̇hj, òî ÷èñëà r0

k(x), r1
k(x), r2

k(x), . . . , rpk−1
k (x) åñòü ðàçëè÷íûå êîð-

íè èç 1. Ïîýòîìó
pk−1∑
j=0

(rk(x))j = 0. �

Ëåììà 1.8. 1. Ïðè ëþáîì k ∈ N0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
Gk

rk(x) dµ(x) = 0.

2. Äëÿ ëþáîãî ñìåæíîãî êëàññà Gk+̇h
∫

Gk+̇h

rk(x) dµ(x) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èìååì∫
Gk

rk(x) dµ(x) =

pk−1∑
j=0

∫
Gk+̇jgk

rk(x) dµ(x) =

pk−1∑
j=0

rk(Gk+̇jpk) · µGk.

Ïî ëåììå 1.6 ÷èñëà rk(Gk+̇jgk) îáðàçóþò ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé èç 1

ñòåïåíè pk, è òàê êàê pk � ïðîñòûå, òî
pk−1∑
j=0

rk(Gk+̇jgk) = 0.

2.
∫

Gk+̇h

rk(x) dµ(x) =
∫
G

rk(x) · 1Gk+̇h(x) dµ(x), ãäå 1Gk+̇h(x) åñòü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Gk+̇h. Ïî ñâîéñòâó èíâàðèàíòíîñòè
èíòåãðàëà∫

G

rk(x) · 1Gk+̇h(x) dµ(x) =

∫
G

rk(x+̇h) · 1Gk+h(x+̇h) dµ(x) =

=

∫
G

rk(x+̇h) · 1Gk(x) dµ(x) = rk(h)

∫
G

rk(x) · 1Gk(x) dµ(x) =

= rk(h)

∫
Gk

rk(x) dµ(x) = 0

ïî ïåðâîé ÷àñòè ëåììû. �

Òåîðåìà 1.21 (ëåììà Ïýëè).

Dmn
(x) =

{
mn x ∈ Gn,

0 x /∈ Gn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.7

r0(x)0 + r0(x)1 + · · ·+ r0(x)p0−1 =

{
p0, x ∈ G1,

0, x ∈ G0 \G1.

Âîîáùå ïðè ëþáîì k

rk(x)0 + rk(x)1 + · · ·+ rk(x)pk−1 =

{
pk, x ∈ Gk+1,

0, x ∈ Gk \Gk+1.

Íî òîãäà ïî òåîðåìå 1.20

Dmn
(x) =

n−1∏
k=0

(rk(x)0 + rk(x)1 + · · ·+ rk(x)pk−1) =
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=

{
p0p1 . . . pn−1 = mn, x ∈ Gn,

0, x /∈ Gn.
�

Èç ëåììû Ïýëè ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôó-
ðüå ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñïåöèàëüíîãî âèäà è çàìêíóòîñòü ñèñòå-
ìû õàðàêòåðîâ â Lp.

Òåîðåìà 1.22. Åñëè f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîé íóëüìåðíé ãðóï-

ïå G, òî ÷àñòè÷íûå ñóììû Smn
(f) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê f .

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòè÷íûå ñóììû Smn
(f) èìåþò âèä

Smn
(f) =

∫
G

f(t)Dmn
(x−̇t) dµ(t) = mn

∫
G

f(t)1Gn(x−̇t) dµ(t).

Íî x−̇t ∈ Gn+̇x⇔ t ∈ Gn. Ïîýòîìó∫
G

f(t)1Gn(x−̇t) dµ(t) =

∫
Gn+̇x

f(t) dµ(t).

Òàêèì îáðàçîì,

Smn
(f, x) = mn

∫
Gn+̇x

f(t)dµ(t).

Íî

f(x) = mn

∫
Gn+̇x

f(x)dµ(t).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Smn
(f, x)− f(x)| = mn

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Gn+̇x

(f(t)− f(x))dµ(t)

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6 mn

∫
Gn+̇x

|f(t)− f(x)|dµ(t).

Òàê êàê f íåïðåðûâíà, òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, çíà÷èò,

∀ ε > 0 ∃ n0, ∀ n > n0, ∀ t, x ∈ Gn+̇y |f(x)− f(t)| < ε.

Ïîýòîìó ïðè n > n0

|smn
(f, x)−f(x)| 6 mn ·ε·

∫
Gn+̇x

dµ(t) = mn ·ε·
1

mn
= ε. �
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Òåîðåìà 1.23. Ñèñòåìà õàðàêòåðîâ (χn) çàìêíóòà â ïðîñòðàí-

ñòâàõ Lp(G) ïðè p > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (χn) ïîëíà îò-
íîñèòåëüíî Lp. Ïóñòü f ∈ Lp è äëÿ ëþáîãî n ∈ N0

f̂n =

∫
G

f(x)χ̄n(x) dµ(x) = 0.

Òîãäà ïðè ëþáîì n ∈ N0

Smn
(f, x) =

mn−1∑
k=0

f̂k · χ̄k(x) = 0.

Ðàññìîòðèì f è χk íå íà ãðóïïå G, à íà îòðåçêå [0, 1]. Ïðè îòîáðàæå-

íèè ϕ : G
íà→ [0, 1] ñîõðàíÿåòñÿ ìåðà, è êàæäûé ñìåæíûé êëàññ Gn+̇x

ïåðåõîäèò â îòðåçîê
[
j
mn
, j+1
mn

]
. Ïîýòîìó åñëè ðàññìàòðèâàòü Smn

(f, n)

íà îòðåçêå [0, 1], òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà Smn
(f, x) = mn

∫
Gn+̇x

f(t) dµ(t)

ïîëó÷àåì, ÷òî

j
mn∫
0

f dµ = 0 ïðè ëþáîì j. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

y∫
0

f(x) dµ(x) = 0 âî âñåõ p-è÷íî ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Òàê êàê èíòå-

ãðàë
y∫
0

f(x) dµ(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî âåðõíåãî ïðåäåëà,

òî
y∫
0

f(x) dµ(x) ≡ 0 íà [0, 1], çíà÷èò, d
dy

y∫
0

f(x) dµ(x) = 0 íà [0, 1]. Ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî d
dy

y∫
0

f(x) dµ(x) = f(y) ïî÷òè âñþäó íà [0, 1], ïîëó÷àåì, ÷òî

f(y) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0, 1]. Îòñþäà f = 0 ïî÷òè âñþäó íà G. �

1.3 Ñèñòåìà Õààðà íà íóëüìåðíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå

Ïóñòü (G, +̇) � êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóïïà ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé
ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . . ,

ãäå (Gn/Gn+1)
] = pn � ïðîñòûå ÷èñëà. Ïóñòü

{1} = G⊥ ⊂ G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ G⊥n+1 ⊂ . . .

� îñíîâíàÿ öåïî÷êà àííóëÿòîðîâ.

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



1. Íóëüìåðíûå ãðóïïû è èõ õàðàêòåðû 125

Îïðåäåëåíèå 1.17. [18]Ôóíêöèè Õààðà Hn îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè

H0(x) = 1, Hjmn+k(x) = rjn(x−̇q)1Gn(x−̇q), j = 1, pn − 1,

ãäå k è q ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

k = an−1mn−1+an−2mn−2+· · ·+a0m0, q = an−1gn−1+̇an−2gn−2+̇ . . . +̇a0g0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûáèðàåì ñóæåíèå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà rn(x) íà
ïîäãðóïïó Gn, çíà÷åíèÿ êîòîðîé åñòü ðàçëè÷íûå êîðíè èç 1 ñòåïåíè pn
íà êàæäîì èç ñìåæíûõ êëàññîâ Gn+1+̇lgn, è ðàññìàòðèâàåì ðàçëè÷íûå
ñòåïåíè rjn(x), j = 1, pn − 1. Ñäâèãè ýòèõ ôóíêöèè rjn(x)1Gn(x) íà âñåâîç-
ìîæíûå êëàññû Gn+̇q è åñòü ôóíêöèè Õààðà.

Òåîðåìà 1.24. Ñèñòåìà ôóíêöèé (1, Hjmn+k) îðòîãîíàëüíà íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî∫
G

Hjmn+k(x) · 1 dµ(x) = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ∫
G

Hjmn+k(x) dµ(x) =

∫
Gn

rjn(x−̇q)1Gn(x−̇q)dµ(x) =

∫
Gn

rjn(x) dµ(x) =

=

pn−1∑
ν=0

∫
Gn+1+̇νgk

rjn(x)dµ(x) =

pn−1∑
ν=0

rjn(Gn+1+̇νgn)

∫
Gn+1+̇νgn

dµ =

=

pn−1∑
ν=0

rjνn (gn) · µGn+1 =
1

mn+1

pn−1∑
ν=0

(rjn(gn))
ν = 0.

2. Ïîêàæåì, ÷òî∫
G

Hj1mn+k(x)H̄j2mn+k(x) dµ(x) = 0 ïðè j1 6= j2.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè j1 > j2, ò. å. j1 = j2 + l, l > 1. Òîãäà∫
G

Hj1mn+k(x)H̄j2mn+k(x) dµ(x) =

∫
Gn+̇q

rj1n (x−̇q)r−j2n (x−̇q)dµ(x) =
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=

∫
Gn+̇q

rln(x−̇q)rj2n (x−̇q)r−j2n (x−̇q)dµ(x) =

∫
Gn+̇q

rln(x−̇q) dµ(x) = 0.

3. Åñëè k1 6= k2, òî∫
G

Hj1mn+k1(x)H̄j2mn+k2(x) dµ(x) = 0,

òàê êàê íîñèòåëè ôóíêöèé Hj1mn+k1(x) è Hj1mn+k2(x) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
4. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n 6= N∫

G

Hj1mn+k1(x)H̄j2mN+k2(x) dµ(x) = 0. (1.19)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè N > n. Åñëè íîñèòåëè ôóíêöèé Hj1mn+k1(x)

è Hj2mN+k2(x) íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàâåíñòâî (1.19) î÷åâèäíî âûïîëíÿåò-
ñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

suppHj2mN+k2 ⊂ suppHj1mn+k1.

Íî òîãäà∫
G

Hj1mn+k1(x)H̄j2mN+k2(x) dµ(x) =

∫
Gn+̇q1

rj1n (x−̇q1)H̄j2mN+k2(x) dµ(x) =

=

∫
GN +̇q2

rj1n (x−̇q1)r
j2
N(x−̇q2) dµ(x) =

= rj1n (GN+̇q2−̇q2)

∫
GN

rj2N(x) dµ(x) = 0. �

Òåîðåìà 1.25. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà ñìåæíûõ êëàñ-

ñàõ GN+1+̇g, åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé Õààðà H0, Hjmn+k

(0 6 n 6 N , j = 1, pn − 1, k = 0,mn − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç LmN+1
ïðîñòðàíñòâî ôóíê-

öèé, ïîñòîÿííûõ íà ñìåæíûõ êëàññàõ GN+1+̇g. Ôóíêöèè 1GN+1+̇g(x)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòî-
ìó ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà LmN+1

ðàâíà mN+1. Ôóíêöèè ñèñòåìû
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(H0, Hjmn+k)
N pn−1 mn−1
n=0 j=1 k=0 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó, ïðèíàäëåæà-

ùóþ LmN+1
, è êîëè÷åñòâî ôóíêöèé â ýòîé ñèñòåìå ðàâíî

1 +
N∑
n=0

(pn − 1)mn = mN+1,

ò. å. ñèñòåìà (1, Hjmn+k)
N
n=0 åñòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà LmN+1

. �

Ëåììà 1.9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃jmn+k ôóíêöèè Õààðà, íîðìèðîâàí-

íûå â L2(G), ò. å. H̃jmn+k =
√
mnHjmn+k. Ïóñòü

Smn+1
(f, x) =

mn+1−1∑
k=0

(f, χk)χk(x)

� ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ (χk)
∞
k=0 è

σmn+1
(f, x) =

mn+1−1∑
k=0

(f, H̃k)H̃k(x)

� ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà. Òîãäà

Smn+1
(f, x) = σmn+1

(f, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèè Õààðà (Hk(x))
mn+1−1
k=0 îáðàçóþò

áàçèñ ïðîñòðàíñòâàLmn+1
, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ χk(x) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-

íàöèÿ

χk(x) =

mn+1−1∑
j=0

ck,jH̃j(x).

Ìàòðèöà (ck,j)
mn+1−1
k,j=0 â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, ò. å.

mn+1−1∑
k=0

ck,j c̄k,l = δj,l,

mn+1−1∑
j=0

ck,j c̄l,j = δk,l.

Ïîýòîìó

Smn+1
(f, x) =

mn+1−1∑
k=0

(f, χk)χk =

=

mn+1−1∑
k=0

(
f,

mn+1−1∑
j=0

ck,jH̃j(x)

)
·
mn+1−1∑
l=0

ck,lH̃l(x) =
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=

mn+1−1∑
l=0

H̃l ·

(
mn+1−1∑
k=0

mn+1−1∑
j=0

ck,lc̄k,j(f, H̃j)

)
=

=

mn+1−1∑
l=0

H̃l

mn+1−1∑
j=0

(f, H̃j)

mn+1−1∑
k=0

ck,lc̄k,j =

mn+1−1∑
l=0

H̃l

mn+1−1∑
j=0

(f, H̃j) · δl,j =

=

mn+1−1∑
l=0

H̃l · (f, H̃l). �

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà
êîìïàêòíîé íóëüìåðíîé ãðóïïå G, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ωn(f) = sup
x−̇y∈Gn

|f(x)− f(y)|.

Â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå �Õààðà.

Òåîðåìà 1.26. Ïóñòü f îãðàíè÷åíà íà G. Òîãäà

|(H̃jmn+k, f)| 6 ωn(f)
1
√
mn

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé Õààðà

1
√
mn

(H̃jmn+k, f) =

∫
G

f(x)H̄jmn+k(x) dµ(x) =

∫
Gn+̇q

f(x)rjn(x−̇q) dµ(x).

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x−̇q = y è ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü èí-
òåãðàëà, ïîëó÷àåì

1
√
mn

(f, H̃jmn+k) =

∫
Gn

f(y+̇q)rjn(y) dµ(y) =

pn−1∑
ν=0

∫
Gn+1+̇νgn

f(y+̇q)rjn(y) dµ(y).

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gn+1+̇νgn,
è ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû

rn(Gn+̇νgn) = rn(gn)
ν.

Ïîýòîìó

1
√
mn

(f, H̃jmn+k) =

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
jν

∫
Gn+1+̇νgn

f(y+̇q) dµ(y) =
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=

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
jν

∫
Gn+1+̇νgn

(f(y+̇q)− f(gn)) dµ(y)+

+

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
jνf(gn)

∫
Gn+1+̇νgn

dµ(y). (1.20)

Òàê êàê pn � ïðîñòûå è
∫

Gn+1+̇νgn

dµ(y) = µGn+1 = 1
mn+1

, òî

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
jνf(gn)

∫
Gn+1+̇νgn

dµ(y) =
f(gn)

mn+1

pn−1∑
ν=0

rn(gn)
jν = 0.

Ïîýòîìó èç (1.20) íàõîäèì∣∣∣∣ 1
√
mn

(f, H̃jmn+k)

∣∣∣∣ 6 ωn(f)

mn+1
·pn =

ωn(f)

mn
. �

Òåîðåìà 1.27. Åñëè f íåïðåðûâíà íà G è ωn(f) = o
(

1
pn

)
, òî ðÿä

Ôóðüå �Õààðà íà G ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ÷àñòè÷íûå ñóììû σl(f, x) ïî ñèñòåìå Õà-
àðà ïðè mn < l 6 mn+1 ñ ó÷åòîì ëåììû 1.9 â âèäå

σl(f, x) = σjmn+k(f, x) =
l−1∑
ν=mn

(f, H̃ν) · H̃ν(x) + σmn
(f, x) =

= Smn
(f, x) +

l−1∑
ν=mn

(f, H̃ν) · H̃ν(x),

ãäå Smn
(f, x) � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ. Ïî

òåîðåìå 1.22 Smn
(f, x)

→→ f(x) íà G. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

Sl − Smn
=

l−1∑
ν=mn

(f, H̃ν) · H̃ν(x)⇒ 0

íà G. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x â ñóììå Sl − Smn
ñîäåðæèòñÿ íå

áîëåå pn−1 îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì òåîðåìû 1.26

|Sl−Smn
| 6 (pn−1)

ωn(f)
√
mn
·
√
mn 6 pnωn(f)→ 0. �
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Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 1.28. Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ ãðóïïà è ïóñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pn) îãðàíè÷åíà. Òîãäà ðÿä Ôóðüå �Õààðà ëþáîé

íåïðåðûâíîé íà G ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

1.4 Ëîêàëüíî êîìïàêòíûå íóëüìåðíûå ãðóïïû
è èõ õàðàêòåðû

Îïðåäåëåíèå 1.18. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî

êîìïàêòíîé, åñëè îíà èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G
íàçûâàåòñÿ íóëüìåðíîé, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäãðóïï

· · · ⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−2 ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . . ,

êîòîðàÿ ïîðîæäàåò áàçó òîïîëîãèè â ýòîé ãðóïïå è òàêàÿ, ÷òî ∩Gn = {0},
∪Gn = G.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ãðóïïû, ìîæíî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì òåîðèè Ñèëîâà óïëîòíèòü ýòó öåïî÷êó ïîäãðóïï òàê, ÷òî ïîðÿä-
êè pn (n ∈ Z) ôàêòîð-ãðóïï Gn/Gn+1 áóäóò ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Ïî-
ëîæèì m0 = 1, è îïðåäåëèì ÷èñëà mn+1 = pnmn. (n ∈ Z), ò. å.
m1 = m0p0 = p0, m2 = m1p1 = p0p1, . . . , mn+1 = p0p1 . . . pn ïðè
íàòóðàëüíîì n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, m0 = m−1+1 = p−1m−1. Òîãäà
m−1 = 1

p−1
, m−2+1 = m−1 = p−2m−2, îòñþäà m−2 = m−1

p−2
= 1

p−1p−2
è ò. ä.,

m−n = 1
p−1p−2...p−n

. Âûáåðåì ïðè êàæäîì n ∈ Z ýëåìåíò gn ∈ Gn \Gn+1 è
çàôèêñèðóåì.

Òåîðåìà 1.29. Ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g =
+∞∑

n=−∞
angn (an = 0, pn − 1), (1.21)

ïðè÷åì â ðÿäå (1.21) ïðè n < 0 òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îò-

ëè÷íî îò íóëÿ, ò. å.

g =
+∞∑
n=N

angn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì g ∈ G è ïóñòü N = sup{n : g ∈ Gn}, ò. å.
g ∈ GN . Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó GN êàê êîìïàêòíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
ãðóïïó, ñ îñíîâíîé öåïî÷êîé ïîäãðóïï

GN ⊃ GN−1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . .

Ïî òåîðåìå 1.2 ýëåìåíò g îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

g =
+∞∑
n=N

angn (an = 0, pn − 1). �

Òåîðåìà 1.30. Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà G èçîìîðôíà ìî-

äèôèöèðîâàííîé ïîëóïðÿìîé [0,+∞)∗, ãäå [0,+∞)∗ åñòü ìíîæåñòâî

[0,+∞), â êîòîðîì êàæäàÿ p-è÷íî ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà ñ÷èòàåòñÿ

äâàæäû: x − 0 è x + 0. Ïðè òàêîì èçîìîðôèçìå ãðóïïà Gn ïåðåõî-

äèò â ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê
[
0, 1

mn

]∗
. Ïðè n > 0 ýòî îòðåçêè[

0, 1
p0p1...pn−1

]∗
. Ïðè n < 0 ýòî îòðåçêè [0, p−1p−2 . . . pn]

∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì g ∈ G. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.29

g =
∞∑
n=N

angn =
−1∑
n=N

angn+̇
∞∑
n=0

angn.

Ïóñòü ïî îïðåäåëåíèþ

x = ϕ(g) =
∞∑
n=N

anmn+1 =
−1∑
n=N

anmn+1+̇
∞∑
n=0

anmn+1.

Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå ϕ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî êàæäóþ ãðóï-

ïó GN íà ìíîæåñòâî
[
0, 1

mN

]∗
. Ïðè N < 0 ýòî îòðåçîê [0, p−1p−2 . . . pN ]∗.

Ïîýòîìó ϕ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî G íà R∗+. �

Çàìå÷àíèå 1.9. Åñëè g ∈ GN è N < 0, òî ÷èñëà
−1∑
n=N

anmn+1

íàòóðàëüíûå. Ïîýòîìó ϕ(GN) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå
ñäâèãîâ ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà [0, 1]∗ íà âñåâîçìîæíûå ÷èñëà âè-

äà
−1∑
n=N

anmn+1, à ýòî è åñòü îòðåçîê [0, p−1p−2 . . . pN ]∗.
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Ìåðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñõåìå, èçëî-
æåííîé â òåîðåìàõ 1.3�1.7.

Èíòåãðàë Ëåáåãà ïîëó÷àåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èíòåãðàëà ñ êîìïàêòíûõ
ïîäãðóïï G−n íà âñþ ãðóïïó G ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì.

1. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ïîëàãàåì∫
E

fdµ = lim
n→+∞

∫
E∩G−n

dµ.

2. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè ïîëàãàåì∫
E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ.

3. Åñëè f = φ+ iψ, òî ïîëàãàåì∫
E

f dµ =

∫
E

φ dµ+ i

∫
E

ψ dµ.

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë åñòü èíòåãðàë Ëåáåãà íà G. Îí
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ èçìåðèìîé ôóíê-
öèè f èíòåãðàë

∫
E fdµ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

åò
∫
E |f |dµ. Äëÿ òàêîãî èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâû âñå ñâîéñòâà èíòåãðàëà

Ëåáåãà, âêëþ÷àÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.
Õàðàêòåðû ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì

îáðàçîì. Ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðîâ îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü X.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Ïóñòü

· · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . .

� îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï, pn = (Gn/Gn+1)
] � ïðî-

ñòûå ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî êîìïàêòíîìó ñëó÷àþ ìíîæåñòâà
G⊥n = {χ ∈ X : ∀x ∈ Gn, χ(x) = 1} íàçûâàþò àííóëÿòîðàìè

ïîäãðóïï Gn.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà àííóëÿòîðîâ:
1. ∀ n ∈ Z, G⊥n åñòü ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.
2. ∀ n ∈ Z, G⊥n ⊂ G⊥n+1.
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3. Àííóëÿòîðû G⊥n îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · ⊂ G⊥−n ⊂ · · · ⊂ G⊥−1 ⊂ G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ G⊥n+1 ⊂ . . .

4. ∀ n ∈ Z, (G⊥n+1/G
⊥
n )] = pn.

5. Ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G⊥n+1 ïî ïîäãðóïïå G
⊥
n èìåþò âèä

G⊥n · χ,

ãäå χ � õàðàêòåð, χ ∈ G⊥n+1.
6. Ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G⊥n+q ïî ïîäãðóïïå G

⊥
n èìåþò âèä G⊥n ·χ,

χ ∈ G⊥n+q.
7. Òîïîëîãèÿ â ãðóïïå õàðàêòåðîâ ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî êîìïàêòíîìó

ñëó÷àþ. Ñîâîêóïíîñòü ïîäãðóïï G⊥n óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì: ñìåæíûå êëàññûG⊥n ·χ1 èG⊥n ·χ2 èëè ñîâïàäàþò, èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ñìåæíûå êëàññû G⊥n ·χ1 è G⊥m ·χ2 èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, èëè îäèí ëåæèò
âíóòðè äðóãîãî, ò. å. åñëè n 6 m, òî G⊥n · χ1 ⊂ G⊥m · χ2. Ïîýòîìó ñìåæ-
íûå êëàññû G⊥n ·χ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû î áàçå òîïîëîãèè.
Çíà÷èò, â X ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ êàê îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâ G⊥nχ â êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì êîëè÷åñòâå. Ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðîâ
ñ òàêîé òîïîëîãèåé ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïîé.

8. Ìåðà â ãðóïïå õàðàêòåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òàê êàê G⊥n+q åñòü îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ G

⊥
n · χ (χ ∈ G⊥n+q),

òî èõ ñîâîêóïíîñòü âìåñòå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì îáðàçóåò ïîëóêîëüöî.
Â ýòîì ïîëóêîëüöå ìîæíî ââåñòè ìåðó µ ðàâåíñòâîì

µ(G⊥n · χ) = µ(G⊥n ) =
1

mn
.

Çàòåì ïðîäîëæàåì ìåðó ïî ñõåìå Êàðàòåîäîðè íà σ-àëãåáðó.
9. Êàê è â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ãðóïïû, õàðàêòåðû ëîêàëüíî êîìïàêò-

íîé ãðóïïû åñòü ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà. Îñíîâîé ýòîãî ñëó-
æèò

Ëåììà 1.10. Êàæäûé õàðàêòåð χ ∈ X ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç

àííóëÿòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîìïàêòíîé ãðóïïû è îñíîâû-
âàåòñÿ íà òîì, ÷òî õàðàêòåð χ íåïðåðûâåí â íóëå. �

Ñëåäñòâèå 1.5. X =
+∞⋃

n=−∞
G⊥n .
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Ïðè êàæäîì n ∈ Z âûáåðåì õàðàêòåðû rn ∈ G⊥n+1 \ G⊥n (n ∈ Z) è
çàôèêñèðóåì. Êàê è â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ãðóïïû, íàçîâåì èõ ôóíêöèÿìè
Ðàäåìàõåðà.

Òåîðåìà 1.31. Ëþáîé õàðàêòåð χ ∈ X ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâå-

äåíèÿ

χ(x) =
n∏

k=−∞

rk(x)ak (ak = 0, pk − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ ∈ X. Ïî ëåììå 1.10 χ ∈ G⊥n+1 \ G⊥n
ïðè íåêîòîðîì n. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n > 0. Êàæäûé ñìåæíûé
êëàññ G⊥n+1 èìååò âèä G⊥n+1 = G⊥n · rann (an = 0, 1, . . . , pn − 1). Ïîýòîìó
χ = ϕn · rann (an = 0, 1, . . . , pn− 1), ϕn ∈ G⊥n . Àíàëîãè÷íî ϕn = ϕn−1 · ran−1n−1

(an−1 = 0, pn1 − 1), ϕn−1 ∈ G⊥n−1. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì

χ = ϕ0r
a0
0 · r

a1
1 . . . rann , ϕ0 ∈ G⊥0 .

Åñëè ãðóïïà G êîìïàêòíà, òî íà ýòîì ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, òàê êàê
G⊥0 = {1} è ϕ0(x) ≡ 1. Åñëè æå ãðóïïà G ëîêàëüíî êîìïàêòíà, òî

ϕ0 = ϕ−1 · ra−1−1 (a−1 = 0, pn−1 − 1),

ϕ−1 = ϕ−2 · ra−2−2 (a−2 = 0, pn−2 − 1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

χ(x) =
n∏

k=−∞

rk(x)ak (ak = 0, pk − 1). �

Çàìå÷àíèå 1.10. Ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αk)
n
k=−∞ ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ÷èñëî

t =
n∑

k=−∞

αkmk =
−1∑

k=−∞

αkmk︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

+
n∑
k=0

αkmk︸ ︷︷ ︸
∈N

è ïðèñâîèòü õàðàêòåðó χ(x) íîìåð t. Òàêèì îáðàçîì,

χt(x) =
n∏

k=−∞

rk(x)αk (αk = 0, pk − 1),
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t =
n∑

k=−∞

αkmk =
−1∑

k=−∞

αkmk +
n∑
k=0

αkmk.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îòëè÷èå îò êîìïàêòíîé ãðóïïû â ëîêàëüíî êîìïàêò-
íîé ãðóïïå õàðàêòåðîâ íå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à êîíòèíóàëüíîå, è ôóíê-
öèþ, îïðåäåëåííóþ íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå G, íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ðÿäà ïî ñèñòåìå õàðàêòåðîâ.

1.5 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èíòåãðèðóåìûõ è ãëàä-
êèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Åñëè f ∈ L(G), òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë∫
G

f(x)(χ, x) dµ(x),

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåò-
ñÿ f̂(χ), ò. å.

f̂(χ) =

∫
G

f(x)(χ, x) dµ(x). (1.22)

Ñâîéñòâà.
1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð, ò. å.

(α1f1 + α2f2)̂ (χ) = α1f̂1(χ) + α2f̂2(χ).

Ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî âûòåêàåò èç (1.22).
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f+̇h(x) ñäâèã ôóíêöèè f , ò. å. f+̇h(x) = f(x+̇h).

Òîãäà
f̂+̇h(χ) = (χ, h)f̂(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà, èìååì

f̂+̇h(χ) =

∫
G

f(x+̇h)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

f(x+̇h)(χ, x+̇h)(χ, −̇h) dµ(x) =

= (χ, h)

∫
G

f(x)(χ, x) dµ(x) = (χ, h)f̂(χ). �
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3. Åñëè f ∈ L(G), χ1 � õàðàêòåð, òî

(χ1f )̂ (χ) = f̂(χχ−1
1 ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (1.22)

f̂(χχ−1
1 ) =

∫
G

f(x)(χχ−1
1 , x) dµ(x) =

∫
G

f(x)(χ, x)(χ−1
1 , x) dµ(x) =

=

∫
G

(χ1, x)f(x)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

(χ1f)(x)(χ, x) dµ(x) = (χ1f )̂ (χ). �

4. Åñëè f ∈ L(G), òî (f̄ )̂ = (f̂)∗, ò. å. (f̄ )̂ (χ) = f̂(χ−1).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(f̄ )̂ (χ) =

∫
G

f̄(x)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

f̄(x)(χ−1, x) dµ(x) =

=

∫
G

f(x)(χ−1, x) dµ(x) = f̂(χ−1). �

5. Åñëè f1, f2 ∈ L(G), òî ñâåðòêà f1 ∗ f2 ∈ L(G) è ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

(f1 ∗ f2)̂ (χ) = f̂1(χ)f̂2(χ). (1.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü ñâåðòêè f1∗f2 äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê è â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ãðóïïû. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (1.23). Íà
îñíîâàíèè òåîðåìû Ôóáèíè è èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà èìååì

(f1 ∗ f2)̂ (χ) =

∫
G

(f1 ∗ f2)(x)(χ, x) dµ(x) =

=

∫
G

∫
G

f1(x−̇t)f2(t) dµ(t)

 (χ, x) dµ(x) =

=

∫
G

f2(t)(χ, t) dµ(t) ·
∫
G

f1(x−̇t)(χ, x−̇t) dµ(x) =

=

∫
G

f2(t)(χ, t) dµ(t)

∫
G

f1(x)(χ, x) dµ(x) = f̂2(χ)f̂1(χ). �
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Îïðåäåëåíèå 1.22. Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèåé

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ϕ(x) =
N∑
k=1

λk1Gnk +̇hk(x). (1.24)

Çàìå÷àíèå 1.11. Åñëè îáîçíà÷èòü

n = max
k=1,N

nk, λ̃j =
∑

k: Gnk +̇hk⊃Gn+̇h̃j

λk,

òî ϕ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ(x) =
Ñ∑
j=1

λ̃j1Gn+̇h̃j
(x), (1.25)

ãäå â îòëè÷èå îò (1.24) ñìåæíûå êëàññû Gn+̇h̃j äèçúþíêòíû.

Òåîðåìà 1.32. Ïóñòü ϕ(x) = 1Gn(x). Òîãäà

ϕ̂(χ) = µ(Gn)1G⊥n (χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ̂(χ) è ôóíêöèè ϕ èìååì

ϕ̂(χ) =

∫
G

ϕ(x)(χ, x) dµ(x) =

∫
Gn

(χ, x) dµ(x).

Åñëè χ ∈ G⊥n , òî (χ, x) = 1 ïðè x ∈ Gn è ïîýòîìó ϕ̂(χ) = µGn. Åñëè
χ /∈ G⊥n , òî ñóæåíèå χ|Gn õàðàêòåðà χ íà Gn åñòü õàðàêòåð êîìïàêòíîé
ãðóïïû Gn, îòëè÷íûé îò åäèíè÷íîãî, è ïîýòîìó îðòîãîíàëüíûé ê íåìó.
Çíà÷èò,

∫
Gn

(χ, x) dµ(x) = 0. �

Òåîðåìà 1.33. Åñëè ϕ � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ðà-

âåíñòâîì

ϕ(x) =
N∑
j=1

λj1Gn+̇hj(x), (1.26)

òî

ϕ̂(χ) = µGn

N∑
j=1

λj(χ, hj)1G⊥n (χ). (1.27)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíê-
öèè 1Gn+̇h. Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà èìååì ñ
ó÷åòîì òåîðåìû 1.32(
1Gn+̇h

)∧
(χ) =

∫
G

1Gn+̇h(x)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

1Gn+̇h(x+̇h)(χ, x+̇h) dµ(x) =

=

∫
Gn

(χ, x)(χ, h) dµ(x) = (χ, h)

∫
Gn

(χ, x) dµ(x) = (χ, h)1G⊥n (χ)µ(Gn).

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì

ϕ̂(χ) =
N∑
j=1

λj1
∧
Gn+̇hj

(χ) = µGn

N∑
j=1

λj(χ, hj)1G⊥n (χ). �

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíê-

öèè � ñíîâà ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (1.26). Î÷åâèäíî,
÷òî supp ϕ̂ ⊂ G⊥n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç GM íàèìåíüøóþ ïîäãðóïïó â G,

ñîäåðæàùóþ îáúåäèíåíèå
N⊔
j=1

(Gn+̇hj), è ïîêàæåì, ÷òî ϕ̂ ïîñòîÿííà íà

ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥Mζ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü χ ∈ G⊥M . Òîãäà

ϕ̂(χ · ζ) =

∫
G

ϕ(x)(χζ, x) dµ(x) =

∫
GM

ϕ(x)(χ, x)(ζ, x) dµ(x) =

=

∫
GM

ϕ(x)(ζ, x) dµ(x)

íå çàâèñèò îò χ ∈ G⊥M , ò. å. ϕ̂ ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥Mζ. �

Òåîðåìà 1.34. Ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ âîññòàíàâëèâàåòñÿ

ïî ñâîåìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ϕ̂(χ) ðàâåíñòâîì

ϕ(x) =

∫
X

ϕ̂(χ)(χ, x) dν(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ϕ̂(χ) â âèäå (1.27), íà-
õîäèì∫

X

ϕ̂(χ)(χ, x) dν(χ) = µGn

N∑
j=1

λj

∫
X

1G⊥n (χ)(χ, x−̇h) dν(χ) = (1.28)
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= µGn

N∑
j=1

λj

∫
G⊥n

(χ, x−̇hj) dν(χ). (1.29)

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.32, íàõîäèì, ÷òî
åñëè x ∈ Gn+̇hj, òî

∫
G⊥n

(χ, x−̇hj) dν(χ) = µG⊥n . Åñëè æå x /∈ Gn+̇hj,

òî
∫
G⊥n

(χ, x−̇hj) dν(χ) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∫
G⊥n

(χ, x−̇hj) dν(χ) =

= µG⊥n1Gn+̇hj(x). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (1.29), ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû. �

Ëåììà 1.11. Åñëè ϕ � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òî∫
G

ϕ(x) dµ(x) =

∫
G

ϕ(−̇x) dµ(x). (1.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ,
òî ϕ(x) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gn+̇hj è suppϕ ⊂ GN .
Ýëåìåíòû x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî ïîä-
ãðóïïå Gn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x−̇y ∈ Gn, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî −̇x−̇(−̇y) ∈ Gn, ò. å. y−̇x ∈ Gn. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ −̇x îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó ñìåæ-
íûõ êëàññîâ, íà êîòîðûõ ϕ ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó èíòåãðàëû â (1.30)
ðàâíû. �

Òåîðåìà 1.35 (ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíê-
öèé). Ïóñòü ϕ, ψ � ãëàäêèå ôèíèòíûå ôóíêöèè. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî ∫
G

ϕ(x)ψ(x) dµ(x) =

∫
X

ϕ̂(χ)ψ̂(χ) dν(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ
ãðóïïà, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãëàäêîé ôèíèò-
íîé ôóíêöèè a(χ) ðàâåíñòâîì

ǎ(x) =

∫
X

a(χ)(χ, x) dν(χ),

è â ýòîì ñëó÷àå a(χ) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôóíêöèè ă(x) ðàâåíñòâîì

a(χ) =

∫
G

ă(x)(χ, x) dµ(x). (1.31)
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Äëÿ ñâåðòêè (a ∗ b)(χ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (a ∗ b)̆ (x) = ă(x)b̆(x), èç
êîòîðîãî ñ ó÷åòîì (1.31) íàõîäèì

(a ∗ b)(χ) =

∫
G

ă(x)b̆(x)(χ, x) dµ(x). (1.32)

Ïîëîæèì òåïåðü â ðàâåíñòâå (1.32) a = ϕ̂(χ), b = ψ̂(χ). Ïîëó÷èì

(ϕ̂ ∗ ψ̂)(χ) =

∫
G

(ϕ̂)̆ (x)(ψ̂)̆ (x)(χ, x) dµ(x). (1.33)

Íàéäåì (ϕ̂)̆ . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååì

(ϕ̂)̆ (x) =

∫
X

ϕ̂(χ)(χ, x) dν(χ) =

∫
X

ϕ̂(χ)(χ, −̇x) dν(χ) = ϕ(−̇x).

Ïîýòîìó (1.33) ïðèìåò âèä

(ϕ̂ ∗ ψ̂)(χ) =

∫
G

ϕ(−̇x)ψ(−̇x)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

ϕ(−̇x)ψ(−̇x)(χ, −̇x) dµ(x).

Ïîëàãàÿ χ ≡ 1, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì ëåììû 1.11

(ϕ̂ ∗ ψ̂)(1) =

∫
G

ϕ(x)ψ(x) dµ(x).

Åñëè çàìåíèòü ψ íà ψ̄, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(ϕ̂ ∗ ψ̄ )̂(1) =

∫
G

ϕ(x)ψ̄(x) dµ(x). (1.34)

C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñâåðòêè (ϕ̂ ∗ ψ̄ )̂(χ) èìååì ïî îïðåäåëåíèþ

(ϕ̂ ∗ ψ̄ )̂(χ) =

∫
X

ϕ̂(χt−1)(ψ̄)̂ (t) dν(t). (1.35)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ψ̄ ,̂ íàõîäèì

ψ̄ (̂t) =

∫
G

ψ̄(x)(t, x) dµ(x) =

∫
G

ψ(x)(t−1, x) dµ(x) = ψ̂(t−1).
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Ñîåäèíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî è (1.35), ïîëó÷àåì

(ϕ̂ ∗ ψ̄ )̂(χ) =

∫
X

ϕ̂(χt−1)ψ̂(t−1) dν(t). (1.36)

Ïîëàãàÿ â (1.36) χ ≡ 1 è ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè â (1.35) è (1.34),
ïîëó÷àåì ∫

X

ϕ̂(t−1)ψ̂(t−1) dν(t) =

∫
G

ϕ(x)ψ̄(x) dµ(x),

îòêóäà ñ ó÷åòîì ëåììû èìååì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

Ñëåäñòâèå 1.7. Äëÿ ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè ϕ(x) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî ∫
G

|ϕ(x)|2 dµ(x) =

∫
X

|ϕ̂(χ)|2 dν(χ),

êîòîðîå òàêæå íàçûâàþò ðàâåíñòâîì Ïëàíøåðåëÿ.

Òåîðåìà 1.36. Ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ íà X åñòü ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå íåêîòîðîé ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(χ) � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ íà X, è ïóñòü

g(χ) =

PMPM+1...PN−1∑
j=1

λj1G⊥M ·χj(χ),

ò. å. g ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóïïå G⊥M , ëåæàùèõ â G
⊥
N

è supp g ⊂ G⊥N . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) ðàâåíñòâîì

f(x) =

∫
X

g(χ)(χ, x)dν(χ).

Òîãäà f � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ñ supp f ⊂ GM è ïîñòîÿííàÿ
íà ñìåæíûõ êëàññàõ GN+̇hj (hj = aN−1gN−1+̇aN−2gN−2+̇ . . . +̇aMgM).

Ïîêàæåì, ÷òî f̂(χ) = g(χ). Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì χ ∈ G⊥M · ζj, è ïóñòü
χ = χM · ζj, ãäå χM ∈ G⊥M è ζj = rβMM r

βM+1

M+1 · · · · · r
βN−1
N−1 . Òîãäà

f̂(χ) =

∫
G

f(x)(χ, x) dµ(x) =

∫
GM

f(x)(χMζj, x) dµ(x) =
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=

∫
GM

f(x)(χM , x)(ζj, x) dµ(x) =

∫
GM

f(x)(ζj, x) dµ(x) =

=

∫
GM

(ζj, x) dµ(x)

∫
X

g(χ̃)(χ̃, x)dν(χ̃)=

∫
GM

(ζj, x) dµ(x)

∫
G⊥N

g(χ̃)(χ̃, x)dν(χ̃) =

=

∫
GM

(ζj, x) dµ(x)
∑
k

∫
G⊥Nχk

λk(χ̃, x)dν(χ̃). (1.37)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà, íàõîäèì ïðè x ∈ GM∫
G⊥Mχk

(χ̃, x)dν(χ̃) =

∫
X

(χ̃, x)1G⊥Mχk(χ̃)dν(χ̃) =

=

∫
X

(χ̃, x)1G⊥M (χ̃, χ−1
k )dν(χ̃) =

∫
X

(χ̃χk, x)1G⊥M (χ̃)dν(χ̃) =

=

∫
G⊥M

(χ̃, x)(χk, x)dν(χ̃) =

∫
G⊥M

(χk, x)dν(χ̃) = (χk, x)ν(G⊥M).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (1.37), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

f̂(χ) =

∫
Gm

(ζj, x) dµ(x)
∑
k

λkν(G⊥M)(χk, x) =

= ν(G⊥M) ·
∑
k

λk

∫
Gm

(ζj, x)(χk, x) dµ(x) = ν(G⊥M)µGm

∑
k

λkδk,j = λj. �

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé,
èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 1.35 äëÿ ãëàäêîé
ôèíèòíîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

G

|ϕ(x)|2 dµ(x) =

∫
X

|ϕ̂(χ)|2 dν. (1.38)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : ϕ → ϕ̂, êîòîðîå îïðåäåëåíî äëÿ ãëàä-
êèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé. Ðàâåíñòâî (1.38) îçíà÷àåò, ÷òî F èçîìåòðè÷íî.
Òàê êàê ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé ïëîòíî â L2(G) è L2(X),
òî ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå F íà âñå L2(G) òàê, ÷òî îíî áó-
äåò èçîìåòðè÷íî îòîáðàæàòü L2(G) íà L2(X). Îáðàç F (ϕ) ëþáîé ôóíê-
öèè ϕ ∈ L2(G) òàêæå áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå è îáîçíà-
÷àòü ϕ̂(χ).
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Òåîðåìà 1.37. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ̂(χ) = lim
n→∞

ϕ̂n(χ), (1.39)

ãäå ϕ̂n(χ) =
∫
Gn

ϕ(x)(χ, x) dµ(x) è ïðåäåë â (1.39) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå

ñõîäèìîñòè ïî íîðìå L2(X), ò. å.

lim
n→−∞

‖ϕ̂(χ)− ϕ̂n(χ)‖L2(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ̂n(χ) ôóíäà-
ìåíòàëüíà. Îáîçíà÷èì ϕn(x) = ϕ(x)1Gn(x). Î÷åâèäíî, ÷òî ϕn ∈ L1(G),
ò. å. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ϕ̂n îïðåäåëåíî. Êðîìå òîãî, ‖ϕn−ϕ‖L2(G) → 0,
çíà÷èò, ‖ϕn − ϕm‖L2(G) → 0 ïðè m,n→ −∞. Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè F

èìååì
‖ϕ̂n − ϕ̂m‖L2(X) = ‖ϕn − ϕm‖L2(G) → 0,

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ϕ̂n) ôóíäàìåíòàëüíà â L2(X), çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ ψ(χ) ∈ L2(X), äëÿ êîòîðîé

lim
n→∞
‖ψ(χ)− ϕ̂n(χ)‖L2(X) = 0.

Èç èçîìåòðè÷íîñòè F ñëåäóåò, ÷òî ψ = Fϕ. �

Òåîðåìà 1.38. Åñëè fn ∈ L2(G) è fn → f ïî íîðìå L2(G), òî f̂n → f̂

ïî íîðìå L2(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕn � ãëàäêèå ôèíèòíûå ôóíêöèè, òà-
êèå, ÷òî ‖ϕn − fn‖L2(G) 6

1
2n . Òîãäà ϕn → f ïî íîðìå L2(G), çíà÷èò,

f̂ = lim
n→∞

ϕ̂n â L2(X). Òàê êàê ‖ϕ̂n − f̂n‖L2(X) = ‖ϕn − fn‖L2(G) 6
1

2n , òî

‖f̂ − f̂n‖L2(X) 6 +‖f̂ − ϕ̂n‖L2(X) + ‖ϕ̂n − f̂n‖L2(X) → 0 ïðè n→∞. �

Òåîðåìà 1.39 (ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ). Åñëè f, g ∈ L2(G), òî∫
G

f(x)g(x) dµ(x) =

∫
X

f̂(χ)ĝ(χ) dν(χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕn è ψn � ôèíèòíûå ãëàäêèå ôóíêöèè, òà-
êèå, ÷òî ‖f−ϕn‖L2(G) → 0 è ‖g−ψn‖L2(G) → 0. Ïî ðàâåíñòâó Ïëàíøåðåëÿ
äëÿ ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé∫

G

ϕn(x)ψn(x) dµ(x) =

∫
X

ϕ̂n(χ)ψ̂n(χ) dν(χ).
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Íî

lim
n→∞

∫
G

ϕn(x)ψn(x) dµ(x) =

∫
G

fg dµ.

Â ñàìîì äåëå,∣∣∣∣∣∣
∫
G

ϕnψn dµ−
∫
G

fg dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
G

|ϕnψn − fg| dµ 6
∫
G

|ϕnψn − fψn| dµ+

+

∫
G

|fψn − fg| dµ 6 ‖ψn‖ · ‖ϕn − f‖+ ‖f‖ · ‖ψn − g‖ → 0 (n→ +∞).

Àíàëîãè÷íî

lim
n→∞

∫
X

ϕ̂n(χ)ψ̂n(χ) dµ(χ) =

∫
G

f̂ ĝ dν(χ).

Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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2 ÂÅÉÂËÅÒ-ÀÍÀËÈÇ ÍÀ ÍÓËÜÌÅÐÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ

2.1 Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç
íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ââîäèì ïîíÿòèå êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà
(ÊÌÀ) íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé íóëüìåðíîé ãðóïïå G è óêàçûâàåì óñëî-
âèÿ íà ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(G), ïðè êîòîðûõ îíà ïîðîæäàåò
îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ [19�21].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü (gn)n∈Z � áàçèñíàÿ ñèñòåìà â G. Ïîëîæèì
ïî îïðåäåëåíèþ

H0 = {h = a−1g−1 + a−2g−2 + · · ·+ a−sg−s : s ∈ N},
Hn = {h = a−1g−1 + a−2g−2 + · · ·+ a−n−1g−n−1}, n ∈ N0.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ìíîæåñòâî H0 åñòü àíàëîã ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, òàê êàê ïðè ñòàíäàðòíîì îòîáðàæåíèè ϕ(x) =

∑
n

an
mn+1

âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî
ϕ(H0) = {0, 1, 2, . . . } = N0.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. ϕ̂·−̇h(x) = ϕ̂(χ)(χ, h) ïðè ëþáîì h ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî.

ϕ̂·−̇h(x) =

∫
G

ϕ(x−̇h)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

ϕ(x)(χ, x+̇h) dµ(x) =

=

∫
G

ϕ(x)(χ, x) · (χ, h) dµ(x) = (χ, h)ϕ̂(χ). �

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ϕ ∈ L2(G), |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ) ïî÷òè âñþäó, òî

(ϕ(x−̇h))h∈H0
� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â L2(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h, g ∈ H0. Òîãäà∫
G

ϕ(x−̇h)ϕ(x−̇g) dµ(x) =

∫
X

ϕ̂·−̇h(χ)ϕ·−̇g(χ) dν(χ) =

=

∫
X

ϕ̂(χ)(χ, h) · ϕ̂(χ)(χ, g) dν(χ) =

=

∫
X

|ϕ̂(χ)|2(χ, h)(χ, g) dν(χ) =

∫
X

1G⊥0 (χ)(χ, g−̇h) dν(χ) =
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=

∫
G⊥0

(χ, g−̇h) dν(χ) = 1G0
(g−̇h).

Åñëè g = h, òî g−̇h = 0 ∈ G0 ⇒ 1G0
(g−̇h) = 1.

Åñëè g, h ∈ H0 è g 6= h, òî g−̇h /∈ G0 ⇒ 1G0
(g−̇h) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ(x−̇h) � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. �

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ϕ(x) � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ,

supp ϕ̂(χ) ⊂ G⊥0 , ϕ̂(1) = 1 è ϕ(x−̇h)h∈H0
� îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ñèñòåìà. Òîãäà |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðè h ∈ H0 èíòåãðàë∫
G

ϕ(x)ϕ(x−̇h) dµ(x) =

∫
X

ϕ̂(χ)ϕ̂(χ)(χ, h) dν(χ) =

=

∫
X

|ϕ̂(χ)|2(χ, h) dν(χ) =

∫
G0

|ϕ̂(χ)|2(χ, h) dν(χ).

Òàê êàê ϕ � ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òî ϕ̂ � òîæå ãëàäêàÿ ôè-
íèòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ϕ̂(χ) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nζ =

= G⊥−Nr
α−N
−N . . . r

α−1
−1 . Èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåì â âèäå

∫
G0

|ϕ̂(χ)|2(χ, h) dν(χ) =

p−N−1∑
α−N=0

· · ·
p−1−1∑
α−1=0

|ϕ̂(G⊥−Nζ)|2
∫

G⊥−Nζ

(χ, h) dν(χ).

Âû÷èñëÿåì∫
G⊥−Nζ

(χ, h) dν(χ) =

∫
X

1G⊥−Nζ(χ)(χ, h) dν(χ) =

∫
X

1G⊥−Nζ(χζ)(χζ, h) dν(χ) =

=

∫
X

1G⊥−N (χ)(χ, h)(ζ, h) dν(χ) = (ζ, h)

∫
G⊥−N

(χ, h) dν(χ) =

= (ζ, h)1G−N (h)µG⊥−N .

Ïîëîæèì h = a−1g−1+̇ . . . +̇a−Ng−N , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

p−N−1∑
α−N=0

· · ·
p−1−1∑
α−1=0

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . r

α−1
−1 )|2(rα−N−N . . . r

α−1
−1 ,

∞∑
k=1

a−kg−k) · µG⊥−N =
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=

{
1, åñëè âñå a1 = · · · = an = 0,

0, åñëè ñðåäè íèõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íå íîëü.

Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíà, çíà÷èò, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèì ðåøåíèåì áóäåò

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . r

α−1
−1 )|2 = 1. �

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû, â êîòîðûõ pn = p ïðè
âñåõ n ∈ Z, òàê êàê òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü îïåðàòîð
ðàñòÿæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü (G, +̇) � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ
ãðóïïà, (Gn)

+∞
n=−∞ � îñíîâíàÿ öåïî÷êà, (Gn/Gn+1)

] = p, (p � ïðîñòîå),
gn ∈ Gn \ Gn+1 � áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îïðåäåëèì îïåðàòîð
A : G→ G ðàâåíñòâîì

A (x) = A

(∑
n∈Z

angn

)
=
∑
n∈Z

angn−1, åñëè x =
∑
n∈Z

angn.

Åñëè îïåðàòîð A àääèòèâåí, ò. å. A (x+̇y) = A (x)+̇A (y), òî áóäåì íà-
çûâàòü åãî îïåðàòîðîì ðàñòÿæåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.2. Îïåðàòîð A áóäåò àääèòèâíûì, åñëè îïåðàöèÿ +̇

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

pgn = γ1gn+1+̇γ2gn+2+̇ . . . +̇γsgn+s (γj = 0, p− 1),

ãäå γi (i = 1, s) � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà.

Ñâîéñòâà îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ.
Ñâîéñòâî 1. A (Gn) = Gn−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. A (Gn) = {A (angn+̇an+1gn+1+̇ . . . )} = {(angn−1+̇

+̇an+1gn+̇ . . . )} = Gn−1. �
Ñâîéñòâî 2.

∫
G

f(x) dµ(x) = p
∫
G

f(A x) dµ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = 1Gn(x). Òîãäà

f(A x) = 1Gn(A x) = 1AGn+1
(A x) = 1Gn+1

(x)⇒

⇒
∫
G

f(x) dx =

∫
Gn

dµ(x) = µGn,
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G

f(A x) dµ(x) =

∫
G

1Gn+1
(x) dµ(x) = µGn+1 =

1

p
µGn.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ ôóíêöèè 1Gn(x), îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî îíî âåðíî äëÿ ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé, çíà÷èò, âåðíî äëÿ
âñåõ f ∈ L(G). �

Îïðåäåëåíèå 2.3. Îïðåäåëèì îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ A íà ãðóïïå

õàðàêòåðîâ X ñëåäóþùèì îáðàçîì: (χA , x)
df
= (χ,A x), ò. å. îïåðàòîð A

äåéñòâóåò íà ýëåìåíòû x ∈ G ñëåâà, à íà ýëåìåíòû χ ∈ X ñïðàâà.

Ñâîéñòâî 3. G⊥nA = G⊥n+1.
Äîêàçàòåëüñòâî. χ ∈ G⊥n ⇔ (χ,Gn) = 1 ⇔ (χA ,A −1Gn) = 1 ⇔

⇔ (χA , Gn+1) = 1⇔ χA = G⊥n+1. �
Ñâîéñòâî 4. Åñëè r0 ∈ G⊥0 \G⊥0+1 �ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, òî ôóíêöèè

r0A n ∈ G⊥n \G⊥n+1, ò. å. r0A n åñòü n-ÿ ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà.
Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà. �

Ëåììà 2.1. Åñëè g, h ∈ H0, òî∫
G⊥0

(χ, g)(χ, h) dν(χ) = δg,h =

{
1, g = h,

0 g 6= h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû x ∈ G êàê õàðàêòåðû ãðóï-
ïû X, è ïóñòü x̃ = x|G⊥0 � ñóæåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðîâ íà ãðóïïó G⊥0 . Òîãäà

x̃ = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N ∈ H0

(çäåñü íàäî ó÷åñòü, ÷òî (G⊥0 , gk) = 1 ïðè k > 0). Ïîýòîìó H0 åñòü ãðóïïà
õàðàêòåðîâ êîìïàêòíîé ãðóïïû G⊥0 , çíà÷èò, ýëåìåíòû èç H0, òî÷íåå èõ
ñóæåíèÿ íà G⊥0 , îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(G

⊥
0 ). �

Ñëåäñòâèå 2.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

1)
∫
G⊥0

(χ, x) dν(χ) = 1G0
(x);

2)
∫
G0

(χ, x) dµ(x) = 1G⊥0 (χ).

Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå èç ëåì-
ìû 2.1, âòîðîå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê ïåðâîìó.
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Ñëåäñòâèå 2.2. Äëÿ ëþáîãî n ∈ Z ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

1)
∫
G⊥n

(χ, x) dν(χ) = pn1Gn(x);

2)
∫
Gn

(χ, x) dµ(x) = 1
pn1G⊥n (χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Íà îñíîâà-
íèè ðàâåíñòâà∫

X

f(χA ) dν(χ) = p−1

∫
X

f(χ) dν(χ), 1G⊥n (x) = 1G0
(A nx)

è ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ ìû èìååì∫
G⊥n

(χ, x) dν(χ) =

∫
X

1G⊥n (χ)(χ, x) dν(χ) = pn
∫
X

(χA n, x)1G⊥n (χA n) dν(χ) =

= pn
∫
X

(χ,A nx)1G⊥0 (χ) dν(χ) = pn1G0
(A nx) = pn1Gn(x).

Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïðè êàæäîì öåëîì l ôóíêöèè (p−l/2A −lh)h∈H0
îá-

ðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó íà ïîäãðóïïå G⊥l .

Äîêàçàòåëüñòâî.∫
G⊥l

(χA −l, h)(χA −l, g) dν(χ) =

∫
X

1G⊥l (χ)(χA −l, h)(χA −l, g) dν(χ) =

=

∫
X

1G⊥l A −l(χ)(χA −l, h)(χA −l, g) dν(χ) =

= pl
∫
X

1G⊥l A −l(χ)(χ, h)(χ, g) dν(χ) =

= pl
∫
X

1G⊥0 (χ)(χ, h)(χ, g) dν(χ) = pl
∫
G⊥0

(χ, h)(χ, g) dν(χ) = plδh,g. �

Ëåììà 2.2. Åñëè ϕ ∈ L2(G) è A � îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ,òî

ϕ̂A ·−̇g(χ) =
1

p
(χ,A −1g)ϕ̂(χA −1),

ãäå χA −1 � õàðàêòåð, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì χA −1(x) = χ(A −1x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ ïî-
ëó÷àåì

ϕ̂A ·−̇g(χ) =

∫
G

ϕ(A x−̇g)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

ϕ(A x−̇g)(χ,A −1A x) dµ(x) =

=
1

p

∫
G

ϕ(x−̇g)(χ,A −1x) dµ(x) =

=
1

p

∫
G

ϕ(x−̇g)(χ,A −1x−̇A −1g+̇A −1g) dµ(x) =

=
1

p
(χ,A −1g)

∫
G

ϕ(x−̇g)(χA −1, x−̇g) dµ(x) =

=
1

p
(χ,A −1g)

∫
G

ϕ(x)(χA −1, x) dµ(x) =
1

p
(χ,A −1g)ϕ̂(χA −1). �

Ëåììà 2.3. Ïóñòü χn,s = rαnn r
αn+1

n+1 . . . r
αn+s
n+s � õàðàêòåð, íå ïðèíàä-

ëåæàùèé G⊥n . Òîãäà∫
G⊥nχn,s

(χ, x) dν(χ) = pn(χn,s, x)1Gn(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì èìååì∫
G⊥nχn,s

(χ, x) dν(χ) =

∫
X

1G⊥n (χ)(χn,sχ, x) dν(χ) =

=

∫
G⊥n

(χn,s, x)(χ, x) dν(χ) = pn(χn,s, x)1Gn(x). �

Ëåììà 2.4. Ïóñòü hn,s = an−1gn−1+̇an−2gn−2+̇ . . . +̇an−sgn−s /∈ Gn.

Òîãäà ∫
Gn+̇hn,s

(χ, x) dµ(x) =
1

pn
(χ, hn,s)1G⊥n (χ).

Ýòî ëåììà, äâîéñòâåííàÿ ê ïðåäûäóùåé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü M,N ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DM(G−N)

ìíîæåñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé f ∈ L2(G), ïîñòîÿííûõ íà ñìåæíûõ
êëàññàõ GM+̇g, äëÿ êîòîðûõ supp f ⊂ G−N .D−N(G⊥M) îïðåäåëÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.
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Ëåììà 2.5. Ïóñòü M,N ∈ N, f ∈ DM(G−N) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà f̂ ∈ D−N(G⊥M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ
êëàññàõ GM+̇g è supp f ⊂ G−N . Ïîêàæåì, ÷òî supp f̂ ⊂ G⊥M . Ïóñòü
χ /∈ G⊥M . Òîãäà

f̂(χ) =

∫
G

f(x)(χ, x) dµ(x) =

∫
G−N

f(x)(χ, x) dµ(x) =

=
∑

hM,N∈HN
M

∫
GM +̇hM,N

f(x)(χ, x) dµ(x),

ãäå

HN
M = {hM,N = aM−1gM−1+̇aM−2gM−2+̇ . . . +̇a−Ng−N}.

Ïî ëåììå 2.4

f̂(χ) =
∑

f(GM+̇hM,N)

∫
GM +̇hM,N

(χ, x) dµ(x) =

=
∑

f(GM+̇hM,N)
1

pM
(χ, hM,N)1G⊥M (χ) = 0.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî f̂ ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nζ. Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü χ ∈ G⊥−Nζ è ζ = r

α−N
−N r

α−N+1

−N+1 . . . r
α−N+s

−N+s . Òîãäà χ = χ−Nζ, ãäå
χ−N ∈ G⊥−N . Ïîýòîìó

f̂(χ) =

∫
G−N

f(x)(χ, x) dµ(x) =

∫
G−N

f(x)(χ−Nζ, x) dµ(x) =

=

∫
G−N

f(x)(ζ, x) dµ(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f̂(χ) çàâèñèò òîëüêî îò ζ. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 2.6. Ïóñòü ϕ ∈ L2(G). Ñèñòåìà (ϕ(x−̇h))h∈H0
îðòîíîð-

ìèðîâàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îðòîíîðìèðîâàíà ñèñòåìà(
p
n
2ϕ(A nx−̇h)

)
h∈H0

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà∫
G

p
n
2ϕ(A nx−̇h)p

n
2ϕ(A nx−̇g) dµ =

∫
G

ϕ(x−̇h)ϕ(x−̇g) dµ. �

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà íà
íóëüìåðíîé ãðóïïå.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ â L2(G) ïîäïðî-
ñòðàíñòâ (Vn)n∈Z íàçûâàåòñÿ êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì, åñëè âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (àêñèîìû):

A1. Vn ⊂ Vn+1.
A2.

⋃
n∈Z

Vn � ïëîòíî â L2(G), ò. å.
⋃
n∈Z

Vn = L2(G).

A3.
⋂
n∈Z

Vn = {0}.

A4. ∀ n, f ∈ Vn ⇔ f(A x) ∈ Vn+1.
A5. Åñëè f(x) ∈ V0, òî f(x−̇h) ∈ V0 ïðè h ∈ H0.
A6. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(G) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà (ϕ(x−̇h))h∈H0

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(G). ϕ íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðó-
þùåé ôóíêöèåé.

Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç èñïîëüçóþò äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ áàçèñîâ â L2(G). Ïîýòîìó âîçíèêàåò äâå çàäà÷è:

1) íàó÷èòüñÿ ñòðîèòü ÊÌÀ è ôóíêöèþ ϕ;
2) ïî ôóíêöèè ϕ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ψ (èëè íåñêîëüêî ôóíêöèé ψ1,

ψ2, . . . , ψs) òàêóþ, ÷òî (ψj(A nx−̇h))n∈Z,h∈H0, j=1,s îáðàçóþò îðòîíîðìèðî-
âàííóþ ñèñòåìó â L2(G).

Ðàññìîòðèì ýòè çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü ϕ ∈ L2(G) òàêàÿ, ÷òî ñäâèãè (ϕ(x−̇h))h∈H0

åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ìû çíàåì, ÷òî ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñ-
ëè |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ). Ïî ôóíêöèè ϕ(x) ñòðîÿòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà

Vn = span(ϕ(A nx−̇h))h∈H0
. Åñëè Vn îáðàçóþò ÊÌÀ, òî ϕ áóäåò ìàñ-

øòàáèðóþùåé ôóíêöèåé â ýòîì ÊÌÀ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ϕ ïî-
ðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ, à ϕ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàñøòà-
áèðóþùåé ôóíêöèåé. Îñíîâíîé âîïðîñ: êàê íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ ϕ?

Òåîðåìà 2.3. Åñëè (Vn)n∈Z � ÊÌÀ ñ îðòîãîíàëüíîé ìàñøòàáèðó-

þùåé ôóíêöèé ϕ, òî ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ(x) =
∑
h∈H0

βhϕ(A x−̇h),
∑
|βh|2 < +∞. (2.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ(x−̇h) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V0,
òî èç àêñèîìû À4 äëÿ ÊÌÀ ñëåäóåò, ÷òî

√
pϕ(A x−̇h) � îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ â V1, è òàê êàê V0 ⊂ V1, òî

ϕ(x) =
∑
h∈H0

βhϕ(A x−̇h). �

Îïðåäåëåíèå 2.6. Óðàâíåíèå (2.1) íàçûâàþò ìàñøòàáèðóþùèì.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2.1) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ îðòîãî-
íàëüíîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè, ïîðîæäàþùåé ÊÌÀ. Êðîìå òîãî,
ñèñòåìà ñäâèãîâ äîëæíà áûòü îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé. Ïî òåî-
ðåìå 2.1 ñèñòåìà ñäâèãîâ ϕ(x−̇h)h∈H0

áóäåò îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè
|ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ). Ïîýòîìó ôóíêöèþ, ïîðîæäàþùóþ îðòîãîíàëüíûé
ÊÌÀ, áóäåì èñêàòü ñðåäè ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ),

2) ϕ(x) =
∑
h∈H0

βhϕ(A x−̇h). (2.2)

Â òåîðåìå 2.4 óêàçàíû óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(G), ïðè êîòîðûõ îíà
ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ϕ ∈ L2(G) òàêàÿ, ÷òî

1) |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ), 2) ϕ(x) =
∑
h∈H(s)

0

βhϕ(A x−̇h), (2.3)

ãäå H
(s)
0 = {a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−sg−s} ⊂ H0 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàäî äîêàçàòü àêñèîìû ÊÌÀ äëÿ
ïîäïðîñòðàíñòâ Vn = span(ϕ(A nx−̇h))h∈H0

:
A1. Vn ⊂ Vn+1.
A2.

⋃
n∈Z

Vn = L2(G).

A3.
⋂
Vn = {0}.

A4. f(x) ∈ Vn ⇔ f(A x) ∈ Vn+1.
A5. f(x) ∈ V0 ⇒ f(x−̇h) ∈ V0.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðÿòü ýòè àêñèîìû.
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Ëåììà 2.7. Åñëè |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ), òî ñèñòåìà(
pn/2ϕ(A nx−̇h)

)
h∈H0

(2.4)

åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Vn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (2.4) îðòîíîð-
ìèðîâàíà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 ñèñòåìà ϕ(x−̇h) åñòü îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ â V0, ñëåäîâàòåëüíî∫

G

ϕ(x−̇h)ϕ̄(x−̇q) dµ(x) = δh,q (h, q ∈ H0).

Ïî ñâîéñòâàì îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ∫
G

ϕ(A nx−̇h)ϕ̄(A nx−̇q) dµ(x) =
1

pn

∫
G

ϕ(x−̇h)ϕ̄(x−̇q) dµ(x) =
1

pn
δhq. �

Ëåììà 2.8. Ïóñòü supp ϕ̂(χ) ⊂ G⊥0 è ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòà-

áèðóþùåìó óðàâíåíèþ (2.1). Òîãäà Vj ⊂ Vj+1 ïðè ëþáîì j ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ ïðè ëþáîì q0 ∈ H0

ϕ(x−̇q0) =
∑
h∈H0

βhϕ(A (x−̇q0)−̇h).

Òàê êàê pgn = α1gn+1+̇ . . . +̇αsgn+s, òî

Aq0+̇h = b−2g−2+̇b−3g−3+̇ . . . +̇b−Ng−N+̇a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇b−Ng−N =

= c−Ng−N+̇c−N+1g−N+1+̇ . . . +̇c−1g−1+̇x0, x0 ∈ G0.

Ïî ëåììå 2.5 ϕ(x) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî G0, çíà÷èò,
ϕ(x+̇x0) = ϕ(x). Ïîýòîìó

ϕ(A x−̇A q0−̇h) = ϕ(A x−̇(c−1g−1+̇ . . . +̇c−Ng−N+̇x0)) =

= ϕ(A x−̇q) (q ∈ H0).

Îòñþäà
ϕ(x−̇q0) =

∑
h∈H0

βhϕ(Ax−̇qh) (qh ∈ H0).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L0 ⊂ L1, ñëåäîâàòåëüíî, V0 ⊂ V1. Îòñþäà ëåãêî âûâî-
äèì Vj ⊂ Vj+1 ïðè ëþáîì j ∈ Z. �
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Ëåììà 2.9. Ïóñòü ϕ ∈ L2(G) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) è |ϕ̂(χ)| =
= 1G⊥0 (χ). Òîãäà

⋃
n∈Z

Vn = L2(G) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

⋃
n∈Z

supp ϕ̂(·A −n) = X.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî
⋃
n∈Z

Vn èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ñäâèãîâ. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî Vn èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
h ∈ Hn = A −nH0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f ∈ Ln = span(ϕ(A nx−̇h))h∈H0

.
Òîãäà

f(x) =
∑
hn∈Hn

βhnϕ(A n(x−̇hn)).

Ïîýòîìó ïðè h ∈ Hn

f(x−̇h) =
∑
hn∈Hn

βhnϕ(A nx−̇A nhn−̇A nh).

Òàê êàê A nh,A nhn ∈ H0, òî

A nh = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N ,

A nhn = b−1g−1+̇b−2g−2+̇ . . . +̇b−Ng−N .

Ïîýòîìó A nhn+̇A nh = c−1g−1+̇c−2g−2+̇ . . . +̇c−Ng−N+̇x0, ãäå x0 ∈ G0.
Òàê êàê ïî ëåììå 2.5 ϕ(x+̇x0) = ϕ(x), òî f(x−̇h) ∈ Ln. Ïóñòü òåïåðü
f ∈ Vn = Ln. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fm) òàêàÿ, ÷òî
fm ∈ Ln è ‖fm − f‖2 → 0. Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè Ln îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ h ∈ Hn èìååì fm(·+̇h) ∈ Ln. Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà,
ïîëó÷àåì∫
G

|f(x+̇h)−fm(x+̇h)|2 dµ(x) =

∫
G

|f(x)−fm(x)|2 dµ(x) = ‖f−fm‖2
2 → 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(·+̇h) ∈ Vn. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî Vn
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ h ∈ Hn.

Ïîêàæåì èíâàðèàíòíîñòü
⋃
n∈Z

Vn îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ñäâèãîâ. Ïóñòü

âíà÷àëå f ∈
⋃
n∈Z

Vn. Òàê êàê Vn ⊂ Vn+1, òî ñóùåñòâóåò n1 ∈ Z òàêîå,

÷òî f ∈ Vn äëÿ n > n1. Ïî äîêàçàííîìó âûøå f(·+̇hn) ∈ Vn ïðè
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hn ∈ Hn, n > n1. Âûáåðåì h ∈ G ïðîèçâîëüíî. Òîãäà h =
+∞∑
l=−k

algl.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

hn = a−kg−k+̇a−k+1g−k+1+̇ . . . +̇an−1gn−1.

Î÷åâèäíî, hn → h ïðè n → +∞. Òàê êàê hn ∈ Hn, òî f(x+̇hn) ∈ Vn
ïðè âñåõ n > n1, çíà÷èò, f(x+̇hn) ∈

⋃
ν∈Z

Vν ïðè âñåõ j > n1. Òàê êàê

f ∈ L2(G), òî ‖f(·+̇h)− f(·+̇hn)‖2 → 0, ò. å. f(·+̇h) ∈
⋃
n∈Z

Vn.

Ïóñòü òåïåðü f ∈
⋃
n∈Z

Vn. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fm ∈
⋃
m∈Z

Vn òàêàÿ, ÷òî ‖f − fm‖2 → 0. Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó

fn(·+̇h) ∈
⋃
n∈Z

Vn. Ïîýòîìó

‖f(·+̇h)− fm(·+̇h)‖2 = ‖f − fm‖2 → 0,

ò. å. f(·+̇h) ∈
⋃
n∈Z

Vn.

2. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû. Îáîçíà÷èì Y =
⋃
n∈Z

Vn. Òàê

êàê Y èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ñäâèãîâ h ∈ G, òî ïî òåîðåìå
Âèíåðà Ŷ = L2(X1), ãäå X1 ⊂ X. Òàê êàê Y = L2(G) ⇔ Ŷ = L2(X), òî
Y = L2(G) ⇔ X = X1 ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

X = X1 ⇔
⋃
j∈Z

supp ϕ̂(·A−j) = X.

Îáîçíà÷èì ϕj(x) = ϕ(Ajx), X0 =
⋃
j∈Z

supp ϕ̂j è ïîêàæåì, ÷òî X0 = X1 ñ

òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Òàê êàê ϕj ∈ Vj, òî supp ϕ̂j ⊂ X1,
èáî ϕj ∈ Y è Ŷ ñîñòîèò èç ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X1. Ïîýòîìó

X0 =
⋃
j∈Z

supp ϕ̂j ⊂ X1.

Ïîêàæåì, ÷òî X1 \X0 èìååò ìåðó íîëü. Âûáåðåì f ∈ Vj. Òîãäà

f = lim fn, fn =
∑
h∈H0

dhϕ(Ajx−̇h),
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ãäå fn åñòü êîíå÷íàÿ ñóììà. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ïðè âñåõ χ ∈ X1 \X0

f̂n(χ) =
∑
h∈H0

dn

∫
G

ϕ(Ajx−̇h)(χ, x) dµ(x) =

=
∑
h∈H0

dn(χ,A−jh)

∫
G

ϕ(Aj(x−̇A−jh))(χ, x−̇A−jh) dµ(x) =

=
∑
h∈H0

dn(χ,A−jh)

∫
G

ϕ(Ajx)(χ, x) dµ(x) = 0,

ò. å. f̂n(χ) = 0 äëÿ âñåõ χ ∈ X1 \ X0. Îòñþäà ñëåäóåò f̂(χ) = 0

ïî÷òè âñþäó íà X1 \ X0 äëÿ f ∈ Vj, à çíà÷èò, è äëÿ f ∈ Y .
Ñëåäîâàòåëüíî, L2(X0) = L2(X1) è ïîýòîìó ν(X1 \ X0) = 0. Íî
supp ϕ̂j = supp ϕ̂(·A−j), çíà÷èò,

⋃
j∈Z

supp ϕ̄(·A−j) =
⋃
j∈Z

supp ϕ̂j = X0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî X ⊃ X1 ⊃ X0, ïîëó÷àåì X = X1 ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæå-
ñòâà ìåðû íîëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî X0 = X ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà
ìåðû íîëü. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

⋃
j∈Z

supp ϕ̂(·A−j) = X ñ òî÷-

íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. �

Çàìå÷àíèå 2.3. Ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âèíåðà
â Rm ìîæíî íàéòè â [1, ïðèë. À8]. Äëÿ ñëó÷àÿ íóëüìåðíîé ãðóïïû åå
ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü ϕ ∈ L2(G) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) è
|ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ). Òîãäà

⋃
n∈Z

Vn = L2(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ) ñëåäóåò
supp ϕ̂(·A−n) = G⊥n . Òàê êàê ⋃

n∈Z

G⊥n = X,

òî îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2.9. �

Ëåììà 2.10. Ïóñòü supp ϕ̂ ⊂ (G⊥M) è (ϕ(x−̇h))h∈H0
� îðòîíîðìè-

ðîâàííàÿ ñèñòåìà. Òîãäà
⋂
n∈Z

Vn = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ L2(G) ïðèíàä-
ëåæèò âñåì Vn, n ∈ Z. Ïîêàæåì, ÷òî f̂ = 0 ïî÷òè âñþäó â X. Äëÿ
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âûáðàííûõ n ∈ N è ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

fε(x) =
∑
h∈H(s)

0

ahϕ(A −nx−̇h) (s ∈ N)

òàêàÿ, ÷òî ‖f − fε‖ < ε. Òîãäà

f̂ε(χ) =
∑
h∈H(s)

0

ahϕ̂A −n·−̇h(χ) = pn
∑
h∈H(s)

0

ah(χA n, h)ϕ̂(χA n).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî f̂ε(χ) = 0 äëÿ âñåõ χ /∈ G⊥M−n. Òàê êàê
‖f̂ − f̂ε‖ = ‖f − fε‖ < ε, òî

∫
X\G⊥M−n

|f̂ |2 < ε2 äëÿ âñåõ n ∈ N. Ñëåäîâà-

òåëüíî,
∫

X\G⊥M−n

|f̂ |2 dν = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N è f̂ = 0 ïî÷òè âñþäó â X. �

Ëåììà 2.11. Åñëè supp ϕ̂ ⊂ G⊥0 , òî èç óñëîâèÿ f ∈ V0 ñëåäóåò, ÷òî

f(·−̇y) ∈ V0 äëÿ g ∈ H0, ò. å. âûïîëíåíà àêñèîìà À5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g, h ∈ H0 è

g = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N , h = b−1g−1+̇b−2g−2+̇ . . . +̇b−Ng−N .

Òîãäà
g+̇h = x0+̇(ã−1g−1+̇ã−2g−2+̇ . . . +̇ã−Ng−N) = x0+̇h̃,

ïðè÷åì h̃ ∈ H0 è x0 ∈ G0.
Òàê êàê supp ϕ̂ ⊂ G⊥0 , òî ϕ ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîä-

ãðóïïå G0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî h̃ ∈ H0 è x0 ∈ G0, ïîëó÷àåì∑
h∈H0

chϕ(x−̇g−̇h) =
∑
h∈H0

chϕ(x−̇x0−̇h̃) =
∑
h̃∈H0

ch̃ϕ(x−̇h̃),

ò. å. àêñèîìà À5 âûïîëíåíà. �

Ëåììà 2.12. Åñëè ϕ ∈ L2(G), òî f ∈ Vn òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà f(Ax) ∈ Vn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà∫
G

∣∣∣∣∣f(Ax)−
∑
h∈H0

chϕ(AnAx−̇h)

∣∣∣∣∣
2

dµ(x) =
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=
1

p

∫
G

∣∣∣∣∣f(x)−
∑
h∈H0

chϕ(Anx−̇h)

∣∣∣∣∣
2

dµ(x). �

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííóþ ðàíåå òåîðåìó 2.4,
êîòîðàÿ åñòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò èç ëåììû 2.8, ñëåäñòâèÿ èç
ëåììû 2.9 è ëåìì 2.10�2.12.

2.2 Ïîñòðîåíèå âåéâëåòîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, êàê ïî îðòîãîíàëüíîé ìàñøòàáè-
ðóþùåé ôóíêöèè ϕ ïîñòðîèòü íîâûå ôóíêöèè ψ1, ψ2, . . . ψp−1, ñæàòèÿ è
ñäâèãè êîòîðûõ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(G). Ýòè ôóíê-
öèè íàçûâàþò âåéâëåòàìè. Ñæàòèÿ è ñäâèãè âåéâëåòîâ � ýòî ôóíêöèè
ψl(A nx−̇h), ãäå n ∈ Z, h ∈ H0.

Ïðè ïîñòðîåíèè âåéâëåòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü ìàñøòàáèðóþ-
ùåãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòîòíîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü ϕ � ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ

ϕ(x) =
∑
h∈H(s)

0

βhϕ(Ax−̇h). (2.5)

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê îáåèì ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

ϕ̂(χ) =
1

p

∑
h∈H(s)

0

βh(χA −1, h) · ϕ̂(χA −1).

Îáîçíà÷àÿ m0(χ) = 1
p

∑
h∈H(s)

0

βh(χA −1, h) ïîëó÷èì

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA −1). (2.6)

Ðàâåíñòâî (2.6) íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì óðàâíåíèåì â ÷àñòîòíîé

îáëàñòè, χ � ÷àñòîòîé, ôóíêöèÿ m0(χ) � ìàñêîé.

Çíàÿ ìàñêó, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ϕ̂ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî çíà÷å-
íèþ ϕ̂(1).

Ëåììà 2.13. Ïóñòü ϕ ∈ L2(G) � ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâ-

íåíèÿ (2.6), ϕ̂(χ) íåïðåðûâíà â òî÷êå χ0 ≡ 1 è ϕ̂(1) 6= 0. Òîãäà

ϕ̂(χ) = ϕ̂(1)
∞∏
k=0

m0(χA
−k). (2.7)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî (2.6), ïîëó-
÷àåì ïðè íàòóðàëüíîì N

ϕ̂(χ) =
N∏
k=0

m0(χA
−k)ϕ̂(χA−N−1).

Òàê êàê χA−N−1 → χ0 ≡ 1 (N → +∞) è ϕ̂ íåïðåðûâíà, òî òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.14. Ïóñòü ϕ̂ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.7), m0(1) = 1. Òî-

ãäà

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1).

Åñëè χ ∈ G⊥−s+l+1 (l > 0), òî

ϕ̂(χ) = ϕ̂(1)
l−1∏
j=0

m0(χA
−j), (2.8)

â ÷àñòíîñòè, ïðè l = 0 (ò. å. åñëè χ ∈ G⊥−s+1), ϕ̂(χ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíÿÿ â ðàâåíñòâå (2.7) χ íà χA−1, ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

ϕ̂(χA−1) = ϕ̂(1)
∞∏
k=0

m0(χA
−k−1),

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà m0(χ) è ó÷èòûâàÿ (2.7), ïîëó÷à-
åì (2.6).

Ïóñòü χ ∈ G⊥−s+l+1 (l > 0). Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (2.8). Òàê êàê
χ ∈ G⊥−s+l+1, òî χ(G−s+l+1) = 1. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî A−1(Gn) = Gn+1,

íàõîäèì χA−l−1(G−s) = 1. Åñëè h ∈ H
(s)
0 ⊂ G−s, òî (χA−l, A−1h) =

= (χA−l−1, h) = 1. Ïîýòîìó

m0(χA
−l) =

1

p

∑
h∈H(s)

0

βh(χA−l, A−1h) =
1

p

∑
h∈H(s)

0

βh = m0(1) = 1.

Íî èç óñëîâèÿ χ ∈ G⊥−s+l+1 ñëåäóåò, ÷òî χ ∈ G⊥−s+j+1 ïðè j > l, çíà-
÷èò, m0(χA

−j) = 1 ïðè j > l. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî åñëè χ ∈ G⊥−s+l+1

ïðè l > 0, òî

ϕ̂(χ) = ϕ̂(1)
l−1∏
j=0

m0(χA
−j)

∞∏
j=l

m0(χA
−j) = ϕ̂(1)

l−1∏
j=0

m0(χA
−j).
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Ïðè l = 0 îòñþäà ñëåäóåò ϕ̂(χ) = ϕ̂(1) ïðè χ ∈ G⊥−s+1. �

Ëåììà 2.15. Ïóñòü äëÿ ϕ̂ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.14. Òîãäà ϕ̂

ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóïïå G⊥−s+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ ∈ G⊥−s+l+1 (l > 1). Ïðåäñòàâèì G⊥−s+l+1 â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ

G⊥−s+l+1 =

p−1⊔
α−s+1=0

· · ·
p−1⊔

α−s+l=0

G⊥−s+lr
α−s+1

−s+1 . . . r
α−s+l
−s+l .

Íà êàæäîì òàêîì ñìåæíîì êëàññå ñîãëàñíî ëåììå 2.14

ϕ̂(G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−s+l
−s+l ) = ϕ̂(1)

l−1∏
j=0

m0(G
⊥
−s+1r

α−s+1

−s+1 . . . r
α−s+l
−s+l A

−j) =

= ϕ̂(1)
1

pl

l−1∏
j=0

∑
h∈H(s)

0

βh(G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−s+l
−s+l , A

−j−1h).

Òàê êàê h ∈ G−s, òî A−j−1h ∈ G−s+j+1, è ïîýòîìó (G⊥−s+1, A
−j−1h) = 1.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

ϕ̂(G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−s+l
−s+l ) = ϕ̂(1)

1

pl

l−1∏
j=0

∑
h∈H(s)

0

βh(r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−s+l
−s+l , A

−j−1h) =

= const. �

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ϕ̂ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.7), ϕ̂(1) = 1. Åñëè

|m0(G
⊥
0 )| = 1 è m0(G

⊥
1 \G⊥0 ) = 0, òî |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ëåììå 2.14

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1).

Åñëè m0(G
⊥
1 \ G⊥0 ) = 0, òî îòñþäà ñðàçó íàõîäèì ϕ̂(G⊥1 \ G⊥0 ) = 0. Åñëè

χ ∈ G⊥2 \G⊥1 , òî χA−1 ∈ G⊥1 \G⊥0 , çíà÷èò, ϕ̂(χA−1) = 0, îòêóäà ϕ̂(χ) = 0.
Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì supp ϕ̂ ⊂ G⊥0 .

2. Ïóñòü |m0(G
⊥
0 )| = 1. Ïî ëåììå 2.14 åñëè χ ∈ G⊥−s+l+1, òî

ϕ̂(χ) = ϕ̂(1)
l−1∏
j=0

m0(χA
−j).
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Ïîëîæèì l = s− 1. Òîãäà χ ∈ G⊥0 , çíà÷èò,

ϕ̂(χ) = ϕ̂(1)
s−2∏
j=0

m0(χA
−j).

Òàê êàê χ ∈ G⊥0 , òî χA−j ∈ G⊥−j ⊂ G⊥0 . Ïîýòîìó |ϕ̂(χ)| = |ϕ̂(1)| = 1. �
Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü ϕ̂ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.7), ϕ̂(1) = 1. Åñëè

|ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ), òî

m0(G
⊥
1 \G⊥0 ) = 0, |m0(G

⊥
0 )| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ |ϕ̂(χ)| =

= 1G⊥0 (χ) ñëåäóåò, ÷òî ϕ̂ åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè

ϕ ∈ L2(G). Äàëåå, òàê êàê ϕ̂−̇h(χ) = (χ, h)ϕ̂(χ), òî∫
G

ϕ(x)ϕ(x−̇h) dµ(x) =

∫
X

ϕ̂(χ)ϕ̂−̇h(χ) dν(χ) =

∫
X

|ϕ̂(χ)|2(χ, h) dν(χ) =

=

∫
G⊥0

|ϕ̂(χ)|2(χ, h) dν(χ).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.15 ïðè l = s− 1, íàõîäèì∫
G

ϕ(x)ϕ(x−̇h) dµ(x) =

p−1∑
α−s+1=0

· · ·
p−1∑
α−1=0

∫
G⊥−s+1r

α−s+1
−s+1 ...r

α−1
−1

|ϕ̂(χ)|2(χ, h) dν(χ) =

=

p−1∑
α−1=0

· · ·
p−1∑

α−s+1=0

|ϕ̂(G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 )|2

∫
G⊥−s+1r

α−s+1
−s+1 ...r

α−1
−1

(χ, h) dν(χ).

Åñëè χ ∈ G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 è h ∈ H(s−1)

0 , òî (χ, h) = (r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 , h).

Ïîýòîìó ∫
G

ϕ(x)ϕ(x−̇h) dµ(x) =

=

p−1∑
α−1=0

· · ·
p−1∑

α−s+1=0

|ϕ̂(G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 )|2 1

ps−1
(r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 , h). (2.9)
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Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà (2.9) ïðè

h ∈ H(s−1)
0 = {a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−s+1g−s+1}.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (2.9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ |ϕ̂(G⊥−s+1r

α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 )|2 ñ

êîýôôèöèåíòàìè bj,k = (r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 , a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−s+1g−s+1).

Ýòî ñèñòåìà ïîðÿäêà ps−1. Ïîêàæåì, ÷òî det (bj,k) 6= 0.
Ðàññìîòðèì õàðàêòåðû χk = r

α−s+1

−s+1 r
α−s+2

−s+2 . . . r
α−2
−2 r

α−1
−1 íà ãðóïïå G−s+1.

Íà êàæäîì ñìåæíîì êëàññå G0+̇hj (hj = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇

+̇a−s+1g−s+1), îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü G−s+1, õàðàêòåð χk ïðèíè-
ìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå (r

α−s+1

−s+1 r
α−s+2

−s+2 . . . r
α−2
−2 r

α−1
−1 , hj). Òàê êàê

õàðàêòåðû χk îðòîãîíàëüíû íà ãðóïïå G−s+1, òî ñòîëáöû ìàòðèöû
(bj,k) = (χk, hj)

ps−1−1
j,k=0 îðòîãîíàëüíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà(

1√
ps−1

bj,k

)
ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (2.9) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

|ϕ̂(G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 . . . r
α−1
−1 )|2 = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî |m0(G
⊥
0 )| = 1. Çàïèøåì ðàâåíñòâî (2.8) èç ëåììû 2.14

ïðè l = 1:

ϕ̂(χ) = m0(χ) (χ ∈ G⊥−s+2, −s+ 2 6 0).

Òàê êàê |ϕ̂(G⊥0 )| = 1 è G⊥−s+2 ⊂ G⊥0 , òî |m0(G
⊥
−s+2)| = 1. Çàïèøåì ðàâåí-

ñòâî (2.8) ïðè l = 2 (ïðè óñëîâèè, ÷òî −s+ 3 6 0):

ϕ̂(χ) = m0(χ)m0(χA
−1) (χ ∈ G⊥−s+3). (2.10)

Åñëè χ ∈ G⊥−s+3 \ G⊥−s+2, òî χA−1 ∈ G⊥−s+2, çíà÷èò, |m0(χA
−1)| = 1.

Òàê êàê |ϕ̂(χ)| = 1 ïðè χ ∈ G⊥−s+3, òî èç (2.10) ñëåäóåò, ÷òî
|m0(G

⊥
−s+3 \ G⊥−s+2)| = 1, çíà÷èò, |m0(G

⊥
−s+3)| = 1. Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàñ-

ñóæäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà (2.8) ïðè l = 3, s− 1, ïîëó÷àåì
|m0(G

⊥
0 )| = 1. Çàïèñûâàÿ ðàâåíñòâî (2.8) ïðè l = s, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì

supp ϕ̂ ⊂ G⊥0 ðàâåíñòâî m0(G
⊥
1 \G⊥0 ) = 0. �

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âåéâëåòîâ. Êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè âåé-
âëåòîâ, ÷åðåç Wn îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå Vn äî Vn+1, ò. å.
Vn+1 = Vn ⊗Wn è Vn⊥Wn (n ∈ Z, çíàê ⊗ îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ Wn ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
1) f ∈ Wn ⇔ f(Ax) ∈ Wn+1;
2) Wn⊥Wk ïðè k 6= n;
3) ⊗Wn = L2(G) (n ∈ Z).
Èç ëåìì 2.13�2.15, òåîðåì 2.5 è 2.6 ñëåäóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

âñïëåñêîâûõ áàçèñîâ.
1. Âûáèðàåì íàòóðàëüíîå s è ñòðîèì ôóíêöèþ m0(χ), ïîñòîÿííóþ íà

ñìåæíûõ êëàññàõ ê G⊥−s+1, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàâåíñòâî

m0(χ) =
1

p

∑
h∈H(s)

0

βh(χ,A−1h) (2.11)

çàïèñûâàåì â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòó

h = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−sg−s ∈ H(s)
0

ïðèñâàèâàåì íîìåð

j = a−1 + a−2p+ · · ·+ a−sp
s−1 (0 6 j 6 ps − 1).

Òàê êàê ôóíêöèÿ m0(χ) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóï-
ïå G⊥−s+1, ò. å. íà ìíîæåñòâàõ

G⊥−s+1r
α−s+1

−s+1 r
α−s+2

−s+2 . . . r
α−1
−1 r

α0
0 ⊂ G⊥1 ,

òî â êàæäîì òàêîì êëàññå âûáèðàåì õàðàêòåðû

χk (k = α−s+1 + α−s+2p+ · · ·+ α−1p
s−2 + α0p

s−1).

Òîãäà ðàâåíñòâî (2.11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû

m0(χk) =
1

p

ps−1∑
j=0

βj(χk, A−1hj) (k = 0, ps − 1) (2.12)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ βj. Õàðàêòåðû χk ðàññìîòðèì íà ïîäãðóï-
ïå G−s+1, íà êîòîðîé îíè îðòîãîíàëüíû. Ýëåìåíòû A−1hj ∈ G−s+1.
Ïîýòîìó ìàòðèöà p−s/2(χk, A

−1hj) óíèòàðíà, çíà÷èò, ñèñòåìà (2.12)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (m0(χk))

ps−1
k=0 .

2. Âûáèðàåì m0(χk) òàê, ÷òîáû |m0(χk)| = 1 ïðè k = 0, ps−1 − 1

è m0(χk) = 0 ïðè k = ps−1, ps − 1. Ðåøàÿ ñèñòåìó (2.12), íàõîäèì βj.

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



2. Âåéâëåò-àíàëèç íà íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ 165

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ôóíêöèþ m0(χ) ïîñòîÿííóþ íà ñìåæíûõ
êëàññàõ ïî G⊥−s+1 è òàêóþ, ÷òî |m0(G

⊥
0 )| = 1, m0(G

⊥
1 \G⊥0 ) = 0.

3. Ïîëàãàåì ϕ̂(1) = 1 è ñòðîèì ϕ̂(χ), èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2.7), ò. å.

ϕ̂(χ) = ϕ̂(1)
∞∏
k=0

m0(χA
−k).

Ïî òåîðåìå 2.5 |ϕ̂(χ)| = 1G⊥0 (χ), çíà÷èò, ôóíêöèÿ ϕ ïîðîæäàåò ÊÌÀ.
4. Îïðåäåëèì ôóíêöèè ml(χ) = m0(χr

−l
0 ) (l = 1, 2, . . . , p − 1). Î÷å-

âèäíî, ÷òî ml(χ) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ml(χ) =
1

p

∑
h∈H(s)

0

βh(χr
−l
0 , A

−1h) =
∑
h∈H(s)

0

βh(r
−l
0 , A

−1h) · (χ,A−1h) =

=
1

p

∑
h∈H(s)

0

β
(l)
h (χ,A−1h), (2.13)

ãäå β(l)
h = βh(r

−l
0 , A

−1h). ßñíî òàêæå, ÷òî |ml(G
⊥
0 r

l
0)| = 1 è |ml(G

⊥
0 r

ν
0)| = 0

ïðè ν 6= l.
5. Îáðàçóåì ôóíêöèè

ψl(x) =
∑
h∈H(s)

0

β
(l)
h ϕ(Ax−̇h) (l = 1, 2, . . . , p− 1).

Òåîðåìà 2.7. Ôóíêöèè ψl(x−̇h) (l = 1, p− 1, h ∈ H0) îáðàçóþò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ W0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî (ϕ(· − g(1)), ψl(· − g(2))) = 0 äëÿ
ëþáûõ g(1), g(2) ∈ H0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ϕ̂·−h(χ) = (χ, h)ϕ̂(χ),

ϕ̂A·−g(χ) =
1

p
(χ,A−1g)ϕ̂(χA−1),

èìååì

(ϕ(· − g(1)), ψl(· − g(2))) =

∫
G

ϕ(x−̇g(1))ψl(x−̇g(2)) dµ(x) =

=
∑
h∈H(s)

0

β̄
(l)
h

∫
G

ϕ(x−̇g(1))ϕ(Ax−̇Ag(2)−̇h) dµ(x) =
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=
1

p

∑
h∈H(s)

0

β̄
(l)
h

∫
X

ϕ̂(χ)(χ, g(1))ϕ̂(χA−1)(χ, g(2))(χ,A−1h) dν(χ) =

=

∫
X

ϕ̂(χ)ϕ̂(χA−1)(χ, g(1))(χ, g(2))
1

p

∑
h∈H(s)

0

β̄
(l)
h (χ,A−1h) dν(χ) =

=

∫
X

ϕ̂(χ)ϕ̂(χA−1)(χ, g(1))(χ, g(2))ml(χ) dν(χ) = 0,

òàê êàê supp ϕ̂(χ) = G⊥0 è ml(G
⊥
0 ) = 0 (l = 1, p− 1). Àíàëîãè÷íî óáåæ-

äàåìñÿ, ÷òî (ψl(·−̇g(1)), ψk(·−̇g(2))) = 0 ïðè k 6= l (k, l = 1, p− 1).
2. Ïðîâåðèì, ÷òî (ψl(·−̇g(1)), ψl(·−̇g(2))) = 0, åñëè g(1), g(2) ∈ H0 è

g(1) 6= g(2). Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà

0 =

∫
G

ϕ(x−̇g(1))ϕ(x−̇g(2)) dµ(x) =

∫
X

ϕ̂·−̇g(1)(χ)ϕ̂·−̇g(2)(χ) dν(χ) =

=

∫
X

(χ, g(1))ϕ̂(χ)(χ, g(2))ϕ̂(χ) dν(χ) =

∫
G⊥0

(χ, g(1))(χ, g(2)) dν(χ)

ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû g ∈ H0, îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà G⊥0 , à
çíà÷èò, è íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥0 r

l
0 (l = 1, p− 1). Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà∫

G

ψl(x−̇g(1))ψl(x−̇g(2)) dµ(x) =

∫
G⊥0 r

l
0

(χ, g(1))(χ, g(2)) dν(χ)

ïîëó÷àåì îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû ñäâèãîâ (ψl(x−̇g))g∈H0
íà G (ïðè

ôèêñèðîâàííîì l = 1, p− 1). Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòå-
ìû (ψl(x−̇h)) (l = 1, p− 1, h ∈ H0) îðòîãîíàëüíà ê V0, è ñèñòåìà (ψ(·−̇h))

îðòîíîðìèðîâàííà.
3. Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ W0 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â

âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñèñòåìå (ψl(x−̇g))g∈H0,l=1,p−1. Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî

ψ̂l(χ) = ϕ̂(χA−1)ml(χ). Â ñàìîì äåëå,

ψ̂l(χ) =

∫
G

ψl(χ)(χ, x) dµ(x) =

∫
G

∑
h∈H(s)

0

β
(l)
h ϕ(Ax−̇h)(χ, x) dµ(x) =

=
∑
h∈H(s)

0

β
(l)
h

∫
G

ϕ(Ax−̇h)(χ, x) dµ(x) =
∑
h∈H(s)

0

β
(l)
h

1

p
(χ,A−1h)ϕ̂(χA−1) =
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=
1

p
ϕ̂(χA−1)

∑
h∈H(s)

0

β
(l)
h (χ,A−1h) = ϕ̂(χA−1)ml(χ). (2.14)

Äàëåå îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ V1 è

f =
∑
h∈H0

ahϕ(Ax−̇h), (2.15)

òî

f̂(χ) =
1

p
Q(χ)ϕ̂(χA−1), (2.16)

ãäå
Q(χ) =

∑
h∈H0

ah(χ,A−1h) ∈ L2(G
⊥
1 ). (2.17)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî íîð-
ìå L2(G

⊥
1 ). Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè f̂(χ) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.16)

è Q(x) èìååò âèä (2.17), òî f åñòü ñóììà ðÿäà (2.15).
Âûáåðåì u(x) ∈ W0 è ïîêàæåì, ÷òî u åñòü ñóììà ðÿäà ïî ñè-

ñòåìå (ψl(x−̇h)) (l = 1, p− 1, h ∈ H0). Ïóñòü v(x) ∈ V0. Òîãäà
f := v(x) + u(x) ∈ V0 ⊗W0 = V1 è ïîýòîìó

f =
∑
h∈H0

ahϕ(Ax−̇h).

Òîãäà (ñì. (2.13)�(2.15))

f̂(χ) =
1

p
Q(χ)ϕ̂(χA−1) =

1

p
Q(χ)1G⊥1 (χ)ϕ̂(χA−1) =

=
1

p
Q(χ)

p−1∑
l=0

|ml(χ)|2ϕ̂(χA−1) =

=
1

p
Q(χ)m0(χ)m0(χ)ϕ̂(χA−1)︸ ︷︷ ︸

=ϕ̂(χ)

+

p−1∑
l=1

Q(χ)ml(χ)
1

p
ϕ̂(χA−1)ml(χ)︸ ︷︷ ︸

=ψ̂l(χ)

=

=
1

p
Q(χ)m0(χ)ϕ̂(χ) +

1

p

p−1∑
l=1

Q(χ)ml(χ)ψ̂l(χ). (2.18)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

f(x) =
∑
h∈H0

bhϕ(x−̇h) +

p−1∑
l=1

∑
h∈H0

b
(l)
h ψl(x−̇h). (2.19)
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Ïîêàæåì ýòî. Ôóíêöèè Q(χ) ∈ L2(G
⊥
1 ) ⊂ L2(G

⊥
0 ), m0(χ) îãðàíè÷åíû íà

G⊥0 . Ïîýòîìó
1
pQ(χ)m0(χ) ∈ L2(G

⊥
0 ), è òàê êàê ïî ëåììå 2.1 ñóæåíèÿ

ýëåìåíòîâ h ∈ H0 íà G⊥0 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ L2(G
⊥
0 ), òî

1

p
Q(χ)m0(χ) =

∑
h∈H0

bh(χ, h).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ 1
pQ(χ)m0(χ)ϕ̂(χ) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå ôóíêöèè
v(x) =

∑
h∈H0

bhϕ(x−̇h).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè Q(χ)ml(χ) ψ̄l(χ). Òàê êàê Q(χ) ∈ L2(G
⊥
1 ),

ml(χ) = m0(χr
−l
0 ) îãðàíè÷åíà íà G⊥0 r

l, ml(G
⊥
1 \ G⊥0 rl0) = 0, òî

Q(χ)ml(χ) ∈ L2(G
⊥
0 r

l
0), à çíà÷èò, Q(χ)ml(χ) ∈ L2(G

⊥
0 r

l
0). Ýëåìåíòû

h ∈ H0 ðàññìîòðèì êàê ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà (G⊥0 r
l
0). Òàê êàê

ñóæåíèÿ ýëåìåíòîâ h ∈ H0 íà G⊥0 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ â L2(G

⊥
0 ), òî ýëåìåíòû h(χr−l0 ) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

â L2(G
⊥
0 r

l
0). Ïîýòîìó ïðè êàæäîì l = 1, p− 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà:

à) Q(χ)ml(χ) =
∑
h∈H0

b
(l)
h (rl0, h)(χr−l0 , h)

( ∑
h∈H0

∣∣∣b(l)
h (rl0, h)

∣∣∣2 <∞);
á) U (l)(x) =

∑
h∈H0

b
(l)
h ψl(x−̇h) ∈ L2(G);

â) Û (l)(χ) = ψ̂l(χ)Q(χ)ml(χ).
Ïîýòîìó èç (2.18) ñëåäóåò (2.19). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëå-

íèÿ f â âèäå f = v + u (v ∈ V0, u ∈ W0) ïîëó÷àåì

u(x) =

p−1∑
l=1

∑
h∈H0

b
(l)
h ψl(x−̇h).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ψl(x−̇h) � áàçèñ W0, è òåîðåìà äîêàçàíà. �
6. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà (Vj)j∈Z îáðàçóþò ÊÌÀ â L2(G), òî ôóíêöèè

p
p
2ψl(A

nx−̇h) (l = 1, p− 1, n ∈ Z, h ∈ H0)

îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(G).

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü s = 1. Ìàñêà m0 èìååò âèä

m0(χ) =
1

p

∑
h∈H(1)

0

βh(χ,A−1h)
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è ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóïïå G⊥0 . Âûáèðàåì m0(χ)

òàê, ÷òîáû |m0(G
⊥
0 )| = 1 è m0(χ) = 0 ïðè χ ∈ G⊥1 \G⊥0 . Ðàâåíñòâî (2.12)

ïðèìåò âèä

m0(χk) =
1

p

p−1∑
j=0

βj(χk, A−1hj). (2.20)

Â ýòîì ñëó÷àå hj = jg−1, A−1hj = jg0, χk = rk0 (j, k = 0, p− 1), è ðàâåí-
ñòâà (2.20) ïðèíèìàþò âèä

m0(r
k
0) =

1

p

p−1∑
j=0

βj(r0, g0)k·j.

Ïîëàãàÿ m0(r
k
0) = 0 (k = 1, p− 1),m0(1) = 1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

1

0
...
0

 =
1
√
p


a0,0 a0,1 . . . a0,p−1

a1,0 a1,1 . . . a1,p−1

. . . . . . . . . . . .

ap−1,0 ap−1,1 . . . ap−1,p−1




β0

β1
...

βp−1

 , (2.21)

ãäå ak,j = 1√
p(r0, g0)kj. Ìàòðèöà (ak,j) óíèòàðíà, ïîýòîìó ñèñòåìà (2.21)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå β0 = β1 = · · · = βp−1 = 1. Âû÷èñëÿåì

β
(l)
j = βj(r

−l
0 , jg0) = (r0, g0)

jl (l = 1, p− 1)

è ïîëàãàåì

ψl(x) =

p−1∑
j=0

(r0, g0)
jlϕ(A(x−̇jg0)).

Îñòàëîñü íàéòè ôóíêöèþ ϕ. Ïîëàãàåì ϕ̂(1) = 1 è èç ðàâåíñòâà

ϕ̂(χ) = ϕ̂(1)
∞∏
k=0

m0(χA
−k)

íàõîäèì ϕ̂(G⊥0 ) = 1 è ϕ̂(χ) = 0 ïðè χ /∈ G⊥0 . Îòñþäà ïî ñëåäñòâèþ èç
ëåììû 2.1

ϕ(x) =

∫
X

ϕ̂(χ)(χ, x) dν(χ) =

∫
G⊥0

(χ, x) dν(χ) =

{
1, x ∈ G0,

0 x /∈ G0.

Ïîäñòàâëÿÿ ϕ(x) â âûðàæåíèå äëÿ ψl, ïîëó÷àåì

ψl(x) = rl0(x)1G0
(x) (l = 1, p− 1).
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Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, êîòîðûé ïîëó÷à-
åòñÿ èç îäíîé ôóíêöèè r0(x)1G0

(x) ñ ïîìîùüþ ñæàòèé, ñäâèãîâ è âîçâå-
äåíèÿ â ñòåïåíü.

Íàéäåííûå ôóíêöèè ψl ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè. Óêàæåì ñïî-
ñîá ïîëó÷åíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, ñîñòîÿùåãî èç äåéñòâèòåëü-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ r0(x) íà ñìåæíûõ
êëàññàõG1+̇jg0 (j = 0, 1, . . . , p−1) ïîñòîÿííà è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâ-
íûå êîðíÿì èç 1 ñòåïåíè p. Ìîæíî ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
÷òî r0(G1+̇jg0) = e

2πi
p j. Ïîýòîìó

ψl(G1+̇jg0) = e
2πi
p jl = cos

2π

p
jl + i sin

2π

p
jl.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè íàõîäèì, ÷òî âñå ôóíêöèè
Reψl(x) îðòîãîíàëüíû ôóíêöèÿì Imψm(x) ïðè m = 1, p− 1 è ôóíêöè-
ÿì Reψm(x) ïðè m 6= l è m 6= p− l. Òî÷íî òàê æå ôóíêöèè Imψl(x) îð-
òîãîíàëüíû âñåì ôóíêöèÿì Reψm(x) è ôóíêöèÿì Imψm(x) ïðè m 6= l è
m 6= p−l. Ïîýòîìó ïî îäíîé ñèñòåìå (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψp−1(x)) ìîæíî ïî-

ñòðîèòü 4
p−1
2 ñèñòåì äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé (ψ

(j)
1 , ψ

(j)
2 , . . . , ψ

(j)
p−1)

(j = 1, 2, . . . , 4
p−1
2 ), ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå.

Ïðè p = 2 ìû ïîëó÷àåì îäíó ôóíêöèþ ψ1(x) =

{
1, x ∈ G1,

−1, x ∈ G0 \G1.
Ýòî êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Õààðà.

Ïðè p = 3 ïîëó÷àþòñÿ 4 ñèñòåìû, èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû òîëüêî äâå:

ψ
(1)
1 (x) =



√
2, x ∈ G1,

− 1√
2
, x ∈ G1+̇g0,

− 1√
2
, x ∈ G1+̇2g0,

0, x /∈ G0,

ψ
(1)
2 (x) =



0, x ∈ G1,√
3
2 , x ∈ G1+̇g0,

−
√

3
2 , x ∈ G1+̇2g0,

0, x /∈ G0

è ñèììåòðè÷íûå èì:

ψ
(2)
1 (x) =



√
2, x ∈ G1,

− 1√
2
, x ∈ G1+̇g0,

− 1√
2
, x ∈ G1+̇2g0,

0, x /∈ G0,

ψ
(2)
2 (x) =



0, x ∈ G1,

−
√

3
2 , x ∈ G1+̇g0,√

3
2 , x ∈ G1+̇2g0,

0, x /∈ G0.
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2.3 Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ñòóïåí÷à-
òûõ ôóíêöèé, ïîðîæäàþùèõ îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ íà ãðóïïàõ Âèëåíè-
íà. Äëÿ p = 2 ýòà çàäà÷à ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ Â.Ëåíãà,Â.Ïðîòàñîâà
è Þ.Ôàðêîâà [22�26]. Ïðè ïðîèçâîëüíîì p â ðàáîòàõ Þ.Ôàðêîâà,
Ñ.Ëóêîìñêîãî, Ã.Áåðäíèêîâà [27�34]. Ãðóïïó Âèëåíêèíà ñ ïîñòîÿííîé
îáðàçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G. Îíà õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì pgn = 0. Îïðåäåëèì õàðàêòåðû χpn ãðóïïû G

ðàâåíñòâàìè χpn(x) = e
2πi
p an, åñëè x =

∑
k∈Z

akgk. Òàê êàê χpn(Gn+1) = 1 è

χpn(Gn \Gn+1) 6= 1, òî χpn ∈ G⊥n+1 \G⊥n , ò. å. χpn åñòü ôóíêöèè Ðàäåìàõå-
ðà rn. Î÷åâèäíî, ÷òî rn(gn) = e

2πi
p è rn(gm) = 1 ïðè n 6= m.

Ìû çíàåì (òåîðåìà 2.3), ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ϕ ïîðîæäàåò îðòîãîíàëü-
íûé ÊÌÀ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ

ϕ(x) =
∑
h∈H0

βhϕ(A x−̇h)
(∑

|βh|2 < +∞
)
. (2.22)

Äëÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè (2.22) êî-
íå÷íî.

Ëåììà 2.16. Åñëè ϕ ∈ DM(G−N) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.22)), òî

ϕ(x) =
∑

h∈H(N+1)
0

βhϕ(A x−̇h). (2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ϕ(x) â âèäå

ϕ(x) =
∑

h∈H(N+1)
0

βhϕ(A x−̇h) +
∑

h/∈H(N+1)
0

βhϕ(A x−̇h). (2.24)

Åñëè x ∈ G−N , òî A x ∈ G−N−1. Ïîýòîìó

A x = b−N−1g−N−1+̇b−Ng−N+̇ . . .

Åñëè h /∈ H(N+1)
0 , òî

h = a−1g−1+̇ . . . +̇a−N−1g−N−1+̇a−N−2g−N−2+̇ . . . +̇a−N−sg−N−s

è a−N−2g−N−2+̇ . . . +̇a−N−sg−N−s 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A x−̇h /∈ H(N+1)
0

è ϕ(A x−̇h) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî∑
h/∈H(N+1)

0

βhϕ(A x−̇h) = 0,

êîãäà x ∈ G−N .
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Ïóñòü x /∈ G−N . Òîãäà ϕ(x) = 0 è A x /∈ G−N−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

A x =
−N−2∑
k=−N−s

bkgk+̇
+∞∑

k=−N−1

bkgk.

Åñëè h ∈ H
(N+1)
0 , òî h = a−1g−1+̇ . . . +̇a−Ng−N+̇a−N−1g−N−1, ñëåäîâà-

òåëüíî, A x−̇h /∈ G−N−1. Ïîýòîìó∑
h∈H(N+1)

0

βhϕ(A x−̇h) = 0.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2.24), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî∑
h/∈H(N+1)

0

βhϕ(A x−̇h) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (2.23) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

ïîëó÷àåì ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA −1) (2.25)

â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñ ìàñêîé

m0(χ) =
1

p

∑
h∈H(N+1)

0

βh(χA −1, h). (2.26)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàñêè.

Ëåììà 2.17. Ïóñòü ϕ ∈ DM(G−N). Òîãäà ìàñêà m0(χ) ïîñòîÿííà

íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nζ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî (χ,A −1h) ïîñòîÿííà
íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nζ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ζ = r

α−N
−N . . . r

α−N+s
−N+s /∈ G⊥−N . Åñëè

h = a−1g−1+̇ . . . +̇a−N−1g−N−1 ∈ H(N+1)
0 ,

òî
A −1h = a−1g0+̇ . . . +̇a−N−1g−N ∈ G−N .

Åñëè χ ∈ G⊥−Nζ, òî χ = χ−Nζ, ãäå χ−N ∈ G⊥−N . Ïîýòîìó (χ,A −1h) =

= (χ−Nζ,A −1h) = (ζ,A −1h). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (χ,A −1h) çàâèñèò òîëü-
êî îò ζ. �
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Ëåììà 2.18. Ìàñêà m0(χ) åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ëþáûì

ïåðèîäîì rα1
1 r

α2
2 . . . rαss (s ∈ N, αj = 0, p− 1, j = 1, s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (rk, gl) = 1, (k 6= l), íàõîäèì

(χrα1
1 r

α2
2 . . . rαss ,A

−1h) =

= (χrα1
1 r

α2
2 . . . rαss , a−1g0+̇a−2g−1+̇ . . . +̇a−N−1g−N) =

= (χ, a−1g0+̇a−2g−1+̇ . . . +̇a−N−1g−N) = (χA −1, h).

Ïîýòîìó m0(χr
α1
1 . . . rαss ) = m0(χ). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 2.19. Ìàñêà m0(χ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà ñâîèìè çíà÷åíèÿ-

ìè íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 (αj = 0, p− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

k = α0 + α−1p+ · · ·+ α−Np
N ∈ [0, pN+1 − 1],

l = a−1 + a−2p+ · · ·+ a−N−1p
N ∈ [0, pN+1 − 1],

hl = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−N−1g−N−1.

Òîãäà ðàâåíñòâî (2.26) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ñèñòåìû

m0(χk) =
1

p

pN+1−1∑
l=0

βl(χk,A −1hl), k = 0, pN+1 − 1 (2.27)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ βl. Ðàññìîòðèì õàðàêòåðû χk íà ïîäãðóï-
ïå G−N . Òàê êàê A −1hl ëåæàò â G−N , òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà
p−

N+1
2 (χk,A −1hl) óíèòàðíà è ñèñòåìà (2.27) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (m0(χk))
pN+1−1
k=0 . �

Ëåììà 2.20. Ïóñòü f̂0(χ) ∈ D−N(G⊥1 ). Òîãäà

f̂0(χ) =
1

p

∑
h∈H(N+1)

0

βh(χ,A −1h). (2.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê
∫
G⊥0

(χ, g)(χ, h) dν(χ) = δh,g äëÿ h, g ∈ H0,

òî ∫
G⊥0

(χA −1, g)(χA −1, h) dν(χ) = pδh,g.
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Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî

(
A −1h
√
p

)
h∈H(N+1)

0

êàê îð-

òîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà G⊥1 . Ìû çíàåì (ëåììà 2.17), ÷òî (χ,A −1h)

ïîñòîÿííû íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nζ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü

D−N(G⊥1 ) ðàâíà pN+1. Ïîýòîìó ñèñòåìà

(
A −1h
√
p

)
h∈H(N+1)

0

åñòü îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ â D−N(G⊥1 ), ðàâåíñòâî (2.28) âûïîëíåíî. �
Òåïåðü ìû ïîëó÷èì êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû ñäâèãîâ.

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü ϕ(x) ∈ DM(G−N). Ñèñòåìà ñäâèãîâ

(ϕ(x−̇h))h∈H0
áóäåò îðòîíîðìèðîâàííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáûõ α−N , α−N+1, . . . , α−1 = (0, p− 1):

p−1∑
α0,α1,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 )|2 = 1. (2.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (ϕ(x−̇h))h∈H0

áóäåò îðòîíîðìèðîâàííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∑
α−N ,...,α0,...,αM−1

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . r

αM−1
M−1 )|2 = pN , (2.30)

è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (a−1, a−2, . . . , a−N) 6= (0, 0, . . . , 0), (aj = 0, p− 1)∑
α−1,...,α−N

exp

(
2πi

p
(a−1α−1 + a−2α−2 + · · ·+ a−Nα−N)

)
×

×
∑

α0,α1,...,αM−1

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . r

αM−1
M−1 )|2 = 0. (2.31)

Ïóñòü (ϕ(x−̇h))h∈H0
� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Èñïîëüçóÿ ðàâåí-

ñòâî Ïëàíøåðåëÿ è ëåììó 2.6, èìååì

δh1h2 =

∫
G

ϕ(x−̇h1)ϕ(x−̇h2) dµ(x) =

∫
G⊥M

|ϕ̂(χ)|2(χ, h2−̇h1) dν(χ) =

=
∑

α−N ,...,α0,...,αM−1

∫
G⊥−Nr

α−N
−N ...r

α0
0 ...r

αM−1
M−1

|ϕ̂(χ)|2(χ, h2−̇h1) dν(χ) =

=
∑

α−N ,...,αM−1

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 |

2

∫
G⊥−Nr

α−N
−N ...r

α0
0 ...r

αM−1
M−1

(χ, h2−̇h1) dν(χ) =
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= p−N1G−N (h2−̇h1)×

×
∑

α−N ,...,αM−1

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 |

2(r
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 , h2−̇h1).

Åñëè h2 = h1, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.30).
Åñëè h2 6= h1, òî

h2−̇h1 = a−1g−1+̇ . . . +̇a−Ng−N ∈ G−N (2.32)

èëè

h2−̇h1 = a−1g−1+̇ . . . +̇a−Ng−N+̇ . . . +̇a−sg−s ∈ G\G−N . (2.33)

Åñëè óñëîâèå (2.33) âûïîëíåíî, òî

1G−N (h2−̇h1) = 0.

Åñëè óñëîâèå (2.32) âûïîëíåíî, òî

1G−N (h2−̇h1) = 1,

(r
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 , h2−̇h1) = (r−N , g−N)a−Nα−N . . . (r−1, g−1)

a−1α−1.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (rn, gn) = e
2πi
p , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (2.32). Îá-

ðàòíîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü äîêàçàíî àíàëîãè÷íî.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (a−1, a−2, . . . , a−N) 6=

6= (0, 0, . . . , 0) óñëîâèÿ (2.30) è (2.31) âûïîëíåíû, òî äëÿ ëþáûõ α−N ,

α−N+1, . . . , α−1 = 0, p− 1∑
α0,α1,...,αM−1

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 )|2 = 1. (2.34)

Îáîçíà÷èì

n =
N∑
j=1

a−jp
j−1, k =

N∑
j=1

α−jp
j−1, Cn,k = e

2πi
p

(
N∑
j=1

α−ja−j

)

è çàïèøåì ðàâåíñòâà (2.30) è (2.31) â âèäå ñèñòåìû

C0,0x0 + C0,1x1 + · · ·+ C0,pN−1xpN−1 = pN ,

C1,0x0 + C1,1x1 + · · ·+ C1,pN−1xpN−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CpN−1,0x0 + CpN−1,1x1 + · · ·+ CpN−1,pN−1xpN−1 = 0.

(2.35)
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îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

xk =
∑

α0,α1,...,αM−1

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 )|2.

Ìàòðèöà (Cn,k) îðòîãîíàëüíà. Â ñàìîì äåëå, åñëè (a−1, a−2, . . . , a−N) 6=
6= (a′−1, a

′
−2, . . . , a

′
−N), ò. å. k 6= n′, ìû ïîëó÷àåì

pN−1∑
k=0

Cn,kCn′,k =

=
∑

α−1,...,α−N

exp

(
2πi

p
((a−1 − a′−1)α−1 + (a−N − a′−N)α−N)

)
= 0,

òàê êàê ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ðàçíîñòåé a−l − a′−l 6= 0. Ïîýòîìó ñè-
ñòåìà (2.35) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî xk = 1 åñòü
ðåøåíèå ñèñòåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (2.34) âûïîëíåíî è íåîáõîäèìîñòü
äîêàçàíà. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. �

Òåïåðü ìû ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíê-
öèþ m0(χ), ïðè êîòîðûõ îíà áóäåò ìàñêîé íà êëàññå D−N(G⊥M), ò. å. ñó-
ùåñòâóåò ϕ̂ ∈ D−N(G⊥M), äëÿ êîòîðîé

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA −1). (2.36)

Ìû äîêàçàëè âûøå, ÷òî åñëè m0(χ) � ìàñêà óðàâíåíèÿ (2.36), òî:
T1) m0(χ) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nζ;
T2) m0(χ) ïåðèîäè÷íà ñ ëþáûì ïåðèîäîì rα1

1 r
α2
2 . . . rαss , αj = 0, p− 1;

T3) m0(G
⊥
−N) = 1.

Ïîýòîìó ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî m0 óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâè-
ÿì. Ïóñòü

Ek ⊂ G⊥k \G⊥k−1 (k = −N + 1,−N + 2, . . . , 0, 1, . . . ,M,M + 1)

� ìíîæåñòâî, íà êîòîðîìm0(Ek) = 0. Òàê êàêm0(χ) ïîñòîÿííà íà ñìåæ-
íûõ êëàññàõ, G⊥−Nζ, òî Ek åñòü îáúåäèíåíèå òàêèõ ñìåæíûõ êëàññîâ,
èëè Ek = Ø.

Òåîðåìà 2.9. m0(χ) áóäåò ìàñêîé íåêîòîðîãî ìàñøòàáèðóþùåãî

óðàâíåíèÿ íà êëàññå D−N(G⊥M), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M+1⋃
k=−N+1

EkA
M+1−k = G⊥M+1 \G⊥M . (2.37)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê m0(χ) = 1 íà GN , òî m0(χA −M−N) = 1

äëÿ χ ∈ G⊥M . Ïîýòîìó m0(χ) áóäåò ìàñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

m0(χ)m0(χA −1) . . .m0(χA −M−N) = 0 (2.38)

íà G⊥M+1 \G⊥M . Â ñàìîì äåëå, åñëè (2.38) âûïîëíåíî, ìû ïîëàãàåì

ϕ̂(χ) =
∞∏
k=0

m0(χA −k) ∈ D−N(G⊥M).

Òîãäà ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA −1) è

m0(χ) =
∑

h∈H(N+1)
0

βh(χA −1, h)

äëÿ íåêîòîðûõ βh. Ïîýòîìó m0(χ) � ìàñêà. Îáðàòíî, ïóñòü m0(χ) �
ìàñêà, ò. å. ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA −1) ∈ D−N(G⊥M). Îòñþäà íàõîäèì

ϕ̂(χ) = m0(χ)m0(χA −1) . . .m0(χA −M−N)ϕ̂(χA −M−N−1)

è ϕ̂(χA −M−N−1) = 1 íà G⊥M+1. Òàê êàê ϕ̂(χ) = 0 íà G⊥M+1 \G⊥M , òî

m0(χ)m0(χA −1) . . .m0(χA −M−N) = 0

íà G⊥M+1 \ G⊥M . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî −N + 1 6 k 6M + 1 âêëþ÷åíèå EkA −k+M+1 ⊂ G⊥M+1 \G⊥M
âûïîëíåíî. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (2.37) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.38). �

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå çà÷àñòóþ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ðàâåí-
ñòâî (2.38) âìåñòî (2.37).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëåçíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îðòîíîðìè-
ðîâàííîñòè ñèñòåìû ñäâèãîâ ñòóïåí÷àòîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü ϕ̂ ∈ D−N(G⊥M) � ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî

óðàâíåíèÿ ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA −1) è (ϕ(x−̇h))h∈H0
� îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ñèñòåìà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ α−N , α−N+1, . . . , α−1 = 0, p− 1

p−1∑
α0=0

|m0(G
⊥
−Nr

α−N
−N r

α−N+1

−N+1 . . . r
α−1
−1 r

α0
0 )|2 = 1. (2.39)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ̂ ∈ D−N(G⊥M), òî ϕ̂(G⊥M+1 \ G⊥M) = 0.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.8, èìååì

1 =
∑

α0,α1,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 )|2 =

=
∑

α0,...,αM−1,αM=0

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 . . . r
αM−1
M−1 r

αM
M )|2 =

=

p−1∑
α0=0

|m0(G
⊥
−Nr

α−N
−N . . . rα0

0 )|2×

×
∑

α1,...,αM−1,αM=0

|ϕ̂(G⊥−Nr
α−N+1
−N . . . rα0

−1r
α1
0 . . . r

αM−1
M−2 r

αM
M−1)|

2 =

=

p−1∑
α0=0

|G⊥−Nr
α−N
−N . . . rα0

0 |2. �

Ñëåäñòâèå 2.5. Åñëè N = 1 è m0(G
⊥
−1r

α−1
−1 r

α0
0 ) = λα−1+α0p, òî ìû

ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî (2.39) â âèäå

p−1∑
α0=0

|λα−1+α0p|2 = 1. (2.40)

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü ϕ ∈ DM(G−N) è (ϕ(x−̇h))h∈H0
� îðòîíîðìè-

ðîâàííàÿ ñèñòåìà. Vn ⊂ Vn+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ϕ(x)

åñòü ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (2.23).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ìû äîêàæåì, ÷òî Vn ⊂ Vn+1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà V0 ⊂ V1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü V0 ⊂ V1 è f ∈ Vn. Òîãäà

f(x) =
∑
h

chϕ(A nx−̇h)⇒ f(A −nx) =
∑
h

chϕ(x−̇h)⇒

⇒ f(A −nx) ∈ V0 ⇒ f(A −nx) ∈ V1 ⇒ f(A −nx) =
∑
h

γhϕ(A x−̇h)⇒

⇒ f(x) =
∑
h

γhϕ(A n+1x−̇h)⇒ f ∈ Vn+1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì Vn ⊂ Vn+1. Îáðàòíîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî. Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî V0 ⊂ V1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
ϕ(x) åñòü ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (2.23). Íåîáõîäèìîñòü
î÷åâèäíà. Ïóñòü ϕ � ðåøåíèå (2.23).
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Âûáåðåì ôóíêöèþ f ∈ span(ϕ(x−̇h))h∈H0
. Òîãäà

f(x) =
∑

h̃∈H(m)
0

ch̃ϕ(x−̇h̃)

äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N.
Òàê êàê ϕ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.23), òî ìû ìîæåì çàïèñàòü f â

âèäå
f(x) =

∑
h̃∈H(m)

0

ch̃

∑
h∈H(N+1)

0

βhϕ(A x−̇(A h̃+̇h)).

Òàê êàê h̃ ∈ H(m)
0 , òî A h̃ ∈ H0. Ïîýòîìó A h̃+̇h ∈ H0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

f ∈ span(ϕ(A x−̇h))h∈H0
. Ñëåäîâàòåëüíî, V0 ⊂ V1. �

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü ϕ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.23),
(ϕ(x−̇h))h∈H0

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V0.
⋃
n∈Z

Vn = L2(G) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà⋃
n∈Z

supp ϕ̂(·A −n) = X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà ðàíåå äëÿ ëþáîé íóëüìåð-
íîé ãðóïïû ïðè óñëîâèè |ϕ̂| = 1G⊥0

(ñì. ëåììó 2.9). Ýòî óñëîâèå ïî-
ÿâèëîñü ïîòîìó, ÷òî ìíîæåñòâî ñäâèãîâ H0 â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé. Â ñëó÷àå ãðóïïû Âèëåíêèíà ìíîæåñòâî ñäâèãîâ H0 áóäåò ãðóï-
ïîé è óñëîâèå |ϕ̂| = 1G⊥0

ìîæíî îïóñòèòü. �

Òåîðåìà 2.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ m0(χ) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì T1�T3, (2.38) è ôóíêöèÿ

ϕ̂(χ) =
∞∏
n=0

m0(χA −n)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (2.29). Òîãäà ϕ ∈ DM(G−N)

ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ̂ ∈ D−N(G⊥M), ϕ̂(χ) = m0(χ) ×
× ϕ̂(χA −1), (ϕ(x−̇h))h∈H0

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Àêñèîìà À5
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ñäâèãîâ H0 îáðàçóåò ãðóïïó. Îñòàëüíûå
àêñèîìû ñëåäóþò èç òåîðåì 2.11, 2.12 è ëåìì 2.10, 2.12. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü ϕ ∈ DM(G−N), (ϕ(x−̇h))h∈H0
� îðòîíîðìè-

ðîâàííàÿ ñèñòåìà. Òîãäà ϕ(x) ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ.
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2.4 Ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè,
ïîðîæäàþùåé ÊÌÀ íà ãðóïïå Âèëåíêèíà

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü N,M ∈ N. Ìíîæåñòâî E ⊂ X áóäåì íàçû-
âàòü (N,M)-ýëåìåíòàðíûì, åñëè E åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå pN

ñìåæíûõ êëàññîâ

G⊥−Nζj = G⊥−N r
α−N
−N r

α−N+1

−N+1 . . . r
α−1
−1︸ ︷︷ ︸

ξj

rα0
0 . . . r

αM−1
M−1︸ ︷︷ ︸

ηj

= G⊥−Nξjηj,

j = 0, 1, . . . , pN − 1, j = α−N + α−N+1p + · · · + α−1p
N−1 (αν = 0, p− 1)

òàê, ÷òî

1)
pN−1⊔
j=0

G⊥−Nξj = G⊥0 , G
⊥
−Nξ0 = G⊥−N ;

2) äëÿ ëþáûõ l = 0,M +N − 1 ïåðåñå÷åíèå

(G⊥−N+l+1 \G⊥−N+l)
⋂

E 6= Ø.

Ëåììà 2.21. Ìíîæåñòâî H0 ⊂ G åñòü îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìà

íà ëþáîì (N,M)-ýëåìåíòàðíîì ìíîæåñòâå E ⊂ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (N,M)-ýëåìåíòàðíîãî
ìíîæåñòâà, èìååì∫

E

(χ, h)(χ, g) dν(x) =

pN−1∑
j=0

∫
G⊥−Nζj

(χ, h)(χ, g) dν(x) =

=

pN−1∑
j=0

∫
X

1G⊥−Nζj
(χ)(χ, h)(χ, g) dν(x) =

=

pN−1∑
j=0

∫
X

1G⊥−Nζj
(χηj)(χηj, h)(χηj, g) dν(x) =

=

pN−1∑
j=0

∫
X

1G⊥−Nξj
(χ)(χ, h)(χ, g)(ηj, h)(ηj, g) dν(x).

Òàê êàê

(ηj, h) = (rα0
0 r

α1
1 . . . r

αM−1
M−1 , a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−sg−s) = 1,

(ηj, g) = (rα0
0 r

α1
1 . . . r

αM−1
M−1 , b−1g−1+̇b−2g−2+̇ . . . +̇b−sg−s) = 1,
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òî ∫
E

(χ, h)(χ, g) dν(x) =

pN−1∑
j=0

∫
G⊥−Nξj

(χ, h)(χ, g) dν(x) =

=

∫
G⊥0

(χ, h)(χ, g) dν(x) = δh,g. �

Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü (G, +̇) � ãðóïïà Âèëåíêèíà, E ⊂ G⊥M åñòü

(N,M)-ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî. Åñëè |ϕ̂(χ)| = 1E(χ), òî ñèñòåìà

ñäâèãîâ (ϕ(x−̇h))h∈H0
åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H̃0 ⊂ H0 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ, èìååì∫

G

ϕ(x−̇g)ϕ(x−̇g) dµ(x) =

∫
X

|ϕ̂(χ)|2(χ, g)(χ, h)dν(χ) =

=

∫
E

(χ, h)(χ, g)dν(χ) =

pN−1∑
j=0

∫
G⊥−Nζj

(χ, h)(χ, g) dν(χ).

Ïðåîáðàçóåì âíóòðåííèé èíòåãðàë∫
G⊥−Nζj

(χ, h)(χ, g) dν(χ) =

∫
X

1G⊥−Nζj
(χ)(χ, h)(χ, g) dν(χ) =

=

∫
X

1G⊥−Nζj
(χηj)(χηj, h−̇g) dν(χ) =

=

∫
X

1G⊥−Nξj
(χ)(χηj, h−̇g) dν(χ) =

∫
G⊥−Nξj

(χηj, h−̇g) dν(χ).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ëåììû 2.21, ïîëó÷àåì∫
G

ϕ(x−̇h)ϕ(x−̇g) dµ(x) = δh,g. �

Òåïåðü ìû ñâåäåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñòóïåí÷àòîé ìàñøòàáèðóþùåé
ôóíêöèè ê ïîñòðîåíèþ íåêîòîðîãî äåðåâà. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïå-
öèàëüíûé êëàññ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé ϕ(χ), äëÿ êîòîðûõ |ϕ̂(χ)|
åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì ýòîò êëàññ.
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Îïðåäåëåíèå 2.9. Ìàñêó m0(χ) íàçîâåì N -ýëåìåíòàðíîé
(N ∈ N0), åñëè m0(χ) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥−Nχ, åå
ìîäóëü |m0(χ)| ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1, è m0(G

⊥
−N) = 1.

Ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

ϕ̂(χ) =
∞∏
n=0

m0(χA −n)

òàêæå áóäåì íàçûâàòü N -ýëåìåíòàðíîé. N -ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ ϕ
íàçîâåì (N,M)-ýëåìåíòàðíîé, åñëè ϕ̂(χ) ∈ D−N(G⊥M). Â ýòîì ñëó-
÷àå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ϕ̂(χ) òîæå áóäåì íàçûâàòü (N,M)-ýëåìåí-
òàðíûì.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïóñòü Ẽ =
⊔

α−1,α0

G⊥−1r
α−1
1 rα0

0 ⊂ G⊥1 åñòü (1, 1)-

ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ẼX åñòü ïåðè-
îäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìíîæåñòâà Ẽ, åñëè

ẼX =
∞⋃
s=1

p−1⊔
α1,...,αs=0

Ẽrα1
1 r

α2
2 . . . rαss

è, ÷òî ìíîæåñòâî Ẽ ïîðîæäàåò (1,M)-ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî E,

åñëè
∞⋂
n=0

ẼXA n = E.

Çàïèøåì ìíîæåñòâî {0, 1, . . . , p− 1} â âèäå

{0, u1, u2, . . . , uq, α1, α2, . . . , αp−q−1} = V, 0 = u0,

ãäå 1 6 q 6 p − 1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî V êàê ìíîæå-
ñòâî âåðøèí. ×åðåç T (0, u1, u2, . . . , uq, α1, α2, . . . , αp−q−1) = T (V ) îáîçíà-
÷èì êîðíåâîå äåðåâî íà ìíîæåñòâå âåðøèí V , ãäå 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì,
u1, u2, . . . , uq � âåðøèíû ïåðâîãî óðîâíÿ, α1, α2, . . . , αp−q−1 � îñòàëüíûå
âåðøèíû.

Íàïðèìåð, äëÿ p = 7, q = 2, u1 = 3, u2 = 5 ìû èìååì äåðåâüÿ,
èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2.1, à èëè á è ò. ä.

m0@@I ���

m3@@I ���m m5 ���
m1 m2 m4 ���

m6

m0@@I ���

m3@@I ���m m5 ���
m1 m2 m4���

m6

à á
Ðèñ. 2.1
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Ïî ïðîèçâîëüíîìó ïóòè Pj = (0, uj, αs−1, αs−2, . . . , α0, α−1) ïîñòðîèì
ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ

G⊥−1r
uj
−1, G

⊥
−1r

αs−1
−1 r

uj
0 , G

⊥
−1r

αs−2
−1 r

αs−1
0 , . . . , G⊥−1r

α0
−1r

α1
0 , G

⊥
−1r

α−1
−1 r

α0
0 . (2.41)

Íàïðèìåð, äëÿ äåðåâà íà ðèñ. 2.1, á è ïóòè (0, 3, 2, 6) ìû ìîæåì ïîñòðî-
èòü òðè ñìåæíûõ êëàññà

G⊥−1r
3
−1, G⊥−1r

2
−1r

3
0, G⊥−1r

6
−1r

2
0,

äëÿ ïóòè (0, 3, 1) ïîëó÷àåì äâà ñìåæíûõ êëàññà

G⊥−1r
3
−1,G

⊥
−1r

1
−1r

3
0.

Äåðåâî T (V ), ãäå Tj � âåòâè äåðåâà T (V ) ñ êîðíåì uj, ïðåäñòàâëåíî íà
ðèñ. 2.2.

m0@@I ���
T1

q q q Tq
Ðèñ. 2.2

×åðåç Ej îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ (2.41) ïðè
ôèêñèðîâàííîì j è ïîëîæèì

Ẽ =

(
q⊔
j=1

Ej

)⊔
G⊥−1. (2.42)

ßñíî, ÷òî Ẽ åñòü (1, 1) ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî è Ẽ ⊂ G⊥1 .

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïóñòü ẼX � ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìíî-
æåñòâà Ẽ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåðåâî T (V ) ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî E,

åñëè E =
∞⋂
n=0

ẼXA n.

Ëåììà 2.22. Ïóñòü T (V ) � êîðíåâîå äåðåâî ñ íóëåì â êà÷åñòâå

êîðíÿ. Ïóñòü E ⊂ X � ìíîæåñòâî, ïîðîæäåííîå äåðåâîì T (V ), H �

âûñîòà äåðåâà T (V ). Òîãäà E åñòü (1, H−2)-ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

m(χ) = 1ẼX(χ), M(χ) =
∞∏
n=0

m(χA −n).
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Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî M(χ) = 1E(χ). Â ñàìîì äåëå,

1E(χ) = 1⇔ χ ∈ E ⇔ ∀n, χA −n ∈ ẼX ⇔ ∀ n, 1ẼX(χA −n) = 1 ⇔

⇔ ∀ n, m(χA −n) = 1⇔
∞∏
n=0

m(χA −n) = 1⇔M(χ) = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M(χ) = 1E(χ).
Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî 1E(χ) = 0 äëÿ χ ∈ G⊥H−1 \ G⊥H−2. Òàê êàê

ẼX ⊃ G⊥−1, òî 1ẼX(G⊥H−1A
−H) = 1ẼX(G⊥−1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∏
n=0

1ẼX(χA −n) =
H−1∏
n=0

1ẼX(χA −n),

åñëè χ ∈ G⊥H−1 \ G⊥H−2. Îáîçíà÷èì m(G⊥−1r
i
−1r

k
0) = λi+kp. Ïî îïðåäåëå-

íèþ ñìåæíûõ êëàññîâ (2.41) m(G⊥−1r
i
−1r

k
0) 6= 0 ⇔ ïàðà (k, i) åñòü ðåáðî

äåðåâà T (V ).
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

1E(G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αH−2
H−2 ) = 0

äëÿ αH−2 6= 0. Òàê êàê ẼX � ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìíîæå-
ñòâà Ẽ, òî ôóíêöèÿ m(χ) = 1ẼX(χ) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ëþáûì ïåðèîäîì
rα1

1 r
α2
2 . . . rαss , s ∈ N, ò. å. m(χrα1

1 r
α2
2 . . . rαss ) = m(χ), êîãäà χ ∈ G⊥1 . Èñ-

ïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìû ìîæåì çàïèñàòü M(χ) äëÿ χ ∈ G⊥αH−1 \ G
⊥
αH−2

â
âèäå

M(G⊥−1ζ) = M(G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αH−2
H−2 ) =

= m(G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 )m(G⊥−1r

α0
−1r

α1
0 ) . . .m(G⊥−1r

αH−3
−1 r

αH−2
0 )m(G⊥−1r

αH−2
−1 ) =

= λα−1+pα0
λα0+pα1

. . . λαH−3+pαH−2λαH−2, αH−2 6= 0.

Åñëè λαH−2 = 0, òî M(G⊥−1ζ) = 0. Ïóñòü λαH−2 6= 0. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî αH−2 = uj äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, q. Åñëè λαH−3+pαH−2 = 0, òî
M(G⊥−1ζ) = 0. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî λαH−3+pαH−2 6= 0. Ýòî âåðíî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (αH−2, αH−3) åñòü ðåáðî äåðåâà T (V ). Ïî-
âòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì ïóòü (0, uj = αH−2, αH−3, . . . , αs)

äåðåâà T (V ). Òàê êàê hight(T ) = H, òî s > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (αs, αs−1)

íå ðåáðî è λαs−1+pαs = 0, ãäå s > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M(G⊥−1ζ) = 0.
Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî E åñòü (1, H − 2)-ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî.

Â ñàìîì äåëå, ëþáîé ïóòü (0, uj = αs−1, αs−2, . . . , α0, α−1) îïðåäåëÿåò
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ñìåæíûé êëàññ G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αs−1
s−1 ⊂ E. Íî äëÿ ëþáîãî α−1 = 0, p− 1

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü ñ êîíå÷íîé òî÷êîé α−1 è íà÷àëüíîé òî÷-
êîé â íóëå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî E åñòü (1, H − 2)-ýëåìåíòàðíîå ìíî-
æåñòâî. �

Òåîðåìà 2.16. Ïóñòü M, p ∈ N, p > 3, E ⊂ G⊥M åñòü (1,M)-ýëå-

ìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, ϕ̂ ∈ D−1(G
⊥
M), |ϕ̂(χ)| = 1E(χ), ϕ̂(χ) � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ

ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA −1), (2.43)

ãäå m0(χ) åñòü 1-ýëåìåíòàðíàÿ ìàñêà. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîðíåâîå äå-

ðåâî T (V ) âûñîòîé height(T ) = M + 2, êîòîðîå ïîðîæäàåò ìíîæå-

ñòâî E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ (1,M)-ýëåìåíòàð-
íûì è |ϕ̂(χ)| = 1E(χ), òî èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (ϕ(x−̇h))h∈H0

áóäåò îðòîíîðìèðîâàííîé â L2(G). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.8, ïîëó÷àåì, ÷òî
äëÿ α−1 = 0, p− 1 ∑

α0,α1,....αM−1=0

|ϕ̂(G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αM−1
M−1 )|2 = 1.

Òàê êàê ϕ̂ åñòü ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (2.43), òî ñ ó÷åòîì
òåîðåìû 2.10 ïîëó÷àåì äëÿ α−1 = 0, p− 1

p−1∑
α0=0

|m0(G
⊥
−1r

α−1
−1 r

α0
0 )|2 = 1. (2.44)

Îáîçíà÷èì λα−1+pα0
:= m0(G

⊥
−1r

α−1
−1 r

α0
0 ). Çàïèøåì (2.44) â âèäå

p−1∑
α0=0

|λα−1+pα0
|2 = 1. (2.45)

Òàê êàê ìàñêà m0(χ) 1-ýëåìåíòàðíà, òî |λi+pj| ïðèíèìàåò òîëüêî äâà
çíà÷åíèÿ: 0 è 1.

Áóäåì ñòðîèòü äåðåâî T . Ïóñòü U � ñåìåéñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ
G⊥−1ζ ⊂ G⊥M òàêèõ, ÷òî ϕ̂(G⊥−1ζ) 6= 0 è G⊥−1 /∈ U. Ìû ìîæåì çàïèñàòü
ñìåæíûé êëàññ G⊥−1ζ ∈ U â âèäå

G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αM−1
M−1 .
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Åñëè G⊥−1ζ ∈ G⊥n \ G⊥n−1 (n 6 M), òî G⊥−1ζ = G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αn−1
n−1 ,

αn−1 = 1, p− 1.
Ïóñòü u ∈ 1, p− 1. ×åðåç Tu îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ

(u, αn−1, . . . , α0, α−1), äëÿ êîòîðûõ G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αn−1
n−1 r

u
n ∈ U. Âåê-

òîð (u, αn−1, . . . , α0, α−1) òàêæå áóäåì íàçûâàòü ïóòåì. Òàêèì îáðà-
çîì, Tu åñòü ìíîæåñòâî ïóòåé ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé u, äëÿ êîòîðûõ
ϕ̂(G⊥−1r

α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αn−1
n−1 r

u
n) 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî Tu � êîðíåâîå äåðåâî ñ êîð-

íåì u.
1. Âñå âåðøèíû αj, u ïóòè (u, αn−1, . . . , α0, α−1) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Â

ñàìîì äåëå,

ϕ̂(G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αn−1
n−1 r

u
n) = λα−1+α0pλα0+α1p . . . λαn−1+puλu 6= 0, u 6= 0.

Åñëè αn−1 = u, òî |λu+pu| = |λu+p0| = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó
(2.45).

Åñëè αn−1 = 0, òî |λ0+pu| = |λ0+p0| = 1, ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò
ðàâåíñòâó (2.45). Ñëåäîâàòåëüíî, αn−1 /∈ {0, u}. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì,
÷òî αi /∈ {0, u, αn−1, . . . , αi+2, αi+1}.

2. Åñëè äâà ïóòè (u, αn−1, . . . , α0, α−1) è (u, βl−1, . . . , , β0, β−1) èìåþò
îáùèé ïîäïóòü (u, αk−1, . . . , αk−j+1, αk−j) = (u, βl−1, . . . , βl−j+1, βl−j) è
αk−j−1 6= βl−j−1, òî {α−1, α0, . . . , αk−j−1}

⋂
{β−1, β0, . . . , βl−j−1} = Ø. Â

ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì

{α−1, α0, . . . , αk−j−1}
⋂
{β−1, β0, . . . , βl−j−1} 6= Ø.

Òîãäà ñóùåñòâóåò v ∈ {α−1, α0, . . . , αk−j−1}
⋂
{β−1, β0, . . . , βl−j−1}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v 6= αk−j−1. Òîãäà v = αν, −1 6 ν 6 k − j − 2

è v = βµ, −1 6 µ 6 l − j − 1. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

(u = αk, . . . , αk−j, αk−j−1, . . . , αν+1, αν = βµ, βµ−1, . . . , β0, β−1) ∈ Tu,
(u = βl, . . . , βl−j = αk−j, βl−j−1, . . . , βµ+1, βµ, βµ−1, . . . , β0, β−1) ∈ Tu.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâà ðàçëè÷íûõ ïóòè ñ òåì æå ñàìûì ëè-
ñòîì β−1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.8. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Tu íå èìååò
öèêëîâ, ñëåäîâàòåëüíî, Tu åñòü äåðåâî ñ êîðíåì u.

3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå äåðåâüÿ Tu è Tv íå
èìåþò îáùèõ âåðøèí. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ãðàô T = (0, Tu1, . . . , Tuq)

åñòü äåðåâî ñ êîðíåì â íóëå.
4. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî äåðåâî ïîðîæäàåò ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ̂

ñ ìàñêîé m0. Ïîêàæåì, ÷òî height(T ) = M + 2. Â ñàìîì äåëå, òàê
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êàê ϕ̂ ∈ D−1(G
⊥
M), òî ñóùåñòâóåò ñìåæíûé êëàññ G⊥−1r

α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αM−1
M−1 ,

αM−1 6= 0, äëÿ êîòîðîãî |ϕ̂(G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αM−1
M−1 )| = 1. Ýòîò ñìåæíûé

êëàññ ïîðîæäàåò ïóòü (0, αM−1 = u, αM−2, . . . , α0, α−1) äåðåâà T , êîòî-
ðûé ñîäåðæèò M + 2 âåðøèíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî height(T ) > M + 2.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå ñóùåñòâóåò ñìåæíîãî êëàññà G⊥−1ζ ⊂ G⊥M+1 \G⊥M ,
ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò ïóòè, äëÿ êîòîðîãî L > M + 2. Òàêèì îá-
ðàçîì, height(T ) = M + 2. Òàê êàê supp ϕ̂(χ) åñòü (1,M)-ýëåìåíòàðíîå
ìíîæåñòâî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí äåðåâà T åñòü ìíî-
æåñòâî {0, 1, . . . , p− 1}. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü T (V ) � êîðíåâîå äåðåâî ñ êîðíåì â íó-
ëå, H � âûñîòà äåðåâà T (V ), V = {0, 1, . . . , p− 1}. Èñïîëüçóÿ ñìåæíûå
êëàññû (2.41), îïðåäåëèì ìàñêóm0(χ) íà ïîäãðóïïåG⊥1 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: m0(G

⊥
−1) = 1,m0(G

⊥
−1r

i
−1r

j
0) = λi+pj, |λi+pj| = 1, åñëè G⊥−1r

i
−1r

j
0 ⊂ Ẽ

(ñì. (2.42)), |λi+pj| = 0, åñëèG⊥−1r
i
−1r

j
0 ⊂ G⊥1 \Ẽ. Ïðîäîëæèì ìàñêóm0(χ)

íà X \G⊥1 ïåðèîäè÷åñêè, ò. å. m0(χr
α1
1 r

α2
2 . . . rαss ) = m0(χ). Â ýòîì ñëó÷àå

ñêàæåì, ÷òî äåðåâî T (V ) ïîðîæäàåò ìàñêó m0(χ).

Îáîçíà÷èì ϕ̂(χ) =
∞∏
n=0

m0(χA −n). Èç ëåììû 2.22 ñëåäóåò:

1) supp ϕ̂(χ) ⊂ G⊥H−2;
2) ϕ̂(χ) åñòü (1, H − 2)-ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ;
3) (ϕ(x−̇h))h∈H0

åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåðåâî T (V ) ïîðîæäàåò ìàñøòà-

áèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ(x).

Òåîðåìà 2.17. Ïóñòü p > 3 � ïðîñòîå ÷èñëî, V = {0, u1, u2, . . . , uq,

a1, a2, . . . , ap−q−1} � ìíîæåñòâî âåðøèí, T (V ) � êîðíåâîå äåðåâî ñ êîð-

íåì â íóëå, u1, u2, . . . , uq � âåðøèíû ïåðâîãî óðîâíÿ. Ïóñòü H � âûñî-

òà äåðåâà T (V ). ×åðåç ϕ(x) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, ïîðîæäåííóþ äåðåâîì

T (V ). Òîãäà ϕ(x) ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ íà p-è÷íîé ãðóïïå

Âèëåíêèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T (V ) ïîðîæäàåò ôóíêöèþ ϕ, òî:
1) ϕ̂ ∈ D−1(G

⊥
1 );

2) ϕ̂(χ) åñòü (1, H − 2)-ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ;
3) ϕ̂(χ) åñòü ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (2.25);
4) (ϕ(x−̇h))h∈H0

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.
Ïî òåîðåìå 2.13 ϕ(x) ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ. �
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Çàìå÷àíèå 2.4. Ìîæíî óêàçàòü íåïîñðåäñòâåííûé àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ(x). Ïóñòü T (V ) � äåðåâî íà ìíî-
æåñòâå âåðøèí {0, 1, . . . , p − 1}. Ñòðîèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(λi+jp)

p−1
i,j=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ0 = 1, |λi+pj| = 1, åñëè ïàðà (j, i)

ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì äåðåâà T (f). Äëÿ ëþáîé âåðøèíû α−1 âûáèðàåì ïóòü
(0 = αs+1, uj = αs, αs−1, . . . , α0, α−1) è ïîëàãàåì

ϕ̂(G⊥−1r
α−1
−1 r

α0
0 . . . r

αs−1
s−1 r

αs
s r

0
s+1) = λα−1+α0p · λα0+α1p · · · · · λαs−1+αsp · λαs.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëàãàåì ϕ̂(G⊥−1ζ) = 0. Òîãäà ϕ ïîðîæäàåò îð-
òîãîíàëüíûé ÊÌÀ íà ãðóïïå Âèëåíêèíà G.
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ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ,
ÑÎÕÐÀÍßÞÙÅÅ
K-ÂÛÏÓÊËÎÑÒÜ
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé çà÷àñòóþ íåîáõî-
äèìî íå ïðîñòî àïïðîêñèìèðîâàòü çàäàííóþ ôóíêöèþ, à ïðèáëèçèòü åå
ñ ñîõðàíåíèåì íåêîòîðûõ åå ñâîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ôîðìîé ôóíêöèè (ïî-
ëîæèòåëüíîñòü, ìîíîòîííîñòü, âûïóêëîñòü è ò. ï.). Ðàçäåë òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé, ïîñâÿùåííûé òàêîãî ðîäà çàäà÷àì, íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ôîð-
ìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Îäíîé èç ïåðâûõ ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìàòèêå áûëà ðàáîòàÞ. Ïà-
ëà (J. P�al) [1], îïóáëèêîâàííàÿ â 1925 ã., â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðîèçâîëüíóþ âûïóêëóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü íà îò-
ðåçêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûïóêëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Êîí-
ñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áûëî ïðåäëîæåíî Ò. Ïîïî-
âè÷ó (T. Popoviciu) [2] â 1937 ã., êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíê-
öèÿ f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïîðÿäêà k íà [0,1], òî ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà

Bnf(x) :=
n∑
i=0

f
(
i
n

)
C i
nx

i(1 − x)n−i òàêæå áóäóò âûïóêëûìè ïîðÿäêà k

íà [0,1].

Èíòåðåñ ê äàííîé ïðîáëåìàòèêå óñèëèëñÿ â êîíöå 60-õ ãîäîâ XX âå-
êà, êîãäà ïîÿâèëèñü ðàáîòû Î. Øèøà (O. Shisha) [3], Ã. Ã. Ëîðåíöà
(G. G. Lorentz) è Ê. Ë. Öåëëåðà (K. L. Zeller) [4, 5]. Îíè äàëè òîë÷îê
ðàáîòàì Ð. ÄåÂîðà (R. A. DeVore) [6] ïî ìîíîòîííîìó ïðèáëèæåíèþ è
ðàáîòàì À. Ñ. Øâåäîâà [7,8], Ä. Íüþìàíà (D. J. Newman) [9], Ð. Ê. Áèò-
ñîíà (R. K. Beatson) è Ä. Ëåâèàòàíà (D. Leviatan) [10], Ã. Ã. Ëîðåíöà è
Ê. Ë. Öåëëåðà [11] ïî êîìîíîòîííîé àïïðîêñèìàöèè â 70-å è 80-å ãîäû
ïðîøëîãî âåêà. Îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ôîðìîñîõðàíÿþùå-
ãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [12�14], à òàêæå â ñòàòüÿõ [15,16].

Â ïîñëåäíèå 25 ëåò â ýòîé îáëàñòè øëè èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ, ïî-
ÿâèëîñü ìíîãî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Áîëüøèíñòâî èç íèõ êàñàþòñÿ îöåíîê
âåëè÷èí íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àëãåáðà-
è÷åñêèìè èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ ñîõðàíåíèåì ôîðìû
ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ôîðìîñîõðàíÿþùåãî
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ïðèáëèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæèâøååñÿ è àêòóàëüíîå íàïðàâëå-
íèå òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé.

Èíòåðåñ ê òåîðèè ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ âûçâàí, ïðåæäå
âñåãî, òåì, ÷òî åå ðåçóëüòàòû èìåþò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé, áîëüøèí-
ñòâî èç êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ïðèìåíåíèåì â êîìïüþòåðíîì ãðàôè÷åñêîì
äèçàéíå (CAGD, computer-aided graphical design), äëÿ êîòîðîãî âîïðîñû
ñîõðàíåíèÿ ôîðìû ãðàôè÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Â
CAGD ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîçäàíèÿ ïîâåðõíîñòè òåëà ñëîæ-
íîé ôîðìû (íàïðèìåð, ôþçåëÿæà ñàìîëåòà, äåòàëåé äâèãàòåëÿ, àðõèòåê-
òóðíîãî ñîîðóæåíèÿ) êàê äèñêðåòíîãî íàáîðà òî÷åê. ×òîáû ïðåäñòàâèòü
òåëî, íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü ýòè òî÷êè íà íåêîòîðîé êðèâîé èëè ïî-
âåðõíîñòè. Îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé èëè ñìåíà çíàêà ïðî-
èçâîäíîé ïåðâîãî èëè äàæå âòîðîãî ïîðÿäêà çàìåòíû äëÿ ÷åëîâå÷åñêî-
ãî ãëàçà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ãëàäêîå ïðèáëèæåíèå,
êîòîðîå ñîõðàíÿåò ôîðìó äàííûõ. Ñïëàéí-ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ, íàñëå-
äóþùèå òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, ðàññìàòðèâàëèñü, â ÷àñòíîñòè,
â ðàáîòàõ [17�25]. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå [26].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñëîæèëîñü íåñêîëüêî îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé
èññëåäîâàíèé â òåîðèè ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ [12]:
1. Èçó÷åíèå ôîðìîñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíî-

ìîâ (â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå: Á. È. Êâàñîâ, F. Deutch, S. Gal,
W. J. Kammerer, K. Kopotun, G. G. Lorenz, M. G. Nikolcheva,
E. Passow, T. Popoviciu, J. A. Roulier, Z. Rubinstein, J. Szabados,
W. Wolibner, S. W. Young, K. L. Zeller è äð.).

2. Èññëåäîâàíèå ôîðìîñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâ ñïëàéíîâ (â àëôàâèò-
íîì ïîðÿäêå: Þ. Ñ. Âîëêîâ, Á. È. Êâàñîâ, Þ. Í. Ñóááîòèí,
Â. Ò. Øåâàëäèí, È. À. Øåâ÷óê, R. DeVore, K. Kopotun, D. Leviatan,
A. Shadrin è äð.).

3. Èññëåäîâàíèå ôîðìîñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ òèïà ïîëèíî-
ìîâ Áåðíøòåéíà (â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå: H. Berens, P. L. Butzer,
J. M. Carnicer, W. Dahmen, M. M. Derrienic, R. DeVore, A. D. Gad-
zijev, T. N. T. Goodman, I. I. Ibragimov, L. M. Koci�c, I. B. Lackovi�c,
C. A. Micchelli, F. J. Mu�noz- Delgado, R. J. Nessel, V. Ram��rez-
Gonz�alez, I. Ra�sa, P. Sabloni�ere, D. D. Stancu, B. Wood è äð.).

4. Ðåçóëüòàòû òèïà ðåçóëüòàòîâ Øèøà. Ìåòîä îñíîâàí íà ïîëèíî-
ìàõ îäíîâðåìåííîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ, ïðè
ýòîì ê íèì ïðèáàâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèå ïîëèíîìû (ðàâíîìåðíî ñòðå-
ìÿùèåñÿ ê 0) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà ñîõðàíÿëà íåêîòîðûå
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çíàêè ïðîèçâîäíûõ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè (G. A. Anastassiou,
J. A. Roulier, O. Shisha è äð.).

5. Ðåçóëüòàòû òèïà ðåçóëüòàòîâ Êîðîâêèíà. Ïîëó÷åíèå óñëîâèé ñõîäè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëèíåéíûõ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ îïåðàòî-
ðîâ, ò.å. àíàëîãîâ òåîðåìû Êîðîâêèíà îá óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ê òîæäå-
ñòâåííîìó îïåðàòîðó (D. C�ardenas-Morales, H. Gonska, H.-B. Knoop,
F. J. Mu�noz-Delgado, P. Pottinger, V. Ram��rez-Gonz�alez è äð.).

Íåñìîòðÿ íà óñïåøíîå è àêòèâíîå ðàçâèòèå ðàññìàòðèâàåìîé îá-
ëàñòè òåîðèè ïðèáëèæåíèé, à òàêæå áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî
äàííîé òåìàòèêå, âñå åùå îòñóòñòâóåò îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ëèíåéíî-
ìó ôîðìîñîõðàíÿþùåìó ïðèáëèæåíèþ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîáëå-
ìû, ñâÿçàííûå ñ êîëè÷åñòâåííûìè îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ëè-
íåéíûõ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ, íåäîñòàòî÷íî îñâå-
ùåíû â ñïåöèàëèçèðîâàííîé ëèòåðàòóðå. Â ÷àñòíîñòè, îñòàâàëñÿ îò-
êðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåêòà ¾íàñûùåíèÿ¿ äëÿ ëèíåé-
íûõ ìåòîäîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ôîðìîñîõðàíåíèÿ, à òàêæå î åãî
êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêå. Ýòà ïðîáëåìà âïåðâûå áûëà ñôîð-
ìóëèðîâàíà Ð. ÄåÂîðîì [27]. Äàííîé ðàáîòîé ìû ïîïûòàåìñÿ âîñ-
ïîëíèòü ýòîò ïðîáåë. Êëàññ âñåõ k-âûïóêëûõ ôóíêöèé íà [0, 1] îáî-
çíà÷èì ∆k. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ðÿä àïïðîêñèìàòèâ-
íûõ ñâîéñòâ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L, ñîõðàíÿþùèõ
k-âûïóêëîñòü, ò.å. òàêèõ, ÷òî L(∆k) ⊂ ∆k. Äëÿ äàííîãî êëàññà îïå-
ðàòîðîâ ìû ïðèâåäåì àíàëîãè áàçîâûõ ñâîéñòâ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, íàéäåì îöåíêè ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ
êëàññîâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ïîñòðîèì îïòèìàëüíûå êîíå÷íî-
ìåðíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ çíà÷åíèÿ ëè-
íåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ, ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû
Ð. ÄåÂîðà î òîì, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðà-
íÿþùèõ k-âûïóêëîñòü, èìååò ìåñòî ýôôåêò ¾íàñûùåíèÿ¿.

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



196 Ðàçäåë III. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå, ñîõðàíÿþùåå k-âûïóêëîñòü

1 ÁÀÇÎÂÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÔÎÐÌÎÑÎÕÐÀÍßÞÙÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

1.1 Êîíóñ ôóíêöèé

Ïóñòü X åñòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîò ôàêò, ÷òî
ôóíêöèÿ f ∈ X îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ôîðìû, îçíà÷àåò ïðè-
íàäëåæíîñòü ýëåìåíòà f íåêîòîðîìó êîíóñó V â X (íàïðèìåð, êîíóñó
ìîíîòîííûõ èëè êîíóñó âûïóêëûõ ôóíêöèé â C[0, 1]). Åñëè f ∈ V , òî
ãîâîðÿò, ÷òî f èìååò ôîðìó â ñìûñëå êîíóñà V .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck[0, 1], k > 0, ïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-
íîçíà÷íûõ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ íà [0, 1], ñ ñóáíîðìîé

‖f‖Ck[0,1] =
∑

06i6k

1

i!
sup
x∈[0,1]

|Dif(x)|, (1.1)

ãäå Di îçíà÷àåò îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà i, Dif(x) =
dif

dxi
,

è D0 = I åñòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ïðîèçâîäíûå â (1.1) ÿâëÿþòñÿ
ïðàâîñòîðîííèìè â òî÷êå 0 è ëåâîñòîðîííèìè â òî÷êå 1.

Bk[0, 1], k > 0 áóäåò îçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0, 1], èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ ïðîèç-
âîäíóþ ïîðÿäêà k, ñ ñóáíîðìîé (1.1). Îáîçíà÷èì B[0, 1] ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f : [0, 1] → R, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè-
÷åííûìè, ñ íîðìîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

‖f‖B[0,1] = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, f ∈ B[0, 1],

ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé B[0, 1] ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ñèìâîë C[0, 1] áóäåò îçíà÷àòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðå-

ðûâíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0,1].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πk ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî C[0, 1], ïîðîæäåííîå

ñèñòåìîé ôóíêöèé {e0, e1, . . . , ek}, ãäå ei(x) = xi, i = 1, 2, . . .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R ÿâëÿåòñÿ
k-âûïóêëîé (k > 1) íà [0, 1], åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ k + 1
ðàçëè÷íûõ òî÷åê t0, . . . , tk èç [0, 1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

[t0, . . . , tk]f > 0,

ãäå [t0, . . . , tk]f îçíà÷àåò ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü ïîðÿäêà k ôóíêöèè f ïî
óçëàì 0 6 t0 < t1 < . . . < tk 6 1. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ 0-âûïóêëîé, åñëè
f(t0) > 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t0 ∈ [0, 1].
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ 0-âûïóêëîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíîé íà îòðåçêå, 1-âûïóêëîé â ñëó÷àå, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
íåóáûâàþùåé, è 2-âûïóêëîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé â îáû÷íîì
ñìûñëå. Îòìåòèì, ÷òî k-âûïóêëîñòü äëÿ k > 3 íà îòðåçêå áûëà âïåðâûå
ðàññìîòðåíà Ý. Õîïôîì (E. Hopf) [28] â åãî äèññåðòàöèè, à çàòåì ãëóáî-
êî èçó÷åíà Ò. Ïîïîâè÷ó (T. Popoviciu) êàê â åãî äèññåðòàöèè [29], òàê è
ìîíîãðàôèè [30].

Êëàññ âñåõ k-âûïóêëûõ ôóíêöèé íà [0, 1] îáîçíà÷èì ∆k[0, 1]. Åñ-
ëè f ∈ Ck[0, 1], òîãäà f ∈ ∆k[0, 1] â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
f (k)(t) > 0, t ∈ [0, 1]. Ïîëîæèì

∆0[0, 1] := {f ∈ C[0, 1] : f(t) > 0, t ∈ [0, 1]}.

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ k-âûïóêëîé (k > 3) íà (0,1) â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åå ïðîèçâîäíàÿ f (k−2) ñóùåñòâóåò è âû-
ïóêëà íà (0,1). Ýòîò ôàêò áûë âïåðâûå äîêàçàí Ý. Õîïôîì [28, ñ. 24] è
Ò. Ïîïîâè÷ó [29, ñ. 48], ñì. òàêæå [31].

Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ìû ââîäèì êîíóñ, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷å-
íèåì êîíóñîâ âûïóêëûõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ ïîðÿäêîâ, âçÿòûõ ñ çàäàí-
íûìè çíàêàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü 0 6 h 6 k åñòü äâà öåëûõ ÷èñëà è ïóñòü
σ = (σi)

k
i=0 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî σi ∈ {−1, 0, 1} è

σh · σk 6= 0. Îáîçíà÷èì

∆h,k(σ) :=
⋂

h 6 p 6 k
σp 6= 0

σp∆
p[0, 1] =

{
f ∈ C[0, 1] : σpf ∈ ∆p[0, 1], h 6 p 6 k

}
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûõîäèò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ 1.2.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî ∆k (òàê æå, êàê è ìíîæåñò-
âî ∆h,k(σ)) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îñòðîêîíå÷íûì êîíè÷åñêèì ìíîæå-
ñòâîì ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

1.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ
îïåðàòîðîâ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå áàçîâûå ñâîéñòâà
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ ôîðìîñîõðàíÿþùèìè ñâîéñòâàìè îò-
íîñèòåëüíî êîíóñà k-âûïóêëûõ ôóíêöèé, à òàêæå êîíóñà ∆h,k(σ).
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Ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ îïåðàòîðîâ è çàòåì ïîëó÷èì àíàëîãè ýòèõ ñâîéñòâ äëÿ ëèíåéíûõ
ôîðìîñîõðàíÿþùèõ îïåðàòîðîâ.

1.2.1 Ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Îäíèì èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îáëà-
äàþùèõ ñâîéñòâàìè ôîðìîñîõðàíåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå îïåðà-
òîðû.

Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð L : C[0, 1] → B[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì, åñëè Lf > 0 äëÿ âñÿêîé f ∈ C[0, 1], f > 0.

Êàæäîìó ëèíåéíîìó ïîëîæèòåëüíîìó îïåðàòîðó L : C[0, 1]→ B[0, 1]

ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî (µy)y∈[0,1] ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ, çàäàííûõ íà C[0, 1], îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µy(f) := Lf(x), f ∈ C[0, 1].

Íèæå ïðèâåäåíû õîðîøî èçâåñòíûå îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð [32]).

Óòâåðæäåíèå 1.2. Åñëè L : C[0, 1] → B[0, 1] åñòü ëèíåéíûé ïîëî-

æèòåëüíûé îïåðàòîð, òîãäà

1) (ìîíîòîííîñòü) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ C[0, 1] òàêèõ, ÷òî f 6 g,

èìååò ìåñòî

Lf 6 Lg;

2) äëÿ âñÿêîé f ∈ C[0, 1]

|Lf | 6 L(|f |);

3) (íåðàâåíñòâî Êîøè�Øâàðöà) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ C[0, 1] èìå-

åò ìåñòî

L(|fg|) 6
√
L(f 2) · L(g2),

â ÷àñòíîñòè (L(|f |))2 6 L(e0) · L(f 2), ãäå e0 ≡ 1;

4) L ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è ‖L‖ = ‖Le0‖.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè µ : C[0, 1]→ R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîëîæèòåëü-
íûì ôóíêöèîíàëîì, òî µ � íåïðåðûâíî è ‖µ‖ = µ(e0).
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Êëàññè÷åñêèìè äëÿ êëàññà ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ðå-
çóëüòàòû Ï. Ï. Êîðîâêèíà. Èì áûëè íàéäåíû [33] óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ê òîæäåñòâåí-
íîìó îïåðàòîðó I â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]. Êðîìå òîãî, Ï. Ï. Êîðîâêèí
ïîêàçàë [34], ÷òî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïî-
ëèíîìèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïîðÿäêà n íå âûøå ÷åì n−2 äàæå íà ñèñòå-
ìå èç òðåõ ôóíêöèé 1, x, x2.

Îáîçíà÷èì ej(t) = tj, j = 0, 1, . . ., ‖ · ‖ îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íîðìó,
‖f‖ = sup

x∈[0,1]

|f(x)|.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Ln : C[0, 1] → C[0, 1], n > 1 åñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Åñëè

1) Ln(V0) ⊂ V0, n > 1;

2) lim
n→∞
‖(Ln − I)ej‖ = 0, j = 0, 1, 2,

òî

lim
n→∞
‖(Ln − I)f‖ = 0

äëÿ âñåõ f ∈ C[0, 1].

1.2.2 Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ îïåðàòîðîâ

Îñíîâíàÿ öåëü ï. 1.2.2 ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè àíàëîãîâ óòâåðæäåíèÿ 1.2
è òåîðåìû 1.1 äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L, òàêèõ, ÷òî L(∆k) ⊂ ∆k.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü Φ : Ck[0, 1] → R åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèî-

íàë, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Φ(f) > 0 äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè

f ∈ Ck[0, 1] òàêîé, ÷òî f ∈ ∆k. Ïóñòü 〈·, ·〉 : Ck[0, 1] × Ck[0, 1] → R
îçíà÷àåò áèôóíêöèîíàë, ïîðîæäåííûé ôóíêöèîíàëîì Φ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ Ck[0, 1] ìû ïîëàãàåì 〈f, g〉 = Φ(γ),

ãäå ôóíêöèÿ γ ∈ Ck[0, 1] òàêîâà, ÷òî Dkγ = DkfDkg è Diγ(0) = 0,

i = 0, 1, . . . , k − 1. Òîãäà

|〈f, g〉| 6 [〈f, f〉]
1
2 [〈g, g〉]

1
2 , f, g ∈ Ck[0, 1]. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà Φ ñëåäóåò, ÷òî
áèôóíêöèîíàë 〈·, ·〉 ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì. Î÷åâèäíî, ÷òî 〈·, ·〉 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì è íåîòðèöàòåëüíûì áèôóíêöèîíàëîì (ò. å.
〈f, g〉 = 〈g, f〉 è 〈f, f〉 > 0, f, g ∈ Ck[0, 1]). Òàêèì îáðàçîì, 〈·, ·〉 åñòü
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



200 Ðàçäåë III. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå, ñîõðàíÿþùåå k-âûïóêëîñòü

Èìååì

0 6 〈f + cg, f + cg〉 = 〈f, f〉+ 2c〈f, g〉+ c2〈g, g〉

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ c ∈ R, f, g ∈ Ck[0, 1]. Åñëè âçÿòü c = −〈f, g〉〈g, g〉−1,
òî ìû ïîëó÷èì (1.2).

Åñëè æå 〈g, g〉 = 0, òî òîãäà áóäåò 〈f, g〉 = 0 è (1.2) âûïîëíåíî. �
Çàìåòèì, ÷òî åñëè f = g, òî ìû èìååì çíàê ðàâåíñòâà â (1.2).
Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L : Ck[0, 1] →

→ Bk[0, 1] òàêèõ, ÷òî L(∆k) ⊂ ∆k.

Óòâåðæäåíèå 1.3. Ïóñòü L : Ck[0, 1] → Bk[0, 1] åñòü ëèíåéíûé

îïåðàòîð, òàêîé ÷òî

L(∆k) ⊂ ∆k.

Òîãäà

1) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ Ck[0, 1], g − f ∈ ∆k ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî

DkLf 6 DkLg;

2) äëÿ âñÿêîé f ∈ Ck[0, 1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|DkLf | 6 σkD
kLϕ,

ãäå ϕ ∈ Ck[0, 1] îïðåäåëåíà òàê, ÷òî Dkϕ = σk|Dkf |, ãäå

Diϕ(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1;

3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ Ck[0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|DkLϕ| 6
√
DkLϕ1 ·DkLϕ2, (1.3)

ãäå ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ Ck[0, 1] îïðåäåëåíû òàê, ÷òî Dkϕ = Dkf · Dkg,

Dkϕ1 = (Dkf)2, Dkϕ2 = (Dkg)2, Diϕ(0) = Diϕ1(0) = Diϕ2(0) = 0,

i = 0, . . . , k − 1;

4) îïåðàòîð DkL : Ck[0, 1]→ B[0, 1] ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è

‖DkL‖ = ‖DkLek‖. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. ¾Ìîíîòîííîñòü¿ ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
ñâîéñòâà ôîðìîñîõðàíåíèÿ îïåðàòîðà.

2. Èç òîãî, ÷òî ϕ − f, ϕ + f ∈ ∆k, ñëåäóåò, ÷òî L(ϕ − f) ∈ ∆k

è L(ϕ + f) ∈ ∆k. Òàêèì îáðàçîì, êàê σk(D
kLϕ − DkLf) > 0, òàê è

σk(D
kLϕ+DkLf) > 0, ò.å |DkLf | 6 DkLϕ.
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3. Âîçüìåì x ∈ [0, 1] è îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Φx:
Ck[0, 1] → R ñëåäóþùèì îáðàçîì: Φx(f) = DkLf(x), f ∈ Ck[0, 1]. Î÷å-
âèäíî, ÷òî Φx(f) > 0 äëÿ âñåõ f ∈ ∆k. Òîãäà (1.3) ñëåäóåò èç óòâåðæäå-
íèÿ ëåììû 1.1.

4. Ìû èìååì
‖DkL‖ := sup

‖f‖Ck[0,1]61

‖DkLf‖∞,

ãäå ‖ · ‖Ck[0,1] îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (1.1). Äëÿ âñÿêîé f ∈ Ck[0, 1]

òàêîé, ÷òî ‖f‖Ck[0,1] 6 1, ìû èìååì∑
06i6k

1

i!
|Dif(x)| 6 1 =

1

k!
Dkek(x),

ñëåäîâàòåëüíî,
|Dkf(x)| 6 Dkek(x). (1.5)

Èç (1.5) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî |DkLf(x)| 6 DkLek(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]. Òàêèì
îáðàçîì,

‖DkLf‖B[0,1] 6 ‖DkLek‖B[0,1] (1.6)

äëÿ âñåõ f ∈ Ck[0, 1], òàêèõ, ÷òî ‖f‖Ck[0,1] 6 1. Èç (1.6) ñëåäóåò, ÷òî

‖DkL‖B[0,1] 6 ‖DkLek‖B[0,1].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ‖ek‖Ck[0,1] 6 1, ìû èìååì

sup
‖f‖Ck[0,1]61

‖DkLf‖∞ > ‖DkLek‖B[0,1],

è ñîîòíîøåíèå (1.4) ñïðàâåäëèâî. Èç îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èíû ‖DkL‖
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð DkL : Ck[0, 1]→ B[0, 1] ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. �

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ïóñòü ∆h,k(σ) � êîíóñ. Äëÿ i ∈ {h, . . . , k − 1} îáîçíà÷èì s(i) :=

= min{s > i : σs 6= 0}.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü Φ : Ck[0, 1] → R åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèî-

íàë, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Φ(f) > 0 äëÿ âñÿêîé ôóíê-

öèè f ∈ ∆h,k(σ). Ïóñòü γ > 1 åñòü ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïóñòü

〈·, ·〉 : Ck[0, 1]×Ck[0, 1]→ R åñòü áèôóíêöèîíàë, ïîðîæäåííûé ôóíêöè-

îíàëîì Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f, g ∈ Ck[0, 1]

ìû ïîëàãàåì 〈f, g〉 = Φ(ν), ãäå ν ∈ Ck[0, 1] âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû
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1) Dkν = σkD
kf Dkg;

2) äëÿ i 6 k − 1:

Diν(0) =


0, åñëè σi = 0;

0, åñëè σi 6= 0 è σi = σs(i);

−γ
1∫

0

Di+1ν(z)dz, åñëè σi 6= 0 è σi = −σs(i).

Òîãäà

|〈f, g〉| 6 [〈f, f〉]
1
2 [〈g, g〉]

1
2 , (1.7)

äëÿ âñåõ f, g ∈ Ck[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà Φ ñëåäóåò, ÷òî áè-
ôóíêöèîíàë 〈·, ·〉 ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî
〈·, ·〉 � êîììóòàòèâíûé, ò. å. 〈f, g〉 = 〈g, f〉, f, g ∈ Ck[0, 1]. Êðîìå òîãî,
〈·, ·〉 ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, ò. å. 〈f, f〉 > 0 äëÿ âñåõ f ∈ Ck[0, 1].
Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì 〈f, f〉 = Φ(ν), ãäå ν ∈ Ck[0, 1] óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1), 2) ïðè g = f .

Äàëåå ìû ïðîâåðèì ïî èíäóêöèè, ÷òî

ν ∈ ∆h,k(σ),

ò. å. σiDiν > 0, i = h, . . . , k. Èìååì

Dkν = σk(D
kf)2, ò. å. σkD

kν > 0.

Ïðåäïîëîæèì (ïî èíäóêöèè), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i > h + 1 âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

σlD
lν > 0, l = i+ 1, . . . , k.

Ðàññìîòðèì òðè îòäåëüíûõ ñëó÷àÿ.
1. Åñëè σi = 0, òî

Diν(t) =

t∫
0

Di+1ν(z) dz +Diν(0), (1.8)

è òàê êàê Diν(0) = 0, ìû èìååì sgnDiν = sgnDi+1ν.
2. Åñëè σi 6= 0 è σi = σs(i), òîãäà èç (1.8) ñëåäóåò, ÷òî sgnDiν =

= sgnDi+1ν = . . . = sgnDs(i)ν = σi.
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3. Åñëè σi 6= 0 è σi = −σs(i), òîãäà sgnDi+1ν = σs(i) è

Diν(t) =

t∫
0

Di+1ν(z) dz +Diν(0) =

t∫
0

Di+1ν(z) dz − γ
1∫

0

Di+1ν(z) dz =

= −
1∫
t

Di+1ν(z) dz + (1− γ)

1∫
0

Di+1ν(z) dz =

= σi

∫ 1

t

σs(i)D
i+1ν(z)dz + (γ − 1)σi

∫ 1

0

σs(i)D
i+1ν(z)dz,

ñëåäîâàòåëüíî, σiDiν > 0.
Ìû èìååì

0 6 〈f + cg, f + cg〉 = 〈f, f〉+ 2c〈f, g〉+ c2〈g, g〉

äëÿ âñåõ c ∈ R, f, g ∈ Ck[0, 1]. Åñëè ìû âîçüìåì c = −〈f, g〉〈g, g〉−1, òî
ïîëó÷èì (1.7). Åñëè 〈g, g〉 = 0, òî 〈f, g〉 = 0 äëÿ âñåõ f ∈ Ck[0, 1] è (1.7)
èìååò ìåñòî. �

Äðóãîå âàæíîå íàïðàâëåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñâÿçàíî ñ ïî-
ëó÷åíèåì êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ðàçâèâàþùèõ èäåè Ï. Ï. Êîðîâêè-
íà äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ. Ðÿä ðàáîò
(â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [35�38] è äð.) ïîñâÿùåí äàííîé ïðîáëåìàòèêå.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òèïà òåîðåìû Êîðîâêèíà.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü Ln : Ck[0, 1] → Ck[0, 1], n > 1 åñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Åñëè

1) Ln(∆
k) ⊂ ∆k;

2) lim
n→∞
‖Dk −Dk(Lnej)‖ = 0, j = k, k + 1, k + 2,

òî

lim
n→∞
‖Dk −Dk(Lnf)‖ = 0

äëÿ âñåõ f ∈ Ck[0, 1].

Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà.
Ô. Õ. Ìóíüîñ-Äåëüãàäî (F. J. Mu�noz-Delgado), Â. Ðàìèðåñ-Ãîíñàëåñ

(V. Ram��rez-Gonz�alez) è Ä. Êàðäåíàñ-Ìîðàëåñ (D. C�ardenas-Morales)
óñòàíîâèëè [38] ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò òèïà Êîðîâêèíà äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ëèíåéíûõ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ îïåðàòîðîâ.

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



204 Ðàçäåë III. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå, ñîõðàíÿþùåå k-âûïóêëîñòü

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ∆h,k(σ) � êîíóñ. Ïóñòü Ln : Ck[0, 1]→ Ck[0, 1],

n > 1 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Åñëè

1) Ln(∆
h,k(σ)) ⊂ σk∆

k;

2) lim
n→∞
‖Dk −Dk(Lnej)‖ = 0, j = h, . . . , k + 2,

òî

lim
n→∞
‖Dk −Dk(Lnf)‖ = 0

äëÿ âñåõ f ∈ Ck[0, 1].

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3, äîêàæåì ñëå-
äóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ.

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rm, RX � ïðîñòðàíñòâî âñåõ
äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X. Ïóñòü B åñòü ïîä-
ìíîæåñòâî RX , A� ïîäïðîñòðàíñòâî C(X), A ⊂ B. Ïóñòü L : B → RX �
ëèíåéíûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî L(A) ⊂ C(X).

Ëåììà 1.3. Ïóñòü P = {f ∈ B : Lf > 0} è ïóñòü V åñòü êîíóñ â

A. Ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî A, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâàì:

1) íàéäåòñÿ u ∈ U òàêàÿ, ÷òî Lu(x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ X;

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ φz ∈ V ∩U òàêàÿ,

÷òî

à) Lφz(z) = 0 < Lφz(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] \ z;

á) ∀ f ∈ A, ∃ α = α(f) > 0: β > α ⇒ βφz + f ∈ V .

Ïóñòü {Kn}n>1, Kn : A → B åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) Kn(P ∩ V ) ⊂ P , n > 1;

2) äëÿ âñÿêîé f ∈ U , L(Knf) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê Lf ïðè n→∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ A, L(Knf) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê Lf ïðè

n→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ A. Òàê êàê
ôóíêöèÿ Lf íåïðåðûâíà è ìíîæåñòâî X êîìïàêòíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ êîí-
ñòàíòà M > 0, ÷òî

−M < Lf(x)− Lf(y) < M, ∀ x, y ∈ X. (1.9)

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ z ∈ X è ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî δ = δ(z) > 0 òàêîå,
÷òî åñëè x ∈ B(z, δ) := {x ∈ X : |z − x| < δ}, òî

−ε
3
< Lf(x)− Lf(z) <

ε

3
. (1.10)

Ïî óñëîâèÿì ëåììû ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ φz ∈ V ∩ U òàêàÿ, ÷òî

à) Lφz(z) = 0 < Lφz(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] \ z;

á) ∀ f ∈ A, ∃ α = α(f) > 0: β > α ⇒ βφz + f ∈ V .

Îáîçíà÷èì Mδ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Lφz íà X \B(z, δ).
Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (1.9) è (1.10) ñëåäóåò

−ε
3
− Lφz(x)

Mβ

Mδ
< Lf(x)− Lf(z) <

ε

3
+ Lφz(x)

Mβ

Mδ
(1.11)

äëÿ âñåõ x ∈ X, β > 1.
Ïî óñëîâèþ ëåììû ìîæíî âçÿòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå β òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû
Mβ

Mδ
φz +

ε

3
u+ Lf(z)u ∈ V

è
Mβ

Mδ
φz +

ε

3
u− Lf(z)u ∈ V.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.11) ñëåäóåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè òàêæå ïðèíàäëå-
æàò P . Ïî óñëîâèþ ëåììû Kn(P ∩ V ) ⊂ P äëÿ n > 1, ïîýòîìó îáðà-
çû ýòèõ ôóíêöèè ïðè îòîáðàæåíèè Kn òàêæå ïðèíàäëåæàò P äëÿ âñåõ
n > 1. Çíà÷èò,

−ε
3
L(Knu)(x)− Mβ

Mδ
L(Knφz)(x) < L(Knf)(x)− Lf(z)L(Knu)(x) <

<
ε

3
L(Knu)(x) +

Mβ

Mδ
L(Knφz)(x)

äëÿ âñåõ x ∈ X, èëè

L(Knf)(x) 6 Lf(z)L(Knu)(x) +
ε

3
L(Knu)(x)+
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+
Mβ

Mδ
L(Knφz)(x), x ∈ X (1.12)

è

L(Knf)(x) > Lf(z)L(Knu)(x)− ε

3
L(Knu)(x)−

−Mβ

Mδ
L(Knφz)(x), x ∈ X. (1.13)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåììû äëÿ âñÿêîé f ∈ U , L(Knf) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ê Lf ïðè n → ∞, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N(ε, z), ÷òî åñëè
n > N(ε, z), òî

− ε/9

ε/3 + |Lf(z)|
+ 1 < L(Knu)(x) <

ε/9

ε/3 + |Lf(z)|
+ 1, ∀ x ∈ X, (1.14)

è

−(ε/9)Mδ

Mβ
+Lφz(x) < L(Knφz)(x) <

(ε/9)Mδ

Mβ
+Lφz(x), ∀ x ∈ X. (1.15)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (1.12), (1.14), (1.15) ïðè n > N(ε, z) èìååì

L(Knf)(x) <
|Lf(z)|(ε/9)

ε/3 + |Lf(z)|
+ Lf(z) +

(ε/3)(ε/9)

ε/3 + |Lf(z)|
+
ε

3
+

+
Mβ

Mδ

(
Lφz(x) +

(ε/9)Mδ

Mβ

)
=
ε

9
+ Lf(z) +

ε

3
+
ε

9
+
Mβ

Mδ
Lφz(x) =

=
2ε

9
+ Lf(z) +

ε

3
+
Mβ

Mδ
Lφz(x), ∀ x ∈ X. (1.16)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.13)�(1.15) ïðè n > N(ε, z) èìååì

L(Knf)(x) > − (ε/3)(ε/9)

ε/3 + |Lf(z)|
− |Lf(z)|(ε/9)

ε/3 + |Lf(z)|
− ε

3
+ Lf(z)−

−Mβ

Mδ

(
Lφz(x) +

(ε/9)Mδ

Mβ

)
= −ε

9
− ε

3
+ Lf(z)− ε

9
− Mβ

Mδ
Lφz(x) =

= −2ε

9
+ Lf(z)− ε

3
− Mβ

Mδ
Lφz(x), ∀ x ∈ X. (1.17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Lφz ñóùåñòâóåò ÷èñëî
δz > 0, δz < δ = δ(z) òàêîå, ÷òî åñëè x ∈ B(z, δz), òî

Lφz(x) <
(ε/9)Mδ

Mβ
. (1.18)
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Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (1.16), (1.17), (1.18), åñëè x ∈ B(z, δz)

è n > N(ε, z), áóäåì èìåòü

|L(Knf)(x)− Lf(z)| < 2ε

3
. (1.19)

Èòàê, ñ ó÷åòîì (1.10), (1.19) ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

è z ∈ X íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî N(ε, z) è ÷èñëî δz > 0

òàêèå, ÷òî åñëè n > N(ε, z) è x ∈ B(z, δz), òî

|L(Knf)(x)− Lf(z)| < ε.

Ñåìåéñòâî {B(z, δz) : z ∈ X} îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X
åñòü îòêðûòîå ïîêðûòèå X. Òàê êàê X åñòü êîìïàêò, ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî J ìíîæåñòâà X, òàêîå, ÷òî {B(z, δz) : z ∈ J} �
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå X. Åñëè âûáðàòü N = max{N(ε, z) : z ∈ J},
òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ z ∈ J òàêîå, ÷òî x ∈ B(z, δz).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè n > N , òî |L(Knf)(x)− Lf(z)| < ε. �

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 1.3 ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1.3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì σ(j) = {σ(j)

i }i>0, ãäå σ
(j)
i = σi, åñëè

i 6= j è σ
(j)
j = 0. Ïóñòü L áóäåò îïåðàòîðîì Dk, A = B = Ck[0, 1],

V = ∆h,k(σ(k)), U = span{eh, . . . , ek+2}, P = σk∆
k, P ∩ V = ∆h,k(σ).

Îáîçíà÷èì u = (1/k!)σkek. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ [0, 1] îïðå-
äåëèì φz ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Dkφz(x) = σk(x− z)2, x ∈ [0, 1];

2) Diφz(0) = σi(1 + βi), βi > ‖Di+1φz‖ äëÿ i = k − 1, k − 2, . . . , h.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû 1.3 âûïîëíåíû. Â ñàìîì äåëå, åñëè
h 6 i 6 k − 1 è σi 6= 0, òî

σiD
iφz(x) = σiD

iφz(0) + σi

∫ x

0

Di+1φz(t)dt > σiD
iφz(0)− βi > 1

äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, φz ∈ V .
Îñòàëüíûå óñëîâèÿ ëåììû ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. �СА
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2 ËÈÍÅÉÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÔÎÐÌÎÑÎÕÐÀÍßÞÙÅÃÎ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß

2.1 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå k-âûïóêëîñòü

2.1.1 Îïåðàòîðû Áåðíøòåéíà

Â ðàáîòå Ò. Ïîïîâè÷ó [2] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà

Bnf(x) :=
n∑
i=0

f

(
i

n

)
C i
nx

i(1− x)n−i

ñîõðàíÿþò âûïóêëîñòü ëþáîãî ïîðÿäêà íà [0,1]. Âìåñòå ñ òåì, ïîðÿäîê
ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðàìè Áåðíøòåéíà íå ÿâëÿåòñÿ âûñîêèì. Òàê, â 1932
ãîäó Å. Â. Âîðîíîâñêàÿ [39] äîêàçàëà, ÷òî äëÿ f ∈ C2[0, 1] èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

lim
n→∞

n(Bnf(x)− f(x)) =
x(1− x)

2
D2f(x).

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî
àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f îïåðàòîðàìè Áåðí-
øòåéíà íå ìîæåò áûòü âûøå n−1. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è
ïðè ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà k. Â ÷àñòíî-
ñòè, Ì. Ôëîàòåð óñòàíîâèë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [40].

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè f ∈ Ck+2[0, 1] äëÿ íåêîòîðîãî k > 0, òî

|Dk(I −Bn)f(x)| 6

6
1

2n

(
k(k − 1)‖Dkf‖+ k|1− 2x| ‖Dk+1f‖+ x(1− x)‖Dk+2‖

)
è

lim
n→∞

n(Dk(Bn − I)f(x)) =
1

2

dk

dxk
{x(1− x)D2f(x)}

ðàâíîìåðíî äëÿ x ∈ [0, 1].

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à ïîèñêà êîíñòðóêöèé ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãà, ñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâî âûïóêëîñòè
çàäàííîãî ïîðÿäêà è îáëàäàþùèõ áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêîì ïðèáëèæåíèÿ
êàê ôóíêöèè, òàê è åå ïðîèçâîäíûõ.
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2.1.2 Êîíñòðóêöèè îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóþùèõ çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè

Ïóñòü k, n ∈ N, n > k + 2, zj = j/n, j = 0, 1, . . . , n, è îïðåäåëèì
ëèíåéíûé îïåðàòîð Λk,n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1] ïî øàãàì ñëåâà íàïðàâî
ñëåäóþùèì îáðàçîì [41]:

Λk,nf(x) =
k∑
l=0

Dlf(0)

l!
xl +

nxk+1

(k + 1)!

[
Dkf(z1)−Dkf(0)

]
, x ∈ [0, z1],

(2.1)

Λk,nf(x) =
k∑
l=0

DlΛk,nf (zj)

l!
(x− zj)l +

n (x− zj)k+1

(k + 1)!
×

×
[
Dkf (zj+1)−Dkf (zj)

]
, x ∈ (zj, zj+1], j = 1, . . . , n− 1. (2.2)

Ëåììà 2.1. Λk,n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1] åñòü íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà n+ 1 òàêîé, ÷òî

1) Λk,n(∆
k) ⊂ ∆k;

2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî 0 < c 6 2k−3/k!, íå çàâèñÿùåå îò n òàêîå, ÷òî

sup
f∈B(k+2)

∞ ∩∆k

‖Λk,nf − f‖Ck[0,1] 6 cn−2. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Dk(Λk,nf) åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ íà [0,1] ñ òî÷êàìè ïåðåëîìà {(zj, Dkf(zj))}j=0,...,n, òî äëÿ âñÿ-
êîé f ∈ Ck[0, 1] òàêîé, ÷òî Dkf > 0, áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
Dk(Λk,nf) > 0, ò. å. Λk,n(∆

k) ⊂ ∆k.
Îáîçíà÷èì ei(x) = xi, i = 0, 1, . . . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Λk,nep = ep

äëÿ âñåõ p = 0, 1, . . . , k + 1, è åñëè x ∈ [zj, zj+1) äëÿ íåêîòîðîãî
0 6 j 6 n− 1, òî

(Dk(Λk,nek+2)−Dkek+2)(x) = (k + 2)! (zj+1 − x) (x− zj) /2.

Ïóñòü f åñòü ôóíêöèÿ èç B(k+2)
∞ ∩ ∆k. Ïóñòü x ∈ [zj, zj+1]. Òîãäà

Dkf ∈ W (2)
∞ [0, 1] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Dkf(x) = Dkf (zj) +
Dk+1f (zj)

1!
(x− zj) +

∫ 1

zj

(x− t)+D
k+2f(t) dt, (2.4)

ãäå y+ := max{y, 0}. Àíàëîãè÷íî, åñëè x ∈ [zj, zj+1], òî

Dk(Λk,nf)(x) = Dk(Λk,nf) (zj) +
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+
Dk+1

+ Λk,nf (zj)

1!
(x− zj) +

∫ 1

zj

(x− t)+D
k+2Λk,nf(t)dt, (2.5)

ãäå Dk+1
+ Λk,nf(zj) îçíà÷àåò ïðàâîñòîðîííþþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

DkΛk,nf , âçÿòóþ â òî÷êå zj. Èç (2.4) è (2.5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈ [zj, zj+1],
òî (

Dk(Λk,nf)−Dkf
)

(x) = (x− zj)
[
n
(
Dkf (zj+1)−Dkf (zj)

)
−

−Dk+1f (zj)

]
−
∫ 1

zj

(x− t)+D
k+2f(t) dt =

=

∫ 1

zj

(
n (x− zj) (zj+1 − t)+ − (x− t)+

)
Dk+2f(t)dt.

Òàê êàê ‖Dk+2f‖∞ 6 1, ìû ïîëó÷àåì

sup
x∈[zj ,zj ]

∣∣Dk(Λk,nf)(x)−Dkf(x)
∣∣ 6

6 sup
x∈[0, 1n ]

∫ 1
n

0

∣∣∣∣nx(1

n
− t
)

+

− (x− t)+

∣∣∣∣ dt 6
6 sup

x∈[0, 1n ]

1

2
x

(
1

n
− x
)

=
1

8n2
. (2.6)

Èç (2.1.2) ñëåäóåò, ÷òî∣∣Dk(Λk,nf)(x)−Dkf(x)
∣∣ 6 1

8n2

äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1]. Òàê êàê Di(Λk,nf−f)(0) = 0 äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k,
ìû ïîëó÷àåì ïî èíäóêöèè äëÿ i = k − 1, . . . , 0 è x ∈ [0, 1]

|Di(Λk,nf − f)(x)| =
∣∣∣∣Di(Λk,nf − f)(0) +

∫ x

0

Di+1(Λk,nf − f)(t) dt

∣∣∣∣ 6
6

1

8n2

xk−i

(k − i)!
. (2.7)

Ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî åñëè g ∈ C[0, 1] è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
a ∈ R òàêàÿ, ÷òî |g| 6 a íà [0,1], òî

0 6
∫ x

0

∫ tp−1

0

. . .

∫ t1

0

|g(t1)|dt1 . . . dtp 6 a
xp

p!

äëÿ âñåõ p ∈ N.
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Òîãäà (2.1.2) âëå÷åò

‖Di(Λk,nf)−Dif‖C[0,1] 6
1

8n2

1

(k − i)!
,

óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Ïðè ýòîì

c 6
1

8

k∑
i=0

1

i!(k − i)!
=

2k−3

k!
.

�

Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Λk,n, îïðåäåëåííûé â (2.1) è (2.2),
åñòü ìèíèìàëüíàÿ ôîðìîñîõðàíÿþùàÿ ïðîåêöèÿ [42] íà ïåðâîì èíòåðâà-
ëå [0, 1/n], êîòîðàÿ äàëåå ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà ïîñëåäóþùèå èíòåð-
âàëû.

2.1.3 Êîíñòðóêöèè îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóþùèõ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè

Ïðåäñòàâèì ïðèìåð ëèíåéíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ìåòîäà àïïðîêñèìà-
öèè [43], êîòîðûé ñîõðàíÿåò k-âûïóêëîñòü ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé è
èñïîëüçóåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ðàâíîóäàëåííûõ òî÷êàõ íà [0,1] (à íå
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè êàê â îïðåäåëåíèè (2.1)�(2.2) îïåðàòî-
ðà Λk,n).

Ïóñòü Dl(f ; z, h) îçíà÷àåò öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ ðàçäåëåííóþ
ðàçíîñòü, âû÷èñëÿåìóþ ïî òî÷êàì z ± jh, j ∈ {0, 1, 2, . . .}, ïðèáëèæà-
þùóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà l ôóíêöèè f ñ òî÷íîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà,
ò. å.

D0(f ; z, h) = f(z),

D1(f ; z, h) = (f(z + h)− f(z − h))/(2h),

D2(f ; z, h) = (f(z + h)− 2f(z) + f(z − h))/(h2),

D3(f ; z, h) = (f(z + 2h)− 2f(z + h) + 2f(z − h)− f(z − 2h))/(2h3),

D4(f ; z, h) = (f(z+ 2h)− 4f(z+ h) + 6f(z)− 4f(z− h) + f(z− 2h))/(h4)

è ò. ä.
Îáîçíà÷èì B(k+2) := {f ∈ Ck+2[0, 1] : ‖f‖Ck+2[0,1] 6 1}. Èçâåñòíî,

÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà ar > 0, r = 0, 1, . . . , k, òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîé
f ∈ B(k+2) èìååò ìåñòî

|Drf(z)−Dr(f ; z, h)| 6 arh
2, r = 0, 1, . . . , k. (2.8)
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Ïðèìåð (k ÷åòíîå). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî k ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòíûì, ò. å. k = 2p, p ∈ {1, 2, . . .}. Ïóñòü zj := j/n, j = 0, . . . , n.

Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Mk,n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1], n > k + 1
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) â òî÷êå x = zp:

DlMk,nf(zp) = Dl(f ; zp, 1/n), l = 0, 1, . . . , k − 1; (2.9)

2) ïî øàãàì ñëåâà íàïðàâî:

Mk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zj)lDlMk,nf(zj) + (x− zj)k[zj−p, . . . , zj+p]f+

+ (x− zj)k+1 [zj−p, . . . , zj+p+1]f, x ∈ (zj, zj+1], j = p, . . . , n− p− 1.
(2.10)

Mk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zj)lDlMk,nf(zj) + (x− zj)k[zn−k−1, zn−k, . . . , zn−1]f+

+ (x− zj)k+1 [zn−k−1, . . . , zn]f, x ∈ (zj, zj+1], j = n− p, . . . , n− 1.
(2.11)

3) ïî øàãàì ñïðàâà íàëåâî:

Mk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zj)lDlMk,nf(zj) + (x− zj)k[z0, zj+1, . . . , zk]f+

+ (x− zj)k+1 [z0, z2, . . . , zk+1]f, x ∈ [zj−1, zj), j = p, p− 1, . . . , 1.
(2.12)

Ïðèìåð (ñëó÷àé k = 2p+ 1). Ïîëàãàåì, ÷òî k ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì,
ò. å. k = 2p + 1, p ∈ {1, 2, . . .}. Ïóñòü zj := j/n, j = 0, . . . , n. Îáîçíà÷èì
xj = zj − 1

2n , j = 1, 2, . . . , n, x0 = 0, xn+1 = 1. Îïðåäåëèì ëèíåéíûé
îïåðàòîð Mk,n : Ck[0, 1]→ Ck[0, 1], n > k + 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) â òî÷êå x = zp+1:

DlMk,nf(zp+1) = Dl(f ; zp+1, 1/n), l = 0, 1, . . . , k − 1; (2.13)

2) ïî øàãàì ñëåâà íàïðàâî:

Mk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zp+1)

lDlMk,nf(zp+1) + (x− zp+1)
k[z0, . . . , z2p+1]f+

+ (x− zp+1)
k+1 [z0, . . . , z2p+2]f, åñëè x ∈ [xp+1, xp+2], (2.14)
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Mk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− xj)lDlMk,nf(xj) + (x− xj)k[zj−p−1, . . . , zj+p]f+

+ (x− xj)k+1 [zj−p−1, . . . , zj+p+1]f,

x ∈ (xj, xj+1], j = p+ 2, . . . , n− p− 1, (2.15)

Mk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− xj)lDlMk,nf(xj)+

+(x− xj)k[zn−k−1, zn−k, . . . , zn−1]f + (x− xj)k+1 [zn−k−1, . . . , zn]f,

x ∈ (xj, xj+1], j = n− p, . . . , n. (2.16)

3) ïî øàãàì ñïðàâà íàëåâî:

Mk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− xj)lDlMk,nf(xj) + (x− xj)k[z0, z1, . . . , zk]f+

+ (x− xj)k+1 [z0, z2, . . . , zk+1]f,

x ∈ [xj−1, xj), j = p+ 1, p, . . . , 1. (2.17)

Àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà Mk,n. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ñâîéñòâà
îïåðàòîðà Mk,n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1], îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿìè
(2.21)�(2.24), åñëè k ÷åòíîå, è ñîîòíîøåíèÿìè (2.13)�(2.17), åñëè k íå÷åò-
íîå.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü n− 1 > k > 2. Òîãäà Mk,n(∆
k) ⊂ ∆k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ k = 2p.
Ñëó÷àé k = 2p+ 1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì

φk−1
c (x) :=

{
0, åñëè x ∈ [0, c);

(x− c)k−1, åñëè x ∈ [c, 1].

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî Mk,nf ñîõðàíÿåò k-âûïóêëîñòü, ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò É. Öèìáàëàðèî
(J. Tzimbalario) [44], êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè L : C[0, 1] → C[0, 1]
åñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, òîãäà íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷-
íûìè óñëîâèÿìè äëÿ èìïëèêàöèè f ∈ ∆k ⇒ Lf ∈ ∆k ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:
1) åñëè p åñòü àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè 6 k − 1, òî Lp òàêæå

àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè 6 k − 1;
2) Lφk−1

c ∈ ∆k[0, 1] äëÿ êàæäîãî c ∈ [0, 1].
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Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî DlMk,nes(zp) = Dles(zp),
l = 0, 1, . . . , k − 1 äëÿ âñåõ s = 0, 1, . . . , k − 1.

Åñëè x ∈ [zp, zp+1], òî äëÿ âñåõ s = 0, 1, . . . , k − 1 ìû ïîëó÷èì

Mk,nes(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zp)lDlMk,nes(zp) =

s∑
l=0

1

l!
(x− zp)lDles(zp) = es(x),

ïîñêîëüêó âñå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ôóíêöèè es ïîðÿäêà> s+1 ðàâíû 0.
Ïóñòü s ∈ {0, 1, . . . , k− 1}, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mk,nes ≡ es íà [zp, zj+1]

äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {0, . . . , n− 1}. Èìååì for x ∈ (zj+1, zj+2] Mk,nes(x) =
= es(x).

Òàêèì îáðàçîì, Mk,nes ≡ es íà [0,1] äëÿ âñåõ s ∈ {0, 1, . . . , k − 1},
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè p åñòü àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 k − 1,
òî òàêèì æå áóäåò è Mk,np.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Mk,nφ
k−1
c ∈ ∆k[0, 1] äëÿ êàæäîãî c ∈ [0, 1]. ×òî-

áû ýòî äîêàçàòü, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî DkMk,nφ
k−1
c > 0 äëÿ ëþáîãî

c ∈ [0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî åñëè c = 0, òî φk−1
c ≡ ek−1 íà [0,1]. Òàê êàê

Mk,nek−1 ≡ ek−1 íà [0,1], ìû èìååì DkMk,nφ
k−1
c ≡ 0 íà [0,1]. Ðàññìîòðèì

íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.
1. Ïóñòü x ∈ [zj, zj+1] äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî j = p, . . . ,

n− p− 1. Èìååì (ïî îïðåäåëåíèþ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè)

[zj−p, . . . , zj+p+1]f =
n

k + 1
([zj−p+1, . . . , zj+p+1]f − [zj−p, . . . , zj+p]f).

Òîãäà

DkMk,nφ
k−1
c (x) = k![zj−p, . . . , zj+p]φ

k−1
c +

+k!n (x− zj)
(
[zj−p+1, . . . , zj+p+1]φ

k−1
c − [zj−p, . . . , zj+p]φ

k−1
c

)
=

= k!(n (x− zj) [zj−p+1, . . . , zj+p+1]φ
k−1
c +(1−n (x−zj))[zj−p, . . . , zj+p]φk−1

c )

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, ïîñêîëüêó 0 6 n (x− zj) 6 1, âñå ðàçäå-
ëåííûå ðàçíîñòè ïîðÿäêà k ôóíêöèè φk−1

c íåîòðèöàòåëüíû (ñì., íàïðè-
ìåð, [45]).

2. Åñëè x ∈ [zj, zj+1], äëÿ íåêîòîðîãî j = n− p, . . . , n− 1, òî

DkMk,nφ
k−1
c (x) = k!(n (x− zj) [zn−k, zn−k+1, . . . , zn]φ

k−1
c +

+(1− n (x− zj))[zn−k−1, zn−k, . . . , zn−1]φ
k−1
c ) > 0,

òàê êàê 0 6 n (x− zj) 6 1, âñå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ïîðÿäêà k ôóíê-
öèè φk−1

c íåîòðèöàòåëüíû.
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3. Åñëè x ∈ [zj−1, zj], äëÿ íåêîòîðîãî j = p, p− 1, . . . , 1, òî

DkMk,nφ
k−1
c (x) = k!(n (zj − x) [z1, . . . , zk]φ

k−1
c +

+(1− n (zj − x))[z0, . . . , zk]φ
k−1
c )

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, òàê êàê 0 6 n (x− zj) 6 1, âñå ðàçäåëåííûå
ðàçíîñòè ïîðÿäêà k ôóíêöèè φk−1

c íåîòðèöàòåëüíû. �

Ëåììà 2.3. Ïóñòü n− 1 > k > 2. Ñóùåñòâóþò ci > 0 òàêèå, ÷òî
äëÿ âñåõ f ∈ B(k+2)

sup
x∈[zp,zn−p]

|Dif(x)−DiMk,nf(x)| 6 cin
−2, i = 0, 1, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ k = 2p.
Ñëó÷àé k = 2p+ 1 ìîæåò áûòü äîêàçàí àíàëîãè÷íî.

Òàê êàê f ∈ B(k+2), ôóíêöèÿ Dkf ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Dkf(x) = Dkf(a) +Dk+1f(a)(x− a) +

∫ 1

a

(x− t)+D
k+2f(t)dt,

ãäå x, a ∈ [0, 1], ‖Dk+2f‖C[0,1] 6 (k + 2)! è (x− t)+ = φ1
t (x).

1. Åñëè x ∈ [zj, zj+1], j = p, . . . , n− p− 1, òî

DkMk,nf(x)−Dkf(x) = k![zj−p, . . . , zj+p]f+

+k!n(x− zj)([zj−p+1 . . . , zj+p+1]f − [zj−p, . . . , zj+p]f)−

−Dkf(zj)−
Dk+1f(zj)

1!
(x− zj)−

1

(k + 1)!

∫ 1

zj

(x− t)k+1
+ Dk+2f(t) dt =

= (k![zj−p, . . . , zj+p]f −Dkf(zj))+

+(x− zj)((k + 1)![zj−p, . . . , zj+p+1]f −Dk+1f(zj))−

− 1

(k + 1)!

∫ 1

zj

(x− t)k+1
+ Dk+2f(t) dt.

Õîðîøî èçâåñòíî [46], ÷òî åñëè x0 < x1 < . . . < xk èç [0,1], òî

|k![x0, . . . , xk]f −Dkf(x)| 6 k

24n2
‖Dk+2f‖C[0,1], x :=

1

k + 1

k∑
i=0

xi,

ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì

|k![zj−p, . . . , zj+p]f −Dkf(zj)| 6
k(k + 2)!

24n2
. (2.18)
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Èç íåðàâåíñòâ

|(k + 1)![zj−p, . . . , zj+p+1]f −Dk+1f(zj)| 6
(k + 1)(k + 1)!

n
,∣∣∣∣∣

∫ 1

zj

(x− t)k+1
+ Dk+2f(t) dt

∣∣∣∣∣ 6 (k + 2)!

2n2
, x ∈ [zj, zj+1],

è (2.18) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ck > 0 òàêîå, ÷òî

|DkMk,nf(x)−Dkf(x)| 6 ckn
−2, x ∈ [zj, zj+1], j = p, . . . , n− p− 1.

Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîé f ∈ B(k+2) è ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [zp, zn−p] áóäåò

|Dkf(x)−DkMk,nf(x)| 6 ckn
−2. (2.19)

Ïðåäïîëîæèì (ïî èíäóêöèè), ÷òî ‖Dif − DiMk,nf‖C[0,1] 6 cin
−2.

Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]

|Di(Mk,nf − f)(x)| =

∣∣∣∣∣Di(Mk,nf − f)(zp) +

∫ x

zp

Di+1(Mk,nf − f)(t)dt

∣∣∣∣∣ 6
6 ain

−2 +

∣∣∣∣∣
∫ x

zp

Di+1(Mk,nf − f)(t)dt

∣∣∣∣∣ .
Òîãäà

|Di(Mk,nf − f)(x)| 6 ain
−2 +

1

n2

xk−1−i

(k − 1− i)!
. (2.20)

Ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî åñëè f ∈ L∞[0, 1] è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà
a ∈ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f | 6 a íà [0,1], òîãäà∣∣∣∣∫ x

0

∫ tp−1

0

. . .

∫ t1

0

f(t1)dt1 . . . dtp

∣∣∣∣ 6∫ x

0

∫ tp−1

0

. . .

∫ t1

0

|f(t1)|dt1 . . . dtp 6 a
xp

p!

äëÿ êàæäîãî p ∈ N.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (2.20), åñëè ìû âîçüìåì

ci−1 = ai +
cix

k−1−i

(k − 1− i)!
.

�
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2.1.4 Ôîðìîñîõðàíÿþùåå ïðèáëèæåíèå
â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

ÏóñòüW (k)
∞ [0, 1] åñòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷-

íûõ, (k − 1)-ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ÷üÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿä-
êà (k − 1) åñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ÷üÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî-
ðÿäêà k èç L∞[0, 1], ‖f‖∞ := ess supx∈[0,1]|f(x)|.

Îáîçíà÷èì zj := j/n, j = 0, . . . , n. Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

Lk,n : W
(k)
∞ [0, 1]→ W

(k)
∞ [0, 1], k > 2, n > k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
xlDlf(0) +

2

k!
xk[z0, z1, z2]D

k−2f+

+
2n

(k + 1)!
xk+1

(
[z1, z2, z3]D

k−2f − [z0, z1, z2]D
k−2f

)
,

åñëè x ∈ [z0, z1]; (2.21)

Lk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zj)lDlLk,nf(zj) +

2

k!
(x− zj)k[zj, zj+1, zj+2]D

k−2f+

+
2n

(k + 1)!
(x− zj)k+1

(
[zj+1, zj+2, zj+3]D

k−2f − [zj, zj+1, zj+2]D
k−2f

)
,

åñëè x ∈ (zj, zj+1], j = 1, 2, . . . , n− 3; (2.22)

Lk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zn−2)

lDlLk,nf(zn−2)+

+
2

k!
(x− zn−2)

k[zn−3, zn−2, zn−1]D
k−2f +

2n

(k + 1)!
(x− zn−2)

k+1×

×
(
[zn−2, zn−1, zn]D

k−2f − [zn−3, zn−2, zn−1]D
k−2f

)
,

åñëè x ∈ (zn−2, zn−1]; (2.23)

Lk,nf(x) =
k−1∑
l=0

1

l!
(x− zn−1)

lDlLk,nf(zn−1)+

+
2

k!
(x− zn−1)

k[zn−3, zn−2, zn−1]D
k−2f +

2n

(k + 1)!
(x− zn−1)

k+1×

×([zn−2, zn−1, zn]D
k−2f − [zn−3, zn−2, zn−1]D

k−1f),

åñëè x ∈ (zn−1, 1]. (2.24)
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Ëåììà 2.4. Ïóñòü k > 2 è ëèíåéíûé îïåðàòîð Lk,n : W
(k)
∞ [0, 1] →

→ W
(k)
∞ [0, 1] îïðåäåëåí â (2.21), (2.22), (2.23), (2.24). Òîãäà

1) Lk,n(∆
k) ⊂ ∆k;

2) DkLk,nek = Dkek;

3) ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0 òàêîå, ÷òî ‖f − Lk,nf‖∞ 6 cn−2 äëÿ âñåõ

f ∈ B(k)
∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî DkLk,nf åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ è äëÿ ëþáîãî 0 6 j 6 n − 1 DkLk,nf åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
íà [zj, zj+1]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ (zj, zj+1], òîãäà

DkLk,nf(x) = 2(j + 1− nx)[zj, zj+1, zj+2]D
k−2f+

+2(nx− j)[zj+1, zj+2, zj+3]D
k−2f, j = 0, 1, . . . , n− 3, (2.25)

DkLk,nf(x) = 2(n− 1− nx) · [zn−3, zn−2, zn−1]D
k−2f+

+2(nx− n+ 2) · [zn−2, zn−1, zn]D
k−2f ], j = n− 2, (2.26)

DkLk,nf(x) = 2(n− nx) · [zn−3, zn−2, zn−1]D
k−2f+

+2(nx− n+ 1) · [zn−2, zn−1, zn]D
k−2f, j = n− 1. (2.27)

Åñëè f ∈ ∆k, òîãäà èç (2.25)�(2.27) ñëåäóåò, ÷òî DkLk,nf > 0 íà êàæ-
äîì èç (xj, xj+1), j = 0, . . . , n − 1, ò. å. Lk,nf ∈ ∆k. Ñëåäîâàòåëüíî,
Lk,n(∆

k) ⊂ ∆k.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî DkLk,nek = Dkek.

Òàê êàê f ∈ B(k)
∞ , òî ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà (k − 2) ôóíêöèè f ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå

Dk−2f(x) = Dk−2f(0) +
Dk−1f(0)

1!
x+

∫ 1

0

(x− t)+D
kf(t)dt,

ãäå ‖Dkf‖∞ 6 1 è t+ = t, åñëè t > 0, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïóñòü x ∈ [0, 1

n ] (ñëó÷àé x ∈ (zj, zj+1), j = 1, . . . , n − 3, àíàëîãè÷åí),
òîãäà

Dk−2Lk,nf(x)−Dk−2f(x) = x2[z0, z1, z2]D
k−2f+

+
1

3
nx3

(
[z1, z2, z3]D

k−2f − [z0, z1, z2]D
k−2f

)
−
∫ 1

0

(x− t)+D
kf(t)dt =
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=

∫ 1

0

[
x2 ((z0 − t)+ − 2(z1 − t)+ + (z2 − t)+) +

+
1

3
nx3 ((z1 − t)+ − 2(z2 − t)+ + (z3 − t)+)−

−1

3
nx3 ((z0 − t)+ − 2(z1 − t)+ + (z2 − t)+)− (x− t)+

]
Dk−2f dt, (2.28)

îòêóäà

|Dk−2Lk,nf(x)−Dk−2f(x)| 6 1

2
n−2 + 3n−4, x∈ [zj, zj+1], j=1, . . . , n− 3.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

|Dk−2Ll,nf(x)−Dk−2f(x)| 6 n−2, x ∈ [zn−2, zn−1], x ∈ [zn−1, 1].

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Dk−2f(x)−Dk−2Lk,nf(x)| 6 n−2 (2.29)

äëÿ âñÿêîé f ∈ B(k)
∞ è ëþáîãî x ∈ [0, 1].

Åñëè k = 2, ëåììà äîêàçàíà. Ïóñòü k > 2. Òàê êàê Di(Lk,nf −f)(0) =
= 0 èìååò ìåñòî äëÿ i = 0, . . . , k − 2, òî

Di(Lk,nf − f)(x) = Di(Lk,nf − f)(0) +

∫ x

0

Di+1(Lk,nf − f)(t) dt =

=

∫ x

0

Di+1(Lk,nf − f)(t) dt

äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] è i = 0, . . . , k − 3. Òîãäà

|Di(Lk,nf − f)(x)| 6 1

n2

xk−1−i

(k − 1− i)!
. (2.30)

Ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî åñëè f ∈ L∞[0, 1] è ñóùåñòâóåò a ∈ R
òàêîå, ÷òî |f | 6 a íà [0,1], òîãäà∣∣∣∣∫ x

0

∫ tp−1

0

. . .

∫ t1

0

f(t1)dt1 . . . dtp

∣∣∣∣ 6 ∫ x

0

∫ tp−1

0

. . .

∫ t1

0

|f(t1)|dt1 . . . dtp 6 a
xp

p!

äëÿ ëþáîãî p ∈ N.
Òîãäà óòâåðæäåíèå 3) ëåììû ñëåäóåò èç (2.30) ïðè i = 0. �
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2.2 Ïðèìåð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ñîõðàíÿþùåãî ïåðåñå÷åíèå
êîíóñîâ

Ïóñòü k > h. Ïðèâåäåì ïðèìåð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà êîíå÷íîãî ðàí-
ãà n, ñîõðàíÿþùåãî êîíóñ ∆h,k(σ).

Îáîçíà÷èì s(i) := min{s : s > i, σs 6= 0} äëÿ i ∈ {h, . . . , k − 1}.
Ïóñòü tj = j/n, j = 0, 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì (δp)

k
p=0 áèíàðíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δp =

{
0, åñëè p = k èëè åñëè σpσs(p) 6= −1, p 6 k − 1,

1, åñëè σpσs(p) = −1, p 6 k − 1.

Ïóñòü k, n ∈ N, n > k + 2 è Λh,k
n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1] åñòü ëèíåéíûé

îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ïî øàãàì ñëåâà íàïðàâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λh,k
n f(x) =

k∑
l=0

1

l!
el(x)

Dlf(t0)− δl

t1∫
t0

Dl+1
(
Λh,k
n f − f

)
(t)dt

+

+
nek+1(x)

(k + 1)!

[
Dkf(t1)−Dkf(t0)

]
, åñëè x ∈ [t0, t1], (2.31)

Λh,k
n f(x) =

k∑
l=0

1

l!
(x− tj)l

DlΛh,k
n f(tj)− δl

tj+1∫
tj

Dl+1
(
Λh,k
n f − f

)
(t)dt

+

+
nek+1 (x− tj)

(k + 1)!

[
Dkf(tj+1)−Dkf(tj)

]
,

åñëè x ∈ (tj, tj+1], j = 1, 2, . . . , n− 1. (2.32)

Ëåììà 2.5. Ïóñòü Λh,k
n : Ck[0, 1] → Ck[0, 1] åñòü íåïðåðûâíûé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà n, îïðåäåëåííûé â (2.31)�(2.32). Òîãäà
Λh,k
n (∆h,k(σ)) ⊂ ∆h,k(σ) è äëÿ ëþáîãî 0 6 i 6 k ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿ-

ùåå îò n ÷èñëî c > 0 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sup
f∈B(k+2)

‖Di(Λh,k
n f)−Dif‖B[0,1] 6 cn−2. (2.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé f ∈ Ck[0, 1] ôóíêöèÿ
DkΛh,k

n f åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0,1], ñ ìíî-
æåñòâîì óçëîâûõ òî÷åê {(tj, Dkf(tj))}j=0,...,n. Çíà÷èò, äëÿ âñÿêîé f òàêîé,
÷òî Dkf > 0, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî DkΛh,k

n f > 0.
Ïóñòü f ∈ ∆h,k(σ). Ïðåäïîëîæèì (ïî èíäóêöèè), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

ôèêñèðîâàííîãî i > h+ 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

σlD
l(Λh,k

n f − f) > 0, l = i+ 1, . . . , k (2.34)
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íà [t0, t1]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [t0, t1] èìååì

Di(Λh,k
n f − f)(x) = Di(Λh,k

n f − f)(t0) +

x∫
t0

Di+1(Λh,k
n f − f)(z) dz. (2.35)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
1. Åñëè σi = 0, òî δi = 0 è èç DiΛh,k

n f(0) = Dif(0) ñëåäóåò, ÷òî

sgnDi(Λh,k
n f − f) = sgnDi+1(Λh,k

n f − f).

2. Åñëè σi 6= 0 è σi = σs(i), òî èç (2.35) ñëåäóåò, ÷òî

sgnDi(Λh,k
n f − f) = sgnDi+1(Λh,k

n f − f) = . . . = sgnDs(i)(Λh,k
n f − f) = σi.

3. Åñëè σi 6= 0 è σi = −σs(i), òî sgnDi+1(Λh,k
n f − f) = σs(i) è

Di(Λh,k
n f − f)(x) = Di(Λh,k

n f − f)(t0) +

x∫
t0

Di+1(Λh,k
n f − f)(z) dz =

= −
t1∫
t0

Di+1(Λh,k
n f − f)(z) dz +

x∫
t0

Di+1(Λh,k
n f − f)(z) dz =

= −
t1∫
x

Di+1(Λh,k
n f − f)(z) dz = σi

∫ t1

x

σs(i)D
i+1(Λh,k

n f − f)(z) dz.

Èñïîëüçóÿ (2.34), èìååì σiD
i(Λh,k

n f − f) > 0 íà [t0, t1], èëè σiDiΛh,k
n f >

> σiD
if íà [t0, t1], ò. å. Λh,k

n f ∈ σi∆i[t0, t1], åñëè f ∈ σi∆i[t0, t1].
Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîêàçàíî (ïî èíäóêöèè ñ j êàê ïåðåìåííîé

èíäóêöèè), ÷òî Λh,k
n f ∈ σi∆

i[tj, tj+1], åñëè f ∈ σi∆
i[tj, tj+1] äëÿ ëþáîãî

j = 1, . . . , n− 1. Ïîýòîìó Λh,k
n (σi∆

i[0, 1]) ⊂ σi∆
i[0, 1].

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ øàãîâ èíäóêöèè äëÿ i = k − 1, k − 4, . . . , h ìû
ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî Λh,k

n (∆h,k(σ)) ⊂ ∆h,k(σ).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

1) Λh,k
n ep = ep äëÿ âñåõ p = 0, 1, . . . , h − 1 (òàê êàê ±ep ∈ ∆h,k(σ) äëÿ

âñåõ p = 0, 1, . . . , h− 1);

2) åñëè x ∈ [tj, tj+1) äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 j 6 n− 1, òî

Dk(Λh,k
n ek+2 − ek+2)(x) = k! (tj+1 − x) (x− tj) /2. (2.36)
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Èç (2.36) ñëåäóåò, ÷òî íà [0,1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 6 Dk(Λh,k
n ek+2 − ek+2) 6

k!

8
n−2.

Ïðåäïîëîæèì (ïî èíäóêöèè), ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i > h + 1 ñó-
ùåñòâóþò cl > 0, l = i+ 1, . . . , k, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1]

0 6 σlD
l(Λh,k

n f − f)(x) 6 cln
−2, l = i+ 1, . . . , k. (2.37)

Èç ðàâåíñòâà

Di(Λh,k
n ek+2 − ek+2)(0) = Diek+2(0)− δi

1∫
0

Di+1
(
Λh,k
n ek+2 − ek+2

)
(t)dt

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ x ∈ [0, 1]∣∣Di(Λh,k
n ek+2 − ek+2)(x)

∣∣ =

=

∣∣∣∣Di(Λh,k
n ek+2 − ek+2)(0) +

∫ x

0

Di+1(Λh,k
n ek+2 − ek+2)(t)dt

∣∣∣∣ 6
6 2

∣∣∣∣∫ 1

0

Di+1(Λh,k
n ek+2 − ek+2)(t)dt

∣∣∣∣ . (2.38)

Òîãäà ∣∣Di(Λh,k
n ek+2 − ek+2)(x)

∣∣ 6 2
ci+1

n2

1

(k − i)!
. (2.39)

Ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî åñëè f ∈ C[0, 1] è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
a ∈ R òàêàÿ, ÷òî |f | 6 a íà [0,1], òî äëÿ âñÿêîãî p ∈ N∣∣∣∣∫ x

0

∫ tp−1

0

. . .

∫ t1

0

f(t1)dt1 . . . dtp

∣∣∣∣ 6 a
xp

p!
.

Òîãäà (2.39) âëå÷åò

‖Di(Λh,k
n ek+2)−Diek+2‖B[0,1] 6 cin

−2, (2.40)

ãäå ci = 2
ci+1

(k − i)!
, ñëåäîâàòåëüíî,

‖Λh,k
n ek+2 − ek+2‖Bk[0,1] :=

k+2∑
i=0

1

i!
‖Di(Λh,k

n ek − ek)‖B[0,1] 6 n−2
k+2∑
i=0

ci
i!
.

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî Λh,k
n ep = ep äëÿ âñåõ p = h, . . . , k+1.
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Ïóñòü f ∈ B(k+2). Òàê êàê ôóíêöèÿ Dkf ∈ W (2)
∞ [0, 1], åå ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

Dkf(x) = Dkf(0) +
Dk+1f(0)

1!
x+

∫ 1

0

(x− t)+D
k+2f(t)dt,

ãäå

xm+ =

{
xm, x > 0,

0, x < 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì x ∈ [0, 1/n]. Òîãäà èìååì

DkΛh,k
n f(x)−Dkf(x) =

∫ 1

0

[
nx

(
1

n
− t
)

+

− (x− t)+

]
Dk+2f(t)dt,

ãäå Λh,k
n îïðåäåëåí â (2.31)�(2.32). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1]∣∣DkΛh,k

n f(x)−Dkf(x)
∣∣ 6 1

8n2
.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ (2.37)�(2.40) è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà Λh,k

n , îïðåäåëåííîãî â (2.1), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî c2 > 0, ÷òî supf∈B(k) ‖Di(Λh,k

n f)−Dif‖B[0,1] 6 c2n
−2. Òàêèì

îáðàçîì, (2.33) âûïîëíåíî è óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. �
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ åñòü ñëåäñòâèå òåîðåì 1.2, 1.3 è ñâîéñòâ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Λk,n, Λh,k
n , óñòàíîâëåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ëåìì 2.1 è 2.5.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ {Λk,n}n>k+1, îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (2.1) è (2.2), èìååò ìå-
ñòî

lim
n→∞
‖DkΛk,nf −Dkf‖ = 0

äëÿ âñåõ f ∈ Ck[0, 1].

Óòâåðæäåíèå 2.3. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ {Λh,k

n }n>k+1, îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (2.31)�(2.32), èìååò ìå-
ñòî

lim
n→∞
‖DkΛh,k

n f −Dkf‖ = 0

äëÿ âñåõ f ∈ Ck[0, 1].
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3 ÎÖÅÍÊÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÛÕ
ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÎÂ

3.1 Ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíûå n-ïîïåðå÷íèêè

Â òåîðèè ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ âîçíèêàþò è ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ êëàññè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé. Îä-
íîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè, õà-
ðàêòåðèçàöèè ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ïóñòü V åñòü íåêîòîðûé êîíóñ â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-
ñòâå X. Ïóñòü Xn � ïðîèçâîëüíîå n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X òàêîå,
÷òî Xn∩V 6= ∅. Îáîçíà÷èì E(f,Xn∩V ) âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ ýëåìåíòà f ∈ V ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Xn ∩ V :

E(f,Xn ∩ V )X = inf
g∈Xn∩V

‖f − g‖X .

Äðóãîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé òåîðèè ïðèáëèæåíèé, èíòåíñèâíî èçó-
÷àåìîé â òåîðèè ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
îá óêëîíåíèè ìíîæåñòâ îò çàäàííîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü A ⊂ X, A ∩ V 6= ∅. Âåëè÷èíà

E(A ∩ V,Xn ∩ V )X = sup
f∈A∩V

E(f,Xn ∩ V )X = sup
f∈A∩V

inf
g∈Xn∩V

‖f − g‖X

ÿâëÿåòñÿ óêëîíåíèåì A ∩ V îò Xn ∩ V .
Îöåíêå âåëè÷èíû E(A∩V,Xn∩V )X äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ìíî-

æåñòâ A è êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Xn ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò.
Îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ôîðìîñîõðàíÿ-
þùåãî ïðèáëèæåíèÿ, ò. å. êîãäà Xn � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëè-
íîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n − 1, V � íåêîòîðûå êîíóñû (ïîëîæèòåëüíûõ,
ìîíîòîííûõ, âûïóêëûõ) ôóíêöèé âX = Lp[−1, 1], ìîæíî íàéòè â ðàáîòå
Ä. Ëåâèàòàíà (D. Leviatan) [47] (ñì. òàêæå [12,15]).

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îöåíêè
îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ ìíîæåñòâ. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðî-
âàííîå ïðîñòðàíñòâî, A è V åñòü íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà X, A∩V 6= ∅.
Òîãäà îòíîñèòåëüíûì n-ïîïåðå÷íèêîì, ïî Êîëìîãîðîâó, ìíîæåñòâà A

â X ñ îãðàíè÷åíèåì V íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dn(A∩V, V )X = inf
Xn

E(A∩V,Xn∩V )X = inf
Xn

sup
f∈A∩V

inf
g∈Xn∩V

‖f−g‖X , (3.1)
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ãäå ëåâûé èíôèìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ n-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðà-
çèé Xn ïðîñòðàíñòâà X, òàêèõ, ÷òî Xn ∩ V 6= ∅.

Âïåðâûå ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ïîïåðå÷íèêà áûëî ââåäåíî Â. Í. Êî-
íîâàëîâûì [48] â 1984 ãîäó. Õîòÿ â ýòîé ðàáîòå ðåøàëàñü çàäà÷à, íåïî-
ñðåäñòâåííî íå ñâÿçàííàÿ ñ ôîðìîñîõðàíåíèåì, òåì íå ìåíåå ýòî ïîíÿòèå
íåîáõîäèìî âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèé. Îöåíêè îòíîñèòåëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî ôîðìîñî-
õðàíÿþùèõ) ïîïåðå÷íèêîâ áûëè ïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ [49�54].

Êîíå÷íî, íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ dn(A∩V, V )X è îïðåäåëèòü
îïòèìàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Xn (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) â îáùåì ñëó-
÷àå, ò. å. áåç ó÷åòà ñïåöèôèêè A, V , X. Òåì íå ìåíåå íåêîòîðûå îöåí-
êè îòíîñèòåëüíûõ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ n-ïîïåðå÷íèêîâ áûëè â ïîñëåäíåå
âðåìÿ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [55�57].

Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ çàäà-
÷à îöåíêè ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ ìíîæåñòâ. Ïóñòü X åñòü ëèíåéíîå
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà X. Íàïîìíèì [58], ÷òî ëèíåéíûé n-ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà A ⊂ X

â ïðîñòðàíñòâå X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δn(A)X := inf
Ln

sup
f∈A
‖(I − Ln)f‖X , (3.2)

ãäå èíôèìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Ln:
X → X êîíå÷íîãî ðàíãà n, I åñòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Â òåîðèè ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
çàäà÷à îöåíêè âåëè÷èí ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ âèäà (3.2), ãäå èíôè-
ìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Ln : X → X

êîíå÷íîãî ðàíãà n, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè (ñâîéñòâàìè ôîðìîñîõðàíåíèÿ). Ïîä ôîðìîñîõðàíÿþùèì ïîíèìàåò-
ñÿ îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé êîíóñ, ñâÿçàííûé ñ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè
ôîðìû ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé, â ñåáÿ. Îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïîïåðå÷íè-
êîâ (îïðåäåëåíèÿ 3.4 è 3.5) äàíû â [59�61] è íîñÿò íàçâàíèå ëèíåéíûõ
îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ (åñëè ñóùåñòâóåò) ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà êîíå÷íîãî ðàíãà n, îáëàäàþùåãî ìèíèìàëüíîé îøèáêîé
ïðèáëèæåíèÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, ñðåäè
âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L êîíå÷íîãî ðàíãà n, îáëàäàþùèõ ôîðìî-
ñîõðàíÿþùèì ñâîéñòâîì L(V ) ⊂ V , ãäå V åñòü íåêîòîðûé êîíóñ. Ýòî
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åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíîãî
n-ïîïåðå÷íèêà.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü A åñòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà X è ïóñòü L : X → X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Âå-
ëè÷èíà

e(A,L)X := sup
f∈A
‖f − Lf‖X = sup

f∈A
‖(I − L)f‖X

åñòü îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà I îïåðàòîðîì L

íà ìíîæåñòâå A â X.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü L : X → X åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð è
V � íåêîòîðûé êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå X, V 6= ∅. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ôîðìîñîõðàíÿþùèì îòíîñèòåëüíî êîíóñà V (èëè
ñîõðàíÿåò ôîðìó â ñìûñëå êîíóñà V ), åñëè L(V ) ⊂ V .

Îïðåäåëåíèå 3.3. Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð L : X → X

åñòü îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà n, åñëè ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàí-
ñòâà L(X) ðàâíà n, dim{L(X)} = n.

Ìû ïðèâåäåì äâà îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íè-
êà. Ïåðâîå èç íèõ îñíîâàíî íà èäåÿõ Â. Í. Êîíîâàëîâà [48].

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü X åñòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, à V � íåêîòîðûé êîíóñ â X. Ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíûé n-ïîïåðå÷-
íèê ïî Êîíîâàëîâó ìíîæåñòâà A∩ V â ïðîñòðàíñòâå X ñ îãðàíè÷åíè-

åì V îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δn(A ∩ V, V )X := inf
Ln(V )⊂V

e(A ∩ V, Ln)X ,

ãäå èíôèìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Ln
òàêèõ, ÷òî

1) Ln : X → X èìåþò êîíå÷íûé ðàíã n;
2) Ln(V ) ⊂ V .

Âòîðîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíîãî ïîïåðå÷íèêà ñâÿçàíî
ñ èäåÿìè Êîðîâêèíà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé íåêîòîðûì
êëàññîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îïåðàòîðû ýòîãî
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êëàññà îáëàäàþò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå îãðàíè÷èâàåò ïîðÿäîê
ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé îïåðàòîðàìè äàííîãî êëàññà. Ïðèâåäåì
õîðîøî èçâåñòíûå ïðèìåðû. Òàê, Ï. Ï. Êîðîâêèíûì áûëî ïîêàçàíî [34],
÷òî åñëè ëèíåéíûé ïîëèíîìèàëüíûé îïåðàòîð îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïî-
ëîæèòåëüíîñòè, ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
íèçêèì. Â ÷àñòíîñòè, îí äîêàçàë, ÷òî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèé ïîëîæèòåëü-
íûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè ñòåïåíè n íå ìîæåò áûòü âûøå, ÷åì n−2 â
ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] äàæå íà ñèñòåìå èç òðåõ ôóíêöèé � 1, x, x2. Áîëåå
òîãî, Â. Ñ. Âèäåíñêèé ïîêàçàë [62] , ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò Ï. Ï. Êîðîâ-
êèíà [34] çàâèñèò íå ñòîëüêî îò ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíîñòè îïåðàòîðîâ,
ñêîëüêî îò îãðàíè÷åííîñòè ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ îïåðàòîðîâ (êîíå÷íî-
ìåðíîñòè).

×òîáû èìåòü èíñòðóìåíò äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè íåãàòèâíîãî
âëèÿíèÿ ñâîéñòâà ôîðìîñîõðàíåíèÿ îïåðàòîðîâ íà ïîðÿäîê ïðèáëèæå-
íèÿ èìè (ýôôåêòà ¾íàñûùåíèÿ¿), ìû ââîäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü X åñòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, à V � íåêîòîðûé êîíóñ â X. Ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíûé n-ïîïåðå÷-
íèê ïî Êîðîâêèíó ìíîæåñòâà A ⊂ X â ïðîñòðàíñòâå X ñ îãðàíè÷åíè-

åì V îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δn(A, V )X := inf
Ln(V )⊂V

e(A,Ln)X ,

ãäå èíôèìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Ln
òàêèõ, ÷òî

1) Ln : X → X èìååò êîíå÷íûé ðàíã n;
2) Ln(V ) ⊂ V .

Åñëè ìû ñðàâíèì çíà÷åíèå ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíîãî n-ïîïåðå÷íèêà
ïî Êîðîâêèíó ìíîæåñòâà A ⊂ X â ïðîñòðàíñòâå X ñ îãðàíè÷åíèåì V

ñî çíà÷åíèåì ëèíåéíîãî n-ïîïåðå÷íèêà ìíîæåñòâà A ⊂ X â X, òî ñìî-
æåì îöåíèòü íåãàòèâíîå âëèÿíèå ñâîéñòâà ôîðìîñîõðàíåíèÿ Ln(V ) ⊂ V

íà îøèáêó ïðèáëèæåíèÿ ôîðìîñîõðàíÿþùèìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè
êîíå÷íîãî ðàíãà n ïî ñðàâíåíèþ ñ îøèáêîé ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíûìè
îïåðàòîðàìè êîíå÷íîãî ðàíãà n íà òîì æå ìíîæåñòâå.

Åñëè
δn(A, V )X = sup

f∈A
‖(I − Ln)f‖X ,
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ãäå Ln åñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà íå âûøå
n, òàêîé, ÷òî Ln(V ) ⊂ V , òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ln � îïòèìàëüíûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð äëÿ δn(A, V )X .

Îöåíêà ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ n-ïîïåðå÷íèêîâ ïðåäñòàâëÿåò èí-
òåðåñ â òåîðèè ôîðìîñîõðàíÿþùåãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîñêîëüêó? çíàÿ âå-
ëè÷èíó îòíîñèòåëüíîãî ëèíåéíîãî n-ïîïåðå÷íèêà (êàê ïî Êîíîâàëîâó,
òàê è ïî Êîðîâêèíó) ñ îãðàíè÷åíèåì V , ìû ìîæåì ñóäèòü, íàñêîëüêî
¾õîðîø¿ èëè ¾ïëîõ¿ (â ñìûñëå îïòèìàëüíîñòè) òîò èëè èíîé êîíå÷-
íîìåðíûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ, îáëàäàþùèé ôîðìîñîõðàíÿþùèì ñâîé-
ñòâîì Ln(V ) ⊂ V .

3.2 Îöåíêè ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ
äëÿ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ k-âûïóêëîñòü

Â äàííîì ïàðàãðàôå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ
ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ îïåðàòîðîâ Ln êîíå÷íîãî ðàíãà, îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì

Ln(∆
k) ⊂ ∆k,

ãäå ∆k := ∆k[0, 1], k > 0 îçíà÷àåò êëàññ âñåõ k-âûïóêëûõ íà [0, 1] ôóíê-
öèé.

Èñïîëüçóÿ èäåè [63] è [62], äîêàæåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðå-
çóëüòàò, îöåíèâàþùèé ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîäíûìè îïåðàòîðîâ,
ñîõðàíÿþùèõ k-âûïóêëîñòü [41].

Ëåììà 3.1. Ïóñòü Ln : Ck[0, 1]→ Bk[0, 1] åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð

êîíå÷íîãî ðàíãà n, n > k + 2 òàêîé, ÷òî

Ln(∆
k) ⊂ ∆k. (3.3)

Òîãäà

sup
x∈[0,1]

(
2

(k + 2)!

∣∣DkLnek+2(x)−Dkek+2(x)
∣∣+

+
2

(k + 1)!

∣∣DkLnek+1(x)−Dkek+1(x)
∣∣+

+
1

k!

∣∣DkLnek(x)−Dkek(x)
∣∣ ) > 1

4n2

(
1− 1

n2

)
. (3.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {v1, . . . , vn} � ñèñòåìà ôóíêöèé, ïîðîæäà-
þùàÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî {DkLnf : f ∈ Ck[0, 1]}, ò.å.

span{v1, . . . , vn} = {DkLnf : f ∈ Ck[0, 1]}.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A = (vj(zi))
i=0,...,n
j=1,...,n ,

ãäå zi = i/n, i = 0, . . . , n. Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A íå
ðàâåí 0, rankA 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè rankA = 0, òî DkLnf(zi) =

=
n∑
j=1

aj(f)vj(zi) = 0, i = 0, . . . , n, äëÿ âñÿêîé f ∈ Ck[0, 1], ñëåäîâà-

òåëüíî, ‖DkLnek −Dkek‖ > 1. Ïîýòîìó èñêëþ÷èì ñëó÷àé rankA = 0 èç
íàøåãî àíàëèçà.

Âîçüìåì íåòðèâèàëüíûé âåêòîð δ = (δ0, . . . , δn) ∈ Rn+1 òàêîé, ÷òîáû

n∑
i=0

|δi| = 1,
n∑
i=0

δivj(zi) = 0, j = 1, . . . , n.

Ïóñòü ôóíêöèÿ h ∈ Ck[0, 1] òàêîâà, ÷òî
1) Dkh(zi) = sgn δi, i = 0, . . . , n;

2) Dkh ëèíåéíà íà [z0, z1], . . . , [zn−1, zn];
3) Dih(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1.
Èç DkLnh ∈ span {v1, . . . , vn} ñëåäóåò, ÷òî

n∑
i=0

δiD
kLnh(zi) = 0.

Òîãäà

1 =
n∑
i=0

|δi| =
n∑
i=0

δiD
kh(zi) =

n∑
i=0

δi(D
kh(zi)−DkLnh(zi)) 6

6
n∑
i=0

|δi||DkLnh(zi)−Dkh(zi)| 6 ‖DkLnh−Dkh‖. (3.5)

Äëÿ x ∈ [0, 1] èìååì

|DkLnh(x)−Dkh(x)| =
∣∣∣∣DkLnh(x)−Dkh(x)

1

k!
DkLnek(x)+
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+Dkh(x)
1

k!
DkLnek(x)−Dkh(x)

1

k!
Dkek(x)

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣DkLn

(
h−Dkh(x)

1

k!
ek

)
(x)

∣∣∣∣+
+

1

k!
|Dkh(x)||DkLnek(x)−Dkek(x)|. (3.6)

Ïóñòü ôóíêöèÿ px ∈ Ck[0, 1] òàêîâà, ÷òî

Dkpx =

∣∣∣∣Dk

(
h−Dkh(x)

1

k!
ek

)∣∣∣∣ , Dipx(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1.

Èìååì

Dk(h−Dkh(x)
1

k!
ek) 6 Dkpx

è

Dk(−(h−Dkh(x)
1

k!
ek)) 6 Dkpx.

Èç Ln(∆k) ⊂ ∆k ñëåäóåò, ÷òî

DkLn(h−Dkh(x)
1

k!
ek)(x) 6 DkLnpx(x) (3.7)

è

−DkLn(h−Dkh(x)
1

k!
ek)(x) 6 DkLnpx(x). (3.8)

Èç (3.7) è (3.8) ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣∣DkLn

(
h−Dkh(x)

1

k!
ek

)
(x)

∣∣∣∣ 6 DkLnpx(x). (3.9)

Ïóñòü qx ∈ Ck[0, 1] òàêîâà, ÷òî

Dkqx(t) = |t− x| è Diqx(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1.

Èìååì

Dkpx(t) =

∣∣∣∣Dk

(
h(t)−Dkh(x)

1

k!
tk
)∣∣∣∣ = |Dkh(t)−Dkh(x)| 6

6 2n|t− x| = 2nDkqx(t).

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Dk(2nqx − px) > 0, òîãäà èç ôîðìîñîõðàíÿþ-
ùåãî ñâîéñòâà Ln(∆k) ⊂ ∆k ñëåäóåò, ÷òî DkLn(2nqx − px)(x) > 0, ò.å.

DkLnpx(x) 6 2nDkLnqx(x). (3.10)
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Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî

DkLnqx(x) 6 [DkLngx(x)]
1
2

[
1

k!
DkLnek(x)

] 1
2

6

6 [DkLngx(x)]
1
2

[
1 +

1

k!

∣∣DkLnek(x)−Dkek(x)
∣∣] 1

2

, (3.11)

ãäå

gx =
2

(k + 2)!
ek+2 −

2

(k + 1)!
xek+1 +

1

k!
x2ek.

Èìååì

DkLngx(x) =
2

(k + 2)!
(DkLnek+2 −Dkek+2)(x)−

− 2

(k + 1)!
x(DkLnek+1 −Dkek+1)(x) +

1

k!
x2(DkLnek −Dkek)(x)+

+
2

(k + 2)!
Dkek+2(x)− 2

(k + 1)!
xDkek+1(x) +

1

k!
x2Dkek(x) 6

6
2

(k + 2)!

∣∣DkLnek+2(x)−Dkek+2(x)
∣∣+

+
2

(k + 1)!

∣∣DkLnek+1(x)−Dkek+1(x)
∣∣+

1

k!

∣∣DkLnek(x)−Dkek(x)
∣∣ .
(3.12)

Åñëè
1

k!
‖DkLnek −Dkek‖ 6

1

4n2
, (3.13)

òî èç (3.6), (3.9)�(3.11) ïîëó÷àåì, ÷òî

1− 1

k!

∥∥DkLnek −Dkek
∥∥
C[0,1]

6

6 2n

(
sup
x∈[0,1]

DkLngx(x)

) 1
2 (

1 +
1

4n2

) 1
2

. (3.14)

Îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó

4n2 sup
x∈[0,1]

DkLngx(x) >
(1− 1

4n2 )
2

1 + 1
4n2

> 1− 1

n2
, n > k + 2,

è òîãäà (3.4) ñëåäóåò èç (3.12). Åñëè íåðàâåíñòâî (3.13) íå âûïîëíåíî,
òîãäà (3.4) òåì áîëåå èìååò ìåñòî. �
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Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ïðèáëèæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ïîëîæèòåëü-
íîñòü (k = 0), áûëî ðàññìîòðåíî Â.Ñ. Âèäåíñêèì [62]. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ñîõðàíåíèÿ k-âûïóêëîñòè íå ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû êàê ïðÿìîå ñëåäñòâèå èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ïîñêîëüêó

‖Dk(Lnf)−Dkf‖ = ‖Ln(Dkf)−Dkf‖,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ.
Îáîçíà÷èì

Πm := span{e0, e1, . . . , em}, Pm := {f ∈ Πm : ‖f‖Cm[0,1] 6 1}.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü n > k + 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî 0 < c1 6
6 2k−3/k!, íå çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî

δn(B
(k+2)
∞ ∩∆k,∆k)Ck[0,1] < c1n

−2. (3.15)

Îöåíêà (3.15) íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äàæå íà ìíîæåñòâå àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Pk+2, îãðàíè÷åííûõ â Ck+2[0, 1], à èìåííî ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî c2 > 0, íå çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

c2n
−2 < δn(Pk+2 ∩∆k,∆k)Ck[0,1]. (3.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (3.15) ñëåäóåò èç ëåììû 2.1. Îöåí-
êà (3.18) åñòü ñëåäñòâèå ëåììû 3.1. �

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1 ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Λk,n

êîíå÷íîãî ðàíãà n óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì Λk,n(∆
k) ⊂ ∆k è

sup
f∈Pm

‖Di(Λk,nf)−Dif‖ = 0, 0 6 m 6 k + 1,

äëÿ âñåõ 0 6 i 6 k. Ñëåäîâàòåëüíî,

δn(Pm ∩∆k,∆k)Ck[0,1] = 0

äëÿ âñåõ 0 6 m 6 k + 1.
Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 3.1, èìååò ìåñòî è äëÿ ëèíåéíûõ

îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîðîâêèíó.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü n > k + 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî 0 < c1 6
6 2k−3/k!, íå çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî

δn(B
(k+2)
∞ ,∆k)Ck[0,1] < c1n

−2. (3.17)
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Îöåíêà (3.17) íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äàæå íà ìíîæåñòâå àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Pk+2, îãðàíè÷åííûõ â Ck+2[0, 1], à èìåííî ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî c2 > 0, íå çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíòñâî

c2n
−2 < δn(Pk+2,∆

k)Ck[0,1]. (3.18)

Ïðèâåäåì îöåíêó îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ ôîðìîñîõðàíÿþùèìè ëèíåé-
íûìè êîíå÷íîìåðíûìè ìåòîäàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü îïåðàòîð L : W
(k)
∞ [0, 1] → W

(k)
∞ [0, 1] òàêîâ,

÷òî L(∆k) ⊂ ∆k è DkLek = Dkek. Åñëè f ∈ W
(k)
∞ [0, 1] òàêîâà, ÷òî

‖Dkf‖∞ 6 1, òî ‖DkLf‖∞ 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîé f ∈ W (k)
∞ [0, 1] òàêîé, ÷òî ‖Dkf‖∞ 6 1,

ìû èìååì

|Dkf(x)| 6 1 =
1

k!
Dkek(x)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1]. Òàê êàê Ln(∆k) ⊂ ∆k, äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1]

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: |DkLf(x)| 6 1

k!
DkLek(x). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ìû èìååì ‖DkLf‖∞ 6
1

k!
‖DkLek‖∞. Èç DkLek = Dkek ñëåäóåò,

÷òî ‖DkLf‖∞ 6 1. �
Äðóãèìè ñëîâàìè, ëåììà 3.2 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè L : W

(k)
∞ [0, 1] →

→ W
(k)
∞ [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû, òîãäà L(B

(k)
∞ ) ⊂ B

(k)
∞ .

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà

inf
Ln(∆k)⊂∆k

sup
f∈B(k)

∞

‖f − Lnf‖∞ �

{
n−2, k > 2,

n−1, k = 1,
(3.19)

ãäå èíôèìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Ln,

îïðåäåëåííûõ â W
(k)
∞ [0, 1], ñî çíà÷åíèÿìè â W

(k)
∞ [0, 1], êîíå÷íîãî ðàíãà n,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Ln(∆
k) ⊂ ∆k è DkLnek = Dkek.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (ïî îïðåäåëåíèþ)

inf
Ln(∆k)⊂∆k

sup
f∈B(k)

∞

‖f − Lnf‖∞ = inf
Xn

inf
Ln(∆k) ⊂ ∆k

Ln : W
(k)
∞ [0, 1]→ Xn

sup
f∈B(k)

∞

‖f − Lnf‖∞,

ãäå ïåðâûé èíôèìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ n-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Xn

ïðîñòðàíñòâà W (k)
∞ [0, 1], à âòîðîé � ñðåäè âñåõ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ
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îïåðàòîðîâ Ln, îïðåäåëåííûõ â W (k)
∞ [0, 1], ñî çíà÷åíèÿìè â Xn, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Ln(∆
k) ⊂ ∆k è DkLnek = Dkek.

Òàê êàê f ∈ B(k)
∞ , èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî Lnf ∈ B(k)

∞ . Òîãäà ðàâåí-
ñòâî (3.20) âëå÷åò

inf
Ln(∆k)⊂∆k

sup
f∈B(k)

∞

‖f − Lnf‖∞ > inf
Xn

sup
f∈B(k)

∞

inf
g∈B(k)

∞ ∩Xn

‖f − g‖∞.

Â ðàáîòå Â. Í. Êîíîâàëîâà [48] ïîêàçàíî, ÷òî

inf
Xn

sup
f∈B(k)

∞

inf
g∈B(k)

∞ ∩Xn

‖f − g‖∞ �

{
n−2, k > 2,

n−1, k = 1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-
åò êîíå÷íîìåðíûé ìåòîä Mk,n, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïî-
ðÿäêó äëÿ n-ïîïåðå÷íèêà (3.19). Åñëè k > 2, òî, êàê ñëåäóåò èç ëåì-
ìû 2.4, ëèíåéíûé îïåðàòîð Mk,n : W

(k)
∞ [0, 1] → W

(k)
∞ [0, 1], îïðåäåëåííûé

â (2.21)�(2.24), îáëàäàåò íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì ïî ïîðÿäêó äëÿ n-ïîïåðå÷íèêà (3.19). Åñëè k = 1, òî îïòèìàëüíûì
ïî ïîðÿäêó áóäåò îïåðàòîð êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ñ óçëàìè zj,
j = 0, . . . , n. �

3.3 Îöåíêà ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ
äëÿ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ êîíóñ ∆h,k(σ)

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ
ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ îïåðàòîðîâ Ln êîíå÷íîãî ðàíãà n, îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì ôîðìîñîõðàíåíèÿ

Ln(∆
h,k(σ)) ⊂ ∆h,k(σ). (3.20)

Òàêèå îïåðàòîðû îáëàäàþò ñâîéñòâîì

Ln(∆
h,k(σ)) ⊂ σp∆

p[0, 1] (3.21)

äëÿ ëþáîãî h 6 p 6 k. Îöåíêè è çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïî-
ïåðå÷íèêîâ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â öåëîì ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
îíè ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ k-âûïóêëîñòü. Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè h = k îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (3.21),
åñòü îïåðàòîð, ñîõðàíÿþùèé k-âûïóêëîñòü.

Âíà÷àëå äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Ïóñòü i ∈ {h, . . . , k − 1}. Îáîçíà÷èì s(i) := min{s > i : σi 6= 0}.
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Ëåììà 3.3. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Ln : Ck[0, 1]→ Bk[0, 1] åñòü

îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà n, n > k + 2 òàêîé, ÷òî

Ln(∆
h,k(σ)) ⊂ σk∆

k. (3.22)

Òîãäà

1

k!
‖DkLnek −Dkek‖+ 2

k+2∑
i=k+1

1

i!
‖DkLnei −Dkei‖+

+
k−1∑
i=h

ci
i!
‖DkLnei −Dkei‖ >

1

4n2

(
1− 1

n2

)
, (3.23)

ãäå ci çàâèñÿò òîëüêî îò h, k, σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà {uj}nj=1 ïîðîæäàåò ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî {Lnf : f ∈ Ck[0, 1]}. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A = (Dkuj(zi))
i=0,...,n
j=1,...,n,

ãäå zi = i/n, i = 0, . . . , n. Òàê êàê DkLnek = Dkek, ðàíã ìàòðèöû A

íå ðàâåí íóëþ, rankA 6= 0. Âîçüìåì íåòðèâèàëüíûé âåêòîð δ = (δi)
n
i=0,

îðòîãîíàëüíûé âñåì ñòðîêàì ìàòðèöû A:

n∑
i=0

|δi| = 1,
n∑
i=0

δiD
kuj(zi) = 0, j = 1, . . . , n.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ρ ∈ Ck[0, 1] òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
1) Dkρ(zi) = sgn δi, i = 0, . . . , n;

2) Dkρ ëèíåéíà íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [z0, z1], . . . , [zn−1, zn];
3) Diρ(0) = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1.
Òàê êàê ôóíêöèÿ DkLnρ ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó, ïî-

ðîæäåííîìó ñèñòåìîé {Dkuj}, ìû ïîëó÷àåì

n∑
i=0

δiD
kLnρ(zi) = 0.

Òîãäà

1 =
n∑
i=0

|δi| =
n∑
i=0

δiD
kρ(zi) =

n∑
i=0

δi(D
kρ(zi)−DkLnρ(zi)) 6
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6
n∑
i=0

|δi||DkLnρ(zi)−Dkρ(zi)| 6 ‖DkLnρ−Dkρ‖. (3.24)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû èìååì äëÿ x ∈ [0, 1]

|DkLnρ(x)−Dkρ(x)| =
∣∣∣∣DkLnρ(x)−Dkρ(x)

1

k!
DkLnek(x)+

+Dkρ(x)
1

k!
DkLnek(x)−Dkρ(x)

1

k!
Dkek(x)

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣DkLn

(
ρ−Dkρ(x)

1

k!
ek

)
(x)

∣∣∣∣+
+

1

k!
|Dkρ(x)||DkLnek(x)−Dkek(x)|. (3.25)

Ïóñòü ôóíêöèÿ vx ∈ Ck[0, 1] òàêîâà, ÷òî
1) Dkvx = σk|Dk(ρ−Dkρ(x) 1

k!ek)|,
è äëÿ i 6 k − 1:

2) Divx(0) = 0, åñëè σi = 0;
3) Divx(0) = 0, åñëè σi 6= 0 è σi = σs(i);

4) Divx(0) = −2
1∫

0

Di+1vx(z)dz, åñëè σi 6= 0 è σi = −σs(i).

Òîãäà

vx −
(
ρ−Dkρ(x)

1

k!
ek

)
∈ ∆h,k(σ)

è

vx +

(
ρ−Dkρ(x)

1

k!
ek

)
∈ ∆h,k(σ).

Èç (3.22) ñëåäóåò, ÷òî

Ln

(
vx −

(
ρ−Dkρ(x)

1

k!
ek

))
∈ ∆h,k(σ[k])

è

Ln

(
vx +

(
ρ−Dkρ(x)

1

k!
ek

))
∈ ∆h,k(σ[k]),

ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣DkLn

(
ρ−Dkρ(x)

1

k!
ek

)
(x)

∣∣∣∣ 6 σkD
kLnvx(x). (3.26)
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Ïóñòü ôóíêöèÿ qx ∈ Ck[0, 1] òàêîâà, ÷òî
1) Dkqx(t) = |t− x|;

è äëÿ i 6 k − 1:
2) Diqx(0) = 0, åñëè σi = 0;
3) Diqx(0) = 0, åñëè σi 6= 0 è σi = σs(i);

4) Diqx(0) = −4
1∫

0

Di+1qx(z)dz, åñëè σi 6= 0 è σi = −σs(i).

Ìû èìååì

σkD
kvx(t) =

∣∣∣∣Dk

(
ρ(t)−Dkρ(x)

1

k!
ek(t)

)∣∣∣∣ =

= |Dkρ(t)−Dkρ(x)| 6 2(n+ 1)|t− x| = 2nσkD
kqx(t)

è
2nqx − vx ∈ ∆h,k(σ).

Èç (3.22) ñëåäóåò, ÷òî Ln(2nqx − vx) ∈ ∆h,k(σ[k]), òàêèì îáðàçîì,

σkD
kLnvx(x) 6 2nσkD

kLnqx(x). (3.27)

Èç ëåììû 1.2 (ñ Φ(f) = DkLnf(x)) ñëåäóåò, ÷òî

σkD
kLnqx(x) 6 [DkLngx(x)]

1
2 [DkLnr(x)]

1
2 , (3.28)

ãäå gx ∈ ∆h,k(σ) åñòü åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èç ïîäïðîñòðàíñòâà

span {eh, . . . , ek+2},

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
1)Dkgx(t) = σk(t− x)2;

è äëÿ i 6 k − 1:
2) Digx(0) = 0, åñëè σi = 0;
3) Digx(0) = 0, åñëè σi 6= 0 è σi = σs(i);

4) Digx(0) = −4
1∫

0

Di+1gx(z)dz, åñëè σi 6= 0 è σi = −σs(i),

r(x) ∈ span{eh, . . . , ek} åñòü åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì

1) Dkr(t) = σk;
è äëÿ i 6 k − 1:

2) Dir(0) = 0, åñëè σi = 0;
3) Dir(0) = 0, åñëè σi 6= 0 è σi = σs(i);
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4) Dir(0) = −4
1∫

0

Di+1r(z)dz, åñëè σi 6= 0 è σi = −σs(i).

Òàêèì îáðàçîì,

gx =
2

(k + 2)!
ek+2 −

2

(k + 1)!
xek+1 +

1

k!
x2ek +

k−1∑
i=h

ai(x)

i!
ei, (3.29)

ãäå ai(x) = Digx(0), i = 0, . . . , k − 1,

r =
1

k!
ek +

k−1∑
i=h

bi
i!
ei, (3.30)

ãäå bi = Dir(0), i = 0, . . . , k − 1.
Îáîçíà÷èì ci = max{‖ai‖, bi}, i = 0, . . . , k − 1.
Ìû èìååì

DkLngx(x) =
2

(k + 2)!
(DkLnek+2 −Dkek+2)(x)−

− 2

(k + 1)!
x(DkLnek+1 −Dkek+1)(x) +

1

k!
x2(DkLnek −Dkek)(x)+

+
k−1∑
i=h

ai(x)

i!
(DkLnei −Dkei). (3.31)

Åñëè

1

k!
‖DkLnek −Dkek‖+

k−1∑
i=h

ci
i!
‖DkLnei −Dkei‖ 6

1

4n2
, (3.32)

òî èç (3.24)�(3.31) ñëåäóåò, ÷òî

(1− 1
4n2 )

2

4n2
6

(
1

k!
‖DkLnek −Dkek‖+

+2
k+2∑
i=k+1

1

i!
‖DkLnei −Dkei‖+

k−1∑
i=h

ci
i!
‖DkLnei −Dkei‖

)
×

×
(

1 +
1

k!
‖DkLnek −Dkek‖+

k−1∑
i=h

ci
i!
‖DkLnei −Dkei‖

)
,

èìååò ìåñòî (3.23). Åñëè (3.32) íå âûïîëíåíî, òî (3.23) òåì áîëåå èìååò
ìåñòî. �
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Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü n > k + 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî c1 > 0, íå

çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî

δn(B
(k+2)
∞ ∩∆h,k(σ),∆h,k(σ))Ck[0,1] < c1n

−2. (3.33)

Îöåíêà (3.33) íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äàæå íà ìíîæåñòâå àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Pk+2, îãðàíè÷åííûõ â Ck+2[0, 1], à èìåííî ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî c2 > 0, íå çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

c2n
−2 < δn(Pk+2 ∩∆h,k(σ),∆h,k(σ))Ck[0,1]. (3.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (3.33) ñëåäóåò èç ëåììû 2.5. Îöåí-
êà (3.36) åñòü ñëåäñòâèå ëåììû 3.3. �

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.5 ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Λh,k
n

êîíå÷íîãî ðàíãà n óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì Λh,k
n (∆h,k(σ)) ⊂ ∆h,k(σ) è

sup
f∈Pm

‖Di(Λk,nf)−Dif‖ = 0, 0 6 m 6 k + 1

äëÿ âñåõ 0 6 i 6 k. Ñëåäîâàòåëüíî,

δn(Pm ∩∆h,k(σ),∆h,k(σ))Ck[0,1] = 0

äëÿ âñåõ 0 6 m 6 k + 1.
Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 3.4, èìååò ìåñòî è äëÿ ëèíåéíûõ

îòíîñèòåëüíûõ ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîðîâêèíó.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü n > k + 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî c1 > 0, íå

çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî

δn(B
(k+2)
∞ ,∆h,k(σ))Ck[0,1] < c1n

−2. (3.35)

Îöåíêà (3.35) íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äàæå íà ìíîæåñòâå àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Pk+2, îãðàíè÷åííûõ â Ck+2[0, 1], à èìåííî ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî c2 > 0, íå çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

c2n
−2 < δn(Pk+2,∆

h,k(σ))Ck[0,1]. (3.36)
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ðàíãà n ñîõðàíÿ-

åò k-âûïóêëîñòü (èëè ôîðìó â ñìûñëå ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñîâ âûïóêëûõ

ôóíêöèé íåêîòîðûõ ïîðÿäêîâ ∆h,k(σ), âçÿòûõ ñ íåêîòîðûìè çíàêàìè),

òî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 0 6 i 6 k íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé ïðîèçâîäíûìè ýòîãî îïåðàòîðà íå ìîæåò áûòü ëó÷øå, ÷åì n−2,

êàê íà ìíîæåñòâå Pk+2, òàê è íà øàðå B
(k+2)
∞ . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîé-

ñòâî ñîõðàíåíèÿ k-âûïóêëîñòè ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî

îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ òàêèìè îïåðàòîðàìè íå óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ñòå-

ïåíè ãëàäêîñòè ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî

ýôôåêò íàñûùåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿ-

þùèõ k-âûïóêëîñòü. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ,

ñîõðàíÿþùàÿ k-âûïóêëîñòü, íå îáëàäàåò ýòèì íåäîñòàòêîì [64]. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, îïåðàòîðû Áåðíøòåéíà, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è ñî-

õðàíÿþò k-âûïóêëîñòü, íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïðè ïðèáëèæåíèè

ãëàäêèõ ôóíêöèé [40,65].
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ÁÀÍÀÕÎÂÛ ÔÐÅÉÌÛ
È ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÐßÄÀÌÈ
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïðåäåëåíèå 0.1. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, {ϕn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-
ñòâà H.

Ãîâîðÿò, ÷òî {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, åñëè
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < A 6 B <∞ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
h ∈ H ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

A‖h‖2
H 6

∞∑
n=1

|(h, ϕn)|2 6 B‖h‖2
H . (0.1)

Ïîíÿòèå ôðåéìà ââåäåíî Äàôôèíîì (R. J. Du�n), Øåôôåðîì
(A. C. Schae�er) [1] â 1952 ãîäó â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì íåãàðìîíè÷åñêèõ
ðÿäîâ Ôóðüå, ò. å. ðÿäîâ ïî ñèñòåìå ýêñïîíåíò {eiλnt} ñ íåïåðèîäè÷åñêèì
ñïåêòðîì λn 6= 2πn. Íåñêîëüêèìè ãîäàìè ðàíåå, â 1946 ã., ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ϕn}∞n=1 ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðîé âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (0.1), áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ Áàðè [2,3] ïîä íà-
çâàíèåì ñèñòåìà Ðèññà �Ôèøåðà â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèé ïî áàçèñàì è
áèîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ÷òî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, áûëî ìîòèâèðîâàíî ïðîáëåìàìè òåîðèè íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïå-
ðàòîðîâ.

Ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A è B â íåðàâåíñòâå (0.1) íàçûâàþò
íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöåé ôðåéìà ñîîòâåòñòâåííî, à ñàìè íåðàâåí-
ñòâà (0.1) � ôðåéìîâûìè èëè ðàìî÷íûìè íåðàâåíñòâàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî
ôðåéìîâûå íåðàâåíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå êëàññè÷å-
ñêîãî ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ �Ñòåêëîâà äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

∞∑
n=1

|(h, ϕn)|2 = ‖h‖2
H . (0.2)

Îïðåäåëåíèå 0.2. Ôðåéì {ϕn}∞n=1 ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, äëÿ
êîòîðîãî ñîâïàäàþò íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû A = B, íàçûâàþòæåñò-

êèì ôðåéìîì. Åñëè A = B = 1, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (0.2), òî
{ϕn}∞n=1 íàçûâàþò ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ �Ñòåêëîâà.
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Ñâÿçü ìåæäó îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè è ôðåéìàìè Ïàðñåâà-
ëÿ �Ñòåêëîâà óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Íàéìàðêà [4] îá îáîáùåííîì ñïåêòðàëüíîì
ðàçëîæåíèè, ïîëó÷åííîé â 1940 ã.

Òåîðåìà 0.1 (Íàéìàðê). Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì Ïàðñåâàëÿ �

Ñòåêëîâà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóþò îáúåì-

ëþùåå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ′ ⊃ H (ñîäåðæàùåå èñõîäíîå ïðî-

ñòðàíñòâî H â êà÷åñòâå ñâîåãî çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà) è îðòî-

íîðìèðîâàííûé áàçèñ {en}∞n=1 â ïðîñòðàíñòâå H
′ òàêèå, ÷òî

ϕn = πen, n = 1, 2, . . . , (0.3)

ãäå π � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç H ′ íà H.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå ê òåîðåìå Íàéìàðêà óòâåðæäåíèå î÷åâèä-
íî: åñëè {en}∞n=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H ′ è π � îðòîïðîåêòîð èç H ′ íà ïîäïðîñòðàíñòâî H, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ϕn}∞n=1, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (0.3), îáðàçóåò ôðåéì Ïàðñåâà-
ëÿ �Ñòåêëîâà â H ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Íàéìàðêà äàåò èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå
ôðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ �Ñòåêëîâà êàê îðòîïðîåêöèé îðòîíîðìèðîâàííûõ
áàçèñîâ. Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå ôðåéìîâ îáùåãî âèäà êàê îðòîãîíàëü-
íûõ ïðîåêöèé áàçèñîâ Ðèññà áûëî ïîëó÷åíî íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ Êà-
øèíà è Êóëèêîâîé [5], Êàñàççà (P. G. Casazza), Õàíà (D. Han), Ëàðñîíà
(D. R. Larson) [6].

Îïðåäåëåíèå 0.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn}∞n=1 ýëåìåíòîâ ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ðèññà, åñëè ñóùåñòâóþò îá-
ðàòèìûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : H → H è îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ {en}∞n=1 â ïðîñòðàíñòâå H òàêèå, ÷òî

ψn = Aen, n = 1, 2, . . . .

Òåîðåìà 0.2 (Êàøèí, Êóëèêîâà; Êàñàççà, Õàí, Ëàðñîí). Ïóñòü
{ϕn}∞n=1 � ôðåéì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóþò

îáúåìëþùåå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ′ ⊃ H è áàçèñ Ðèññà {ψn}∞n=1

â ïðîñòðàíñòâå H ′ òàêèå, ÷òî

ϕn = πψn, n = 1, 2, . . . , (0.4)

ãäå π � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç H ′ íà H.
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Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: åñëè {ψn}∞n=1 � áàçèñ Ðèññà â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ′ è π � îðòîïðîåêòîð èç H ′ íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî H, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}∞n=1, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (0.4), îá-
ðàçóåò ôðåéì â H ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ñôîðìóëèðîâàííûå ïðîåêöèîííûå îïèñàíèÿ ôðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ �
Ñòåêëîâà è ôðåéìîâ Äàôôèíà �Øåôôåðà îáùåãî âèäà íå òîëüêî ïîëåç-
íû ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè
ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (íåãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå,
òåîðèè âñïëåñêîâ, òåîðèè îïåðàòîðîâ, ãåîìåòðèè íîðìèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ), íî è íàõîäÿò ñâîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå â âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêå, êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè, òåîðèè ñèãíàëîâ è âîïðîñàõ
îáðàáîòêè, õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Ôðåéìû Äàôôèíà �Øåôôåðà îáëàäàþò, êðîìå èõ ïðîåêöèîííîãî
îïèñàíèÿ, öåëûì ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ. Óêàæåì íà íåêîòîðûå èõ íèõ.
Ýòè è äðóãèå ñâîéñòâà ôðåéìîâ Äàôôèíà �Øåôôåðà èçëîæåíû â ìî-
íîãðàôèÿõ ßíãà (R. M. Young) [7], Äîáåøè (I. Daubechies) [8] (ðóññêèé
ïåðåâîä � [9]) è Êðèñòåíñåíà (O. Christensen) [10] (ñì. òàêæå êíèãó Íî-
âèêîâà, Ïðîòàñîâà, Ñêîïèíîé [11]).

Òåîðåìà 0.3. Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò äâîéñòâåííûé ôðåéì {ϕ̃n}∞n=1 â H òàêîé,

÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ H ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

h =
∞∑
n=1

(h, ϕ̃n)ϕn. (0.5)

Ïðè ýòîì åñëè äëÿ íåêîòîðîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}∞n=1

èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå h =
∞∑
n=1

cnϕn, òî

∞∑
n=1

|cn|2 >
∞∑
n=1

|(h, ϕ̃n)|2. (0.6)

Äâîéñòâåííûé ôðåéì {ϕ̃n}∞n=1 ê ôðåéìó {ϕn}∞n=1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

ϕ̃n = T−1ϕn, n = 1, 2, . . . ,

ãäå ôðåéìîâûé èëè ðàìî÷íûé îïåðàòîð T : H → H äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Th =
∞∑
n=1

(h, ϕn)ϕn.
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Èç ôðåéìîâûõ íåðàâåíñòâ (0.1) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî T �
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñî ñïåêòðîì
σ(T ) ⊂ [A,B].

Ñ êàæäûì ôðåéìîì {ϕn}∞n=1 àññîöèèðîâàí îïåðàòîð àíàëèçà

R : H → `2, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Rh = {(h, ϕn)}∞n=1, h ∈ H,

è îïåðàòîð ñèíòåçà S : `2 → H, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

S{xn}∞n=1 =
∞∑
n=1

xnϕn, {xn}∞n=1 ∈ `2.

Îïåðàòîðû àíàëèçà è ñèíòåçà ñîïðÿæåíû äðóã ê äðóãó, ïðè÷åì T = SR.
Îáîçíà÷èì R̃, S̃ è T̃ � îïåðàòîð àíàëèçà, îïåðàòîð ñèíòåçà è ôðåé-

ìîâûé îïåðàòîð ñîîòâåòñòâåííî, àññîöèèðîâàííûå ñ äâîéñòâåííûì ôðåé-
ìîì {ϕ̃n}∞n=1. Òîãäà

SR̃ = I, S̃R = I, T̃ = T−1,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H è òðåòüå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
ïåðåõîä ê äâîéñòâåííîìó ôðåéìó ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, ò. å. èñõîäíûé
ôðåéì {ϕn}∞n=1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê {ϕ̃n}∞n=1.

Ïðåäñòàâëåíèå (0.5) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà h ïî ôðåé-
ìó {ϕn}∞n=1. Íàðÿäó ñ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî ôðåéìó, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà â âèäå ñóììû ðÿäà

ïî ýëåìåíòàì ôðåéìà h =
∞∑
n=1

cnϕn. Íåðàâåíñòâî (0.6) òåîðåìû 0.3 ïîêà-

çûâàåò, ÷òî ðàçëîæåíèå (0.5) ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ¾ýêîíîìè÷íûì¿. Ýòî ñâîé-
ñòâî íàçûâàþò ìèíèìàëüíîñòüþ `2-íîðìû êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
ïî ôðåéìó.

Êðîìå äâîéñòâåííîãî ôðåéìà {ϕ̃n}∞n=1, â îáùåì ñëó÷àå ôðåéì îáëà-
äàåò øèðîêèì ñåìåéñòâîì àëüòåðíàòèâíûõ äóàëüíûõ ôðåéìîâ, ò. å. òà-
êèõ ôðåéìîâ {ϕ′n}∞n=1, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà h ∈ H âûïîëíÿåòñÿ

àíàëîã ðàçëîæåíèÿ (0.5): h =
∞∑
n=1

(h, ϕ′n)ϕn. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàçëîæå-

íèå ïî ôðåéìó ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ
êàæäîãî âåêòîðà h, òî ôðåéì {ϕn}∞n=1 îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà è äâîéñòâåí-
íûé ôðåéì {ϕ̃n}∞n=1 ñîâïàäàåò ñ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìîé
(äâîéñòâåííûì áàçèñîì Ðèññà) ê íåìó. Èç òåîðåìû 0.3 ñëåäóåò òîò ïðèí-
öèïèàëüíî âàæíûé ôàêò, ÷òî âñÿêèé ôðåéì Äàôôèíà �Øåôôåðà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
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âåêòîðà h ∈ H ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn}∞n=1 òàêàÿ,

÷òî h =
∞∑
n=1

cnϕn. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè

äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôðåéìîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé ðÿ-
äàìè ïî êîíêðåòíûì ñèñòåìàì ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Ôðåéìàì Äàôôèíà �Øåôôåðà ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ Êðèñòåíñå-
íà [10]. Â íåé èçëîæåíà îáùàÿ òåîðèÿ ôðåéìîâ è áàçèñîâ Ðèññà, à òàê-
æå çíà÷èòåëüíîå ìåñòî óäåëåíî ïîñòðîåíèþ ôðåéìîâ ýêñïîíåíò, ñäâèãîâ,
âñïëåñêîâ è äð. Ýòà ìîíîãðàôèÿ ñîäåðæèò òàêæå îáøèðíóþ áèáëèîãðà-
ôèþ ïî ôðåéìàì.

Âàæíûì ýòàïîì ðàçâèòèÿ òåîðèè ôðåéìîâ ñòàëî äîêàçàòåëüñòâî
â 2013 ãîäó ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Ôàéõòèíãåðà: âñÿêèé ïî÷òè íîð-

ìèðîâàííûé ôðåéì ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé Ðèññà, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà øèðîêî èçâåñòíîé â ôóíêöè-
îíàëüíîì àíàëèçå ãèïîòåçå Êàäèñîíà �Çèíãåðà.

Â ïîñëåäíèå ãîäû íàáëþäàåòñÿ íàðàñòàþùèé èíòåðåñ ñî ñòîðîíû øè-
ðîêîãî êðóãà ìàòåìàòèêîâ âî âñåì ìèðå ê òåîðèè ôðåéìîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, îäíèì èç íàïðàâëåíèé åå ðàçâèòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè áà-
íàõîâûõ ôðåéìîâ, ÷òî îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ïðèìåíåíèÿ
òåîðèè ôðåéìîâ ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè ôóíêöèé, ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ò. ä.

Â ðàçäåëå IV áóäóò ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ôðåéìîâ
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è î ïðåäñòàâëåíèè ôóíê-
öèé ðÿäàìè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè îáùåé òåîðèè áóäóò ïðèâåäåíû
êîíñòðóêöèè ôðåéìîâ íà îñíîâå àôôèííûõ ñèñòåì ôóíêöèé â ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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1 ÔÐÅÉÌÛ Â ÁÀÍÀÕÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ïóñòü F � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, G = F ∗ � ñîïðÿ-
æåííîå ïðîñòðàíñòâî. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî X, ñîñòîÿùåå èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xn}∞n=1.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X
íàçîâåì ìîäåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ

εi = {δij}∞j=1, i = 1, 2, . . .

îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X. Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Áàçèñ èç êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ {εn}∞n=1 íàçûâàþò åñòåñòâåííûì áàçè-

ñîì.

Ìîäåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé `p, 1 6 p < ∞, ïðîñòðàíñòâî c0 ñõîäÿùèõ-
ñÿ ê íóëþ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à `M (â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ M(t) óäîâëåòâîðÿåò ∆2-óñëîâèþ), ïðîñòðàí-
ñòâî Ëîðåíöà dw, à òàêæå èõ âåñîâûå àíàëîãè, ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ,
ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííûìè íîðìàìè è ò. ä. Ïðîñòðàíñòâî `∞ íå ñå-
ïàðàáåëüíî è ïîýòîìó íå áóäåò ìîäåëüíûì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñåïà-
ðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ìîäåëüíûì, ìîæíî ïðèâåñòè
ïðîñòðàíñòâî c ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Óêàæåì óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà F . Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîì êîýôôèöèåíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {ϕn}∞n=1 íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâî X(ϕ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ

÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ ðÿä
∞∑
n=1

xnϕn

ñõîäèòñÿ â F , ñíàáæåííîå íîðìîé

‖x‖X(ϕ) = sup
n>1

∥∥∥∥ n∑
k=1

xkϕk

∥∥∥∥
F

.

Ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ X(ϕ) ïîëíî îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû, è
ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ {εn}∞n=1 îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X(ϕ).
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ìî-
äåëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêîå ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî X áóäåò
ïðîñòðàíñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X(ε) äëÿ ñâîåãî åñòåñòâåííîãî áà-
çèñà {εn}∞n=1, ïðè÷åì

‖x‖X 6 ‖x‖X(ε) 6 K‖x‖X ,
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ãäå K � êîíñòàíòà Áàíàõà åñòåñòâåííîãî áàçèñà, ò. å. ïðîñòðàíñòâà ñîâ-
ïàäàþò êàê ìíîæåñòâà X = X(ε) è èìåþò ýêâèàëåíòíûå íîðìû.

Êîîðäèíàòíûå ôóíêöèîíàëû ln(x) = xn, n = 1, 2, . . . , íåïðåðûâíû íà
ìîäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïîýòîìó âñÿêîå ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ BK-ïðîñòðàíñòâîì. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ ê ìîäåëüíî-
ìó ïðîñòðàíñòâó äîïóñêàåò ðåàëèçàöèþ â âèäå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Y ,
ñîñòîÿùåãî èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y = {yn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ
êîíå÷íà íîðìà

‖y‖Y = sup
‖x‖X61

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

xnyn

∣∣∣∣ <∞.
Èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì X∗ ∼ Y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåïðåðûâ-
íîìó ëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëó l íà ìîäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå X ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {l(εn)}∞n=1 çíà÷åíèé ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà ýëåìåíòàõ åñòå-
ñòâåííîãî áàçèñà {εn}∞n=1. Ïðè ýòîì

(x, y) =
∞∑
n=1

xnyn

� îáùèé âèä íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà X. Ïðèíàäëåæ-
íîñòü y ∈ Y ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ‖y‖Y < ∞. Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò
èçáåæàòü îáñóæäåíèÿ âîïðîñà î ïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâó Y ïîñëå ïðîâåðêè êîíå÷íîñòè íîðìû ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî áóäåò èñïîëüçîâàíî â äàëüíåéøåì.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ôðåéìà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Â 1991 ãîäó Ãðîõåíèãîì (K. Gr�ochenig) [12] áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ áà-

íàõîâà ôðåéìà è àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Â 1999 ãîäó â ðàáîòàõ [6, 13]
áûëè ïðåäëîæåíû äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà, à òàêæå ôðåéìà Øàóäå-

ðà, ôðåéìèíãà è ìîäåëè ôðåéìèíãà â ñèòóàöèè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Â
2005 ãîäó Êàñàççà, Êðèñòåíñåí, Ñòîåâà (D. T. Stoeva) [14] ââåëè ïîíÿòèå
Xd-ôðåéìà. Ïîçäíåå ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ýòèõ îïðå-
äåëåíèé, êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàñ÷èòûâàåòñÿ áîëåå äåñÿòè (áëèç-
êèõ ìåæäó ñîáîé, íî ïîïàðíî íå ýêâèâàëåíòíûõ). Â ðàáîòàõ Ï. À. Òåðå-
õèíà [15�25] ïðåäëîæåí èíîé, äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïî-
íÿòèÿ ôðåéìà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íûé îò
äðóãèõ èçâåñòíûõ îïðåäåëåíèé è èäåéíî îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèÿõ
Áàðè [2, 3] ïî áèîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì è áàçèñàì ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèÿ, óñòàíîâèì íåêîòîðûå
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ñâîéñòâà ôðåéìîâ, à çàòåì îáñóäèì îñíîâíûå îòëè÷èÿ íàøåãî îïðåäåëå-
íèÿ îò ðàíåå èçâåñòíûõ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}∞n=1 ⊂
⊂ F \{0} ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëü-

íî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < A 6
6 B <∞ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
g ∈ G ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå {(ϕn, g)}∞n=1 óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

A‖g‖G 6 ‖{(ϕn, g)}∞n=1‖Y 6 B‖g‖G. (1.1)

Íåðàâåíñòâà (1.1) áóäåì íàçûâàòü ðàìî÷íûìè.
Åñëè F = G = H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è X = Y = `2, òî

ðàìî÷íûå íåðàâåíñòâà (1.1) ñîâïàäàþò ñ íåðàâåíñòâàìè (0.1) èç êëàñ-
ñè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà Äàôôèíà � Øåôôåðà. Òàêèì îáðàçîì,
ïîíÿòèå ôðåéìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôðåéìà
Äàôôèíà � Øåôôåðà äëÿ ñèòóàöèè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî
ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Ñèíòåçèðóþùèì îïåðàòîðîì (èëè îïåðàòîðîì ñèíòåçà) íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûé îïåðàòîð S : X → F , çàäàííûé ðàâåíñòâàìè

Sεn = ϕn, n = 1, 2, . . . . (1.2)

Àíàëèçèðóþùèì îïåðàòîðîì (èëè îïåðàòîðîì àíàëèçà) íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûé îïåðàòîð R : G→ Y , çàäàííûé ðàâåíñòâîì

Rg = {(g, ϕn)}∞n=1. (1.3)

Ñèíòåçèðóþùèé îïåðàòîð S : X → F � îãðàíè÷åííûé. Ñîïðÿæåí-
íûì ê ñèíòåçèðóþùåìó îïåðàòîðó S : X → F ÿâëÿåòñÿ àíàëèçèðóþùèé
îïåðàòîð R : G→ Y .

Òåîðåìà 1.1 (î ïðåäñòàâëåíèè). Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â áàíà-

õîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà f ∈ F íàéäåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü x = {xn}∞n=1 ∈ X òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f =
∞∑
n=1

xnϕn. (1.4)
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Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà 1.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêèé ôðåéì
{ϕn}∞n=1 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâëåíèÿ. Âåðíî òàêæå è
â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.2. Âñÿêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíèÿ {ϕn}∞n=1 ⊂ F \ {0}
ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî ñâîåãî

ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ X(ϕ).

Èòàê, âñÿêèé ôðåéì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâëåíèÿ è, íàîáîðîò,
âñÿêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì, íî, âîçìîæíî, îòíîñè-
òåëüíî ðàçíûõ ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü,
÷òî íåêîòîðàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=1 îáðàçóåò ñèñòåìó ïðåäñòàâëåíèÿ â íåêî-
òîðîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F , äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàìî÷íûå íåðà-
âåíñòâà âèäà (1.1). Ïðè ýòîì, ïîäáèðàÿ ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ìîæíî
ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î êîýôôèöèåíòàõ ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ðÿäà.

Òåîðåìû 1.1 è 1.2 óêàçûâàþò íà óíèâåðñàëüíîñòü ïîíÿòèÿ ôðåéìà â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ââåäåííîãî îïðåäåëåíèåì 1.2, äëÿ îáùèõ âîïðî-
ñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè.

1.1 Ïðîåêöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ôðåéìîâ

Ïóñòü {ψn}∞n=1 � áàçèñ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F ′ è P � íåïðåðûâ-
íûé ëèíåéíûé ïðîåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà F ′ íà çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî F ⊂ F ′. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ϕn = Pψn, n = 1, 2, . . . ,
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå F è ïîñëå óäàëåíèÿ
íóëåâûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ X(ψ) èñõîäíîãî áàçèñà.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó:
ïðè âûïîëíåíèè êàêèõ óñëîâèé ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F

îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ëè-

íåéíîé ïðîåêöèåé áàçèñà {ψn}∞n=1 îáúåìëþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà

F ′ ⊃ F , ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì

ìîäåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì: X(ψ) = X?

Â ñëó÷àå åñëè F = H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èX = `2, òî ôðåéì
â H îòíîñèòåëüíî `2 ñóòü êëàññè÷åñêèé ôðåéì Äàôôèíà �Øåôôåðà,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé áàçèñà Ðèññà îáúåìëþùå-
ãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîò [5, 6].
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ôðåéìîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íåïîñðåäñòâåí-
íûé àíàëîã óïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà íå èìååò ìåñòà. Îñíîâíîå ïðåïÿò-
ñòâèå âîçíèêàåò óæå â ãåîìåòðèè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F , ñîäåðæàùåãî
ôðåéì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé áàçèñà îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.
Èìåííî òàêîå ïðîñòðàíñòâî F áóäåò äîïîëíÿåìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì áà-
íàõîâà ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñîì, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî F îáëàäàåò îãðàíè÷åííûì àïïðîêñèìàöèîííûì ñâîéñòâîì [26, 27].
Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðåïÿòñòâèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Íàïðè-
ìåð, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

åñëè ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïðèìàðíûì è áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî F íå èçîìîðôíî X: F � X, òî íè îäèí ôðåéì {ϕn}∞n=1

â ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî X íå ìîæåò áûòü ïðîåêöèåé áàçèñà

{ψn}∞n=1 îáúåìëþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðîãî X(ψ) = X.

Íàïîìíèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíûì,

åñëè êàæäîå åãî áåñêîíå÷íîìåðíîå äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî èçî-
ìîðôíî X.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïðîåêöèîííûì ôðåéìîì íàçîâåì òàêîé ôðåéì
{ϕn}∞n=1 áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò îáúåìëþùåå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
F ′ ⊃ F , âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî F â êà÷åñòâå äîïîë-
íÿåìîãî çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, áàçèñ {ψn}∞n=1 ïðîñòðàíñòâà F ′,
ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ôðåéìà: X(ψ) = X, è íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ïðîåêòîð
P : F ′ → F èç ïðîñòðàíñòâà F ′ íà ïðîñòðàíñòâî F òàêèå, ÷òî

ϕn = Pψn, n = 1, 2, . . . .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ïðîåêöèîííîãî ôðåéìà,
íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå F îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N =

{
{xn}∞n=1 ∈ X :

∞∑
n=1

xnϕn = 0

}
ïðîñòðàíñòâî

êîýôôèöèåíòîâ íóëü-ðÿäîâ ôðåéìà {ϕn}∞n=1.

Ïîíÿòíî, ÷òî N � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X.
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F

îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Òîãäà {ϕn}∞n=1 � ïðîåêöèîííûé ôðåéì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ íóëü-ðÿäîâ N ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿå-

ìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Åñëè X = `2 � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî âñÿêîå åãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâî äîïîëíÿåìî, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ôðåéì îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà `2 áóäåò ïðîåêöèåé áàçèñà îáúåìëþùåãî ãèëüáåðòîâà (òàê
êàê ïî ïîñòðîåíèþ F ′ ∼= X) ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâîì êî-
ýôôèöèåíòîâ ýòîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ `2, òî ýòî áàçèñ Ðèññà. Òåì ñàìûì
ìû ïðîèõîäèì ê ïðîåêöèîííîìó ðåçóëüòàòó [5, 6].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′ = F ′∗ ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê îáúåìëþùå-
ìó ïðîñòàíñòâó F ′. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèî-
íàëà g′ ∈ G′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå {(g′, ψn)}∞n=1

ïî áàçèñó {ψn}∞n=1 áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ðàìî÷íûì íåðàâåíñòâàì âèäà

A′‖g′‖G′ 6 ‖{(g′, ψn)}‖Y 6 B′‖g′‖G′

ñ ðàìî÷íûìè êîíñòàíòàìè A′ è B′, çàâèñÿùèìè îò ãðàíèö A,B èñõîäíîãî
ôðåéìà {ϕn}∞n=1 è îò âûáîðà íîðìû äëÿ ïðÿìîé ñóììû F ′ = F ⊕ N .
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ðàññìîòðåííîé ñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé X = `2,
ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå óïîìÿíóòîé íîðìû

‖(f, x)‖F ′ =
√
‖f‖2

F + ‖jx‖2
N ,

ãäå f ∈ F , x ∈ N , j : N → N � ïðîèçâîëüíûé èçîìîðôèçì ñî ñâîé-
ñòâîì A‖x‖N 6 ‖jx‖N 6 B‖x‖N è íîðìà ‖ ·‖F èíäóöèðîâàíà ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì, èìååì A′ = A è B′ = B.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Äåôåêòîì ôðåéìà {ϕn}∞n=1 â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçîâåì ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ íóëü-ðÿäîâ N .

Òåîðåìà 1.4. Âñÿêèé ôðåéì {ϕn}∞n=1 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F

îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ êîíå÷íûì äåôåêòîì

dimN <∞ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïðèìàð-

íûì è áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F íå èçîìîðôíî X: F � X.

Òîãäà íè îäèí ôðåéì {ϕn}∞n=1 â ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî X

íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì.
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Ïóñòü E1 è E2 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Çàïèñü E1
c
↪→ E2 îçíà-

÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî E1 èçîìîðôíî äîïîëíÿåìîìó ïîäïðîñòðàíñòâó
ïðîñòðàíñòâà E2. Åñëè E1

c
↪→ E2 è E2

c
↪→ E1, òî ïèøóò E1

c∼ E2.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî E1 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Øðåäåðà �

Áåðíøòåéíà, åñëè âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðîñòðàíñòâî E2 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ E1

c∼ E2, èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì E1
∼= E2.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ïðîñòðàíñòâ X èëè F

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Øðåäåðà �Áåðíøòåéíà.

Ïóñòü X
c
↪→ F , íî X � F .

Òîãäà íè îäèí ôðåéì {ϕn}∞n=1 â ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî X

íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùèé âîïðîñ, ÷åì íàõîæäåíèå óñëîâèé ïðî-
åêöèîííîñòè ôðåéìà:
ïðè âûïîëíåíèè êàêèõ óñëîâèé ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíèÿ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé ïðîåêöèåé áàçèñà îáú-

åìëþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà?

� áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî
áàçèñà.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü {ϕn}∞n=1 ⊂ F \ {0} � ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíèÿ

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F .

Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà {ψn}∞n=1 îáúåìëþùåãî áàíàõîâà ïðî-

ñòðàíñòâà F ′ ⊃ F , âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî F â êà÷åñòâå

äîïîëíÿåìîãî çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà òàêîãî, ÷òî

ϕn = Pψn, n = 1, 2, . . . ,

äëÿ íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ïðîåêòîðà P : F ′ → F èç ïðî-

ñòðàíñòâà F ′ íà ïðîñòðàíñòâî F íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ íóëü-ðÿäîâ N(ϕ) áûëî äîïîëíÿåìûì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ X(ϕ) ýòîé ñèñòåìû.

1.2 Ëèíåéíûå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ïî ôðåéìó

Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî
ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Ñêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ëèíåéíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ïî ôðåé-
ìó {ϕn}∞n=1, åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà {ϕ̃n}∞n=1 ⊂ G íåïðåðûâíûõ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå F òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
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f ∈ F ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(f, ϕ̃n)}∞n=1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó X è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f =
∞∑
n=1

(f, ϕ̃n)ϕn. (1.5)

Äëÿ ôðåéìîâ Äàôôèíà �Øåôôåðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå âñå-
ãäà èìååò ìåñòî ëèíåéíûé àëãîðèòì.

Íàéäåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ ïî
ôðåéìó â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàïîìíèì, ÷òî îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð L : E1 → E2 íà-
çûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé, åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðà-
òîð L′ : E2 → E1, íàçûâàåìûé êîðåòðàêöèåé, òàêîé ÷òî LL′y = y äëÿ
âñåõ y ∈ E2.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ðåòðàêöèÿ L : E1 → E2 ÿâëÿåòñÿ ñþðúåê-
òèâíûì îïåðàòîðîì, ò. å. îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà E1 íà ïðîñòðàí-
ñòâî E2, òàê êàê äëÿ ëþáîãî y ∈ E2 ñóùåñòâóåò x = L′y ∈ E1, äëÿ
êîòîðîãî Lx = LL′y = y.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð L : E1 → E2

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé èçîìîðôèçìà, åñëè ñóùåñòâóþò îáúåìëþùåå áàíàõî-
âî ïðîñòðàíñòâî E3 ⊃ E2, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî E2 â êà÷åñòâå
äîïîëíÿåìîãî çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, èçîìîðôèçì J : E1 → E3 è
íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ïðîåêòîð P : E3 → E2 òàêèå, ÷òî L = PJ .

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò ó÷åáíîãî õàðàêòåðà.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü L : E1 → E2 � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðà-

òîð, îòîáðàæàþùèé áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E1 íà áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî E2.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé;

2) îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé èçîìîðôèçìà;

3) ÿäðî Ker(L) äîïîëíÿåìî â ïðîñòðàíñòâå E1.

Ëåììà 1.2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ

ïî ôðåéìó {ϕn}∞n=1 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî ìîäåëü-

íîãî ïðîñòðàíñòâà X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèíòåçèðóþ-

ùèé îïåðàòîð S : X → F áûë ðåòðàêöèåé.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü {ϕn}∞n=1 � ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F

îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.
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Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ ïî

ôðåéìó {ϕn}∞n=1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîò ôðåéì ÿâëÿëñÿ

ïðîåêöèîííûì.

1.3 Äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ
ïîíÿòèÿ ôðåéìà äëÿ ñëó÷àÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Âïåðâûå ñ äîñòà-
òî÷íîé ñòåïåíüþ îáùíîñòè âîïðîñ î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîíÿòèÿ ôðåéìà
Äàôôèíà �Øåôôåðà íà áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà áûë ðàññìîòðåí â ðàáî-
òå Ãðîõåíèãà [12], äàòèðîâàííîé 1991 ãîäîì. Âîñïðîèçâåäåì çäåñü ïðè-
íàäëåæàùèå Ãðîõåíèãó îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ
(atomic decomposition) è áàíàõîâà ôðåéìà (Banach frame).

Îïðåäåëåíèå 1.6. Àòîìàðíûì ðàçëîæåíèåì áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà F îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X íàçûâàåò-
ñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ({ϕn}∞n=1, {ϕ̃n}∞n=1) ñèñòåì ϕ̃ ⊂ F \ {0} è
{ϕ̃n}∞n=1 ⊂ F ∗ \ {0} íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà F è ñîïðÿæåí-
íîãî ê íåìó ïðîñòðàíñòâà F ∗ ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ âñåõ f ∈ F ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(f, ϕ̃n)}∞n=1 ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó X;

2) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A,B > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ f ∈ F âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

A‖f‖F 6 ‖{(f, ϕ̃n)}‖X 6 B‖f‖F ; (1.6)

3) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà f ∈ F ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f =
∞∑
n=1

(f, ϕ̃n)ϕn. (1.7)

Ïîíÿòíî, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà F = F ∗ = H � ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî è X = `2, íåðàâåíñòâà (1.6) èç îïðåäåëåíèÿ àòîìàðíîãî ðàçëî-
æåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç
ïîñòîÿííûõ A è B) â íåðàâåíñòâà (0.1) èç îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà Äàôôè-
íà �Øåôôåðà, çàïèñàííûå äëÿ ñèñòåìû {ϕ̃n}∞n=1. Â ýòîì ñìûñëå ïîíÿòèå
àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ôðåéìà.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F íåðàâåí-
ñòâà (1.6) íå îáåñïå÷èâàþò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè òàê,
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êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ôðåéìîâ Äàôôèíà �Øåôôåðà. Ïîýòîìó âû-
ïîëíåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ (1.7) ïðèõîäèòñÿ ïîñòóëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíî
ïîñðåäñòâîì óñëîâèÿ 3).

Îáùàÿ òåîðèÿ àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ âîïðîñàìè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï, áûëà
ðàçâèòà â ðàáîòàõ [28�31].

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ áàíàõîâà ôðåéìà îáîáùàåò ïîíÿòèå
àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Áàíàõîâûì ôðåéìîì äëÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
F îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X íàçûâàåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííàÿ ïàðà ({ϕ̃n}∞n=1, S), ãäå {ϕ̃n}∞n=1 ⊂ F ∗\{0} � ñèñòåìà íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà F ∗ è S : X → F � îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ âñåõ f ∈ F ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(f, ϕ̃n)}∞n=1 ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó X;

2) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A,B > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ f ∈ F âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1.6);

3) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà f ∈ F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f = S{(f, ϕ̃n)}∞n=1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáîáùàåò ïðåäñòàâëåíèå (1.7) èç
îïðåäåëåíèÿ àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [6]
ïîêàçàíî, ÷òî ñîäåðæàíèå ïîíÿòèé àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ è áàíàõîâà
ôðåéìà îäèíàêîâî, åñëè ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ {εn}∞n=1 îáðàçóåò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ X, à èìåííî åñëè ({ϕ̃n}∞n=1, S) � áà-
íàõîâ ôðåéì, òî ({Sεn}∞n=1, {ϕ̃n}∞n=1) � ñîîòâåòñòâóþùåå àòîìàðíîå ðàç-
ëîæåíèå.

Êàê îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòå [6], ñëåäóþùèé ïðîåêöèîííûé ðåçóëüòàò îñ-
íîâàí íà êëàññè÷åñêîé êîíñòðóêöèè Ïåë÷èíñêîãî (A. Pelczynski) [26]:
âñÿêîå àòîìàðíîå ðàçëîæåíèå ({ϕn}∞n=1, {ϕ̃n}∞n=1) â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîåêöèåé áàçèñà {ψn}∞n=1 îáúåìëþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà

F ′ ⊃ F , òî÷íåå, ñóùåñòâóþò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F ′, âêëþ÷àþùåå â
ñåáÿ èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî F â êà÷åñòâå äîïîëíÿåìîãî çàìêíóòîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà, áàçèñ {ψn}∞n=1 ïðîñòðàíñòâà F

′ è íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé
ïðîåêòîð P èç ïðîñòðàíñòâà F ′ íà ïîäïðîñòðàíñòâî F òàêèå, ÷òî

ϕn = Pψn, n = 1, 2, . . . . (1.8)
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Â ðàáîòå [13] ââåäåíî ïîíÿòèå ôðåéìà Øàóäåðà êàê òàêîé ñèñòå-
ìû {ϕn}∞n=1 ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâó-
þò áàçèñ (áàçèñ Øàóäåðà) {ψn}∞n=1 îáúåìëþùåãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
F ′ ⊃ F è íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ïðîåêòîð P : F ′ → F òàêèå, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ïðîåêöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.8). Òàêèì îáðàçîì, ôðåéìû
Øàóäåðà {ϕn}∞n=1 ⊂ F � ýòî â òî÷íîñòè òå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà {ϕ̃n}∞n=1 ⊂ F ∗ òàêàÿ, ÷òî ({ϕn}∞n=1, {ϕ̃n}∞n=1) � àòîìàð-
íîå ðàçëîæåíèå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X. Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò ïîíÿ-
òèå áåçóñëîâíîãî ôðåéìà Øàóäåðà, òàêæå ââåäåííîå â [13]. Ïîäðîáíûé
àíàëèç âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàññìîòðåííûìè ïîíÿòèÿìè ôðåéìà Äàôôè-
íà �Øåôôåðà, àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ è áàíàõîâà ôðåéìà ïî Ãðîõåíèãó,
(áåçóñëîâíîãî) ôðåéìà Øàóäåðà èìååòñÿ â ðàáîòå [6]. Îòìåòèì, ÷òî âñå
ïåðå÷èñëåííûå ïîíÿòèÿ îñíîâàíû, ïðÿìî èëè êîñâåííî, íà òîì îáîáùå-
íèè íåðàâåíñòâ (0.1) èç îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà Äàôôèíà �Øåôôåðà, êîòî-
ðîå äàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè (1.6) èç îïðåäåëåíèÿ àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ
ïî Ãðîõåíèãó.

Äàëåå, âîçâðàùàÿñü ê âîïðîñó î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîíÿòèÿ ôðåéìà íà
ñëó÷àé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, îáðàòèì âíèìàíèå íà
âîçíèêàþùóþ íåîäíîçíà÷íîñòü â ïðî÷òåíèè äâîéñòâåííîñòè (h, ϕn):

� ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî ãîâîðèòü î âûáîðêå çíà÷åíèé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ {ϕn}∞n=1 íà âåêòîðå h;

� ñ äðóãîé � î êîýôôèöèåíòàõ Ôóðüå íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà h ïî ñèñòåìå âåêòîðîâ {ϕn}∞n=1.

Ïåðâûé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâ (1.6) èç îïðåäå-
ëåíèÿ àòîìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ, à âòîðîé � ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâ (1.1)
èç îïðåäåëåíèÿ 1.2. Ýòè ïîäõîäû íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, äà-
æå åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Íàêîíåö, ñðàâíèâàÿ íåðàâåíñòâà (1.6) è (1.1), îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñýìïëèíã-òåîðåìó è, áåç-
óñëîâíî, ïîëåçíû â âîïðîñàõ õàðàêòåðèçàöèè ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé
êîíêðåòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì â òåðìèíàõ äèñêðåòíûõ
âûáîðîê çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ, à âòîðûå, êàê íàìè áûëî ïîêàçàíî,
èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê çàäà÷å î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé
ðÿäàìè.
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2 ÔÐÅÉÌÛ Â ÇÀÄÀ×Å ÀÔÔÈÍÍÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ

Ïóñòü d ∈ N, {aj}∞j=1 è b � íåâûðîæäåííûå âåùåñòâåííûå d × d-
ìàòðèöû òàêèå, ÷òî

lim
j→∞

a−1
j = 0.

Àôôèííîé ñèñòåìîé, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé ψ(x), x ∈ Rd, áóäåì
íàçûâàòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé

ψj,k(x) = | det aj|1/2ψ(ajx− bk), j ∈ N, k ∈ Zd.

Ïîä çàäà÷åé àôôèííîãî ñèíòåçà ìû ïîíèìàåì çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f èç íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
F = F (Rd) ïîñðåäñòâîì ðÿäà ïî ýëåìåíòàì àôôèííîé ñèñòåìû

f =
∑
j∈N

∑
k∈Zd

cj,kψj,k,

êîýôôèöèåíòû {cj,k}j∈N, k∈Zd êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ X.

Ïîíÿòíî, ÷òî òèï ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèþ f ðÿäà äîë-
æåí áûòü óòî÷íåí â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.

Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è àôôèííîãî ñèíòåçà ðàâíîñèëüíî êîð-
ðåêòíîé îïðåäåëåííîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè ñèíòåçèðóåùåãî îïåðàòîðà

S : X → F , çàäàííîãî ðàâåíñòâîì

Sc =
∑
j∈N

∑
k∈Zd

cj,kψj,k.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé äâîéñòâåííîñòè ìåæäó èíúåêòèâíûìè è ñþðú-
åêòèâíûìè îïåðàòîðàìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ æåëàåìûå ñâîéñòâà
ñèíòåçèðóåùåãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îãðàíè÷åííîñòè è èíú-
åêòèâíîñòè ñîïðÿæåííîãî ê íåìó àíàëèçèðóåùåãî îïåðàòîðà R : G→ Y ,
çàäàííîãî ðàâåíñòâîì

Rg = {(g, ψj,k)}j∈N, k∈Zd,

ãäå G = F ∗ è Y = X∗ � ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà, ðåàëèçóåìûå ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ êàê ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî G = G(Rd)
è íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ Y ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå,
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óñëîâèÿ îãðàíè÷åíîñòè è èíúåêòèâíîñòè àíàëèçèðóåùåãî îïåðàòîðà R
ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ðàìî÷íûõ íåðàâåíñòâ

A‖g‖G 6 ‖{(g, ψj,k)}‖Y 6 B‖g‖G

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè 0 < A 6 B <∞.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è àôôèííîãî ñèíòåçà

îáåñïå÷èâàþò ðàìî÷íûå íåðàâåíñòâà óêàçàííîãî âèäà.
Íàø ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðàìî÷íûõ íåðàâåíñòâ áóäåò îñíîâàí íà

íàõîæäåíèè ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
{(g, ψj,k)}j∈N, k∈Zd, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäóò ïîëó÷åíû êàê ñëåä-
ñòâèå ðåçóëüòàòîâ îá îãðàíè÷åííîñòè è ñõîäèìîñòè äèñêðåòíûõ ìàòðè÷-
íûõ àíàëîãîâ ñðåäíèõ Ñîáîëåâà.

2.1 Äèñêðåòíûå ìàòðè÷íûå àíàëîãè ñðåäíèõ Ñîáîëåâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L1 ∩ Lp(Rd), 1 < p <∞, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫
Rd
ψ(x) dx = 1. (2.1)

Äëÿ ôóíêöèè g ∈ Lq(Rd), 1/p + 1/q = 1, è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0

îáîçíà÷èì

g ∗ ψε(x) =

∫
Rd
g(x+ y)ε−dψ(y/ε) dy

ε-óñðåäíåíèå ôóíêöèè g ïî Ñîáîëåâó [32].
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [33]), ÷òî

lim
ε→+0

‖g ∗ ψε − g‖Lq(Rd) = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ñîõðàíèòñÿ
ïîñëå çàìåíû ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà ε íà ìàòðè÷íûé ïàðàìåòð a, òî÷íåå,
íà a−1:

lim
a−1→0

‖g ∗ ψa − g‖Lq(Rd) = 0,

ãäå

g ∗ ψa(x) =

∫
Rd
g(x+ y)| det a|ψ(ay) dy

è a � íåâûðîæäåííàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà d× d.
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Äàëåå ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g ∗ ψa(x) â óçëàõ x = a−1bk,
k ∈ Zd, ðåøåòêè a−1bZd. Áóäåì èìåòü

g ∗ ψa(a−1bk) =

∫
Rd
g(a−1bk + y)| det a|ψ(ay) dy [a−1bk + y = z] =

=

∫
Rd
g(z)| det a|ψ(az − bk) dz.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ a = aj, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àôôèííîé ñèñòåìû
ïîëó÷èì

g ∗ ψaj(a−1
j bk) =

∫
Rd
g(z)| det aj|ψ(ajz − bk) dz = | det aj|1/2(g, ψj,k).

Äëÿ êàæäîãî j ∈ N ïîñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ gj(x),
ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå g ∗ ψaj(a−1

j bk) íà ïàðàëëåëîòîïàõ âèäà

Qj,k = {x : [b−1ajx] = k}, k ∈ Zd,

ãäå [x] = ([x1], . . . , [xd]) äëÿ âåêòîðà x = (x1, . . . , xd), ïðè÷åì [xν] � öåëàÿ
÷àñòü ÷èñëà xν, ν = 1, . . . , d. Èñêîìûìè áóäóò ôóíêöèè

gj(x) =

∫
Rd
g(a−1

j b[b−1ajx] + y)| det aj|ψ(ajy) dy, j ∈ N. (2.2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x ∈ Qj,k èìååì

gj(x) =

∫
Rd
g(a−1

j bk + y)| det aj|ψ(ajy) dy = g ∗ ψaj(a−1
j bk).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gj íàçîâåì äèñêðåòíûìè ìàòðè÷íûìè

àíàëîãàìè ñðåäíèõ Ñîáîëåâà ôóíêöèè g.
Íàéäåì óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé gj ïðîñòðàíñòâó Lq(Rd).

Ëåììà 2.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖gj‖Lq(Rd) = | det aj|1/2−1/q

(
| det b|

∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

‖gj‖qLq(Rd) =

∫
Rd
|gj(x)|q dx =

∑
k∈Zd

∫
Qj,k

|gj(x)|q dx =
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=
∑
k∈Zd
| det aj|q/2|(g, ψj,k)|qmesQj,k =

= | det aj|q(1/2−1/q)| det b|
∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q.

Çäåñü ó÷ëè, ÷òî ïðè çàìåíå y = b−1ajx â êðàòíîì èíòåãðàëå áóäåì èìåòü

mesQj,k =

∫
{x:[b−1ajx]=k}

dx =

∫
{y:[y]=k}

| det a−1
j b| dy = | det aj|−1| det b|. �

Ëåììà 2.2. Ïóñòü j ∈ N è ψ ∈ Lp(Rd), 1 < p < ∞. Òîãäà äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Lq(Rd), 1/p + 1/q = 1, èìåëà ìåñòî

ïðèíàäëåæíîñòü gj ∈ Lq(Rd), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâà-

íèå ïîñòîÿííîé M > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî ñåìåéñòâà

{ck} ∈ lp(Zd) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψ(x− bk)

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

6M

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

. (2.4)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gj‖Lq(Rd) 6 C‖g‖Lq(Rd) (2.5)

ñ ïîñòîÿííîé C = M | det b|1/q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Èç ïðèíàäëåæíîñòè gj ∈ Lq(Rd)
è èç ðàâåíñòâà (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé íà ïðîñòðàí-
ñòâå Lq(Rd) âûïóêëûé ôóíêöèîíàë

pj(g) = | det aj|1/2−1/q

(
| det b|

∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

âñþäó êîíå÷åí. Ýòîò ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ

p
[n]
j (g) = | det aj|1/2−1/q

| det b|
∑
|k|6n

|(g, ψj,k)|q
1/q

, n ∈ N.

Â ñèëó ëåììû Ãåëüôàíäà (ñì., íàïðèìåð, [34]) ôóíêöèîíàë pj íåïðåðûâ-
íûé. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

pj(g) 6 C‖g‖Lq(Rd).
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Òåì ñàìûì, ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1 óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.5).

Äàëåå, äëÿ ôèíèòíîãî ÷èñëîâîãî ñåìåéñòâà {ck} èìååì∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψj,k

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

= sup
‖g‖Lq(Rd)61

∣∣∣∣∣∑
k∈Zd

ck(g, ψj,k)

∣∣∣∣∣ 6
6 sup
‖g‖Lq(Rd)61

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p(∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

=

= | det aj|−(1/2−1/q)| det b|−1/q sup
‖g‖Lq(Rd)61

pj(g)

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

6

6 C| det aj|1/2−1/p| det b|−1/q

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå Lp-íîðìû ïðè çàìåíå
y = ajx â êðàòíîì èíòåãðàëå äàåò

∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψj,k

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

=

(∫
Rd

∣∣∣∣∣∑
k∈Zd

ck| det aj|1/2ψ(ajx− bk)

∣∣∣∣∣
p

dx

)1/p

=

=

(∫
Rd

∣∣∣∣∣∑
k∈Zd

ck| det aj|1/2ψ(y − bk)

∣∣∣∣∣
p

| det a−1
j | dy

)1/p

=

= | det aj|1/2−1/p

∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψ(y − bk)

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

.

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå äâå âûêëàäêè, äëÿ ôèíèòíûõ ÷èñëîâûõ ñå-
ìåéñòâ {ck} ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∑

k∈Zd
ckψ(x− k)

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

6 C| det b|−1/q

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî ñåìåé-
ñòâà {ck} ∈ lp(Zd), òàê êàê ìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ
ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå lp(Zd). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Íåðàâåíñòâî (2.4) òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
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íåîáõîäèìîñòè, çàïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì âèäå∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψj,k

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

6M | det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

.

Ôèêñèðóåì ôóíêöèþ g ∈ Lq(Rd). Íà ìíîæåñòâå ôèíèòíûõ ÷èñëîâûõ
ñåìåéñòâ c = {ck} îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

lj(c) =
∑
k∈Zd

ck(g, ψj,k).

Èìååì

|lj(c)| 6

∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψj,k

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

‖g‖Lq(Rd) 6

6M | det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

‖g‖Lq(Rd).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë lj ìîæíî ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîãî
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå lp(Zd), ïðè÷åì

‖lj‖ 6M | det aj|1/2−1/p‖g‖Lq(Rd).

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà lj è íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáùåì âèäå
íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â lp(Zd) çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëîâîå
ñåìåéñòâî {(g, ψj,k)} ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó lq(Zd), ïðè ýòîì âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(∑

k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

6M | det aj|1/2−1/p‖g‖Lq(Rd).

Ïðèìåíåíèå ëåììû 2.1 äàåò èñêîìóþ îöåíêó

‖gj‖Lq(Rd) = | det aj|1/2−1/q

(
| det b|

∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

6

6 | det aj|1/2−1/qM | det b|1/q| det aj|1/2−1/p‖g‖Lq(Rd) = C‖g‖Lq(Rd).

Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà. �
Òåïåðü ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ñõîäèìîñòè äèñêðåòíûõ ìàòðè÷íûõ àíà-

ëîãîâ ñðåäíèõ Ñîáîëåâà â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lq(Rd).
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Ëåììà 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L1∩Lp(R), 1 < p <∞, óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ (2.1).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñ-

ëîâîãî ñåìåéñòâà {ck} ∈ lp(Zd) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.4).
Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Lq(Rd), 1/p + 1/q = 1, ñïðàâåäëèâî

ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
j→∞
‖gj − g‖Lq(Rd) = 0. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà è èìå-
åò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè íîñèòåëü ôóíêöèè g
ëåæèò âíóòðè øàðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R

supp g ⊂ B(0, R) = {x : |x| < R}.

Â êà÷åñòâå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå Rd íàì óäîáíåå çäåñü ðàññìàòðèâàòü
÷åáûøåâñêóþ íîðìó

|x| = max
16ν6d

|xν|, x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå íîðìû äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ Rd
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|x− [x]| = max
16ν6d

|xν − [xν]| 6 1,

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàðà B(y,R) = {x : |x− y| < R} èìååì

mesB(y,R) = (2R)d.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(δ) = sup
|x−y|6δ

|g(x) − g(y)| ðàâíîìåðíûé ìîäóëü

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g.
Ïî îïðåäåëåíèþ äèñêðåòíûõ ìàòðè÷íûõ àíàëîãîâ ñðåäíèõ Ñîáîëå-

âà (2.2) è ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè (2.1) íàõîäèì

gj(x)− g(x) =

∫
Rd
g(a−1

j b[b−1ajx] + y)| det aj|ψ(ajy) dy − g(x) =

=

∫
Rd
g(a−1

j b[b−1ajx] + a−1
j y)ψ(y) dy − g(x)

∫
Rd
ψ(y) dy =

=

∫
Rd

(
g(a−1

j b[b−1ajx] + a−1
j y)− g(x)

)
ψ(y) dy.
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Ïðèìåíèì èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Ïîëó÷èì

‖gj(x)− g(x)‖Lq(Rd) 6

6
∫
Rd
‖g(a−1

j b[b−1ajx] + a−1
j y)− g(x)‖Lq(Rd)|ψ(y)| dy. (2.7)

Ôèêñèðóåì âåêòîð y ∈ Rd è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G(x) = g(a−1
j b[b−1ajx] + a−1

j y)− g(x).

Âî-ïåðâûõ, èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

|a−1
j b[b−1ajx] + a−1

j y − x| 6 |a−1
j y|+ |x− a−1

j b[b−1ajx]| 6
6 |a−1

j bb−1y|+ |a−1
j b(b−1ajx− [b−1ajx])| 6

6 ‖a−1
j b‖(|b−1y|+ |b−1ajx− [b−1ajx]|) 6

6 ‖a−1
j ‖‖b‖(|b−1y|+ 1) = C(y)‖a−1

j ‖

ñëåäóåò îöåíêà
|G(x)| 6 ω(C(y)‖a−1

j ‖). (2.8)

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

|G(x)| 6 2 sup
x∈Rd
|g(x)| = 2‖g‖L∞(Rd). (2.9)

Âî-âòîðûõ, èìååò ìåñòî îöåíêà

mes suppG 6 C0, (2.10)

â êîòîðîé âåëè÷èíà C0 íå çàâèñèò îò y. Â ñàìîì äåëå, åñëè G(x) 6= 0, òî
g(x) 6= 0 èëè g(a−1

j b[b−1ajx] + a−1
j y) 6= 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå x ∈ B(0, R), à

âî âòîðîì ñëó÷àå
|a−1
j b[b−1ajx] + a−1

j y| < R,

îòêóäà

|x+ a−1
j y| 6 |x− a−1

j b[b−1ajx]|+ |a−1
j b[b−1ajx] + a−1

j y| <
< |a−1

j b(b−1ajx− [b−1ajx]) +R 6 ‖a−1
j b‖|b−1ajx− [b−1ajx]|+R 6

6 ‖a−1
j b‖+R 6 ‖a−1

j ‖‖b‖+R.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ B(−a−1
j y, ‖a−1

j ‖‖b‖+R). Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâ-
ëåíî âêëþ÷åíèå

{x : G(x) 6= 0} ⊂ B(0, R) ∪B(−a−1
j y, ‖a−1

j ‖‖b‖+R).
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Îòñþäà

mes suppG 6 (2R)d + (2‖a−1
j ‖‖b‖+ 2R)d.

Çàìå÷àÿ, ÷òî

A = sup
j∈N
‖a−1

j ‖ <∞

â ñèëó óñëîâèÿ a−1
j → 0 ïðè j →∞, ïîëó÷àåì îöåíêó (2.10) ñ âåëè÷èíîé

C0 = (2R)d + (2A‖b‖+ 2R)d.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (2.8), (2.9) è (2.10), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖G(x)‖Lq(Rd) 6 min
{
ω(C(y)‖a−1

j ‖), 2‖g‖L∞(Rd)
}
C

1/q
0 . (2.11)

Íåðàâåíñòâî (2.11) ïîêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèå

‖G(x)‖Lq(Rd) = ‖g(a−1
j b[b−1ajx] + a−1

j y)− g(x)‖Lq(Rd),

âî-ïåðâûõ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè j →∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì y, ïîñêîëü-
êó ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(C(y)‖a−1

j ‖)→ 0 âìåñòå ñ íîðìîé ‖a−1
j ‖ → 0,

à âî-âòîðûõ, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî j ∈ N è y ∈ Rd âåëè÷èíîé
2‖g‖L∞(Rd)C

1/q
0 . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

Fj(y) = ‖g(a−1
j b[b−1ajx] + a−1

j y)− g(x)‖Lq(Rd)|ψ(y)|, j ∈ N,

ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.7), âûïîë-
íåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè:

Fj(y) 6 2‖g‖L∞(Rd)C
1/q
0 |ψ(y)|, j ∈ N,

lim
j→∞

Fj(y) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ Rd.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

lim
j→∞

∫
Rd
‖g(a−1

j b[b−1ajx] + a−1
j y)− g(x)‖Lq(Rd)|ψ(y)| dy =

= lim
j→∞

∫
Rd
Fj(y) dy = 0,

÷òî äîêàçûâàåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (2.6) äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
g ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
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Ïóñòü òåïåðü g � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà Lq(Rd).
Âîçüìåì ε > 0 è âûáåðåì òàêóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ h ñ êîìïàêò-
íûì íîñèòåëåì, ÷òî ‖g − h‖Lq(Rd) < ε. Â ñèëó óæå äîêàçàííîãî íàéäåò-
ñÿ òàêîé íîìåð j0, ÷òî äëÿ âñåõ j > j0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
‖hj − h‖Lq(Rd) < ε. Íà îñíîâàíèè îöåíêè (2.5) èç ëåììû 2.2 íàõîäèì

‖gj − hj‖Lq(Rd) = ‖(g − h)j‖Lq(Rd) 6 C‖g − h‖Lq(Rd) < Cε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè j > j0 áóäåì èìåòü

‖gj − g‖Lq(Rd)6‖gj − hj‖Lq(Rd)+‖hj − h‖Lq(Rd)+‖h− g‖Lq(Rd)<(C + 2)ε.

Èòàê, ïîëó÷èëè ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (2.6) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöè-
åé g èç ïðîñòðàíñòâà Lp(Rd). �

Ñðàâíåíèå ëåìì 2.2 è 2.3 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî èç îãðàíè÷åííîñòè äèñ-
êðåòíûõ ìàòðè÷íûõ àíàëîãîâ ñðåäíèõ Ñîáîëåâà àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò
èõ ñõîäèìîñòü.

2.2 Àôôèííûå ôðåéìû

Ïóñòü Λ = {λ} � íåêîòîðîå ñ÷åòíîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî.
Ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ {ψλ}λ∈Λ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F íàçûâàåòñÿ

áåññåëåâîé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå F îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà lp(Λ), êîðî÷å, p-áåññåëåâîé ñèñòåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëî-
æèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïåððûâíîãî
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà g ∈ G ñåìåéñòâî åãî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
{(g, ψλ)}λ∈Λ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó(∑

λ∈Λ

|(g, ψλ)|q
)1/q

6M‖g‖G.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî {ψλ}λ∈Λ ÿâëÿåòñÿ p-áåññåëåâîé ñè-
ñòåìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïî-
ñòîÿííàÿM > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî ñåìåéñòâà {cλ} ∈ lp(Λ)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∑
λ∈Λ

cλϕλ

∥∥∥∥∥
F

6M

(∑
λ∈Λ

|cλ|p
)1/p

.

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà ñäâèãîâ {ψ(x − bk)}k∈Zd ÿâëÿåòñÿ p-áåññåëåâîé
ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0
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òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî ñåìåéñòâà {ck} ∈ lp(Zd) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥∥∑

k∈Zd
ckψ(x− bk)

∥∥∥∥∥
p

6M

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ψ ∈ L1 ∩ Lp(Rd), 1 < p < ∞, è g ∈ Lq(Rd),
1/p+ 1/q = 1. Äëÿ j ∈ N è k ∈ Zd îáîçíà÷èì

(g, ψj,k) =

∫
Rd
g(x)ψj,k(x) dx =

∫
Rd
g(x)| det aj|1/2ψ(ajx− bk) dx

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè g ïî ýëåìåíòàì àôôèííîé ñèñòåìû

{ψj,k}j∈N,k∈Zd.
Ïóñòü ñèñòåìà ñäâèãîâ {ψ(x − bk)}k∈Zd ÿâëÿåòñÿ p-áåññåëåâîé ñè-

ñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd).
Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

limj→∞ | det aj|1/2−1/q

(
| det b|

∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

=

=

∣∣∣∣∫
Rd
ψ(x) dx

∣∣∣∣ ‖g‖Lq(Rd).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íîðìèðóåì ôóíêöèþ ψ óñëîâèåì∫

Rd
ψ(x) dx = 1.

Òîãäà âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 2.3. Ïî ýòîé ëåììå äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè g ∈ Lq(Rd) âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (2.6), ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîîòíîøåíèå

limj→∞ ‖gj‖Lq(Rd) = ‖g‖Lq(Rd).

Î÷åâèäíî, ÷òî áåç ïðèíÿòîé íîðìèðîâêè áóäåì èìåòü

limj→∞ ‖gj‖Lq(Rd) =

∣∣∣∣∫
Rd
ψ(x) dx

∣∣∣∣ · ‖g‖Lq(Rd).
Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî (2.3) ëåììû 2.1. �
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Èç äîêàçàííîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 2.1 è ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ ∫
Rd
ψ(x) dx 6= 0

ñïðàâåäëèâû ðàìî÷íûå íåðàâåíñòâà

A‖g‖Lq(Rd) 6 supj∈N | det aj|1/2−1/q

(∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

6 B‖g‖Lq(Rd)

ñ ðàìî÷íûìè êîíñòàíòàìè

A = | det b|−1/q

∣∣∣∣∫
Rd
ψ(x) dx

∣∣∣∣ , B = M,

ãäå M > 0 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ p-áåññåëåâîñòè ñèñòåìû ñäâèãîâ

{ψ(x− bk)}k∈Zd ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì íèæíþþ
îöåíêó

supj∈N | det aj|1/2−1/q

(∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

>

> limj→∞ | det aj|1/2−1/q

(∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

=

= | det b|−1/q

∣∣∣∣∫
Rd
ψ(x) dx

∣∣∣∣ ‖g‖Lq(Rd),
à âåðõíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (2.3) ëåììû 2.1 è íåðàâåí-
ñòâà (2.5) ëåììû 2.2

supj∈N | det aj|1/2−1/q

(∑
k∈Zd
|(g, ψj,k)|q

)1/q

=

= | det b|−1/q supj∈N ‖gj‖Lq(Rd) 6 | det b|−1/qC‖g‖Lq(Rd) = M‖g‖Lq(Rd). �

Ïóñòü òåïåðü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ
{cj,k}j∈N, k∈Zd, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖c‖X =
∑
j∈N

| det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|cj,k|p

)1/p

<∞.
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Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì òèïà l1(lp) è
èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî åìó ïîñðåäñòâîì äèàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà
{cj,k} 7→ {| det aj|1/2−1/pcj,k}. Ïîýòîìó ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó X
áóäåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y , ÿâëÿþùååñÿ âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì òè-
ïà l∞(lq) è ñîñòîÿùåå èç âñåõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ {cj,k}j∈N, k∈Zd, äëÿ êîòî-
ðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖c‖Y = supj∈N | det aj|1/2−1/q

(∑
k∈Zd
|cj,k|q

)1/q

<∞.

Êðîìå òîãî, ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâàX.
Òàêèì îáðàçîì, X ìîæåò áûòü âûáðàíî êàê ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì ñèíòåçèðóþùèé îïåðàòîð S : X → Lp(Rd), çàäàííûé
ðàâåíñòâîì

Sc =
∑
j,k

cj,kψj,k.

Ñîïðÿæåííûì ê íåìó áóäåò àíàëèçèðóþùèé îïåðàòîð R : Lq(Rd) → Y ,
çàäàííûé ðàâåíñòâîì

Rg = {(g, ψj,k)}j∈N, k∈Zd.

Çàìåòèì, ÷òî ðàìî÷íûå íåðàâåíñòâà èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû 2.1 ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

A‖g‖Lq(Rd) 6 ‖{(g, ψj,k)}‖Y 6 B‖g‖Lq(Rd).

Ýòè ðàìî÷íûå íåðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî àôôèííàÿ ñèñòåìà
{ψj,k}j∈N,k∈Zd îáðàçóåò ôðåéì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd) îòíîñè-
òåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ X.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè äëÿ îáùèõ ôðåéìîâ, ïîëó÷àåì
îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ïóíêòà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L1 ∩ Lp(Rd), 1 < p < ∞, èìååò

îòëè÷íûé îò íóëÿ èíòåãðàë∫
Rd
ψ(x) dx 6= 0.

Ïóñòü ñèñòåìà ñäâèãîâ {ψ(x − bk)}k∈Zd ÿâëÿåòñÿ p-áåññåëåâîé ñè-

ñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd).
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Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Rd) íàéäåòñÿ ÷èñëîâîå ñåìåéñòâî

{cj,k}j∈N, k∈Zd òàêîå, ÷òî

∑
j∈N

| det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|cj,k|p

)1/p

<∞ (2.12)

è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f =
∑
j,k

cj,kψj,k. (2.13)

Ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåíèå (2.13) èìååò ìåñòî â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

1) ñóììèðóåìîñòü: ñåìåéñòâî ôóíêöèé {cj,kψj,k}j∈N, k∈Zd ñóììèðó-
åòñÿ (íåóïîðÿäî÷åííî ñõîäèòñÿ) ê ôóíêöèè f ïî íîðìå ïðîñòðàí-

ñòâà Lp(Rd), ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé êîíå÷íûé íàáîð

èíäåêñîâ I0 = {(j, k)}, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà èíäåêñîâ I ⊃ I0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∥f −
∑

(j,k)∈I

cj,kψj,k

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

< ε;

2) àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ïî èíäåêñó j:

∑
j∈N

∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

cj,kψj,k

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

<∞;

3) áåçóñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü: ïðè ëþáîé íóìåðàöèè σ ∈ N → N × Zd
ñåìåéñòâà èíäåêñîâ {(j, k)}j∈N, k∈Zd ïîëó÷åííûé ðÿä

∞∑
n=1

cσ(n)ψσ(n)

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f â ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Rd) ñóùåñòâóåò ÷èñ-
ëîâîå ñåìåéñòâî c = {cj,k} ∈ X òàêîå, ÷òî

f = Sc =
∑
j,k

cj,kψj,k.
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Îñòàëîñü îáñóäèòü êà÷åñòâî ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèþ f

ðÿäà. Ïðèíàäëåæíîñòü ñåìåéñòâà êîýôôèöèåíòîâ {cj,k} ïðîñòðàíñòâó X
îçíà÷àåò, ÷òî

∑
j∈N

| det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|cj,k|p

)1/p

<∞.

Âîçüìåì ε > 0 è âûáåðåì j0 òàê, ÷òîáû

∑
j>j0

| det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|cj,k|p

)1/p

< ε.

Äàëåå âûáåðåì êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà Zdj ⊂ Zd, 1 6 j 6 j0, òàê, ÷òîáû

| det aj|1/2−1/p

 ∑
k∈Zd\Zdj

|cj,k|p
1/p

<
ε

j0
.

Ïîëîæèì I0 = {(j, k) : k ∈ Zdj , 1 6 j 6 j0}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà I ⊃ I0 ïàð èíäåêñîâ (j, k) íàõîäèì∥∥∥∥∥∥f −

∑
(j,k)∈I

ck,jψj,k

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

6
∑
j∈N

∥∥∥∥∥∥
∑

k∈Zd,(j,k)/∈I

cj,kψj,k

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

6

6M
∑
j6j0

| det aj|1/2−1/p

 ∑
k∈Zd\Zdj

|cj,k|p
1/p

+

+M
∑
j>j0

| det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|cj,k|p

)1/p

<

< M
∑
j6j0

ε

j0
+Mε = 2Mε.

Çäåñü ó÷ëè íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψj,k

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

6M | det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|ck|p

)1/p

,

êîòîðîå ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ p-áåññåëîâîñòè ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðå-
ìåííîãî x 7→ ajx. Èòàê, äîêàçàíà ñóììèðóåìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.13).
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Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ïî èíäåêñó j ïðåäñòàâëåíèÿ (2.13) ïðÿìî âûòå-
êàåò èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

∑
j∈N

∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

cj,kψj,k

∥∥∥∥∥
Lp(Rd)

6

6M
∑
j∈Zd
| det aj|1/2−1/p

(∑
k∈Zd
|cj,k|p

)1/p

= M‖c‖X <∞.

Íàêîíåö, áåçóñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.13) ýêâèâàëåíòíà
ñâîéñòâó ñóììèðóåìîñòè. �

Ïåðèîäèçàöèåé ôóíêöèè f(x), x ∈ Rd, îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè bZd

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Pbf(x) =
∑
k∈Zd

f(x− bk).

Ëåììà 2.4. Åñëè Pb(|ψ|) ∈ Llocp , òî ñèñòåìà ñäâèãîâ {ψ(x−bk)}k∈Zd
ÿâëÿåòñÿ p-áåññåëåâîé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψ(x− bk)

∥∥∥∥∥
p

Lp(Rd)

6
∫
Rd

(∑
k∈Zd
|ckψ(x− bk)|

)p

dx.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ãåëüäåðà äëÿ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ∑
xkyk 6 (

∑
xpk)

1/p(
∑

yqk)
1/q,

ïîëàãàÿ â íåì xk = |ck| · |ψ(x− bk)|1/p è yk = |ψ(x− bk)|1/q. Ïîëó÷èì∥∥∥∥∥∑
k∈Zd

ckψ(x− bk)

∥∥∥∥∥
p

Lp(Rd)

6

6
∫
Rd

(∑
k∈Zd
|ck|p|ψ(x− bk)|

)(∑
k∈Zd
|ψ(x− bk)|

)p/q

dx =

= | det b|−p/q
∫
Rd

∑
k∈Zd
|ck|p|ψ(x− bk)| · P p/q

b (|ψ|) dx.
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Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî Rd â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïàðàë-
ëåëîòîïîâ b(C − l), l ∈ Zd. Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèé èíòåãðàë ê âèäó

| det b|−p/q
∑
l∈Zd

∫
b(C−l)

∑
k∈Zd
|ck|p|ψ(x− bk)| · P p/q

b (|ψ|) dx.

Â êàæäîì òàêîì èíòåãðàëå âûïîëíèì çàìåíó [x = y− bl, y ∈ bC ]. Áóäåì
èìåòü

| det b|−p/q
∫
bC

∑
k∈Zd

∑
l∈Zd
|ck|p|ψ(y − b(l + k))| · P p/q

b (|ψ|) dy.

Ìû ó÷ëè, ÷òî ôóíêöèÿ Pb(|ψ|) ÿâëÿåòñÿ bZd-ïåðèîäè÷åñêîé. Îêîí÷àòåëü-
íî ïîëó÷èì ∥∥∥∥∥∑

k∈Zd
ckψ(x− bk)

∥∥∥∥∥
p

Lp(Rd)

6

6 | det b|−p/q
∑
k∈Zd
|ck|p

∫
bC

∑
l∈Zd
|ψ(y − bl)| · P p/q

b (|ψ|) dy =

= | det b|−p
∫
bC

P p
b (|ψ|) dy

∑
k∈Zd
|ck|p = Mp

∑
k∈Zd
|ck|p

ñ êîíå÷íîé ïîñòîÿííîé

M = | det b|−1‖Pb(|ψ|)‖Lp(bC ) <∞,

òàê êàê Pb(|ψ|) ∈ Llocp . Èòàê, ñèñòåìà {ψ(x − bk)} ÿâëÿåòñÿ p-áåññå-
ëåâîé. �

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L1 ∩ Lp(Rd), 1 < p < ∞, èìååò

îòëè÷íûé îò íóëÿ èíòåãðàë∫
Rd
ψ(x) dx 6= 0

è óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ Pb(|ψ|) ∈ Llocp .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Rd) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-

íèå (2.13), äëÿ êîýôôèöèåíòîâ {cj,k}j∈N, k∈Zd êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (2.12).
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Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû 2.3
è ïðåäûäóùåé ëåììû 2.4.

Çàäà÷à àôôèííîãî ñèíòåçà â ïðîñòðàíñòâå L1(Rd) ïîëó÷èëà ðåøåíèå
â ðàáîòàõ [35,36]. Â [35] ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è àôôèííîãî ñèíòåçà ïðè p = 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ èíòåãðàëà îò ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ψ:∫

Rd
ψ(x) dx 6= 0.

Â [36] ýòîò ðåçóëüòàò óòî÷íåí â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äîêàçàíî, ÷òî ñèíòå-
çèðóþùèé îïåðàòîð S : X → L1(Rd) ñþðúåêòèâåí äëÿ ïðîñòðàíñòâà X
÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ {cj,k}j∈N, k∈Zd, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∑

j∈N

| det aj|−1/2
∑
k∈Zd
|cj,k| <∞.

Â ñëó÷àå p = 2 êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Äîáåøè [8] î ïîëíîòå
àôôèííîé ñèñòåìû {ψj,k}j∈N, k∈Zd ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ôóíêöèÿ |ψ̂(ξ)| íåïðåðûâíà â íà÷àëå êîîðäèíàò è |ψ̂(0)| 6= 0;
2) ôóíêöèÿ Pb′(|ψ̂|2) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞(Rd),

ãäå b′ = (b−1)t � òðàíñïîíèðîâàííàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå b.
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî p ∈ (1,∞) â ðàáîòå [35] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

ôóíêöèÿ ψ ∈ L1∩Lp(Rd) ïî-ïðåæíåìó èìååò îòëè÷íûé îò íóëÿ èíòåãðàë
è óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

|ψ(x)| 6 C|x|−d−ε, |x| → ∞,

ãäå ε > 0, òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Rd) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû
áåçóñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

f =
∑
j,k

cj,kψj,k.

Ìåòîä ðàáîòû [35] íå ïîçâîëÿë ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î êîýôôèöèåíòàõ
ïðåäñòàâëÿþùåãî ðÿäà. Êðîìå òîãî, óñëîâèå íà ðîñò ôóíêöèè ψ ñëèø-
êîì îãðàíè÷èòåëüíî è íå çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ p. Â ñâÿçè ñ ýòèì â
ðàáîòå [35] áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòâåñòâóþùåé
òåîðåìû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè îñëàáëåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà ïî-
ðîæäàþùóþ ôóíêöèþ:

Pb(|ψ|) = | det b|
∑
k∈Zd
|ψ(x− bk)| ∈ Llocp .
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû áûëà äîêàçàíà Ï. À. Òåðåõèíûì â
1999 ã. [16]. Â ðàáîòå [37] áûëè ïîñòîåíû àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíê-
öèþ f ∈ Lp(Rd) àãðåãàòû âèäà

fj =
∑
k∈Zd

(f, ψ∗j,k)ψj,k

òàêèå, ÷òî

f = lim
J→∞

1

J

J∑
j=1

fj.

Ïðè ýòîì ñèñòåìà {ψ∗j,k} ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñèñòåìîé, ïîðîæäåííîé
ôóíêöèåé ψ∗ ∈ Lq(Rd), 1/p + 1/q = 1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
Pb(|ψ∗|) ∈ L∞(Rd). Îäíàêî êîíñòðóêöèÿ ðàáîòû [37] íå ïðåäîñòàâëÿëà
ðÿäà ïî àôôèííîé ñèñòåìå. Âïîñëåäñòâèè â ðàáîòå [38], â ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ãèïîòåçû Ôèëèïïîâà �Îñâàëüäà [35], áûëà ïîëó÷åíà êîíñòðóê-
öèÿ, óêàçûâàþùàÿ èñêîìûé ïðåäñòàâëÿþùèé ðÿä ïî àôôèííîé ñèñòåìå.
Â [38] îòìå÷àëîñü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷åíà ðàíåå àâòîðîì
äàííîé ãëàâû. Îñíîâíàÿ òåîðåìà 2.3 ýòîãî ïóíêòà óñòàíîâëåíà â ðàáî-
òå [21]. Íàèáîëåå îáùèå óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû î ïðåäñòàâëå-
íèè ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd) ïî ýëåìåíòàì àôôèííîé ñèñòåìû ïî-
ëó÷åíû Ñèëüíè÷åíêî [39] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîðÿäêîñîõðàíÿþùèõ
æàäíûõ àëãîðèòìîâ. Â ðàáîòàõ [40�42] ìåòîäîì îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëî-
æåíèé ðåøåí âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1]

ïî ýëåìåíòàì àôôèííîé ñèñòåìû, ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé èìå-
åò íîñèòåëü suppψ ⊂ [0, 1].
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3 ÀÔÔÈÍÍÛÅ ÔÐÅÉÌÛ ÍÀÄ ÊÎËÜÖÎÌ
ÖÅËÛÕ p-ÀÄÈ×ÅÑÊÈÕ ×ÈÑÅË

3.1 Îïðåäåëåíèå àôôèííîé ñèñòåìû íàä êîëüöîì Zp
Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp è åãî íåêîòîðûå

ñâîéñòâà (ñì., íàïðèìåð, [43�47]).
p-ïîêàçàòåëåì νp(m) öåëîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà m ∈ Z, m 6= 0,

íàçûâàþò íàèáîëüøóþ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ
m. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

m = ±pα
∏
pk 6=p

pαkk ,

òî νp(m) = α, ïðè÷åì ôîðìàëüíî ïîëàãàåì νp(0) = +∞.

Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r =
m

n
∈ Q, ãäå m ∈ Z è n ∈ N, âåëè÷èíà

|r|p =

(
1

p

)νp(m)−νp(n)

íàçûâàåòñÿ p-àäè÷åñêîé íîðìîé ÷èñëà r ∈ Q. Ïðè ýòîì |0|p = 0.
Âåëè÷èíà |r|p óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ:

1) |r|p > 0, ïðè÷åì |r|p = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = 0;
2) |r1r2|p = |r1|p|r2|p;
3) |r1 + r2|p 6 |r1|p + |r2|p.
Ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ â óñèëåííîì âàðèàíòå:
3′) |r1 + r2|p 6 max{|r1|p, |r2|p}.
Òàêèå íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ íàçûâàþò íåàðõèìåäîâñêèìè, ïîñêîëüêó

|nr|p = |r + . . .+ r|p 6 |r|p
äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ò. å. íå âûïîëíåíà àêñèîìà Àðõèìåäà.

Äâà íîðìèðîâàíèÿ | · | è | · |∗ ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè | · | = | · |β∗ äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà β.
Òåîðåìà Îñòðîâñêîãî óòâåðæäàåò, ÷òî
âñÿêîå íîðìèðîâàíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ýêâèâàëåíòíî ëèáî

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå |r|, ëèáî îäíîé èç âåëè÷èí |r|p.
Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà àäåëüíàÿ ôîðìóëà∏

p

|r|p = |r|−1,

ãäå r ∈ Q, r 6= 0.
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Ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q ïî p-àäè÷åñêîé íîðìå.

Âñÿêîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x ∈ Qp äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî
âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì ïðîñòîãî ÷èñëà p:

x = ξ−m
1

pm
+ . . .+ ξ−1

1

p
+ ξ0 + ξ1p+ . . .+ ξnp

n + . . . , (3.1)

ñ êîýôôèöèåíòàìè ξk ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, k > −m.
Äëÿ íåíóëåâîãî p-àäè÷åñêîãî ÷èñëà x ∈ Qp\{0} ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì

åäèíñòâåííîå, öåëîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî −m = 0,±1,±2, . . ., òàêîå ÷òî
ξ−m 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå (3.1) íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì ïðåä-

ñòàâëåíèåì p-àäè÷åñêîãî ÷èñëà x, âåëè÷èíó |x|p = pm � p-àäè÷åñêîé
íîðìîé ÷èñëà x (ïðè÷åì |0|p = 0) è, íàêîíåö, âûðàæåíèå

{x}p = ξ−m
1

pm
+ . . .+ ξ−1

1

p

íàçûâàþò äðîáíîé ÷àñòüþ p-àäè÷åñêîãî ÷èñëà x. Åñëè {x}p = 0 èëè, ÷òî
îäíî è òî æå, |x|p 6 1, òî ÷èñëî x íàçûâàþò öåëûì p-àäè÷åñêèì.

Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò Zp.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x ∈ Zp îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x = ξ0 + ξ1p+ . . .+ ξnp
n + . . . , (3.2)

ãäå ξk ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, k > 0.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðÿäû (3.1) è (3.2) ñõîäÿòñÿ ïî p-àäè÷åñêîé

íîðìå, ïîñêîëüêó∣∣∣∣x− ξ−m 1

pm
− . . .− ξ−1

1

p
− ξ0 − ξ1p− . . .− ξnpn

∣∣∣∣
p

6

6
∣∣ξn+1p

n+1 + . . .
∣∣
p
6

(
1

p

)n+1

→ 0

ïðè n→∞.
Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Zp çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, òàê êàê åñëè |x|p 6 1 è |y|p 6 1, òî
|x+ y|p 6 max{|x|p, |y|p} 6 1 è |xy|p = |x|p|y|p 6 1. Ïîýòîìó Zp ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì.
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Êîëüöî Zp íàçûâàþò êîëüöîì öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Îíî èãðàåò
òó æå ðîëü â ïîëå Qp, ÷òî è îòðåçîê [0, 1] äëÿ ïîëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë R.

Òåïåðü ïðèìåì ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:
� A =

⋃∞
k=0{0, 1, . . . , p − 1}k � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé α = (α1, . . . , αk), ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë 0, 1, . . . , èëè p − 1

(âêëþ÷àÿ ïðè k = 0 ïóñòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü);
� |α| � äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α ∈ A, ò. å. |α| = k, åñëè

α = (α1, . . . , αk), äëèíó ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷èòàåì ðàâíîé íó-
ëþ;

� αβ � êîíêàòåíàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α, β ∈ A: åñëè
α = (α1, . . . , αk) è β = (β1, . . . , βl), òî αβ = (α1, . . . , αk, β1, . . . , βl);

� ∆(α) = ∆(α1, . . . , αk) = {x ∈ Zp : ξk−ν = αν, 1 6 ν 6 k}, ãäå α ∈ A
è ξ0, . . . , ξk−1 � êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè (3.2) öåëîãî p-àäè÷åñêîãî
÷èñëà x ∈ Qp (â ÷àñòíîñòè, ∆ = ∆(∅) = Zp).

Ñåìåéñòâî S = {∅} ∪ {∆(α) : α ∈ A} îáðàçóåò ïîëóêîëüöî ìíî-

æåñòâ, è ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà |∆(α)| = p−|α| ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà S , ëå-
áåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé íà Zp íîð-
ìèðîâàííîé ìåðîé Õààðà dx â ïîëå Qp.

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå T : Zp → Zp ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

Tx = x/p (modZp).

Òî÷íåå, åñëè öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x ∈ Zp ïðåäñòàâèìî â âèäå

x = ξ0 + ξ1p+ . . .+ ξnp
n + . . . ,

òî äëÿ ÷àñòíîãî x/p ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x/p =
ξ0

p
+ ξ1 + ξ2p+ . . . ,

îòêóäà ïîëó÷àåì

Tx = ξ1 + ξ2p+ . . .+ ξn+1p
n + . . .

Âèäèì, ÷òî êîëüöî Zp = ∆ ïðåäñòàâèìî â âèäå äèçúþíêòîãî îáúåäèíå-
íèÿ

∆ =

p−1⋃
ξ0=0

∆(ξ0)
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è ïðåîáðàçîâàíèå T âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò êàæäîå èç ìíî-
æåñòâ ∆(ξ0) íà ∆.

Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè (ñì.,
íàïðèìåð, [48,49]).

Ëåììà 3.1. Ïðåîáðàçîâàíèå T : Zp → Zp ñîõðàíÿåò ìåðó Õààðà, ò.

å. äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Zp âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

|T−1(E)| = |E|. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (3.3) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
íà ìíîæåñòâàõ E = ∆(α) èç ïîëóêîëüöà S.

Ïðèíàäëåæíîñòü x ∈ ∆(α) îçíà÷àåò, ÷òî

x = αk + αk−1p+ . . .+ α1p
k−1 + ξkp

k + . . .

Ïóñòü
y = η0 + η1p+ . . .+ ηkp

k + . . .

Òîãäà ïðèíàäëåæíîñòü y ∈ T−1(∆(α)) îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå

Ty = η1 + η2 + . . .+ ηkp
k−1 + ηk+1p

k + . . .

òîæäåñòâåííî ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì

x = αk + αk−1p+ . . .+ α1p
k−1 + ξkp

k + . . . ,

îòêóäà η1 = αk, ..., ηk = α1. Ñëåäîâàòåëüíî,

y = η0 + αkp+ . . .+ α1p
k + . . .

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî T−1(∆(α)) ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì
ìíîæåñòâ

T−1(∆(α)) = T−1(∆(α1, . . . , αk)) =

p−1⋃
η0=0

∆(α1, . . . , αk, η0).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

|T−1(∆(α))| =
p−1∑
η0=0

|∆(α1, . . . , αk, η0)| =
p−1∑
η0=0

p−(k+1) = p−k = |∆(α)|. �
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Ëåììà 3.2. Ïðåîáðàçîâàíèå T : Zp → Zp ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåøèâàíè-

åì, ò. å. äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ F ⊂ Zp è G ⊂ Zp ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞
|T−n(F ) ∩G| = |F | · |G|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà èñêîìîå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü íà ìíîæåñòâàõ F = ∆(α) è G = ∆(β) èç ïîëóêîëüöà S.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 3.1 ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

T−n(∆(α)) = T−n(∆(α1, . . . , αk)) =

p−1⋃
γ1=0

. . .

p−1⋃
γn=0

∆(α1, . . . , αk, γ1, . . . , γn).

Îòñþäà

T−n(∆(α)) ∩∆(β) =

p−1⋃
γ1=0

. . .

p−1⋃
γn=0

∆(α1, . . . , αk, γ1, . . . , γn) ∩∆(β1, . . . , βl).

Ïóñòü n > l. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

∆(α1, . . . , αk, γ1, . . . , γn) ∩∆(β1, . . . , βl)

íå ïóñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

∆(α1, . . . , αk, γ1, . . . , γn) ⊂ ∆(β1, . . . , βl).

Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî γn = βl, . . . , γn−l+1 = β1, ïðè÷åì
γn−l, . . . , γ1 � ïðîèçâîëüíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, óäàëÿÿ ïóñòûå ìíîæåñòâà,
íàõîäèì

T−n(∆(α)) ∩∆(β) =

p−1⋃
γ1=0

. . .

p−1⋃
γn−l=0

∆(α1, . . . , αk, γ1, . . . , γn−l, β1, . . . , βl).

Îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

|T−n(∆(α))∩∆(β)| = pn−lp−(k+n) = p−(k+l) = |∆(α)|·|∆(β)|. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lρ(Zp), 1 6 ρ 6 ∞, ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñóììèðó-
åìûõ ñî ñòåïåíüþ ρ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(x), ñ íîðìîé

‖f‖ρ =

(∫
Zp
|f(x)|ρ dx

)1/ρ

.
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Êàê îáû÷íî, ïðè ρ =∞ ìû ïîëàãàåì

‖f‖∞ = ess supx∈Zp|f(x)|.

Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé ïðåîáðàçîâàíèåì T : Zp → Zp îïåðàòîð

Uf(x) = f(Tx).

Ëåììà Êóïìàíà [50] óòâåðæàåò, ÷òî îïåðàòîð U � èçîìåòðè÷åñêèé â
êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Lρ(Zp). Â ñàìîì äåëå, èìååì

‖Uf‖ρρ =

∫
Zp
|f(Tx)|ρ dx =

∫
∆

|f(Tx)|ρ dx =

p−1∑
ξ0=0

∫
∆(ξ0)

|f(Tx)|ρ dx =

=

p−1∑
ξ0=0

∫
∆

|f(y)|ρ dy
p

=

∫
Zp
|f(y)|ρ dy = ‖f‖ρρ.

Èç ñâîéñòâà ïåðåìåøèâàíèÿ

lim
n→∞
|T−n(F ) ∩G| = |F | · |G|

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

(Unf, g) = (f, 1)(g, 1)

äëÿ ôóíêöèé f ∈ Lρ(Zp) è g ∈ Lρ′(Zp), 1 6 ρ, ρ′ 6∞, 1/ρ+ 1/ρ′ = 1, ãäå
1 = χ∆ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Zp.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f ∈ Lρ(Zp) è g ∈ Lρ′(Zp), 1 6 ρ,

ρ′ 6∞, 1/ρ+ 1/ρ′ = 1, âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

∫
Zp
Unf(x)g(x) dx =

∫
Zp
f(x) dx

∫
Zp
g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäíåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé f = χ∆(α) è g = χ∆(β) ìíî-
æåñòâ ∆(α) è ∆(β) èç ïîëóêîëüöà S, ïîñêîëüêó èõ ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè (ò. å. ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè) âñþäó ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâàõ Lρ(Zp)
è Lρ′(Zp) ïðè ρ ∈ [1,∞) è ρ ∈ (1,∞] ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n èìååì∫
Zp
Unχ∆(α)(x)χ∆(β)(x) dx =

∫
T−n(∆(α))∩∆(β)

χ∆(α)(T
nx)χ∆(β)(x) dx =
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= |T−n(∆(α)) ∩∆(β)| = |∆(α)| · |∆(β)| =

=

∫
Zp
χ∆(α)(x) dx

∫
Zp
χ∆(β)(x) dx. �

Ïóñòü ôèêñèðîâàí ïîêàçàòåëü 1 6 ρ 6 ∞ è ôóíêöèÿ f ∈ Lρ(Zp)
ïðîäîëæåíà íóëåì çà ïðåäåëû êîëüöà Zp òàê, ÷òî supp f ⊂ Zp. Ïîëîæèì

Vξf(x) = p1/ρf

(
x− ξ
p

)
, ξ = 0, . . . , p− 1.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî òàê êàê supp f ⊂ ∆, òî supp Vξf ⊂ ∆(ξ). Ïðè ýòîì

x− ξ
p

=

{
Tx, x ∈ ∆(ξ),

0, x ∈ ∆ \∆(ξ).

Î÷åâèäíî, ÷òî Vξ : Lρ(Zp) → Lρ(Zp), ξ = 0, . . . , p − 1, � èçîìåòðè÷å-
ñêèå îïåðàòîðû.

Äëÿ α = (α1, . . . , αk) ∈ A ïîëîæèì

V α = Vαk . . . Vα1

� ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ: ïåðâûì äåéñòâóåò îïåðàòîð Vα1
, ïîñëåä-

íèì � Vαk , ïðè÷åì ïðè k = 0 ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷èòàåì ðàâíûì òîæ-
äåñòâåííîìó îïåðàòîðó I.

Îïåðàòîðû Vξ ïðè ρ = 2 ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Êóíöà Op

â ïðîñòðàíñòâå L2(Zp) [51�53], ïîñêîëüêó

V ∗ξ Vη = δξηI,

p−1∑
ξ=0

VξV
∗
ξ = I.

Ïóñòü supp ϕ ∈ Zp è ϕ ∈ Lρ(Zp), 1 6 ρ 6∞.
Àôôèííîé ñèñòåìîé, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé ϕ, íàçîâåì ñåìåéñòâî

ôóíêöèé
ϕn = ϕα = V αϕ = Vαk . . . Vα1

ϕ, (3.4)

ãäå α = (α1, . . . , αk) ∈ A ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ∈ N òàê,
÷òî

n = pk +
k∑
ν=1

ανp
k−ν = pk + j

� p-è÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n. Òàêèì îáðàçîì,

ϕn(x) = p1/ρ . . . p1/ρϕ
(
p−1(. . . p−1(x− αk) . . .− α1)

)
=

= pk/ρϕ
(
p−kx− αkp−k − . . .− α1p

−1
)

= pk/ρϕ

(
x− j
pk

)
.
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3.2 Àôôèííûå ôðåéìû â ïðîñòðàíñòâàõ Lρ(Zp)

Âñþäó äàëåå ïîëàãàåì pk = 1 + p+ · · ·+ pk−1 =
pk − 1

p− 1
.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü 1 < ρ 6∞ è 1/ρ+ 1/ρ′ = 1.

Ïóñòü ϕ ∈ Lρ(Zp).
Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Lρ′(Zp) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå êîýô-

ôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî àôôèííîé ñèñòåìå {ϕn}∞n=1

(g, ϕn) = (g, ϕα) =

∫
Zp
g(x)pk/ρϕ

(
x− j
pk

)
dx, n = 1, 2, . . . ,

ãäå n = pk + j = pk +
k∑
ν=1

αkp
k−ν, k > 0, 0 6 j < pk, α = (α1, . . . , αk) ∈ A,

óäîâëåòâîðÿåò ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

lim
k→∞

(
pk+1∑

n=pk+1

|(g, ϕn)|ρ
′

)1/ρ′

=

∣∣∣∣∣
∫
Zp
g(x) dx

∣∣∣∣∣ · ‖g‖ρ′. (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.5) äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü äëÿ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé âèäà

g =
∑
|β|=l

cβχ∆(β), l = 0, 1, . . . ,

ïîñêîëüêó ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå òàêèõ ôóíêöèé ïëîòíî â ïðîñòðàí-
ñòâå Lρ′(Zp), 1 6 ρ′ <∞.

Ïóñòü k > l. Òîãäà

(g, ϕn) =
∑
|β|=l

cβ(χ∆(β), ϕα) = c(αk−l+1, . . . , αk)(χ∆(αk−l+1,...,αk), ϕα),

òàê êàê suppϕα ⊂ ∆(α) è ïåðåñå÷åíèå ∆(α) ∩ ∆(β) íå ïóñòî â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

∆(α1, . . . , αk) ⊂ ∆(β1, . . . , βl),

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì β1 = αk−l+1, ..., βl = αk.
Ïðè ýòîì

(χ∆(αk−l+1,...,αk), ϕα) =

∫
∆(α)

ϕα(x) dx = pk/ρ
∫

∆(α)

ϕ

(
x− j
pk

)
dx.
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Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó x = pky + j, ïðè÷åì y ∈ ∆ = Zp,
ïîñêîëüêó ïðèíàäëåæíîñòü x ∈ ∆(α) îçíà÷àåò, ÷òî

x = αk + . . .+ α1p
k−1 + ξkp

k + . . . .

Ïîñëå çàìåíû áóäåì èìåòü

pk/ρ
∫

∆(α)

ϕ

(
x− j
pk

)
dx = pk/ρ

∫
Zp
ϕ(y)

dy

pk
.

Ïîýòîìó

(g, ϕn) = c(αk−l+1, . . . , αk)p
−k/ρ′

∫
Zp
ϕ(y) dy.

Ñëåäîâàòåëüíî, (
pk+1∑

n=pk+1

|(g, ϕn)|ρ
′

)1/ρ′

=

= p−k/ρ
′

∣∣∣∣∣
∫
Zp
ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣
∑
|α|=k

|c(αk−l+1, . . . , αk)|ρ
′

1/ρ′

=

= p−k/ρ
′

∣∣∣∣∣
∫
Zp
ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣
∑
|β|=l

pk−l|c(β1, . . . , βl)|ρ
′

1/ρ′

=

=

∣∣∣∣∣
∫
Zp
ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣
∑
|β|=l

p−l|cβ|ρ
′

1/ρ′

=

∣∣∣∣∣
∫
Zp
ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣ · ‖g‖ρ′. �

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ρ = 1 òåîðåìà 3.1 íå âåðíà. Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðåäåë â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.5) ìîæåò íå áûòü ðàâíûì
âûðàæåíèþ â ïðàâîé ÷àñòè, áîëåå òîãî, ýòîò ïðåäåë ìîæåò âîîáùå íå
ñóùåñòâîâàòü.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ρ = 1 è ϕ ∈ L1(Zp). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

g ∈ L∞(Zp) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî àôôèííîé
ñèñòåìå {ϕn}∞n=1

(g, ϕn) = (g, ϕα) =

∫
Zp
g(x)pk/ρϕ

(
x− j
pk

)
dx, n = 1, 2, . . . ,
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ãäå n = pk + j = pk +
k∑
ν=1

αkp
k−ν, k > 0, 0 6 j < pk, α = (α1, . . . , αk) ∈ A,

óäîâëåòâîðÿåò ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

lim inf
k→∞

max
pk+16n6pk+1

|(g, ϕn)| >

∣∣∣∣∣
∫
Zp
g(x) dx

∣∣∣∣∣ · ‖g‖∞. (3.6)

Êðîìå òîãî, åñëè ϕ(x) > 0 ïî÷òè âñþäó, òî

lim
k→∞

max
pk+16n6pk+1

|(g, ϕn)| =

∣∣∣∣∣
∫
Zp
g(x) dx

∣∣∣∣∣ · ‖g‖∞. (3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ α = (α1, . . . , αk) =∈ A ïîëîæèì

I(α) =

∫
∆(α)

g(x) dx.

Ïðèìåíèì ëåììó 3.3 ê ôóíêöèè

gα(x) =

{
g(x), x ∈ ∆(α),

0, x ∈ ∆ \∆(α).

Ïîëó÷èì

lim
n→∞

∫
∆(α)

Unϕ(x)g(x) dx = I(α)

∫
Zp
ϕ(x) dx.

Ïðè n > k áóäåì èìåòü∫
∆(α)

Unϕ(x)g(x) dx = p−n
∑
|β|=n−k

(V αβϕ, g),

ïîñêîëüêó suppV αβϕ ⊂ ∆(αβ) è äëÿ âñåõ x ∈ ∆(αβ)

V αβϕ(x) = pnϕ

(
x− αk − . . .− α1p

k−1 − βlpk − . . .− β1p
k+l−1

pn

)
=

= pnϕ

(
x

pn
(modZp)

)
= pnϕ(T nx) = pnUnϕ(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∫
∆(α)

Unϕ(x)g(x) dx

∣∣∣∣ 6 p−npn−k max
|β|=n−k

|(V αβϕ, g)| 6 p−k max
|γ|=n
|(V γϕ, g)|.
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Óñòðåìèâ çäåñü n→∞, ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

|I(α)| ·

∣∣∣∣∣
∫
Zp
ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣ 6 p−k lim
n→∞

max
|γ|=n
|(V γϕ, g)|.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

‖g‖∞ = ess supx∈Zp|g(x)| = sup
α∈A

∣∣pkI(α)
∣∣ ,

òàê êàê äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Zp èìååì

g(x) = lim
k→∞

pk
∫

∆(α)3x
g(t) dt.

Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì∣∣∣∣∣
∫
Zp
ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣ · ‖g‖∞ 6 lim
n→∞

max
|γ|=n
|(V γϕ, g)|.

Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (3.6) äîêàçàíî.
Ñîîòíîøåíèå (3.7) ñëåäóåò èç (3.6) è î÷åâèäíîé îöåíêè

lim sup
k→∞

max
pk+16n6pk+1

|(g, ϕn)| 6
∫
Zp
ϕ(x) dx·‖g‖∞. �

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ Lρ(Zp), 1 6 ρ 6 ∞, èìååò îò-

ëè÷íûé îò íóëÿ èíòåãðàë ∫
Zp
ϕ(x) dx 6= 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë K

âåëè÷èíà

N(g) = N(g;ϕ,K) = sup
k∈K

(
pk+1∑

n=pk+1

|(g, ϕn)|ρ
′

)1/ρ′

îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó â Lρ′(Zp), 1/ρ+ 1/ρ′ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåì 3.1 è 3.2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçX ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = {xn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖x‖X =
∞∑
k=1

(
pk+1∑

n=pk+1

|xn|ρ
)1/ρ

<∞.
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Ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê X áóäåò ïðîñòðàíñòâî Y , ñîñòîÿùåå
èç âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñðåäîâàòåëüíîñòåé y = {yn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
íîðìà

‖y‖Y = sup
k∈N

(
pk+1∑

n=pk+1

|yn|ρ
′

)1/ρ′

<∞,

ãäå ρ′ � ñîïðÿæåííûé ïîêàçàòåëü.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ Lρ(Zp), 1 6 ρ < ∞, èìååò îò-

ëè÷íûé îò íóëÿ èíòåãðàë ∫
Zp
ϕ(x) dx 6= 0.

Òîãäà àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=1 îáðàçóåò ôðåéì â ïðîñòðàí-

ñòâå Lρ(Zp) îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3.3 íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïî-
ñòîÿííûå A,B > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Lρ′(Zp) âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàìî÷íîå íåðàâåíñòâî

A‖g‖ρ′ 6 ‖{(g, ϕn)}‖Y 6 B‖g‖ρ′.

Ìû ó÷ëè, ÷òî N(g;ϕ,N) = ‖{(g, ϕn)}‖Y � íîðìà ïðîñòðàíñòâà Y ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {(g, ϕn)}∞n=1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè g ïî àôôèí-
íîé ñèñòåìå {ϕn}∞n=1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ðàìî÷íûõ ïîñòîÿííûõ ìîæíî âçÿòü

A =

∣∣∣∣∣
∫
Zp
ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣ , B =

(∫
Zp
|ϕ(x)|ρ dx

)1/ρ

. �

Èç òåîðåìû 3.4 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lρ(Zp), 1 6 ρ <

< ∞, ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = {xn}∞n=1, ïðèíàäëå-
æàùÿÿ ìîäåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó X è òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå

f =
∞∑
n=1

xnϕn.

Òàêèì îáðàçîì, àôôèííûé ñèíòåç â ïðîñòðàíñòâå Lρ(Zp) èìååò ìåñòî
ïðè ñàìûõ îáùèõ óñëîâèÿõ.
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3.3 Àôôèííûå ôðåéìû â ïðîñòðàíñòâå C(Zp)
Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó A � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé α = (α1, . . . , αk), k > 0, äëÿ êîòîðûõ αν = 0, . . . , p − 1, 1 6 ν 6 k,
è, ïî îïðåäåëåíèþ,

∆(α) = {x ∈ Zp : ξk−ν = αν, 1 6 ν 6 k},

ãäå x = ξ0 + ξ1p+ . . . ξk−1p
k + . . ., ïðè÷åì ïðè k = 0 äëÿ ïóñòîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè α ∈ A ïîëàãàåì ∆ = ∆(α) = Zp.
Íàïîìíèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü S = {A ⊂ X} ïîäìíîæåñòâ A ìíîæå-

ñòâà X íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì ìíîæåñòâ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) ñîâîêóïíîñòü S íå ïóñòà;
2) åñëè A,A′ ∈ S , òî A ∩ A′ ∈ S ;
3) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,A′ ∈ S ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A1, . . . , An ∈ S òàêîé, ÷òî

A \ A′ =
n⋃
k=1

Ak.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ êîëüöà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë:

S = {∅} ∪ {∆(α) : α = (α1, . . . , αk) =∈ A}.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîâîêóïíîñòü S îáðàçóåò ïîëóêîëüöî ìíîæåñòâ
è ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà |∆(α)| = p−k ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà S , ëåáåãîâñêîå
ïðîäîëæåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé íà Zp íîðìèðîâàííîé
ìåðîé Õààðà dx â ïîëå Qp.

Äàëåå, p-àäè÷åñêàÿ íîðìà | · |p îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ â ïîëå Qp, â êî-
òîðîé ìíîæåñòâà ∆(α) ÿâëÿþòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûìè øàðàìè è ëþáîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Zp ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì
òàêèõ øàðîâ (ñì., íàïðèìåð, [47]).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ-àëãåáðà U âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â Zp
ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé U (S ), ñîäåðæàùåé âñå ìíîæåñòâà
ïîëóêîëüöà S .

Îáîçíà÷èì C(Zp) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé f(x), çàäàííûõ íà õàóñäîðôîâîì êîìïàêòå Zp, ñíàáæåííîå íîð-
ìîé

‖f‖C = sup
x∈Zp
|f(x)|.
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Ïóñòü V (Zp) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð µ íà Zp.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü µ ∈ V (Zp) îçíà÷àåò, ÷òî µ � ñ÷åòíî-
àääèòèâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà U è òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ∈ U è ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäóòñÿ îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî G ⊃ E è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊂ E òàêèå, ÷òî
|µ|(G \E) < ε è |µ|(E \F ) < ε, ãäå |µ|(·) � ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè µ
íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå.

Èç òåîðåìû Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ñëåäóåò,
÷òî ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê C(Zp), èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïðî-
ñòðàíñòâó V (Zp) ñ íîðìîé

‖µ‖V = |µ|(Zp),

ïðè÷åì

(f, µ) =

∫
Zp
f(x) dµ

� îáùèé âèä íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â C(Zp).
Ïóñòü {A1, . . . , An} ⊂ S � íàáîð ýëåìåíòîâ ïîëóêîëüöà S . Íà-

áîð {B1, . . . , Bm} ⊂ S íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñîñòàâëÿþùèõ äëÿ íàáîðà
{A1, . . . , An}, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ìíîæåñòâà B1, . . . , Bm ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ;
2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n⋃
k=1

Ak =
m⋃
l=1

Bl;

3) äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n èìååì

Ak =
⋃

l:Bl⊂Ak

Bl.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàáîðà {A1, . . . , An} ⊂ S cóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà ñîñòàâëÿþùèõ {B1, . . . , Bm} ⊂ S .

Ëåììà 3.4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖µ‖V = |µ|(Zp) = sup
k>0

∑
|α|=k

|µ(∆(α))|. (3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëíîé âàðèàöèè ìåðû µ è ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâà U = U (S ) èìååì

|µ|(Zp) = sup
∑
n

|µ(∆(αn))|,
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ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì íàáîðàì ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ∆(αn) èç ïîëóêîëüöà S . Ïîëîæèì äëÿ òà-
êîãî íàáîðà k = maxn |αn|. Òîãäà ∆(α), |α| = k, � ñèñòåìà ñîñòàâëÿþùèõ
äëÿ íàáîðà ìíîæåñòâ ∆(αn). Ïîýòîìó∑

n

|µ(∆(αn))| =
∑
n

∣∣∣∣∣ ∑
{|α|=k:∆(α)⊂∆(αn)}

µ(∆(α))

∣∣∣∣∣ 6 ∑
|α|=k

|µ(∆(α))|,

îòêóäà
|µ|(Zp) 6 sup

k>0

∑
|α|=k

|µ(∆(α))|.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ∆(α), |α| = k, � ÷àñòíûå
ñëó÷àè ðàññìàòðèâàåìûõ êîíå÷íûõ íàáîðîâ ìíîæåñòâ ∆(αn). Ðàâåí-
ñòâî (3.8) óñòàíîâëåíî. �

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x), x ∈ Qp, èìååò íîñèòåëü supp f ⊂ Zp è f ∈ C(Zp).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x) áóäåò íåïðåðûâíîé íà

âñåì ìíîæåñòâå Qp, ïîñêîëüêó êîëüöî Zp ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì
ïîäìíîæåñòâîì ïîëÿ Qp. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî C(Zp) ñîñòîèò â
òî÷íîñòè èç âñåõ ñóæåíèé íà Zp ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå Qp

è èìåþùèõ íîñèòåëü íà Zp.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

Vξf(x) = f

(
x− ξ
p

)
, ξ = 0, 1, . . . , p− 1.

Ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàåì

V α = Vαk . . . Vα1
, α = (α1, . . . , αk) ∈ A.

Î÷åâèäíî, ÷òî V α � èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå C(Zp),
ïðè÷åì suppV αf ⊂ ∆(α).

Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x), x ∈ Qp, èìååò íîñèòåëü suppϕ ⊂ Zp
è ϕ ∈ C(Zp). Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ïîëîæèì

ϕn(x) = ϕα(x) = V αϕ(x) = ϕ

(
x− j
pk

)
,

ãäå

n = pk + j = pk +
k∑
ν=1

ανp
k−ν

� p-è÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n.
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Ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕn}∞n=1 íàçîâåì àôôèííîé ñèñòåìîé, ïîðîæäåí-
íîé ôóíêöèåé ϕ.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè àôôèííîé ñèñòåìû {ϕn}∞n=1 íåïðåðûâíû
íà ìíîæåñòâå Qp.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé àôôèííîé ñèñòåìû, ïî-
ðîæäåííûé ôóíêöèåé

φ(x) =

{
1, x ∈ Zp,
0, x ∈ Qp \ Zp.

Ôóíêöèÿ φ(x) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîëüöà öåëûõ
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Zp è ïîðîæäàåò p-àäè÷åñêèé êðàòíî-ìàñøòàáíûé àíà-
ëèç Õààðà (ñì. [54,55]).

Îáîçíà÷èì X � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = {xn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖x‖X =
∞∑
k=0

max
pk+16n6pk+1

|xn| <∞.

Ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó X áóäåò ïðîñòðàíñòâî Y , ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y = {yn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
íîðìà

‖y‖Y = sup
k∈N

pk+1∑
n=pk+1

|yn| <∞.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü µ ∈ V (Zp). Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {(φn, µ)}∞n=1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ìåðû µ ïî àôôèííîé ñèñòåìå

{φn}∞n=1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

‖{(φn, µ)}‖Y = ‖µ‖V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììû 3.4 èìååì

‖µ‖V = sup
k∈N

∑
|α|=k

|µ(∆(α))| = sup
k∈N

∑
|α|=k

|(φα, µ)| =

= sup
k∈N

pk+1∑
n=pk+1

|(φn, µ)| = ‖{(φn, µ)}‖Y . �

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x), x ∈ Qp, èìååò íîñèòåëü

suppϕ ⊂ Zp, ïðè÷åì ϕ(x) > 0 ïðè x ∈ Zd. Òîãäà àôôèííàÿ ñèñòå-

ìà {ϕn}∞n=1 îáðàçóåò ôðåéì â ïðîñòðàíñòâå C(Zp) îòíîñèòåëüíî ìî-
äåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì T : X → C(Zp) � ñèíòåçèðóþùèé
îïåðàòîð, àññîöèèðîâàííîé ñ àôôèíîé ñèñòåìîé {ϕn}∞n=1. Íàïîìíèì, ÷òî

Tx =
∞∑
n=1

xnϕn =
∞∑
k=0

pk+1∑
n=pk+1

xnϕn.

Îïåðàòîð T îãðàíè÷åííûé, ïîñêîëüêó

‖Tx‖C 6
∞∑
k=0

∥∥∥∥∥
pk+1∑

n=pk+1

xnϕn

∥∥∥∥∥
C

=
∞∑
k=0

max
pk+16n6pk+1

|xn|‖ϕ‖C = ‖x‖X‖ϕ‖C .

Ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó T àíàëèçèðóþùèé îïåðàòîð T ∗ : V (Zp)→ Y

äàåòñÿ ðàâåíñòâîì
T ∗µ = {(ϕn, µ)}∞n=1.

Äàëåå ïóñòü T0 : X → C(Zp) � ñèíòåçèðóþùèé îïåðàòîð, àññîöèèðî-
âàííûé ñ àôôèííîé ñèñòåìîé {φn}∞n=1 è T

∗
0 : V (Zp)→ Y � àíàëèçèðóþ-

ùèé îïåðàòîð, ïðè÷åì

T ∗0µ = {(φn, µ)}∞n=1.

Ïî òåîðåìå 3.5 îïåðàòîð T ∗0 èçîìåòðè÷åñêèé:

‖T ∗0µ‖Y = ‖µ‖Y .

Ïóñòü λ > 0. Òîãäà

‖λT ∗0µ− T ∗µ‖Y = sup
k>0

pk+1∑
n=pk+1

|λ(φn, µ)− (ϕn, µ)| =

= sup
k>0

pk+1∑
n=pk+1

∣∣∣∣∣
∫
Zp

(λφn(x)− ϕn(x)) dµ

∣∣∣∣∣ .
Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî åñëè n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò α = (α1, . . . , αk) =∈ A ïî
ôîðìóëå

n = pk +
k∑
ν=1

ανp
k−ν,

òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

supp (λφn − ϕn) ⊂ ∆(α).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

‖λT ∗0µ− T ∗µ‖Y = sup
k>0

∑
|α|=k

∣∣∣∣∫
∆(α)

(λφα(x)− ϕα(x)) dµ

∣∣∣∣ 6
6 sup

k>0

∑
|α|=k

‖λφα − ϕα‖C |µ|(∆(α)) =

= ‖λφ− ϕ‖C sup
k>0

∑
|α|=k

|µ|(∆(α)) = ‖λφ− ϕ‖C‖µ‖V .

Îòñþäà

‖T ∗µ‖Y > λ‖T ∗0µ‖Y − ‖λT ∗0µ− T ∗µ‖Y > (λ− ‖λφ− ϕ‖C)‖µ‖V .

Òåïåðü âûáåðåì λ > 0 òàê, ÷òîáû

γ = λ− ‖λφ− ϕ‖C > 0.

Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû

0 < m = inf
x∈Zp

ϕ(x), M = sup
x∈Zp

ϕ(x) <∞.

Ïîëîæèì λ =
M +m

2
. Áóäåì èìåòü

|λφ(x)− ϕ(x)| = |λ− ϕ(x)| 6 λ−m = M − λ =
M −m

2
< λ,

îòêóäà ‖λφ− ϕ‖C < λ. Èòàê, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

‖T ∗µ‖Y > γ‖µ‖V , γ > 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàìî÷íûì íåðàâåíñòâàì

γ‖µ‖V 6 ‖{(ϕn, µ)}‖V 6 ‖T ∗‖‖µ‖V . �

Óñëîâèå ϕ(x) > 0, x ∈ Zp, ïîëîæèòåëüíîñòè ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè
àôôèííîé ñèñòåìû {ϕn}∞n=1 íåëüçÿ îòáðîñèòü.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(0) = 0, òî ϕn(0) = 0 äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .

Ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå 0 ∈ Zp ìåðà

(f, µ) = f(0)
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îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì àôôèííîé ñèñòåìû {ϕn}∞n=1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, àôôèííàÿ ñèñòåìà {ϕn}∞n=1 íå ïîëíà è ôðåéìîì áûòü íå ìîæåò.

Íàêîíåö, èç äîêàçàííîé òåîðåìû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f ∈ C(Zp) íàéäåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = {xn}∞n=1,
ïðèíàäëåæàùàÿ ìîäåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó X è òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

f =
∞∑
n=1

xnϕn.

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ (ïî ïà÷-
êàì) â ïðîñòðàíñòâå C(Zp), òàê êàê

∞∑
k=0

∥∥∥∥∥
pk+1∑

n=pk+1

xnϕn

∥∥∥∥∥
C

= ‖ϕ‖C
∞∑
k=0

max
pk+16n6pk+1

|xn| = ‖ϕ‖C‖x‖X <∞.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îá àôôèííûõ ôðåéìàõ â ïðîñòðàíñòâå C(Zp)
íå èìåþò àíàëîãà äëÿ ñèñòåì òèïà Ôàáåðà �Øàóäåðà â ïðîñòðàí-
ñòâå C[0, 1]. Ïðåäñòàâëÿþùèå ñâîéñòâà ïîñëåäíèõ èçó÷àëèñü â ðàáîòå
×àíòóðèÿ [56].
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