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2
���������¨­¥©­ë¥ ¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¨£à îâ ¡®«ìèãî à®«ì ¢ â¥®à¨¨¯à¨¡«¨�¥­¨ï, ¯®áª®«ìªã ®¡« ¤ îâ àï¤®¬ ¯à®áâëå á¢®©áâ¢, ®¡«¥£-ç îé¨å ¨å ¨§ãç¥­¨¥. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï «¨­¥©­ëå ¯®«®�¨â¥«ì­ëå®¯¥à â®à®¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ® ä®à¬ã«¨àãîâáï ãá«®¢¨ï, ª®£¤  ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ áå®¤¨âáï ª â®�¤¥áâ¢¥­­®¬ã,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®,à¥è ¥â § ¤ çã ¯à¨¡«¨�¥­¨ï (â¥®à¥¬ë �®à®¢ª¨­  [1℄).�á¥ ¨§¢¥áâ­ë¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ¯®«®�¨â¥«ì­ë¥ ®¯¥à â®àëáã¬¬ â®à­®£® ¢¨¤  ¯à¨¡«¨� îâ äã­ªæ¨¨ ­  ®âà¥§ª¥ ¨«¨ ¯®«ã®á¨.� ¯à¨¬¥à, ®¯¥à â®àë � á -�¨à ªìï­  ([2-3℄)

Mn(f, x) = ∞
∑

k=0 f

(

k

n

) (nx)k
k! e−nxáå®¤ïâáï ª ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ ­  [0;∞).�á¯®«ì§ãï íâ¨ ®¯¥à â®àë, J.Grof ¯®áâà®¨« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®-à®¢

Hn(f ;x) = ∞
∑

k=0{f
(k

n

)+ (−1)kf
(

−k

n

)

} (nx)k2 
h(nx)k! ,¤«ï ¯à¨¡«¨�¥­¨ï äã­ªæ¨© ­  (−∞;∞).� íâ®¬ ªãàá¥ ¡ã¤ãâ ¯®áâà®¥­ë ®¯¥à â®àë, ï¢«ïîé¨¥áï ®¡®¡é¥­¨¥¬ ®¯¥-à â®à®¢ Hn(f ;x) ¤«ï ¯à¨¡«¨�¥­¨ï äã­ªæ¨© ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨¨§ãç¥­ë ¨å  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¥ á¢®©áâ¢ .
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3
§1. �Ǒ��������� �Ǒ������� Ln(f ; �x)� áá¬®âà¨¬ ®¡®¡é¥­¨¥ ®¯¥à â®à®¢ Hn(f ;x) { ®¯¥à â®àë ¤«ï äã­ªæ¨©¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢® ¢á¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rr.�«ï m ∈ N0 § ¯¨è¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¢ ¤¢®¨ç­®¬ ä®à¬ â¥:
m = m1 +m2 · 2 +m3 · 22 + . . . , £¤¥ mk ∈ {0; 1}.�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï:�x = (x1, . . . , xr);

|�x| = (|x1|, . . . , |xr|);�xm = ( (−1)m1x1, . . . , (−1)mrxr);�kn,m = (

k1
n (−1)m1 , . . . , kr

n (−1)mr
), £¤¥ ki ∈ N0, n ∈ N.�«ï äã­ªæ¨¨ f : Rr → R ¢¢¥¤¥¬  ­ «®£ ¬®¤ã«ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨:

ω(f ; �h) = sup�δ∈Q(�h) sup�x∈Rr

|f(�x+ �δ)− f(�x)|,£¤¥ Q(�h) = [0;h1℄× [0;h2℄× . . .× [0;hr℄,   �x+ �δ ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª áã¬¬ ¢¥ªâ®à®¢. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¥á«¨ f { à ¢­®¬¥à­®-­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï,â® ¯à¨ ‖�h‖ → 0 ¡ã¤¥â ω(f ; �h) → 0.�«ï äã­ªæ¨¨ f : Rr → R à áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®àë
Ln(f ; �x) = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 f(�kn,m)pn,�k(�xm),£¤¥ pn,�k(�x) = r

∏

i=1 (nxi)ki2 
h(nxi)ki! ¨ ∞
∑�k=0 . . . = ∞

∑

k1=0... ∞
∑

kr=0 ...Ǒà¨ r = 1 Ln ¯à¥¢à é îâáï ¢ ®¯¥à â®àë, à áá¬®âà¥­­ë¥ �à®ä®¬.СА
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4
§2. ��Ǒ������������ ������¥¬¬  1. �«ï «î¡ëå �t, �x ∈ Rr

|f(�t)− f(�x)| ≤ ω(f ; �h) r
∏

i=1(1 + (ti − xi)2
h2i )

,£¤¥ �h = (h1, ..., hr).��������������. �ç¥¢¨¤­®, çâ®
|f(�t)− f(�x)| ≤ ω (f ; (|t1 − x1|, ..., |tr − xr|)) ≤� ä¨ªá¨àã¥¬ ã ¢¥ªâ®à®¢ �h, �t ¨ �x ¢á¥ ª®®à¤¨­ âë, ªà®¬¥ ¯¥à¢®©. �®£¤  f{ äã­ªæ¨ï ®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®© x1,   ω(f ; �h) = ω(f ;h1) { ®¡ëç­ë© ¬®-¤ã«ì ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á® ¢á¥¬¨ á¢®¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ á«¥¤ã-îé¨¬¨: ω(f ;λh1) ≤ (λ + 1)ω(f ;h1) ¨ ¤«ï h1 < h∗1 ω(f ;h1) ≤ ω(f ;h∗1).Ǒ®íâ®¬ã, ¥á«¨ |t1 − x1| ≤ h1, â®

≤ ω (f ; (h1, |t2 − x2|, ..., |tr − xr|)) ≤
≤

(1 + (t1 − x1)2
h21 )

ω (f ; (h1, |t2 − x2|, ..., |tr − xr|)) ;¥á«¨ |t1 − x1| > h1, â®
≤ ω

(

f ; (h1 |t1 − x1|
h1 , |t2 − x2|, ..., |tr − xr|)) ≤

≤
(1 + |t1 − x1|

h1 )

ω (f ; (h1, |t2 − x2|, ..., |tr − xr|)) <

<

(1 + (t1 − x1)2
h21 )

ω (f ; (h1, |t2 − x2|, ..., |tr − xr|)) .Ǒ®¢â®àïï ¯à®¢¥¤¥­­ë¥ à ááã�¤¥­¨ï ¤«ï |t2 − x2|,...,|tr − xr|, ¯®«ãç¨¬
|f(�t)− f(�x)| ≤ (1 + (t1 − x1)2

h21 )

...

(1 + (tr − xr)2
h2r )

ω(f ; (h1, ..., hr)),çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ¤

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



5�¥¬¬  2. �«ï äã­ªæ¨¨
g(�x) = 1

h1 · . . . · hr

h1
∫0 . . .

hr
∫0 f(�x+ �t) dt1 . . . dtr¨¬¥îâ ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢ :1o. |g(�x)− f(�x)| ≤ ω(f ; �h);2o. |Ln(g; �x)− Ln(f ; �x)| ≤ ω(f ; �h)2r;3o.

∣

∣

∣

∣

∂g

∂xi

∣

∣

∣

∣

≤ ω(f ; �h)
hi

,£¤¥ �h = (h1, . . . , hr)��������������. �¥à ¢¥­áâ¢® 1o ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥-­¨© äã­ªæ¨© g ¨ ω. Ǒ®ª �¥¬ 2o:
|Ln(g; �x)− Ln(f ; �x)| = |

2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0(g(�kn,m)− f(�kn,m)) pn,�k(�xm)| ≤

≤
2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 |g(�kn,m)− f(�kn,m)| pn,�k(|�x|) ≤ (á ãç¥â®¬ 1o)

≤ ω(f ; �h) 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 pn,�k(|�x|).�¯à®áâ¨¬ ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ëà �¥­¨¥:2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 pn,�k(|�x|) = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∏

i=1 (n|xi|)ki2 
h(nxi)ki! == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑

k1=0 . . .

∞
∑

kr−1=0{

r−1
∏

i=1 (n|xi|)ki2 
h(nxi)ki! ∞
∑

kr=0 (n|xr|)kr2 
h(nxr)kr!} == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑

k1=0 . . .

∞
∑

kr−1=0{

r−1
∏

i=1 (n|xi|)ki2 
h(nxi)ki! exp(n|xr|)2 
h(nxr) } = . . .= 2r−1
∑

m=0 exp(n|x1|)2 
h(nx1) · · · exp(n|xr|)2 
h(nxr) ≤
2r−1
∑

m=0 1 = 2r,
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6®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ 2o.Ǒ®ª �¥¬ 3o. �«ï «î¡®© ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ g ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®lim
δ→0 1δ b

∫

a

{g(t + δ)− g(t)} dt = g(b)− g(a).Ǒ®íâ®¬ã
∂g

∂xi
= lim

δ→0 1δ 1
h1 · · ·hr

·

·
{ h1

∫0 ...

hr
∫0 [

f(x1 + t1, ..., xi−1 + ti−1, xi + ti + δ, xi+1 + ti+1, ..., xr + tr)−
− f(x1 + t1, . . . , xr + tr)] dt1 . . . dtr

} == 1
h1 · · ·hr

{ h1
∫0 ...

hi−1
∫0 hi+1

∫0 ...

hr
∫0 [

f(x1 + t1, ..., xi−1 + ti−1, xi + hi, xi+1 + ti+1, ..., xr + tr)−
− f(x1 + t1, ..., xi−1 + ti−1, xi, xi+1 + ti+1, ..., xr + tr)

]

dt1...dti−1dti+1...dtr

}

,�âªã¤ 
∣

∣

∣

∣

∂g

∂xi

∣

∣

∣

∣

≤

≤ ω(f ; �h) 1
h1 · · ·hr

h1
∫0 . . .

hi−1
∫0 hi+1

∫0 . . .

hr
∫0 dt1 . . . dti−1dti+1 . . . dtr == 1

hi
ω(f ; �h),çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ¤
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7�¥¬¬  3. �«ï ®¯¥à â®à®¢
ln(f ;x) = ∞

∑

k=0 f

(

k

n

) (nx)k
k! 12 
h(nx) ,£¤¥ f : R → R ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨ï1o. ln(1;x) = enx2 
h(nx) ;2o. ln(t;x) = x

enx2 
h(nx) ;3o. ¤«ï α ≥ 2
ln((t − x)α;x) == x

n

enx2 
h(nx)[2 
h(nx)e−nxln((t − x)α−1;x)]′++ x(α−1)
n

ln((t − x)α−2;x);4o. ¤«ï α ≥ 2 |ln((t − x)α;x)| ≤ 
onst(α)n−[α+12 ℄|x|(1 + |x|α−2).� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® ãâ¢¥à�¤¥­¨© «¥¬¬ë ¬®�¥â ¡ëâì «¥£ª® ¯®«ã-ç¥­® ¨§  ­ «®£¨ç­ëå ãâ¢¥à�¤¥­¨© ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ � á -�¨à ªìï­ ,¯®áª®«ªã ln(f ;x) = Mn(f ;x) exp(nx)2 
h(nx) .�«¥¤áâ¢¨¥.1o. ln((t − x)2;x) = x

n

enx2 
h(nx)[2 
h(nx)e−nxln((t − x);x)]′++ x

n
ln(1;x) = x

n

enx2 
h(nx) .2o. ln((t − x)3;x) == x

n

enx2 
h(nx)[2 
h(nx)e−nxln((t − x)2;x)]′ + 2x
n

ln((t − x);x) == x

n

enx2 
h(nx)[x

n

]′ = x

n2 enx2 
h(nx) .СА
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83o. ln((t − x)4;x) == x

n

enx2 
h(nx)[2 
h(nx)e−nxln((t − x)3;x)]′ + 3x
n

ln((t − x)2;x) == x

n

enx2 
h(nx)[ x

n2]′ + 3x
n

x

n

enx2 
h(nx) = [

x

n3 + 3x2
n2 ]

enx2 
h(nx) .�¥¬¬  4. �¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢ 1o.

∞
∑�k=0 pn,�k(�xm) = r

∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ;2o.

2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 pn,�k(�xm) = 1;3o.

2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0(−1)mj pn,�k(�xm) = th(nxj).��������������. Ǒ®ª �¥¬ 1o:

∞
∑�k=0 pn,�k(�xm) = ∞

∑�k=0 r
∏

i=1 (nxi(−1)mi)ki2 
h(nxi)ki! == ∞
∑

k1=0... ∞
∑

kr−1=0{

r−1
∏

i=1 (nxi(−1)mi)ki2 
h(nxi)ki! ∞
∑

kr=0 (nxr(−1)mr )kr2 
h(nxr)kr! } == exp(nxr(−1)mr )2 
h(nxr) ∞
∑

k1=0... ∞
∑

kr−1=0 r−1
∏

i=1 (nxi(−1)mi)ki2 
h(nxi)ki! = ...= r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ¤Ǒ®ª �¥¬ 2o. Ǒãáâì r = 1. �®£¤  ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¯à¨¬¥â ¢¨¤:exp(nx1(−1)m1)2 
h(nx1) ∣

∣

∣

∣

∣

m=0 + exp(nx1(−1)m1)2 
h(nx1) ∣

∣

∣

∣

∣

m=1 = 1.СА
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9�«ï m = 0 m1 = 0,   ¤«ï m = 1 m1 = 1, ¯®íâ®¬ã ¯®«ãç ¥¬exp(nx1)2 
h(nx1) + exp(−nx1)2 
h(nx1) = 1,çâ®, ®ç¥¢¨¤­®, ¢ë¯®«­¥­®. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï r = 1 à ¢¥­áâ¢® 2o¨¬¥¥â ¬¥áâ®. Ǒãáâì ®­® ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r. Ǒà®¢¥à¨¬ ¥£®¢ë¯®«­¥­¨¥ ¤«ï r + 1:2r+1−1
∑

m=0 r+1
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == 2r−1
∑

m=0 r+1
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) + 2r+1−1
∑

m=2r

r+1
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) =� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®¡¥¨å áã¬¬ å ­ ¡®àë (m1, . . . , mr) ¯à®¡¥£ îâ ®¤­® ¨ â®�¥ ¬­®�¥áâ¢® ®â (0, . . . , 0) ¤® (1, . . . , 1),   mr+1 ¢ ¯¥à¢®© áã¬¬¥ à ¢­®0,   ¢® ¢â®à®© 1. Ǒ®íâ®¬ã à ¢¥­áâ¢® ¬®�­® ¯à®¤®«�¨âì á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬:= 2r−1
∑

m=0 r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) · exp(nxr+1)2 
h(nxr+1)++ 2r−1
∑

m=0 r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) · exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) =(á ãç¥â®¬ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨)= exp(nxr+1)2 
h(nxr+1) + exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) = 1¨ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¢ë¯®«­¥­® ¨ ¤«ï r + 1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­®¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® r. ¤Ǒ®ª �¥¬ 3o. Ǒà¨ r = 1 ¡ã¤¥â j = 1 ¨ à ¢¥­áâ¢® 30 ¯à¨¬¥â ¢¨¤:exp(nx1)2 
h(nx1) − exp(−nx1)2 
h(nx1) = th(nx1),çâ®, ®ç¥¢¨¤­®, ¢ë¯®«­¥­®.СА
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10Ǒãáâì ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢® ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r. �®£¤ ¤«ï r + 1 ¯®«ãç¨¬:2r+1−1
∑

m=0 (−1)mj

∞
∑�k=0 pn,�k(�xm) = 2r+1−1

∑

m=0 (−1)mj

r+1
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == 2r−1
∑

m=0(−1)mj

{

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(nxr+1)2 
h(nxr+1)++ 2r+1−1
∑

m=2r

(−1)mj

{

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) =¥á«¨ j = r + 1, â®= 2r−1
∑

m=0 {

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(nxr+1)2 
h(nxr+1)−
−

2r+1−1
∑

m=2r

{

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) == 2r−1
∑

m=0 {

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(nxr+1)2 
h(nxr+1)−
−

2r−1
∑

m=0 {

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) == 2r−1
∑

m=0 {

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) }

( exp(nxr+1)2 
h(nxr+1) − exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) ) == th(nxr+1);¥á«¨ j ≤ r, â®= 2r−1
∑

m=0(−1)mj

{

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(nxr+1)2 
h(nxr+1)++ 2r−1
∑

m=0(−1)mj

{

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) } exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) == 2r−1
∑

m=0(−1)mj

{

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) }

( exp(nxr+1)2 
h(nxr+1) + exp(−nxr+1)2 
h(nxr+1) )== th(nxj),СА
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11¨ à ¢¥­áâ¢® 3o ¤®ª § ­o. ¤�¥¬¬  5. �¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢ :1o. Ln(1; �x) = 1;2o. Ln(tj ; �x) = xj .��������������. �â¢¥à�¤¥­¨¥ 1o ¥áâì ¯àï¬®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 4.Ǒ®ª �¥¬ 2o.
Ln(tj ; �x) = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 kj

n
(−1)mj

r
∏

i=1 (nxi(−1)mi)ki2 
h(nxi)ki! == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 kj

n
(−1)mj

(nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)kj ! r
∏

i=1
i6=j

(nxi(−1)mi)ki2 
h(nxi)ki! == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑

kj=1 kj

n
(−1)mj

(nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)kj ! r
∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑

kj=1xj
(nxj(−1)mj )kj−12 
h(nxj)(kj − 1)! r

∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑

kj=0xj
(nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)(kj)! r

∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == xj

2r−1
∑

m=0 r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ,®âªã¤ , á ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢  2o ¨§ «¥¬¬ë 4, ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥. ¤�¥¬¬  6. Ǒãáâì, ª ª ¨ ¯à¥�¤¥, �x = (x1, ..., xr).�¡®§­ ç¨¬ �x(i) = (x1, ..., xi−1,−xi, xi+1, ..., xr).Ǒ®«®�¨¬ fi(�x) = f(�x(i)). �®£¤ 
Ln(f ; �x) = Ln(fi; �x(i)).СА
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12��������������.
Ln(fi; �x(i)) = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 fi

(

k1
n
(−1)m1 , ..., kr

n
(−1)mr

)

pn,�k(�xm(i)) == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 f

(

k1
n
(−1)m1 , ...,

ki−1
n

(−1)mi−1 , ki

n
(−1)mi+1, ki+1

n
(−1)mi+1 , ..., kr

n
(−1)mr

)

pn,�k(�xm(i)).�«ï ª �¤®£® m = m1+m22+...+mi−12i−2+1·2i−1+mi+12i+...+mr2r−1­ ©¤¥âáï ¯ à  m∗ = m1 + m22 + ... + mi−12i−2 + 0 · 2i−1 + mi+12i +
...+mr2r−1. Ǒ®¬¥­ï¥¬ ¬¥áâ ¬¨ ¢á¥ ¯ àë á« £ ¥¬ëå á ­®¬¥à ¬¨ m ¨
m∗. Ǒ®«ãç¨¬

Ln(fi; �x(i)) = 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 f(�kn,m)pn,�k(�xm) = Ln(f ; �x),çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ¤�¥¬¬  7. �«ï α ≥ 2 ®¡®§­ ç¨¬

Sα
n (�x) = Ln( r

∏

i=1(ti − xi)αi ; �x), £¤¥ r
∑

i=1 αi = α.�¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢®
|Sα

n (�x)| ≤ 
onst(α, r)(1 + ‖�x‖α−1)n−[α+12 ℄.�OKA����������. Ǒà®¢¥¤¥¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï:
Sα

n (�x) = 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∏

i=1 [

(ki

n
(−1)mi − xi

)αi (nxi(−1)mi)ki2 
h(nxi)ki! ] == 2r−1
∑

m=0 r
∏

i=1(−1)miαi

[

∞
∑

k=0(k

n
− xi(−1)mi

)αi (nxi(−1)mi)k2 
h(nxi)k! ] == 2r−1
∑

m=0 r
∏

i=1(−1)miαi ln

((ti − xi(−1)mi)αi ;xi(−1)mi

)

,
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13£¤¥ ln { â® �¥, çâ® ¨ ¢ «¥¬¬¥ 3.Ǒãáâì å®âì ®¤­® αi = 1. � ª ª ª ¯® «¥¬¬¥ 3
ln

((ti − xi(−1)mi);xi(−1)mi

) = 0,¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥â Sα
n (�x) = 0 ¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ âà¨¢¨- «ì­®.Ǒãáâì ¢á¥ αi 6= 1. �®£¤  ¨«¨ αi = 0, ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯® «¥¬¬¥ 3

ln

((ti − xi(−1)mi)αi ;xi(−1)mi

) = exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi(−1)mi) ≤ 1,¨«¨ αi ≥ 2 ¨ á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3 ¯®«ãç ¥¬
|Sα

n (�x)| ≤ 2r−1
∑

m=0 ∏

i=1
αi≥2 
onst(αi)|xi|n−[αi+12 ℄(1 + |xi|αi−2). (1)�á«¨ αi ç¥â­®¥, â® [

αi + 12 ] = αi2 . Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ ¢á¥ αi ç¥â­ë¥, â® αç¥â­®¥ ¨
[

α1 + 12 ]+ · · ·+ [

αr + 12 ] = α12 + · · ·+ αr2 = α2 = [

α+ 12 ]

.�á«¨ αi ­¥ç¥â­®¥, â® [

αi + 12 ] = αi2 + 12. Ǒ®íâ®¬ã ¥á«¨ áà¥¤¨ αi ¥áâì­¥ç¥â­ë¥, â®
[

α1 + 12 ]+ · · ·+ [

αr + 12 ]

≥ α12 + · · ·+ αr2 + 12 = α+ 12 ≥
[

α+ 12 ]

.� ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥
∏

i=1
αi≥2n−[αi+12 ℄ ≤ n−[α+12 ℄.Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¯®«ãç¥­­ãî ®æ¥­ªã ¢ (1), ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ «¥¬-¬ë. ¤
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14�¥¬¬  8. �«ï
Rν(f ; �x) = ∑

α=ν

∗ 1
α1! . . . αr!Ln

([F ν
α (�ξ)− F ν

α (�x)℄ r
∏

i=1(ti − xi)αi ; �x)

,£¤¥ ∑

α=k

∗ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ ­ ¡®à ¬ æ¥«ëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ç¨á¥« αi,
i = 1, r, â ª¨å, çâ® r

∑

i=1αi = α, F ν
α = ∂νf

∂xα11 . . . ∂xαr
r
, �ξ = �x+ θ(�t− �x),

θ ∈ [0; 1℄ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢®
|Rν(f ; �x)| ≤ 
onst(r; ν) ∑

α=ν

∗
ω(F ν

α ; �h)‖�x‖ν/2n−ν/2.��������������. �¡®§­ ç¨¬
ψα(�t) = [F ν

α (�ξ)− F ν
α (�x)℄ r

∏

i=1(ti − xi)αi .

ψα { ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 1
∣

∣

∣
Ln(ψα(�t); �x)− ψα(�x)∣∣∣ ≤ 
onst(r)ω(ψα; �h),£¤¥ �h = (

√

|x1|
n

, . . . ,

√

|xr|
n

).�®-¯¥à¢ëå, ψα(�x) = 0.�®-¢â®àëå,
ω(ψα; �h) = sup�δ, �x |ψα(�x+�δ)−ψα(�x)| = sup�δ, �x ∣

∣[F ν
α (�x+θ�δ)−F ν

α (�x)℄ r
∏

i=1 δαi

i

∣

∣

∣
≤

≤ sup�δ, �x ∣

∣

∣
F ν

α (�x+ θ�δ)− F ν
α (�x)∣∣∣ r

∏

i=1hαi

i ≤ ω(F ν
α ; �h)(‖�x‖

n

)α/2
.� ª¨¬ ®¡à §®¬

∣

∣

∣
Ln(ψα(�t); �x)∣∣∣ ≤ 
onst(r)ω(F ν

α ; �h)‖�x‖α/2n−α/2,®âªã¤ 
∣

∣

∣
Rν(f ; �x)∣∣∣ ≤ 
onst(r, ν) ∑

α=ν

∗
ω(F ν

α ; �h)‖�x‖ν/2n−ν/2. ¤
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15
§3. Ǒ������ Ǒ�����������Ǒ��������� Ln(f ; �x)������� 1. �«ï ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ f : Rr → R

|Ln(f ; �x)− f(�x)| ≤ (1 + 2r + r2r+1)ω(f ; �h),£¤¥ �h = (

√

|x1|
n

, . . . ,

√

|xr|
n

).��������������. Ǒ®«®�¨¬�h = (
√

|x1|
n

, ...,

√

|xr|
n

)

,

g(�x) = 1
h1 · · ·hr

h1
∫0 ...

hr
∫0 f(�x+ �t) dt1...dtr.�ç¥¢¨¤­®, çâ®

|Ln(f ; �x)−f(�x)| ≤ |Ln(f ; �x)−Ln(g; �x)|+ |Ln(g; �x)−g(�x)|+ |g(�x)−f(�x)|.(T1-1)�§ «¥¬¬ë 2 ¨¬¥¥¬, ¢®-¯¥à¢ëå,
|Ln(f ; �x)− Ln(g; �x)| = |

2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0{f(�kn,m)− g(�kn,m)}pn,�k(�xm)| ≤

≤
2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 |f(�kn,m)− g(�kn,m)|pn,�k(|�x|) ≤

≤ ω(f ; �h) 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 pn,�k(|�x|) = ω(f ; �h) 2r−1

∑

m=0 r
∏

i=1 exp(n|xi|)2 
h(nxi) ≤ ω(f ; �h)2r(T1-2)СА
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16¢®-¢â®àëå,
|g(�x)− f(�x)| ≤ ω(f ; �h) (T1-3.)Ǒ®ª �¥¬, çâ® ¤«ï ¢â®à®£® á« £ ¥¬®£® ¨§ (T1-1) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª :

|Ln(g; �x)− g(�x)| ≤ r2r+1ω(f ; �h). (T1-4)Ǒãáâì �x â ª®¥, çâ® ¤«ï 1 ≤ i ≤ r ¡ã¤¥â xi ≥ 0. �ç¨âë¢ ï, çâ® Ln(1; �x) = 1¨ �x0 = �x, ¬®�¥¬ § ¯¨á âì:
Ln(g; �x)− g(�x) = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0{

g(�kn,m)− g(�x)} pn,�k(�xm) == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0{

g(�kn,m)− g(�xm)} pn,�k(�xm)++ 2r−1
∑

m=0 ∞
∑

k=1 {g(�xm)− g(�x)} pn,�k(�xm) == 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0{

g(�kn,m)− g(�xm)} pn,�k(�xm)++ 2r−1
∑

m=1 {g(�xm)− g(�x)} r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) .�âªã¤ 
|Ln(g; �x)− g(�x)| ≤ 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 ∣

∣g(�kn,m)− g(�xm)∣∣ pn,�k(�x)++ 2r−1
∑

m=1 |g(�xm)− g(�x)| r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) . (T1-5)Ǒ® ä®à¬ã«¥ ª®­¥ç­ëå ¯à¨à é¥­¨©
g(�t)− g(�x) = r

∑

j=1 ∂

∂xj
g(�ξ)(tj − xj),СА
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17£¤¥ ξ = (x1+ θ(t1−x1), ..., xr + θ(tr −xr)), θ ∈ (0; 1). �âªã¤ , á ãç¥â®¬«¥¬¬ë 2, ¯®«ãç ¥¬
|g(�kn,m)− g(�xm)| ≤ r

∑

j=1 ω(f ; �h)
hj

∣

∣

∣

∣

kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

∣

∣

∣

∣

== ω(f ; �h) r
∑

j=1 1
hj

∣

∣

∣

∣

kj

n
− xj

∣

∣

∣

∣¨
|g(�xm)− g(�x)| ≤ r

∑

j=1 ω(f ; �h)
hj

|xj(−1)mj − xj | == ω(f ; �h) r
∑

j=1 xj

hj
|(−1)mj − 1|.Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ¯®«ãç¥­­ë¥ ®æ¥­ª¨ ¢ (T1-5):

|Ln(g; �x)− g(�x)| ≤ ω(f ; �h) r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 1
hj

ln(|tj − xj |;xj) r
∏

i=1
i6=j

exp(nxi)2 
h(nxi)++ ω(f ; �h) r
∑

j=1 2r−1
∑

m=1 xj

hj
|(−1)mj − 1|exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) r

∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ,(T1-6)£¤¥ ln â® �¥, çâ® ¨ ¢ «¥¬¬¥ 3.� á¨«ã ­¥à ¢¥­áâ¢  �®è¨-�ã­ïª®¢áª®£® «¥¬¬ë 3 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¨§ ­¥¥1
hj

ln(|tj − xj |;xj) ≤ √

ln((tj − xj)2;xj)√ln(1;xj) == 1
hj

√

xj

n

enxj2 
h(nxj)√ enxj2 
h(nxj) ≤ 1. (T1-7)Ǒ®áª®«ìªã
|(−1)mj − 1| = { 0, ¥á«¨ mj = 0;2, ¥á«¨ mj = 1,СА
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18�¬¥¥¬
r

∑

j=1 2r−1
∑

m=1 xj

hj
|(−1)mj − 1|exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) r

∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ≤

≤
r

∑

j=1 2r−1
∑

m=1 xj

hj

exp(−nxj)
h(nxj) r
∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) .� ¬¥â¨¬, çâ® xj exp(−nxj)
h(nxj) ≤
√

xj

n
. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨§ ®ç¥¢¨¤­®© æ¥-¯®çª¨ ­¥à ¢¥­áâ¢2t < e2t + 1 =⇒ 2t

e2t + 1 < 1 =⇒ 2nxe−nx

enx + e−nx
< 1 =⇒ nxe−nx
h(nx) < 1á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ nx ≥ 1, â®

xe−nx
h(nx) = √

x

n

√
nxe−nx
h(nx) ≤

√

x

n

nxe−nx
h(nx) <

√

x

n
,  ¥á«¨ 0 < nx < 1, â®

xe−nx
h(nx) ≤ 1√
nx

xe−nx
h(nx) = √

x

n

e−nx
h(nx) = √

x

n

2e−nx

enx + e−nx
== √

x

n

2
e2nx + 1 ≤

√

x

n
.� ¬ë ¯®«ãç ¥¬

r
∑

j=1 2r−1
∑

m=1 xj

hj
|(−1)mj − 1| r

∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ≤ 2r
r

∑

j=1 1
hj

√

xj

n
= r2r(T1-8)Ǒ®¤áâ ¢¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢  (T1-7) ¨ (T1-8) ¢ (T1-6):

|Ln(g; �x)− g(�x)| ≤ ω(f ; �h)r2r+1¨ ¤«ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ª®®à¤¨­ â ­¥à ¢¥­áâ¢® (T1-4) ¤®ª § ­®.СА
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19Ǒãáâì â¥¯¥àì xi < 0,   ®áâ «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë. �¡®§­ -ç¨¬, ª ª ¨ ¢ «¥¬¬¥ 6,�x(i) = (x1, ..., xi−1,−xi, xi+1, ..., xr),
gi(�x) = g(�x(i)),
fi(�x) = f(�x(i)),â®£¤  á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 6

|Ln(g; �x)−g(�x)| = |Ln(gi; �x(i))−gi(�x(i))| ≤ (¯® ¤®ª § ­­®¬ã)
≤ ω(fi; �h)r2r+1.� ¯®áª®«ìªã ω(fi; �h) = ω(f ; �h) ­¥à ¢¥­áâ¢® (T1-4) â ª �¥ ¢ë¯®«­¥­®.Ǒà¨¬¥­ïï r à § â ª¨¥ �¥ à ááã�¤¥­¨ï, çâ® ¨ ¢ëè¥, ¯®«ãç¨¬, çâ®®­® ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï �x á «î¡ë¬ ç¨á«®¬ ®âà¨æ â¥«ì­ëå ª®®à¤¨­ â.Ǒ®¤áâ ¢«ïï (T1-2), (T1-3) ¨ (T1-4) ¢ (T1-1), ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®-à¥¬ë. ¤������� 2. �á«¨ äã­ªæ¨ï f : Rr → R ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ , â®

|Ln(f ; �x)− f(�x)| ≤ 22r−1
√

n

r
∑

j=1 ω

(

∂f

∂xj
; �h) (

√3|xj |+ 1√
n

)++ 2r−1
n

r
∑

j=1 ∥

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

∥£¤¥ �h = (

√

|x1|
n

, . . . ,

√

|xr|
n

).��������������. Ǒãáâì �x â ª®¥, çâ® ¤«ï 1 ≤ i ≤ r ¡ã¤¥â xi ≥ 0.
Ln(f ; �x)− f(x) = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0{f(�kn,m)− f(�xm)}pn,�k(�xm)++ 2r−1

∑

m=0{f(�xm)− f(�x)} ∞
∑�k=0 pn,�k(�xm)СА
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20Ǒ® ä®à¬ã«¥ ª®­¥ç­ëå ¯à¨à é¥­¨© ¨¬¥¥¬
f(�t)− f(�x) = r

∑

j=1 ∂f

∂xj
(�ξ) (tj − xj) == r

∑

j=1 {

∂f

∂xj
(�ξ)− ∂f

∂xj
(�x)} (tj − xj) + r

∑

j=1 ∂f

∂xj
(�x)(tj − xj),£¤¥ �ξ = (x1 + θ(t1 − x1), ..., xr + θ(tr − xr)), θ ∈ (0, 1).�¡®§­ ç¨¬

A1 = r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0{

∂f

∂xj
(�ξ�k,m)− ∂f

∂xj
(�xm)} ·

(

kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

)

pn,�k(�xm),
A2 = r

∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂f

∂xj
(�xm) ∞

∑�k=0(

kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

)

pn,�k(�xm),
A3 = r

∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂f

∂xj
(�ηm)(xj(−1)mj − xj) ∞

∑�k=0 pn,�k(�xm).�®£¤ 
Ln(f ; �x) = A1 +A2 +A3 (T2-1)�æ¥­¨¬ A1. � ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 1

|A1| ≤ r
∑

j=1 ω

(

∂f

∂xj
; �h) 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 ∣

∣

∣

∣

kj

n
− xj

∣

∣

∣

∣

·

·
r

∏

i=1{(1 + 1
h2i (

ki

n
− xi

)2) (nxi)ki2 
h(nxi)ki!} == 2r
r

∑

j=1 ω

(

∂f

∂xj
; �h) r

∏

i=1
i6=j

ln

(1 + 1
h2i (ti − xi)2;xi

)

·

· ln
(

[1 + 1
h2i (ti − xi)2]|tj − xj |;xj

)

.

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



21�®-¯¥à¢ëå, á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3
ln

(1 + 1
h2i (ti − xi)2;xi

) = (1 + xi

h2i n) exp(nxi)2 
h(nxi) = exp(nxi)
h(nxi) < 2.�®-¢â®àëå,
ln

(

[1 + 1
h2j (tj − xj)2]|tj − xj |;xj

) == ln(|tj − xj |;xj) + 1
h2j ln((tj − xj)2|tj − xj |;xj) ≤¯à¨¬¥­¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨-�ã­ïª®¢áª®£® ¨ á«¥¤áâ¢¨ï «¥¬¬ë 3

≤
√

ln((tj − xj)2;xj)√ln(1;xj)++ 1
h2i √

ln((tj − xj)4;xj)√ln((tj − xj)2;xj) == √

xj

n

exp(nxj)2 
h(nxj) +√3x2j
n2 + xj

n3√

xj

n

exp(nxj)2 
h(nxj) ≤

≤





√

xj

n
+√3x2j

n
+ 1

n2

 ≤ 1√
n
3√xj + 1√

n
,çâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ®ç¥¢¨¤­®© æ¥¯®çª¨ ­¥à ¢¥­áâ¢:

x+ 4√x

n
≥ 0 =⇒ 4x+ 4√x

n
+ 1

n
> 3x+ 1

n
=⇒(2√x+ 1√

n
)2 > 3x+ 1

n
=⇒ 2√x+ 1√

n
>

√3x+ 1
n

=⇒3√x+ 1√
n

>
√

x+√3x+ 1
n

.Ǒ®íâ®¬ã
|A1| ≤ 22r−1

√
n

r
∑

j=1 ω

(

∂f

∂xj
; �h) (3√xj + 1√

n

)

. (T2-2)СА
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22Ǒ®¤áç¨â ¥¬ A2:
A2 = r

∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂f

∂xj
(�xm)(−1)mj

∞
∑�k=0(

kj

n
− xj

)

pn,�k(�xm) == r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂f

∂xj
(�xm)(−1)mj ln(tj − xj ;xj(−1)mj ) r

∏

i=1
i6=j

ln(1;xi),®âªã¤ , á ãç¥â®¬ «¨­¥©­®áâ¨ ®¯¥à â®à  ln ¨ «¥¬¬ë 3 ¯®«ãç ¥¬
A2 = 0 (T2-3)�æ¥­¨¬ A3:

A3 = r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 xj
∂f

∂xj
(�ηm)((−1)mj − 1) ∞

∑�k=0 pn,�k(�xm) == r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 xj
∂f

∂xj
(�ηm)((−1)mj − 1) r

∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) =⇒
|A3| ≤ r

∑

j=1 xj

∥

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

∥

2r−1
∑

m=0(1− (−1)mj ) r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ≤

≤
r

∑

j=1 xj

∥

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

∥

2r−1
∑

m=0(1− (−1)mj )exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) == 2r−1 r
∑

j=1 xj

∥

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

∥

exp(−nxj)
h(nxj) .� áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î y(t) = 2t − e2t − 1. Ǒ®áª®«ìªã y′ = 2 − 2e2t,äã­ªæ¨ï y(t) ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ã¬ ¯à¨ t = 0, ®âªã¤ 
y(t) ≤ y(0) = −2 < 0 =⇒ 2t − e2t − 1 < 0 =⇒ 2t < e2t + 1 =⇒2t

e2t + 1 < 1 =⇒ 2nx

e2nx + 1 < 1 =⇒ 2nxe−nx

enx + e−nx
< 1 =⇒

xe−nx
h(nx) <
1
n
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23Ǒ®íâ®¬ã
|A3| <

2r−1
n

r
∑

j=1 ∥

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

∥

(T2-4)Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¢ (T2-1) ­¥à ¢¥­áâ¢  (T2-2), (T2-3) ¨ (T2-4), ¯®«ãç¨¬
|Ln(f ; �x)− f(�x)| ≤ 22r−1

√
n

r
∑

j=1 ω

(

∂f

∂xj
; �h) (

√3xj + 1√
n

)++ 2r−1
n

r
∑

j=1 ∥

∥

∥

∥

∂f

∂xj

∥

∥

∥

∥¨ ¤«ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ª®®à¤¨­ â ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¤®ª § ­®.Ǒà®¢®¤ï â ª¨¥ �¥ à ááã�¤¥­¨ï, ª ª ¨ ¯à¨ § ¢¥àè¥­¨¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ë 1, ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ¢ë¯®«­¥-­® ¤«ï «î¡®£® �x. ¤������� 3. 1o. �«ï ¤¢ �¤ë ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© f : Rr → R

|Ln(f ; �x)− f(�x)| ≤ c(r)
n

r
∑

j=1 r
∑

l=j

ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h) (

|xj |+ |xl|+ 1
n

)++ 1
n

r
∑

j=1 ∥

∥

∥

∥

∥

∂2f
∂x2j ∥

∥

∥

∥

∥

|xj |,£¤¥ �h = (

√

|x1|
n

, . . . ,

√

|xr|
n

),
c(r) ª®­áâ ­â , § ¢¨áïé ï â®«ìª® ®â r.2o. �á«¨ ¢á¥ ¢â®àë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ f à ¢­®¬¥à­®-­¥¯à¥àë¢­ë, â®lim

n→∞
|Ln(f ; �x)− f(�x)− 1

n

r
∑

j=1 ∂2f
∂x2j (�x)xj th(nxj)| = 0��������������. Ǒãáâì �x â ª®¥, çâ® ¤«ï 1 ≤ i ≤ r xi ≥ 0 .

Ln(f ; �x)− f(x) = 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0{f(�kn,m)− f(�xm)}pn,�k(�xm)−

−
2r−1
∑

m=0{f(�x)− f(�xm)} ∞
∑�k=0 pn,�k(�xm).СА
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24Ǒ® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à 
f(�t)− f(�x) = r

∑

j=1 ∂f

∂xj
(�x) (tj − xj) + r

∑

j=1 ∂2f
∂x2j (�x) (tj − xj)2++ 2 r

∑

j=1 r
∑

l=j+1 ∂2f
∂xj∂xl

(�x)(tj − xj)(tl − xl)++ r
∑

j=1 {

∂2f
∂x2j (�ξ)− ∂2f

∂x2j (�x)} (tj − xj)2++ 2 r
∑

j=1 r
∑

l=j+1{

∂2f
∂xj∂xl

(�ξ)− ∂2f
∂xj∂xl

(�x)} (tj − xj)(tl − xl),£¤¥ �ξ = (x1 + θ(t1 − x1), ..., xr + θ(tr − xr)), θ ∈ (0, 1). �¡®§­ ç¨¬
A1 = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 ∂f

∂xj
(�xm)(kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

)

pn,�k(�xm)−
−

2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 ∂f

∂xj
(�xm) (xj − xj(−1)mj ) pn,�k(�xm);

A2 = 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 ∂2f
∂x2j (�xm)(kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

)2
pn,�k(�xm)−

−
2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 ∂2f
∂x2j (�xm) (xj − xj(−1)mj )2 pn,�k(�xm);

A3 = 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 r
∑

l=j+1 2 ∂2f
∂xj∂xl

(�xm)(kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

)

·

·
(

kl

n
(−1)ml − xl(−1)ml

)

pn,�k(�xm)−
−

2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 r
∑

l=j+1 2 ∂2f
∂xj∂xl

(�xm) (xj − xj(−1)mj ) (xl − xl(−1)ml) ·
· pn,�k(�xm);СА
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25
A4 = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 {

∂2f
∂x2j (�ξ�k,n,m)− ∂2f

∂x2j (�xm)} ·

·
(

kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

)2
pn,�k(�xm);

A5 = 2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 r
∑

l=j+1{

∂2f
∂xj∂xl

(�ξ�k,n,m)− ∂2f
∂xj∂xl

(�xm)} ·

·
(

kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

) (

kl

n
(−1)ml − xl(−1)ml

)

pn,�k(�xm);
A6 = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 {

∂2f
∂x2j (�ηm)− ∂2f

∂x2j (�xm)} (xj − xj(−1)mj )2 pn,�k(�xm);
A7 = 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 r
∑

l=j+1 2{

∂2f
∂xj∂xl

(�ηm)− ∂2f
∂xj∂xl

(�xm)} ·

· (xj − xj(−1)mj ) (xl − xl(−1)ml) pn,�k(�xm).�®£¤ 
Ln(f ; �x)− f(�x) = A1 +A2 +A3 +A4 +A5 +A6 +A7 (T3-1)Ǒ®¤áç¨â ¥¬ A1:

A1 = r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂f

∂xj
(�xm) ∞

∑

kj=0{

kj

n
(−1)mj − xj

} (nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)kj ! ·

·
∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) =СА
РА
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26= r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂f

∂xj
(�xm){(−1)mj ln(t;xj(−1)mj )− xj ln(1;xj(−1)mj )}·

·
∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂f

∂xj
(�xm){(−1)mj

xj(−1)mj exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) −

− xj
exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) }

∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi)� ª¨¬ ®¡à §®¬
A1 = 0. (T3-2)Ǒ®¤áç¨â ¥¬ A2:

A2 = r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂2f
∂x2j(�xm) ∞

∑

kj=0{(kj

n

)2
− 2xj

kj

n
+ 2x2j(−1)mj − x2j}·

· (nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)kj ! ∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂2f
∂x2j(�xm){ln(t2;xj(−1)mj )− 2xjln(t;xj(−1)mj )++ (2x2j(−1)mj − x2j )ln(1;xj(−1)mj )} ∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂2f
∂x2j(�xm){(

x2j + xj(−1)mj

n

)

− 2x2j(−1)mj++ (2x2j(−1)mj − x2j)}

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 ∂2f
∂x2j(�xm)xj(−1)mj

n

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) =СА
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27= 1
n

r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 {

∂2f
∂x2j(�xm)− ∂2f

∂x2j(�x)} xj(−1)mj

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ++ 1
n

r
∑

j=1 ∂2f
∂x2j(�x)xj

2r−1
∑

m=0(−1)mj

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) .�¡®§­ ç¨¬
A8 = 1

n

r
∑

j=1 2r−1
∑

m=0 {

∂2f
∂x2j (�xm)− ∂2f

∂x2j (�x)} xj(−1)mj

r
∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) .�®£¤  á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 4
A2 = A8 + 1

n

r
∑

j=1 ∂2f
∂x2j (�x)xj th(nxj) (T3-3)Ǒ®¤áç¨â ¥¬ A3. � ª ª ª

∞
∑�k=0{(

kj

n
(−1)mj − xj(−1)mj

) (

kl

n
(−1)ml − xl(−1)ml

)

−

− (xj − xj(−1)mj ) (xl − xl(−1)ml)} r
∏

i=1 (nxi(−1)mi)ki2 
h(nxi)ki! == (−1)mj+ml

∞
∑

kj=0 ∞
∑

kl=0{(

kj

n
− xj

) (

kl

n
− xl

)

−

− xjxl ((−1)mj − 1) ((−1)ml − 1)}·

· (nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)kj ! (nxl(−1)ml)kl2 
h(nxl)kl! r
∏

i=1
i6=j, i6=l

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == (−1)mj+ml

∞
∑

kj=0{(

kj

n
− xj

)

(

ln(t;xl(−1)ml)− xlln(1;xl(−1)ml))−
− xjxl ((−1)mj − 1) ((−1)ml − 1) ln(1;xl(−1)ml)}·

· (nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)kj ! r
∏

i=1
i6=j, i6=l

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) =СА
РА
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28= (−1)mj+ml

∞
∑

kj=0{kj

n
xl(−1)ml − xjxl(−1)ml − kj

n
xl + xjxl−

− xjxl ((−1)mj − 1) ((−1)ml − 1)}·

· (nxj(−1)mj )kj2 
h(nxj)kj ! r
∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == (−1)mj+ml

{

[

xl(−1)ml − xl

]

ln(t;xj(−1)mj )−
− xjxl

[(−1)ml − 1 + ((−1)mj − 1)((−1)ml − 1)]ln(1;xj(−1)mj )}·

·
r

∏

i=1
i6=j

exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) == (−1)mj+ml

{

[

xl(−1)ml − xl

]

xj(−1)mj−

− xjxl

[(−1)ml − 1 + (−1)mj+ml − (−1)ml − (−1)mj + 1]}·

·
r

∏

i=1 exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ,¯®«ãç ¥¬, çâ®
A3 = 0. (T3-4)�§ á®®â­®è¥­¨© (T3-1), (T3-2), (T3-3) ¨ (T3-4) á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®

Ln(f ; �x)− f(�x) = 1
n

r
∑

j=1 ∂2f
∂x2j (�x)xj th(nxj) +A4 +A5 +A6 +A7 +A8(T3-5)СА
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29�æ¥­¨¬ |A4|:
|A4| ≤ 2r−1

∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1∣∣∣∣∣∂2f∂x2j(�ξ�k,n,m)− ∂2f
∂x2j(�xm)∣∣∣∣

∣

(

kj

n
− xj

)2
·

·
r

∏

i=1 (nxi)ki2 
h(nxi)ki! ≤ (¯à¨¬¥­¨¬ «¥¬¬ã 1)
≤

2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0 r

∑

j=1 ω

(

∂2f
∂x2j ; �h){

r
∏

i=1(1 + 1
h2i (

ki

n
− xi

)2)}

(

kj

n
− xj

)2
·

·
r

∏

i=1 (nxi)ki2 
h(nxi)ki! == 2r
r

∑

j=1 ω

(

∂2f
∂x2j ; �h){

r
∏

i=1
i6=j

ln

(1 + 1
h2i (ti − x2i ;xi

)

}

·

· ln
((tj − xj)2 + 1

h2j (tj − xj)4;xj

)

.�®-¯¥à¢ëå, á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3
ln

(1 + 1
h2i (ti − xi)2;xi

) = ln(1;xi) + 1
h2i ln((ti − xi)2;xi) == (1 + xi

h2i n) exp(nxi)2 
h(nxi) < 2.�®-¢â®àëå,
ln

((tj − xj)2 + 1
h2j (tj − xj)4;xj

) == ln

((tj − xj)2;xj

)+ 1
h2j ln

((tj − xj)4;xj

) == {

xj

n
+ 1

h2j [3x2j
n2 + xj

n3]} exp(nxj)2 
h(nxj) = {4xj

n
+ 1

n2} exp(nxj)2 
h(nxj) ≤

≤ 4xj

n
+ 1

n2 .
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30Ǒ®íâ®¬ã
|A4| ≤ 22r−1

n

r
∑

j=1 ω

(

∂2f
∂x2j ; �h)

{4xj + 1
n

} (T3-6)�æ¥­¨¬ |A5|:
|A5| ≤ 2 r

∑

j=1 r
∑

l=j+1ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h)

·

·
2r−1
∑

m=0 ∞
∑�k=0{ r

∏

i=1(1 + 1
h2i (

ki

n
− xi

)2)}

∣

∣

∣

∣

kj

n
− xj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

kl

n
− xl

∣

∣

∣

∣

·

·
r

∏

i=1 (nxi)ki2 
h(nxi)ki! == 2r+1 r
∑

j=1 r
∑

l=j+1ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h)

{

r
∏

i=1
i6=j,i6=l

ln

(1 + 1
h2i (ti − xi)2;xi

)

}

·

· ln
(

[1 + 1
h2j (tj − xj)]|tj − xj |;xj

)

ln

(

[1 + 1
h2l (tl − xl)]|tl − xl|;xl

)�®-¯¥à¢ëå, ª ª ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¯à¨ ®æ¥­ª¥ A4
ln

(1 + 1
h2i (ti − xi)2;xi

)

≤ 2�®-¢â®àëå, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2
ln

(

[1 + 1
h2j (tj − xj)2]|tj − xj |;xj

)

≤ 1√
n

{3√xj + 1√
n

}

.Ǒ®íâ®¬ã
|A5| ≤ 22r−1

n

r
∑

j=1 r
∑

l=j+1ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h)

{3√xj + 1√
n

}{3√xl + 1√
n

}

.(T3-7)�æ¥­¨¬ A6, A7, A8. Ǒà¨¬¥­ïï «¥¬¬ë 1 ¨ 4, ¯®«ãç¨¬СА
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|A6| ≤ r

∑

j=1 x2jω (

∂2f
∂x2j ; �h) 2r−1

∑

m=0(1− (−1)mj )2·
·

r
∏

i=1(1 + x2i
h2i (1− (−1)mi)2) exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ;

|A7| ≤ 2 r
∑

j=1 r
∑

l=j+1xjxlω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h) 2r−1
∑

m=0(1− (−1)mj )(1− (−1)ml)·
·

r
∏

i=1(1 + x2i
h2i (1− (−1)mi)2) exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) ;

|A8| ≤ 1
n

r
∑

j=1 xjω

(

∂2f
∂x2j ; �h)

·

·
2r−1
∑

m=0 r
∏

i=1(1 + x2i
h2i (1− (−1)mi)2) exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) .�á«¨ mi = 0, â®

(1 + x2i
h2i (1− (−1)mi)2) exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) = exp(nxi)2 
h(nxi) ≤ 1.�á«¨ mi = 1, â®,

(1 + x2i
h2i (1− (−1)mi)2) exp(nxi(−1)mi)2 
h(nxi) = (1 + 4nxi)exp(−nxi)2 
h(nxi) .� áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î y(t) = 4t − e2t. �ç¥¢¨¤­®, çâ® t = ln√2 { â®çª ¬ ªá¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ y(t), ¯®íâ®¬ã
y(t) ≤ y(ln√2) = 2 ln 2− 2 < 0 =⇒ 4t − e2t < 0 =⇒4t < e2t =⇒ 1 + 4t < 1 + e2t =⇒1 + 4t1 + e2t

< 1 =⇒ 1 + 4nx1 + e2nx
< 1 =⇒ (1 + 4nx) exp(−nx)2 
h(nx) < 1СА
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32Ǒ®íâ®¬ã
|A6| ≤ r

∑

j=1 x2jω (

∂2f
∂x2j ; �h) 2r−1

∑

m=0(1− (−1)mj )2 (1 + x2j
h2j (1− (−1)mj )2) ·

· exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) =(â ª ª ª ¯®«®¢¨­  á« £ ¥¬ëå ®¡à é ¥âáï ¢ ­®«ì)= 2r+1 r
∑

j=1 x2jω (

∂2f
∂x2j ; �h) (1 + 4nxj)exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) ;

|A7| ≤ 2 r
∑

j=1 r
∑

l=j+1xjxlω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h) 2r−1
∑

m=0(1− (−1)mj )(1− (−1)ml)·
·
(1 + x2j

h2j (1− (−1)mj )2) (1 + x2l
h2l (1− (−1)ml)2) ·

· exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) exp(nxl(−1)ml)2 
h(nxl) =(â ª ª ª 3/4 á« £ ¥¬ëå ®¡à é ¥âáï ¢ ­®«ì)= 2r+1 r
∑

j=1 r
∑

l=j+1xjxlω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h) (1 + 4nxj)(1 + 4nxl)·
· exp(nxj(−1)mj )2 
h(nxj) exp(nxl(−1)ml)2 
h(nxl) ;¨

|A8| ≤ 2r

n

r
∑

j=1 xjω

(

∂2f
∂x2j ; �h)

. (T3-8)�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ®æ¥­ª¨ |A6| ¨ |A7| à áá¬®âà¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî äã­ª-æ¨î y(t) = t+ 2t2 − et. �à ¢­¥­¨¥ y′(t) = 0 ¨¬¥¥â ¤¢  ª®à­ï t = 0 ¨
t = t0 > 0, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ t ∈ (0, t0) ¡ã¤¥â 1 + 4t > et,   ¯à¨ t ∈ (t0,∞)¡ã¤¥â 1 + 4t < et, â® ¥áâì t0 { â®çª  ¬ ªá¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ y(t).СА
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33�â¬¥â¨¬, çâ®
y′(2, 2) = 9, 8− e2,2 > 9, 8− 2, 82,2 ≈ 9, 8− 9, 63 > 0
y′(2, 5) = 11− e2,5 < 11− 2, 72,5 ≈ 11− 11, 98 < 0,á«¥¤®¢ â¥«ì­®, 2, 2 < t0 < 2, 5. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï t ≥ 0

y(t) ≤ y(t0) = t0 + 2t20 − et0 < 2, 5 + 2 · 2, 52 − 2, 72,2 ≈ 15− 8, 89 < 8=⇒ t+ 2t2 − et < 8 =⇒ t+ 2t28 + et
< 1 =⇒ 1 + 2t8 + et

<
1
t
=⇒1 + 4nx8 + e2nx

<
12nx

=⇒1 + 4nx1 + e2nx
= 8(1 + 4nx)8(1 + e2nx) <

8(1 + 4nx)8 + e2nx
<

82nx
= 4

nx
.Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¯®«ãç¥­­ãî ®æ¥­ªã, ¯®«ãç ¥¬:

|A6| ≤ 2r+3
n

r
∑

j=1 xjω

(

∂2f
∂x2j ; �h)

,

|A7| ≤ 2r+5
n

2 r
∑

j=1 r
∑

l=j+1ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h)

(T3-9)Ǒà¨¬¥­ïï ª á®®â­®è¥­¨î (T3-5) ­¥à ¢¥­áâ¢  (T3-6), (T3-7), (T3-8) ¨(T3-9), ¯®«ãç ¥¬ á ®¤­®© áâ®à®­ë
|Ln(f ; �x)− f(�x)| ≤ 1

n

r
∑

j=1 ∂2f
∂x2j(�x)xj th(nxj)++ 1

n

r
∑

j=1 ω

(

∂2f
∂x2j ; �h)

{22r+1xj + 22r−1
n

+ 2r+3xj + 2rxj

}++ 1
n

r
∑

j=1 r
∑

l=j+1ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h)

·

·
{22r−1 (3√xj + 1√

n

) (3√xl + 1√
n

)+ 2r+5
n

}

≤

≤ c(r)
n

r
∑

j=1 r
∑

l=j

ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h) (

|xj |+ |xl|+ 1
n

)+ 1
n

r
∑

j=1 ∥

∥

∥

∥

∥

∂2f
∂x2j ∥

∥

∥

∥

∥

|xj |,
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34� ¤àã£®© áâ®à®­ë,
|Ln(f ; �x)− f(�x)− 1

n

r
∑

j=1 ∂2f
∂x2j (�x)xj th(nxj)| ≤

≤ c(r)
n

r
∑

j=1 r
∑

l=j

ω

(

∂2f
∂xj∂xl

; �h) (

|xj |+ |xl|+ 1
n

)

→ 0¯à¨ n → ∞ ¨ äã­ªæ¨¨ á à ¢­®¬¥à­®-­¥¯à¥àë¢­ë¬¨ ¢â®àë¬¨ ¯à®¨§-¢®¤­ë¬¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬ ¤«ï ¯®«®�¨â¥«ì­ëå ª®®à¤¨­ â â¥®à¥¬  ¤®ª § ­ . Ǒà®-¢®¤ï â ª¨¥ �¥ à ááã�¤¥­¨ï, ª ª ¨ ¯à¨ § ¢¥àè¥­¨¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ë 2, ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 3 ¢ë¯®«­¥-­® ¤«ï «î¡®£® �x. ¤� ¬¥ç ­¨¥. � ®¤­®© áâ®à®­ë, ¨§ â¥®à¥¬ë 3 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®àï¤®ª ¯à¨-¡«¨�¥­¨ï ®¯¥à â®à ¬¨ Ln äã­ªæ¨©, ã ª®â®àëå ¢á¥ ¢â®àë¥ ¯à®¨§¢®¤-­ë¥ à ¢­®¬¥à­® ­¥¯à¥àë¢­ë, ¥áâì 1
n
. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ãª § ­­ë©¯®àï¤®ª ¯à¨¡«¨�¥­¨ï ­¥ ã«ãçè ¥âáï ¤«ï âà¨�¤ë ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥-¬ëå äã­ªæ¨©. � íâ®¬ á¬ëá«¥, â¥®à¥¬  3 ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ å®à®è®¨§¢¥áâ­®© â¥®à¥¬ë �®à®­®¢áª®© (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [6℄). �­ «®£¨ç­ë¥â¥®à¥¬ë á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ � á -�¨à ªìï­ .
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35
§4. �Ǒ������� Ln,ν(f ; �x)�«ï ν à § ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå äã­ªæ¨© à áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®àë
Ln,0(f ; �x) = Ln,1(f ; �x) = Ln(f ; �x);¤«ï ν ≥ 2

Ln,ν(f ; �x) = Ln(f ; �x)− ν
∑

k=2 ∑

α=k

∗ 1
α1!...αr!Sα

n (�x) · Ln,ν−k(F k
α ; �x),£¤¥ Sα

n (�x) = Ln( r
∏

i=1(ti − xi)αi ; �x),
∑

α=k

∗ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ ­ ¡®à ¬ æ¥«ëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ç¨á¥« αi,
i = 1, r, â ª¨å, çâ® α1 + ...+ αr = k,

F k
α = ∂kf

∂xα11 ...∂xαr
r
.�á«¨ ¢§ïâì r = 1 (äã­ªæ¨î ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®),   ¢¬¥áâ® ®¯¥à â®à®¢

Ln { ®¯¥à â®àë �¥à­èâ¥©­ , â® ¯®«ãç¨¬ ª®­áâàãªæ¨î, ª®â®à ï ¯à¨
ν = 3 ¡ë«  ãª § ­  á ¬¨¬ �.�. �¥à­èâ¥©­®¬,   ¤«ï «î¡®£® ν ¯®áâà®-¥­  ¨ ¨§ãç¥­  �.�. �¨¤¥­áª¨¬ ([5℄).������� 4. �á«¨ äã­ªæ¨ï f : Rr → R ν à § ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ , â®

|Ln,ν(f ; �x)− f(�x)| ≤ 
onst(ν, r)(1 + ‖x‖ν−1)n−ν/2 ∑

α=ν

∗
ω(F ν

α ; �h)��������������. Ǒãáâì f : Rr → R { ν à § ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ïäã­ªæ¨ï. Ǒ® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à 
f(�t) = f(�x) + ν

∑

k=1 ∑

α=k

∗ 1
α1! . . . αr!F k

α(�x) r
∏

i=1(ti − xi)αi++ ∑

α=ν

∗ 1
α1! . . . αr![F k

α(�ξ)− F k
α(�x)] r

∏

i=1(ti − xi)αi ,
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36£¤¥ �ξ = �x+ θ(�t − �x), θ ∈ [0; 1℄. �âªã¤  ¨¬¥¥¬
Ln(f(�t); �x) = f(�x) + ν

∑

k=1 ∑

α=k

∗ 1
α1! . . . αr!F k

α(�x)Sα
n (�x) +Rν(f ; �x),£¤¥ Rν(f ; �x) { â® �¥, çâ® ¨ ¢ «¥¬¬¥ 8.�á«¨ k = 1, â® αi ¢á¥, ªà®¬¥ ®¤­®£® à ¢­ë ­ã«î,   ®¤­® ¨§ ­¨å αi0 = 1.Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï k = 1

Sα
n (�x) = Ln(ti0 ; �x)− xi0Ln(1; �x) = 0.�«¥¤®¢ â¥«ì­®,

Ln(f(�t); �x) = f(�x) + ν
∑

k=2 ∑

α=k

∗ 1
α1! . . . αr!F k

α(�x)Sα
n (�x) +Rν(f ; �x).Ǒ®¤áâ ¢«ïï ¯®«ãç¥­­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ Ln ¢ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï Ln,ν , ¯®-«ãç¨¬

Ln,ν(f(�t); �x) = f(�x)++ ν
∑

k=2 ∑

α=k

∗ 1
α1! . . . αr![F k

α(�x)− Ln,ν−k(F k
α ; �x)]Sα

n (�x) +Rν(f ; �x),®âªã¤ 
∣

∣

∣Ln,ν(f(�t); �x)− f(�x)∣∣∣ ≤
≤

ν
∑

k=2 ∑

α=k

∗ 1
α1! . . . αr! ∣∣∣F k

α(�x)− Ln,ν−k(F k
α ; �x)∣∣∣∣∣∣Sα

n (�x)∣∣∣+ ∣

∣

∣Rν(f ; �x)∣∣∣(T3-1)�«ï ν = 2 ­¥à ¢¥­áâ¢® (T3-1) ¯à¨¬¥â ¢¨¤
∣

∣

∣Ln,2(f(�t); �x)− f(�x)∣∣∣ ≤
≤

∑

α=2∗ 1
α1! . . . αr! ∣∣∣F 2

α(�x)− Ln(F 2
α; �x)∣∣∣∣∣∣Sα

n (�x)∣∣∣ + ∣

∣

∣
R2(f ; �x)∣∣∣ ≤СА
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37¯à¨¬¥­¨¬ «¥¬¬ë 7, 8 ¨ â¥®à¥¬ã 1:
≤

∑

α=2∗ 
onst(α, r)
α1! . . . αr! 1 + ‖�x‖

n
ω(F 2

α; �h) + 
onst(r)∑

α=2∗ ‖�x‖n
ω(F 2

α; �h) ≤
≤ 
onst(r)1 + ‖�x‖

n

∑

α=2∗ω(F 2
α; �h)¨ ¤«ï ν = 2 ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«­¥­®. Ǒãáâì ®­® ¢ë¯®«­¥­®¤® ­¥ª®â®à®£® ν − 1 ¢ª«îç¨â¥«ì­®. �®£¤ , ¯à¨¬¥­ïï ª (T3-1) «¥¬¬ë7, 8 ¨ ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨, ¯®«ãç¨¬

∣

∣

∣Ln,ν(f(�t); �x)− f(�x)∣∣∣ ≤
≤

ν
∑

k=2 ∑

α=k

∗ 
onst(α, r)
α1! . . . αr! (1 + ‖�x‖ν−k−1)n− ν−k2 (1 + ‖�x‖k−1)n−[ k+12 ℄·

·
∑

β=ν−k

∗
ω
((F k

α)ν−k
β ; �h)++ 
onst(r, ν) ∑

α=ν

∗
ω(F ν

α ; �h)‖x‖ν/2n−ν/2 ≤
≤ 
onst(r, ν) ∑

α=ν

∗
ω(F ν

α ; �h)(1 + ‖x‖ν−1)n−ν/2. ¤
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§5. ОБОБЩЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ     𝐿𝑛(𝑓; 𝑥̅) 

 

Применяя идеи и методы, изложенные в §1-3, построим класс опера-

торов для приближения функций многих переменных с определен-

ным весовым ограничением на рост в бесконечности. 

Обозначим   ℳ  – класс линейных положительных операторов вида  

( ) ,
)(
)(

);( ,

0

k

n

kn

k
n
k

n x
xv
xu

fxfl ∑
∞

=
=  ),;0[ ∞∈x  

где )(, xu kn  и  )(xvn  – дифференцируемые функции, удовлетво-

ряющие условиям: 

(1)  0)(, ≥xu kn  и  0)( >xvn  для 0≥x , ,1)0( =nv  ;)(lim ∞=
∞→

xvnx
 

(2) ;)()(
0

,∑
∞

=
=

k
n

k
kn xvxxu  

(3)  ;
)2(

)())((
0

,∑
∞

=
=−

k n

nk
kn xv

xvxxu   

(4) для k

n

kn
kn x

xv
xu

xq
)(
)(

)( ,
, =  выполняется соотношение:  

)(
)(

)(' ,, xq
xw
nxkxq knkn

−
= ,  

где )(xw – дважды дифференцируемая функция, не имеющая нулей 

на );0( ∞ . 

Этим условиям удовлетворяют, например,  

операторы Саса-Миракьяна:      ( ) nx
k

k
n e

k
nx

n
kfxfM −

∞

=
∑= !

)();(
0

 , 
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операторы Баскакова:   ( )
knx

kx
k
kn

n
kfxfБ

k
n ++








 −+
= ∑

∞

= )1(

1
);(

0
,  

операторы Каталана: ( )
knxnk

knxknx
k

nk
n
kfxfK

k
n 2)21)(2(

)1(2
);(

0 +++

++







 +
=∑

∞

=

  

и другие. 

Пусть, как и раньше: 

для  m N∈ 0  имеем представление в двоичном формате: 

 12
321 2...22 −⋅++⋅+⋅+= r

rmmmmm , где }1;0{∈km ; 

),...,( 1 rxxx = ; 

|)||,...,(||| 1 rxxx = ; 







 −−−= rmmm

mn
n
rk

n

k

n

kk )1(,....,)1(,)1( 21 21
, , где k Nj ∈ 0 ,  n N∈ ; 

( ) rr kmkmkm ++= .....11 . 

Для RRf r →: ,  rRx ∈  по классу ℳ построим класс  ℳ* операторов 

)()()1();( ,,
0

12

0

)(
mknmn

k m

km
n xpkfxfL

r

⋅−= ∑∑
∞

=

−

=

,  

где ∏
=

=
r

i

k
i

in

ikn
kn

ii x
xz
xu

xp
1

,
, )(

|)(|
)( ;  

|)|2(
|)(||)(|)(

xv
xvxvxz

n

n
nn += .  

Пусть )(xQ – положительная, непрерывная, убывающая по каждой пе-

ременной функция, определенная на r);0[ ∞ , такая, что  

)(
|)(|

)(
1

,
,0

12

0 xQ
cxp

kQ
mkn

mnk m

r

≤⋅∑∑
∞

=

−

=

. 

Модулем непрерывности функции RRf r →:  с весом Q , будем назы-

вать  

Qω
rRxhR

hf
∈∈

= supsup),(
)(δ

)()(|)(| xfxfxQ −+δ ,   

где ],0[],0[],0[)( 21 rhhhhR ×⋅⋅⋅⋅××= . 
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ТЕОРЕМА 5. Пусть RRf r →:  -- непрерывная функция, для которой 

величина |)(||)(| xfxQ  ограничена. Тогда )();( xfxfLn → , причем 

имеет место неравенство: 

|)(| xQ );()()();( hfrCxfxfL Qn ω≤− ,       

где 
|)|2(1

|||)(|
2

in

ii
i xv

x
n
xw

h
+

+= . 

Доказательство теоремы разобьем на леммы. 

 

Лемма1.  Для ,0≥x  Nm∈  

).;(')();();( 11 xtl
n
xwxtxlxtl m

n
m

n
m

n
−− +=  

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При 0=x  равенство очевидно. При 0>x  в силу 

условия (4) имеем:  

)(')()()( ,,, xq
n
xwxxqxq

n
k

knknkn += . 

Тогда  

=





= ∑

∞

=

)();( ,
0

xq
n
kxtl kn

m

k

m
n =






 +








−∞

=
∑ )(')()( ,,

1

0
xq

n
xwxxq

n
k

knkn

m

k
 

= +







−∞

=
∑ )(,

1

0
xq

n
kx kn

m

k
)(')(

,

1

0
xq

n
k

n
xw

kn

m

k

−∞

=
∑ 






 ).;(')();( 11 xtl

n
xwxtxl m

n
m

n
−− += � 

 

СЛЕДСТВИЯ. Отметим, что в силу условия (2) 1);1( =xln .  Применяя 

лемму 1, получаем следующие равенства: 

1о.  xxl
n
xwxxlxtl nnn =+= );1(')();1();( ; 

2о.  
n
xwxxtl

n
xwxtxlxtl nnn

)();(')();();( 22 +=+= ; 

3о.  =+−=− );1();(2);();)(( 222 xlxxtxlxtlxxtl nnnn n
xw )( . 
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Лемма  2.  1);1( =xLn . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  

=);1( xLn ∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r

)(, xp kn =∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r

=
+∏

=

r

i

k
i

inin

inikn ii x
xvxv
xvxu

1

,

|))|2(1|)((|
|)|2(|)(|

 

=∑∑ ∑
−

=

∞

=

∞

=−

12

0 0 01 1

r

rm k k
 ⋅





+
− ∏

−

=

++ −−
1

1

,....

|))|2(1|)((|
|)|2(|)(|

)1( 1111
r

i

k
i

inin

iniknkmkm iirr x
xvxv
xvxu

 

∑
∞

=

−⋅
0

)1(
r

rr

k

km




+

rr k
r

rnrn

rnrkn x
xvxv
xvxu

|))|2(1|)((|
|)|2(|)(|,  

Обозначим последнюю сумму );( rr mxA . Тогда  

∑
∞

=

−
0

)()1(
k

km )(, xp kn =∏
=

r

i
ii mxA

1
),(       

(1) 

и        =);1( xLn ∑∏
−

= =

12

0 1
),(

r

m

r

i
ii mxA . 

Если 0≥rx , 0=rm , то  

);( rr mxA =
))2(1)((

)2(

rnrn

rn

xvxv
xv

+ ∑
∞

=

⋅
0

, )(
r

r
r

k

k
rrkn xxu =

)2(1
)2(

rn

rn

xv
xv

+
. 

Если 0≥rx , 1=rm , то  

);( rr mxA =
))2(1)((

)2(

rnrn

rn

xvxv
xv

+ ∑
∞

=

−⋅
0

, ))((
r

r
r

k

k
rrkn xxu =

)2(1
1

rn xv+
. 

Если 0<rx , 0=rm , то  

);( rr mxA =
))2(1)((

)2(

rnrn

rn

xvxv
xv

−+−
− ∑

∞

=

−⋅
0

, )(
r

r
r

k

k
rrkn xxu =

)2(1
1

rn xv −+
. 

Если 0<rx , 1=rm , то  

);( rr mxA =
))2(1)((

)2(

rnrn

rn

xvxv
xv

−+−
− ∑

∞

=

−−⋅
0

, ))((
r

r
r

k

k
rrkn xxu =

)2(1
)2(

rn

rn

xv
xv
−+

− . 

Завершение доказательства проведем по индукции. Пусть r=1, тогда 

=);1( xLn 1)1,()0,( =+ xAxA . 
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Предположим, что для некоторого r 1);1( =xLn . Тогда для r+1 

=);1( xLn ∑∏
−

= =

12

0 1
),(

r

m

r

i
ii mxA )0,( 1+rxA +∑∏

−

= =

12

0 1
),(

r

m

r

i
ii mxA )1,( 1+rxA = 

(с учетом предположения индукции)       = )0,( 1+rxA + )1,( 1+rxA =1 

и лемма 2 доказана. � 

 

Лемма 3. Для функции  

r

hh

r
dtdttxf

hh
xg

r

....)(....
....
1)( 1

001

1

+= ∫∫  

 имеют место неравенства: 

1о.  
|)(|

);(
|)()(|

xQ
hf

xfxg Qω
≤− ; 

2о.  rQ
nn xQ

hf
xfLxgL 2

|)(|
);(

|);();(|
ω

≤− ; 

3о.   
|)(|
))(;(

xQh
ihf

x
g

i

Q

i

ω
≤

∂
∂ , где )0....,0,,0,....0()( ihih = . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Неравенство 1о  непосредственно следует из 

определений g и ω. 

 Покажем 2о: 

≤− |);();(| xfLxgL nn ∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r

))()(( ,, mnmn kfkg − ≤)(, xp kn  

∑∑
∞

=

−

=

≤
0

12

0k m

r

|)()(| ,, mnmn kfkg − ≤|)(|, xp kn |)(|
);(

xQ
hfQω
∑∑
∞

=

−

=0

12

0
, |)(|

k m
kn

r

xp = 

 (с учетом (1))   =
|)(|

);(
xQ

hfQω
∑∏
−

= =

12

0 1
)0|,(|

r

m

r

i
ixA ,  

где, как и в лемме 2, )0|;(| ixA = 1
|)|2(1

|)|2(
<

+ in

in

xv
xv , откуда и следует не-

равенство 2о. 
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Докажем 3о. Для любой непрерывной функции q(t)  имеет место ра-

венство  

)()())()((1lim
0

aqbqdttqδtq
δ

b

a

−=−+∫→δ
. 

Поэтому =
∂
∂

1x
g

[ ] rrrrr

hh

r
dtdttxtxtxftxtxδtxf

hh

r

....),....,,(),....,,(....
....
1

222112211
001

2

+++−++++∫∫
 

|)(|
))1(;(

11 xQh
hf

x
g Qω

≤
∂
∂

∫∫
rh

r

h

r
dtdt

hh 0
2

01
........

....
1 2

=
|)(|
))1(;(

1 xQh
hfQω

. 

Аналогично для других координат, и лемма 3 полностью доказана. � 

 

Лемма 4. Обозначим ),....,,,...,()( 111 rjjj xxxxxjx +− −=  и ))(()( jxfxf j = , то-

гда 

))(;();( jxfLxfL jnn = . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

=))(;( jxfL jn ∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r

))( ,mnj kf =)(, xp kn  

=∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r



−−−−


 − ++− +−

n
k

n
k

n
k

n
k

n
kf rmjmjmjmm rjjj )1(,...,)1(,)1(,)1(,...,)1( 1111 111 ⋅ 

⋅ ))((, jxp kn . 

В сумме по m  для каждого номера   

r
r

j
jj

j
jo mmmmmm 1

1
1

1
2

21 2....2122....2 −
+

−
−

− +++⋅++++=  

найдется парный номер  

r
r

j
jj

j
j mmmmmm 1

1
1

1
2

21
* 2....2022....2 −

+
−

−
− +++⋅++++= . 
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Поменяем местами все пары слагаемых с номерами mо  и   m*, полу-

чим, что 

=))(;( jxfL jn ∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r

jjj
o
j kmkm *

)1( +− 

−


 −

n
k

n
kf rmm r)1(,...,)1( 11 ))((, jxp kn = 

=∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r

jk)1(− )( ,mnkf ))((, jxp kn =∑∑
∞

=

−

=

−
0

12

0

)()1(
k m

km
r

)( ,mnkf )(, xp kn , 

что и доказывает лемму.� 

Лемма 5. Пусть, как и выше, r

hh

r
dtdttxf

hh
xg

r

....)(....
....
1)( 1

001

1

+= ∫∫ , тогда  

,
)(

2
|)(|

);(
|)();(|

1

1∑
=

−⋅≤−
r

j j

jnrQ
n h

xα
xQ

hfω
xgxgL     где 

|)|2(1
|||)(|

2)(
jn

jj
jn xv

x
n
xw

xα
+

+= . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x – точка с неотрицательными координа-

тами. Обозначим ))1(,....,)1(( 1
1

r
mm xxmx r−−= . С учетом леммы 2 

=− )();( xgxgLn =− );1()();( xLxgxgL nn  

=∑∑
−

=

∞

=

−
12

0 0

)()1(
r

m k

km ( ))()( , mmn xgkg − )(, xp kn +∑∑
−

=

∞

=

−
12

0 0

)()1(
r

m k

km ( ))()( xgxg m − )(, xp kn , 

Откуда  

≤− |)();(| xgxgLn  

≤  ∑∑
−

=

∞

=

−
12

0 0

)()1(
r

m k

km |)()(| , mmn xgkg − )(, xp kn + |)()1(||)()(|
0

,
)(

12

0
∑∑
∞

=

−

=

−−
k

kn
km

m
m xpxgxg

r

 

 

По формуле конечных приращений  

)()()()(
1

jj

r

j j
xtξ

x
gxgtg −⋅

∂
∂

=− ∑
=

,   где ))(),....,(( 111 rrr xtθxxtθxξ −+−+= , 

)1;0(∈θ . 
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Поэтому, с учетом леммы 3 получаем  

≤− |)();(| xgxgLn ∑∑∑
−

=

∞

= =

12

0 0 1 )(
)0,...,,...,0(;(r

m k

r

j j

jQ

xQh
hfω

)(|| , xpx
n
k

knj
j ⋅− + 

+∑∑
−

= =

12

0 1 )(
)0,...,,...,0(;(r

m

r

j j

jQ

xQh
hfω

|)()1(||)1(| ,
0

xpxx kn
k
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jj

m j ∑
∞

=

−⋅−− ≤  

≤ ∑∑∑
−

=

∞

==

−
12

0 01
||1

)(
);( r

m k
j

j
r

j j

Q x
n
k

hxQ
hfω

)(, xp kn + 

+
)(

);(
xQ

hfQω
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−

==

−−
12

01
|1)1(|

r

j

m

m
r

j j

j

h
x

|)()1(| ,
0

xp kn
k

km∑
∞

=

− =
)(

);(
xQ

hfQω
)( 21 AA + . 

Преобразуем первое слагаемое: 

∑
∞

=

−
0

||
k

j
j x

n
k

)(, xp kn =∑
∞

=

−
0

||
k

j
j x

n
k

=
+∏

=

r

i

k
i
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inikn ii x
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1

,

))2(1)((
)2()(

 

= ∑
∞

=

−
0

||
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j
j x

n
k

jj k
j

jnjn

jnjkn
x

xvxv

xvxu

))2(1)((

)2()(,

+
=

+∏
≠
=

r

ji
i in

in

xv
xv

1 )2(1
)2(  

= ∑
∞

=

−
0

||
jk

j
j x

n
k

jj k
j

jn

jkn
x

xv

xu

)(

)(,
∏
= +

r

i in

in

xv
xv

1 )2(1
)2( . 

В силу неравенства Коши-Буняковского  

∑
∞

=

−
0

||
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j
j x

n
k

jj k
j

jn

jkn
x

xv

xu

)(

)(, ∑
∞

=

≤
0

,

)(

)(

j

jj

k

k
j

jn

jkn
x

xv
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jj

j

k
j

jn

jkn

k
j

j x
xv
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x

n
k

)(

)(,

0

2

∑
∞

=








− = 

= );1( jn xl );)(( 2
jjn xxtl − =

n
xw j )(

. 

Кроме того, 1
)2(1

)2(
<

+ in

in

xv
xv , поэтому  ∑∑

−

==

≤
12

01
1

)(1
r

m

j
r

j j n
xw

h
A = ∑

=

r

j j

j
r

h

xw

n 1

)(2 . 

Преобразуем второе слагаемое. Так как 1|);(| <ii mxA , где );( ii mxA  то 

же, что и в лемме 2, получаем, что 

=2A ∑∑
−

==

−−
12

01
|1)1(|

r

j

m

m
r

j j

j

h
x

∏
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r

i
ii mxA

1
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−−<
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r
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m

m
r

j j

j

h
x

|);(| jj mxA . 
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При 0=jm  слагаемое в последней сумме пропадает, поэтому  

2A ∑∑
−

==

−−<
12

01
|1)1(|

r

j

m

m
r

j j

j

h
x

|)1;(| jxA = 

= ∑∑
−

==

−−
12
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|1)1(|

r
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j j
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h
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=
+ )2(1

1

jn xv ∑
=

−

+

r

j jnj

jr

xvh
x

1

1

))2(1(
2 . 

И, подставляя полученные оценки, имеем: 

∑
=

−⋅≤−
r

j j

rQ
n hxQ

hfω
xgxgL

1

1 12
|)(|

);(
|)();(|


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









+
+

)2(1
)(

2
jn

jj

xv
x

n
xw

,  

и для неотрицательных координат утверждение леммы доказано. 

 Пусть теперь 0<ix , а остальные координаты неотрицательны. 

Обозначим, как и в лемме 4, ),....,,,...,()( 111 rjjj xxxxxjx +− −= , 

))(()( jxfxf j = , ))(()( jxgxg j = . Тогда, с учетом леммы 4,  

=− |)();(| xgxgLn ≤− |))(())(;(| ixgixgL iin   (по доказанному)  

∑
=

−⋅≤
r

j j

jnriQ

h
ixα

ixQ
hfω

1

1 ))((
2

|))((|
);(

∑
=

−⋅=
r

j j

jnrQ

h
xα

xQ
hfω

1

1 )(
2

|)(|
);(

 

и утверждение леммы так же выполнено. Применяя необходимое ко-

личество раз те же рассуждения, что и выше, получим, что утвер-

ждение леммы выполнено для x  с любым количеством отрица-

тельных координат. � 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Пусть )(xg  то же, что и выше. 

Возьмем ).( jnj xαh
j

=  

≤− |)();(| xfxfLn |);();(| xgLxfL nn − + |)();(| xgxgLn − + |)()(| xfxg − . 

Во-первых, с учетом леммы 3, 

|);();(| xgLxfL nn − = ∑∑
−

=

∞

=

−
12

0 0

)()1(|
r

m k

km ( ) |)()( ,, mnmn kgkf − )(, xp kn ≤  

≤ ∑∑
−

=

∞

=

12

0 0 , )(
);(r

m k mn

Q

kQ
hfω

|)(| , xp kn ≤
|)(|

);(
xQ

hfCωQ . 

Во-вторых, по лемме 5 

∑
=

−⋅≤−
r

j j

jnrQ
n h

xα
xQ

hfω
xgxgL

1

1 )(
2

|)(|
);(

|)();(| r
xQ

hfω rQ 12
|)(|

);( −⋅≤ ,  

и, оценивая  |)()(| xfxg − , так же по лемме 3 получаем  

≤− |)();(| xfxfLn ]22[
|)(|

);( 1 rrQ rC
xQ

hfω
++⋅ − ,  

откуда |)(| xQ );()()();( hfrCxfxfL Qn ω≤− ,  что и требовалось доказать. 

 

 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



48
� � � � � � � � � �1. �®à®¢ª¨­ Ǒ.Ǒ. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¨ â¥®à¨ï ¯à¨¡«¨�¥­¨© //"� -ãª " �., 1959.2. �¨à ªìï­ �.�. �¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ ­¨¥ ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© á ¯®¬®-éìî ¯®«¨­®¬®¢ e−nx

n
∑

k=0 ck,nxk //�®ª«. �� ����, 1941, â.31, á.201-205.3. Szasz O. Generalization of S.Bernstein's polinomials to the in�nite inter-val //J. Res. Nat. Bur. Standards, Se
t.B, 1950, v.45, p.239-245.4. Grof J. Konstruktion einer Folge linearer Operatoren zur Approximationauf der ganzen reellen A
hes //"�®­áâàãªâ¨¢­ ï â¥®à¨ï äã­ªæ¨©, �à.�¥�¤. ª®­ä. � à­ , 1-5 ¨î­ï 1981", �®ä¨ï, 1983, á.336-340.5. �¨¤¥­áª¨© �.�. �­®£®ç«¥­ë �¥à­èâ¥©­  { �§¤-¢® �¥­¨­£à ¤. £®á.¯¥¤. ¨­-â  { 1990.6. �ã¤®è­¨ª®¢  �.�. Ǒà¨¡«¨�¥­¨¥ ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© ¬­®£¨å ¯¥-à¥¬¥­­ëå. // � à â. £®á. ã­-â.-� à â®¢, 2001. - 10 á. - �¥¯. ¢������ 03.10.2001, ü 2083-�2001.7. �ã¤®è­¨ª®¢  �.�. �¯¯à®ªá¨¬ â¨¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ¬­®£®¬¥à­ëå  ­ «®-£®¢ ®¯¥à â®à®¢ � á -�¨à ªìï­ . // � à â. £®á. ã­-â.-� à â®¢, 2001.- 24 á. - �¥¯. ¢ ������ 20.11.2001, ü 2412-�2001.
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО




