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Предисловие автора

При чтении спецкурсов, руководстве курсовыми, бакалаврскими и маги-
стерскими выпускными работами, при работе с аспирантами и соискате-
лями постоянно возникает потребность в быстром введении слушателей
в спектральную теорию обыкновенных дифференциальных операторов
или некоторые специальные разделы этой теории.

К нашему большому сожалению, имеется не так уж много доступ-
ных материалов для этого. Чтобы дополнить эти материалы, издается
настоящее пособие, в котором излагается содержание кандидатской дис-
сертации автора [1]. К сожалению, материалы диссертаций, как правило,
недоступны массовой аудитории, хотя, как кажется автору, именно дис-
сертации представляют особый интерес для читателей, интересующихся
соответствующей тематикой. Это связано с тем, что именно в диссерта-
циях дается подробная история вопроса, четкие постановки решаемых
задач и подробное изложения доказательств полученных результатов.

Данный материал, как надеется автор, позволит читателям получить
необходимые предварительные сведения из некоторых разделов спек-
тральной теории обыкновенных дифференциальных операторов, полу-
чить представление о задачах и проблемах, возникающих в этой теории
и методах для решения этих задач и проблем.

Дальнейший материал есть изложение кандидатской диссертации ав-
тора [1]. В тексте диссертации исправлены выявленные к настоящему
времени описки и неточности. Обращаем Ваше внимание на то, что все
исторические сведения и цитированная литература относятся к моменту
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написания этой диссертации. Ради удобства, излагаемый материал раз-
бит на три части в соответствии с главами диссертации (часть 1, часть 2,
часть 3). В части 1 настоящего пособия излагается введение диссертации
и глава 1.
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Введение

Многие вопросы современной математики, механики и физики приво-
дят к спектральному анализу несамосопряженных операторов. Спек-
тральный анализ таких операторов включает в себя задачи определе-
ния собственных значений (с.з.), собственных и присоединенных функ-
ций (c.п.ф.) или, как часто говорят, корневых функций (к.ф.), разло-
жения произвольной функции в ряд по с.п.ф., вопросы полноты и ба-
зисности с.п.ф., равносходимости разложений по с.п.ф. и по известным
системам функций и т. д. Такого рода задачи и вопросы всегда возни-
кают, например, при обосновании метода Фурье решения краевых задач
для дифференциальных уравнений в частных производных. Хотя мно-
гие задачи спектрального анализа несамосопряженных операторов еще
далеки от окончательного решения, именно в последние три десятиле-
тия он обогатился целым рядом фундаментальных результатов, которые
стимулировали исследования в данной области. На это указывают мно-
гочисленные публикации.

Настоящая работа посвящена спектральному анализу двух классов
несамосопряженных операторов: квазидифференциальных и интеграль-
ных. В ней, в частности, решаются вопросы безусловной базисности в
L2[0, 1] с.п.ф. квазидифференциальных (к.д.) операторов, равносходимо-
сти разложений произвольной функции по с.п.ф. этих операторов и по
тригонометрической системе, а также равносходимости с рядом Уолша-
Фурье разложений по с.п.ф. интегральных операторов.

Вопросом о разложении по с.п.ф. краевой задачи на отрезке [0, 1],
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порождаемой дифференциальным уравнением n-го порядка

`(y)− λy = y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y − λy = 0 (0.1)

и линейно независимыми краевыми условиями

Ui(y) =
n∑
j=1

aijy
(n−j)(0) +

n∑
j=1

bijy
(n−j)(1) = 0, i = 1, n, (0.2)

одним из первых занимался G. Birkhoff [2,3]. Он доказал, что при некото-
рых ограничениях на коэффициенты форм Ui(y), называемых условиями
регулярности [4, c. 66–67], ряд Фурье по с.п.ф. функции f(x), имеющей
ограниченную вариацию, сходится к 1

2

(
f(x+0)+f(x−0)

)
в каждой внут-

ренней точке [0, 1], а в точках 0 и 1 ряд сходится к αf(0 + 0) + βf(1− 0),
где постоянные α и β определяются краевыми условиями. При этом
G. Birkhoff предполагал, что p1(x) ≡ 0 или, по крайней мере, из Cn−1[0, 1],
a pj(x), j = 2, n, непрерывны на [0, 1]. При получении этого результата
G. Birkhoff решил также вопросы о распределении с.з. и об асимптотике
собственных функций задачи (0.1)–(0.2). Основным средством для реше-
ния этих вопросов была асимптотика системы решений уравнения (0.1)
при |λ| → ∞, полученная G. Birkhoff’ом в [5].

В дальнейшем Я.Д. Тамаркин усилил результат G. Birkhoff’а, показав
в [6], что при p1(x) ∈ Cn−1[0, 1] и регулярных краевых условиях для вся-
кой интегрируемой функции ряды по с.п.ф. задачи (0.1)–(0.2) и по триго-
нометрической системе равномерно равносходятся внутри [0, 1]. Анало-
гичный результат, но значительно позже, получил M. Stone [7]. Теорема
Я.Д. Тамаркина обобщала теоремы о равносходимости E. Hobson’а [8],
В.А. Стеклова [9], A. Haar’а [10,11], доказанные ими для краевых задач
второго порядка.

Более общие краевые задачи, а также краевые задачи в простран-
стве вектор-функций (но опять-таки с условиями регулярности краевых
условий и достаточной гладкости коэффициента при (n − 1)-ой произ-
водной или аналогичных ему коэффициентов) изучались Я.Д. Тамарки-
ным [12,13], G. Birkhoff’ом и R.E. Langer’ом [14] и многими другими.
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Совсем недавно А.П. Хромов [15, 16] распространил теорему о рав-
носходимости Я.Д. Тамаркина на интегральные операторы, ядра кото-
рых обобщают свойства функции Грина задачи (0.1)–(0.2) с регулярными
краевыми условиями. А.П. Хромов установил, что такие операторы яв-
ляются в определенном смысле каноническими в классе интегральных
операторов, для разложений по с.п.ф. которых имеет место равносходи-
мость с тригонометрическим рядом. Случай p1(x) /∈ Cn−1[0, 1] А.П. Хро-
мовым не рассматривался.

В основе перечисленных выше результатов лежал метод Пуанкаре–
Коши [17] или, по-другому, метод контурного интеграла. Другой под-
ход к проблеме равносходимости продемонстрировал В.А. Ильин [18–21].
При получении своих результатов он существенно использовал формулу
среднего значения. В.А. Ильин доказал равномерную равносходимость с
тригонометрическим рядом разложений в биортогональный ряд по с.п.ф.
произвольного несамосопряженного дифференциального оператора, по-
рожденного выражением `(y), с произвольными краевыми условиями,
обеспечивающими некоторое асимптотическое поведение с.з. Доказанные
В.А. Ильиным теоремы формулируются в терминах условий на коэффи-
циенты `(y) и функции биортогональной системы и охватывают ранее
известные результаты, касающиеся равносходимости, в частности, слу-
чаи регулярных краевых условий. Более того, эти теоремы впервые уста-
навливают локальный характер не только требований на разлагаемую
функцию, но и требований на коэффициенты `(y) и функции биортого-
нальной системы.

В начале 60-х годов Г.М. Кесельманом [22] и В.П. Михайловым [23]
была доказана теорема о безусловной базисности в L2[0, 1] с.п.ф. задачи
(0.1)–(0.2) при условии, что p1(x) ∈ Cn−1[0, 1], остальные коэффициен-
ты суммируемы на [0, 1], а краевые условия регулярны при n нечетном
и усиленно регулярны при n четном (определение усиленной регуляр-
ности см. в [4, c. 71]; оно гарантирует простоту достаточно больших по
модулю с.з.). Договоримся далее называть краевые условия, регулярные
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при n нечетном и усиленно-регулярные при n четном, просто усиленно-
регулярными. Как показано в [24], в гильбертовом пространстве поня-
тие базиса безусловной сходимости, удовлетворяющего дополнительному
требованию 0 < m ≤ ‖ϕj‖ ≤M <∞, j = 1, 2, . . ., эквивалентно понятию
базиса Рисса, которое было введено Н.К. Бари [25].

Все приведенные выше результаты относятся к задачам (0.1)–(0.2) с
достаточно гладким коэффициентом p1(x), а также к обобщениям имен-
но таких задач. Вопрос о влиянии свойств этого коэффициента на равно-
сходимость, безусловную базисность при уменьшении его гладкости до
сих пор оставался открытым, если не считать частного случая, рассмот-
ренного М.И. Ломоносовым [26, 27]. Решению этого вопроса и посвяще-
ны первая и вторая главы диссертации, причем решается этот вопрос на
классе к.д. операторов, определяемых к.д. выражениями n-го порядка
на [0, 1]

Dny = y[n], (0.3)

где

Dky = y[k] = i
d

dx
y[k−1] +

k−1∑
j=0

pkj(x)y[j], k = n, n− 1, . . . , 1, D0y = y[0] = y,

pkj ∈ L1[0, 1] (выражения y[n] являются частным случаем выражений,
введенных Д.Шином [28]) и линейно независимыми краевыми условиями

Ui(y) =
n∑
j=1

aijy
[n−j](0) +

n∑
j=1

bijy
[n−j](1) = 0, i = 1, n. (0.4)

В этом случае роль p1(x) играют коэффициенты pk,k−1(x), k = 1, n.
В первой главе решается вопрос о безусловной базисности в L2[0, 1]

с.п.ф. оператора (0.3)–(0.4). Основным является следующий результат
(теорема (5.1)1): с.п.ф. оператора (0.3)–(0.4) образуют базис безусловной

1Нумерация параграфов в диссертации сквозная; при этом для формул, лемм,
теорем, следствий и замечаний используется единая нумерация, состоящая из двух
чисел, заключенных в круглые скобки: первое число — номер параграфа, второе число
— номер формулы, леммы и т. д. в этом параграфе.
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сходимости в L2[0, 1], если pk,k−1(x) ∈ L2[0, 1], k = 1, n, а краевые усло-
вия усиленно-регулярны. Следствием этого результата является утвер-
ждение о том, что с.п.ф. задачи (0.1)–(0.2) образуют базис безусловной
сходимости в L2[0, 1], если p1(x) ∈ L2[0, 1], а краевые условия усиленно-
регулярны (теорема (5.2)). В [22] для справедливости этого утверждения
требовалось, чтобы p1(x) ∈ Cn−1[0, 1]. Отметим, что по терминологии [29]
к.д. оператор (0.3)–(0.4), удовлетворяющий теореме (5.1), является спек-
тральным оператором.

Во второй главе решается вопрос о равносходимости внутри [0, 1] раз-
ложений по с.п.ф. оператора (0.3)–(0.4) c регулярными краевыми услови-
ями и по тригонометрической системе. Основной является теорема (7.1).
В ней утверждается, что множество функций f(x), для которых име-
ет место равносходимость, зависит от свойств коэффициентов pk,k−1(x),
k = 1, n, а именно: если, например, pk,k−1(x) ∈ Lr[0, 1], то равносходи-
мость имеет место для функций f(x) ∈ Lq[0, 1], где 1/r + 1/q < 1; если
pk,k−1(x) ∈ C[0, 1] и ω(pk,k−1; δ)C[0,1] = O(ln−α 1

δ
), где ω(pk,k−1; δ)C[0,1] есть

модуль непрерывности функции pk,k−1(x) в метрике C[0, 1], то равносхо-
димость имеет место для функций f(x) ∈ L1[0, 1], таких, что ω(f ; δ)L1[0,1] =

O(ln−β 1
δ
), где α+β > 1, и наоборот. При этом, если в первом случае усло-

вие на r и q заменить на противоположное, а именно: 1/r + 1/q > 1, то
утверждение теоремы станет неверным. Аналогично, во втором и тре-
тьем случае утверждение теоремы станет неверным, если α + β < 1.
Следствием этой теоремы является теорема (7.3) о равносходимости раз-
ложений по с.п.ф. задачи (0.1)–(0.2) с регулярными краевыми услови-
ями и по тригонометрической системе, формулировка которой дослов-
но повторяет формулировку теоремы (7.1), но только вместо pk,k−1(x),
k = 1, n, берется коэффициент p1(x). Для сравнения теоремы (7.3) с тео-
ремой Я.Д. Тамаркина рассмотрим случай f(x) ∈ L1[0, 1] (Я.Д. Тамар-
кин рассматривал именно этот случай). Из теоремы (7.3) следует, что для
равносходимости достаточно, например, чтобы ω(p1; δ)C[0,1] = O(ln−α 1

δ
),

где α > 1. В теореме Тамаркина для этого требовалось, чтобы p1(x) ∈

9СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



Cn−1[0, 1]. Отметим, что из результата М.И. Ломоносова [27] следует рав-
носходимость для задачи (0.1)–(0.2) второго порядка с распадающимися
краевыми условиями при p1(x) ∈ L∞[0, 1] и f(x) ∈ L2[0, 1]. В теореме
(7.3) для этого достаточно, чтобы p1(x) ∈ Lr[0, 1] и f(x) ∈ L2[0, 1], где
1/r + 1/2 < 1 или r > 2.

В третьей главе изучается равносходимость с рядом Уолша–Фурье
разложений по с.п.ф. одного класса интегральных операторов. Система
функций Уолша была введена и исследована J. Walsh’ем [30]. Изуче-
ние этой системы, затем, продолжили S. Kaczmarz и H. Steinhaus [31],
R. Paley [32], N. Fine [33] и многие другие. В последнее время вновь воз-
рос интерес к этой системе функций. Она нашла применение в вычисли-
тельной технике и некоторых разделах физики [34]. В конце 60-х годов
J. Gibbs и его сотрудники M. Millard и B. Ireland [35–37] заложили ос-
новы диадического анализа, опирающегося на систему функций Уолша.
Дальнейшее развитие диадический анализ получил в работах P. Butzer’а
и H. Wagner’а [38,39], которые определили и детально исследовали диад-
ную производную.

Пусть {ψk(x)}∞k=0 есть система функций Уолша в нумерации R. Paley
[32] (система функций Уолша–Пэли). Рассмотрим вполне непрерывный
оператор, действующий в L1[0, 1]

Af =

∫ 1

0

A(x, t)f(t) dt (0 ≤ x ≤ 1), (0.5)

где

A(x, t) = 1 +
∞∑
k=1

ψk(x)ψk(t)

kn
+ V (x, t) (n ≥ 2).

Так как разложение по с.п.ф. оператора

Inf =

1∫
0

In(x, t)f(t) dt,

где

In(x, t) = 1 +
∞∑
k=1

ψk(x)ψk(t)

kn
,
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есть разложение в обычный ряд Уолша–Фурье, то естественно поставить
вопрос, при каких условиях на функцию V (x, t) имеет место равносхо-
димость в метрике L∞[0, 1] разложений произвольной функции f(x) ∈
L1[0, 1] по с.п.ф. оператора A и по системе Уолша. Решению этого вопро-
са и посвящена третья глава. Основным является следующий результат
(теорема (11.1)): если существуют некоторые диадные производные по
x и по t от функции V (x, t), если коэффициенты Уолша–Фурье этих
диадных производных стремятся к нулю с достаточной скоростью, ес-
ли оператор A−1 существует и выполняются некоторые другие условия,
то имеет место указанная выше равносходимость. При этом, если все
условия на функцию V (x, t) оставить без изменения, кроме условий на
скорость стремления к нулю коэффициентов Уолша–Фурье, а последние
условия заменить на противоположные, то утверждение теоремы (11.1)
станет неверным.

Перейдем теперь к более подробному изложению диссертации.
Первая глава состоит из пяти параграфов (§1–§5). В §1 вводятся необ-

ходимые понятия, даются определения и показывается, что оператор,
сопряженный к оператору (0.3)–(0.4) принадлежит тому же классу к.д.
операторов, что и исходный оператор. В §2 доказывается очень важная
для первых двух глав теорема (2.2) об асимптотике системы решений
уравнения y[n] − λy = 0 при |λ| → ∞, учитывающей свойства коэффи-
циентов pk,k−1(x), k = 1, n. Метод получения этой асимптотики анало-
гичен методу из [5], [4, с. 55–62], но существенным моментом является
использование преобразования (2.6). Теорема (2.2), помимо широкого ис-
пользования ее в дальнейшем, представляет и самостоятельный интерес.
Она, в частности усиливает и обобщает на к.д. уравнения соответствую-
щий результат В.Г. Хрыптуна [40]. В §3 доказывается лемма (3.4), обоб-
щающая лемму Г.М. Кесельмана [22, c. 89–90], а затем, на основе этой
леммы и теоремы (2.2), находится асимптотика с.з. оператора (0.3)–(0.4)
с регулярными краевыми условиями, учитывающая свойства коэффи-
циентов pk,k−1(x), k = 1, n (теорема (3.11)). В §4 при помощи системы
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решений к.д. уравнения, полученной в теореме (2.2), находится асимпто-
тика функции Грина оператора (0.3)–(0.4) (лемма (4.5)). Затем, на основе
этой асимптотики методом контурного интеграла доказывается теорема
(4.20) о разложении произвольной функции из области определения к.д.
оператора с регулярными краевыми условиями в равномерно сходящий-
ся ряд по с.п.ф. этого оператора. Наконец, в следствии (4.24) устанав-
ливается полнота в L1[0, 1] с.п.ф. рассматриваемого класса операторов.
В последнем §5 главы на основе предыдущих результатов методом ра-
боты [22] доказывается теорема (5.1) о безусловной базисности в L2[0, 1]

с.п.ф. оператора (0.3)–(0.4) и следствие из нее (теорема (5.2)) о безуслов-
ной базисности с.п.ф. задачи (0.1)–(0.2).

Вторая глава состоит из четырех параграфов (§6–§9). В §6 приво-
дятся используемые в дальнейшем понятия и результаты из теории про-
странств Орлича, теории приближения функций многочленами. На ос-
нове результата П.А. Ульянова [41] о вложении некоторых классов функ-
ций в пространства Орлича доказывается лемма (6.14). После всего это-
го доказывается теорема (6.18), аналогичная теореме Х. Штейнгауза [42,
с. 111]. В этих теоремах речь идет о том, какие условия нужно наложить
на функции W (x) и f(x), чтобы имела место равносходимость на [0, 1]

или хотя бы внутри [0, 1] для Wσs(f) и σs(Wf), где σs(f) обозначает s-
ую частичную сумму тригонометрического ряда функции f(x). Теорема
(6.18), помимо использования ее в дальнейшем, представляет самостоя-
тельный интерес, тем более, что строятся контрпримеры, показывающие
точность этой теоремы. В §7 формулируется теорема (7.1) о равносхо-
димости с тригонометрическим рядом разложений по с.п.ф. оператора
(0.3)–(0.4), а также следствие из нее (теорема (7.3)) для оператора (0.1)–
(0.2). После этого доказывается лемма об оценках норм интегральных
операторов, действующих из Lp[0, 1] (1 < p ≤ ∞) в L∞[0, 1], ядрами ко-
торых являются квазипроизводные от функции Грина оператора (0.3)–
(0.4) с регулярными краевыми условиями. Аналогичную лемму в случае
краевой задачи (0.1)–(0.2) впервые доказал и использовал А.П. Хромов в
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доказательстве теоремы о равносходимости для интегральных операто-
ров [15,16]. Далее, в §7 вводится обыкновенный дифференциальный опе-
ратор первого порядка в пространстве вектор-функций, тесно связанный
с к.д. оператором (0.3)–(0.4), и устанавливается связь между компонен-
тами его функции Грина (она является матрицей-функцией) и квазипро-
изводными от функции Грина оператора (0.3)–(0.4) (лемма (7.10)). После
этого на основе теорем (2.2), (4.20), (6.18), лемм (4.5), (7.5), (7.10) дока-
зываются две леммы, из которых и следуют утверждения теорем (7.1)
и (7.3). В первой из этих лемм (лемма (7.13)) устанавливается равнос-
ходимость с тригонометрическим рядом разложений по с.п.ф. оператора
(0.3)–(0.4), у которого все коэффициенты, кроме pk,k−1(x), k = 1, n, рав-
ны нулю. Во второй (лемма (7.52)) — равносходимость разложений по
с.п.ф. двух к.д. операторов, у которых коэффициенты pk,k−1(x) одина-
ковы. Леммы доказываются методом контурного интеграла. Для того,
чтобы получить формулу, выражающую резольвенту возмущенного опе-
ратора через резольвенту исходного оператора, потребовалось использо-
вание того факта, что к.д. оператор является частным случаем обыкно-
венного дифференциального оператора первого порядка в пространстве
вектор-функций. В §8 строятся контрпримеры, показывающие точность
теоремы (7.1). Здесь вновь существенно используется лемма (7.5). Цен-
тральное место в этом параграфе занимает лемма (8.29) о расходимости
одной числовой последовательности. В ее доказательстве используются
некоторые факты из статьи А.И. Рубинштейна [43]. Наконец, в послед-
нем §9 второй главы доказывается теорема (9.1), которая обобщает теоре-
му (7.1) на тот случай, когда условия, наложенные на функции pk,k−1(x),
выполняются не на всем отрезке [0, 1], а лишь на некотором [a, b] ⊂ [0, 1].

Третья глава состоит из четырех параграфов (§10–§13). В §10 приво-
дятся некоторые сведения из [39], в частности, определение и основные
свойства диадной производной. В §11 формулируется теорема (11.1) о
равносходимости с рядом Уолша–Фурье. Затем показывается, что требо-
вание существования A−1 является совершенно необходимым для равно-
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сходимости, и находится явный вид этого оператора. Оказывается, что

A−1 = (E +N)(D[n] + anE),

где Nf =
∫ 1

0
N(x, t)f(t)dt, N(x, t) выражается через диадные производ-

ные от V (x, t) (см. формулу (0.5)), D[n] есть оператор n-кратного диад-
ного дифференцирования, наконец, an есть некоторая константа. Ме-
тод обращения A аналогичен методу А.П. Хромова [15, 16], но только
вместо обычной производной используется диадная производная и ее
свойства. В §12 доказывается теорема (11.1). Основной идеей доказа-
тельства является использование явного вида оператора A−1, найден-
ного в §11. Идея использования явного вида обратного оператора при
доказательстве теорем равносходимости для интегральных операторов
принадлежит А.П. Хромову [15, 16]. Основная часть §12 посвящена до-
казательству равносходимости для более широкого класса операторов,
чем (E + N)(D[n] + anE) = A−1, а именно: рассматриваются операторы
с меньшими требованиями на ядро N(x, t) по сравнению с требования-
ми теоремы (11.1). Доказательство равносходимости проводится методом
контурного интеграла. Для этого потребовалось получение асимптотики
функции Грина оператора (E + N)(D[n] + bE), где b — произвольная
константа. Эта асимптотика получается так. Сначала методом возмуще-
ния находится асимптотика функции Грина оператора (E+N)D[n] (лем-
ма (12.36)). Этот оператор рассматривается как возмущение D[n]. По-
сле этого аналогично находится асимптотика функции Грина оператора
(E+N)(D[n] + bE) (леммы (12.37) и (12.46)) , рассматриваемого как воз-
мущение (E+N)D[n]. Основным результатом §12 является лемма (12.51)
о равносходимости разложений по с.п.ф. оператора (E +N)(D[n] + bE) и
по системе Уолша. Из этой леммы и следует утверждение теоремы (11.1).
В последнем §13 строятся контрпримеры, показывающие точность тео-
ремы (11.1).

В тексте диссертации используются следующие обозначения:

1) C, N, Z — множества комплексных, натуральных и целых чисел;
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2) ‖ · ‖r = ‖ · ‖Lr[0,1] (1 ≤ r ≤ ∞), 1
r

+ 1
r′

= 1;

3) δkj — символ Кронекера (δkj = 1 при k = j и 0 при k 6= j); χ(x) —
функция Хевисайда (она равна 1 при x ≥ 0 и 0 при x < 0); E(a) —
целая часть a;

4) C, Ck, C̃, . . . — различные константы; если нужно будет подчерк-
нуть их зависимость от каких-то величин, то будем писать эти ве-
личины в круглых скобках.

Основные результаты диссертации опубликованы в [52–57] и докла-
дывались на семинаре кафедры дифференциальных уравнений и при-
кладной математики (под руководством А.П. Хромова) и на объединен-
ном семинаре (под руководством Н.П. Купцова) Саратовского Государ-
ственного университета, на Межвузовском семинаре по функционально-
му анализу в г. Ульяновске в августе–сентябре 1979 г., на Всесоюзном
симпозиуме по теории апроксимации функций в комплексной области в
г. Уфе в мае 1980 г., на семинаре кафедры общей математики в МГУ
(под руководством В.А. Ильина и Ш.А. Алимова).
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Глава 1

Безусловная базисность в L2[0, 1]

собственных функций

квазидифференциальных

операторов

В этой главе находятся условия, при которых с.п.ф. оператора (0.3)–(0.4)
образуют базис безусловной сходимости в L2[0, 1]. Глава состоит из §1–§5.

В §1 показывается, что оператор, сопряженный к оператору (0.3)–
(0.4), принадлежит тому же классу к.д. операторов, что и исходный опе-
ратор, а также даются некоторые определения. В §2 находится асимп-
тотика системы решений к.д. уравнения y[n] − λy = 0 при |λ| → ∞. В
§3 описываются классы регулярных краевых условий. После этого до-
казывается обобщение леммы Г.М. Кесельмана [22, с. 89–90]. В остав-
шейся части §3 получается асимптотика с.з. оператора (0.3)–(0.4). В §4
изучается функция Грина к.д. оператора. Затем доказывается теорема о
разложении по с.п.ф. оператора (0.3)–(0.4). В следствии из этой теоремы
устанавливается полнота в L1[0, 1] c.п.ф. этого оператора. Наконец, в §5
доказывается основная теорема первой главы — теорема о безусловной
базисности в L2[0, 1] с.п.ф. задачи (0.1)–(0.2).
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§1. Основные понятия и определения

Рассмотрим линейный к.д. оператор L на отрезке [0, 1], определяемый
к.д. выражением

Dny = y[n], (1.1)

где

Dky = y[k] = i
d

dx
y[k−1] +

k−1∑
j=0

pkjy
[j], k = n, n− 1, . . . , 1, D0y = y[0] = y,

pkj(x) ∈ L1[0, 1], и линейно независимыми нормированными [4, c. 65–66]
краевыми условиями вида

Um(Y ) = Um0(Y ) + Um1(Y ) = 0, m = 1, n, (1.2)

где

Um0(Y ) = αmy
[km](0) +

km−1∑
j=0

αmjy
[j](0),

Um1(Y ) = βmy
[km](1) +

km−1∑
j=0

βmjy
[j](1),

n − 1 ≥ k1 ≥ . . . ≥ kn ≥ 0, km+2 < km,
∏n

m=1(|αm| + |βm|) 6= 0, Y =

(y[0](x), y[1](x), . . . , y[n−1](x)). Краевые условия (0.4) всегда можно преоб-
разовать к виду (1.2).

Интерес для дальнейшего рассмотрения представляет только случай
n ≥ 2, так как при n = 1 не возникает никаких трудностей в случае
негладкого коэффициента p10.

Через DL обозначим область определения оператора L. Она состоит
из тех функций y, для которых все квазипроизводные до порядка n− 1

абсолютно непрерывны на [0, 1], удовлетворяют краевым условиям (1.2),
а y[n] ∈ L1[0, 1].

Введем в рассмотрение следующее к.д. выражение, которое имеет тот
же вид, что и выражение Dny,

D∗nz = z{n}, (1.3)
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где при rkj = p̄n−j,n−k

D∗kz = z{k} = i
d

dx
z{k−1} +

k−1∑
j=0

rkjz
{j}, k = n, n− 1, . . . , 1, D∗0z = z{0} = z.

НазовемD∗nz сопряженным к.д. выражением кDny. Справедлива сле-
дующая формула

(Dny, z) = i
n∑
j=1

(
y[n−j](1)z{j−1}(1)− y[n−j](0)z{j−1}(0)

)
+ (y,D∗nz),

где (g, h) =
1∫
0

g(x)h(x)dx. Используя эту формулу, можно определенным

образом построить n линейно независимых форм Vm(Z) относительно
величин z{j}(0), z{j}(1), j = 1, n− 1 (см. [4, c. 20–21]), которые назовем
сопряженными к формам Um(Y ), а оператор, порожденный к.д. выра-
жением (1.3) и краевыми условиями

Vm(Z) = 0, m = 1, n, (1.4)

назовем сопряженным к L к.д. оператором и обозначим его через L∗. Не
нарушая общности, можно считать краевые условия (1.4) нормирован-
ными. Таким образом, операторы L и L∗ принадлежат к одному и тому
же классу к.д. операторов. На этот класс тривиально переносятся все
понятия, определения и результаты главы I книги [4]. Дадим несколько
определений.

(1.5) Определение. Число λ называется собственным значением
оператора L, если в области определения DL оператора L существует
функция y(x) 6≡ 0 такая, что Ly = λy. Эта функция y(x) называется
собственной функцией оператора L, соответствующей собственному
значению λ.

(1.6) Определение. Кратностью собственного значения называ-
ется размерность пространства, порожденного всеми собственными
функциями, соответствующими этому собственному значению.
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(1.7) Определение. Пусть λ — собственное значение оператора L,
а y0(x) — соответствующая собственная функция. Система функций
y1(x), . . . , yk(x) называется цепочкой функций, присоединенных к соб-
ственной функции y0(x), если функции y0(x), y1(x), . . . , yk(x) являются
решениями следующих задач

Lyq − λyq = yq−1, q = 0, . . . , k.

(1.8) Определение. Последовательность {ϕj}∞j=1 векторов гиль-
бертова пространства H называется базисом этого пространства, ес-
ли каждый вектор f ∈ H разлагается единственным образом в ряд
f =

∞∑
j=1

cjϕj, сходящийся по норме гильбертова пространства H.

(1.9) Определение. Базис, не теряющий свойства быть базисом
при любой перестановке своих членов, называется базисом безусловной
сходимости.

(1.10) Определение. Базис {ϕj}∞j=1 называется базисом Рисса гиль-
бертова пространства H, если существует такой ограниченный, обра-
тимый оператор A и такой ортонормированный базис {χj}j=1

∞ в H,
что Aχj = ϕj для всех j = 1, 2, . . ..

Помимо общих обозначений (cм. Введение), в этой главе используют-
ся некоторые дополнительные обозначения:

1) λ = −(iρ)n;

2) Sk = {ρ ∈ C : πk/n ≤ arg ρ ≤ π(k + 1)/n}, S есть некоторый угол
Sk, T (Tk) есть углы, получающиеся из S(Sk) сдвигом на вектор
(−c);

3) ω1, ω2, . . . , ωn — различные корни n-ой степени из −1, занумерован-
ные для ρ ∈ T таким образом, что

Re(ρ+ c)ω1 ≤ Re(ρ+ c)ω2 ≤ . . . ≤ Re(ρ+ c)ωn; (1.11)
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4) ν есть номер, для которого Re(ρ + c)ων ≤ 0 ≤ Re(ρ + c)ων+1 (оче-
видно, ν = µ при n = 2µ для всех ρ ∈ T и ν = µ − 1 или ν = µ

при n = 2µ − 1 в зависимости от того, какой половине сектора T
принадлежит ρ);

5) ρjs = ρ(ωj − ωs), ρj = ρωj;

6) ωj(k) обозначает ωj для области Tk;

7) матрицы обозначаются прописными буквами, их элементы и алгеб-
раические дополнения — соответствующими строчными и пропис-
ными буквами, но с индексами;

8) AC[0, 1] — множество абсолютно непрерывных функций на отрезке
[0, 1].

§2. Асимптотика системы решений

Рассмотрим к.д. уравнение на отрезке [0,1]

y[n] + (iρ)ny = 0, (2.1)

где

y[k] = i
d

dx
y[k−1] +

k−1∑
j=0

pkj(x)y[j], k = n, n− 1, . . . , 1, y[0] = y,

pk,k−1(x) ∈ Lr[0, 1] (1 ≤ r ≤ ∞), pkj ∈ L1[0, 1], j = 0, k − 2. Справедлива
следующая теорема.

(2.2) Теорема. Во всякой области T уравнение (2.1) имеет n ли-
нейно независимых решений y1(x, ρ), . . . , yn(x, ρ), регулярных по ρ ∈ T ,
при |ρ| достаточно большом и имеющих асимптотику

y
[m]
k (x, ρ) = V (x)(iρωk)

meρωkx
(
1 +O(ϕ(x, ρ))

)
, (2.3)
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где

k = 1, n, m = 0, n− 1, V (x) = exp

(
i

n

∫ x

0

n∑
j=1

pj,j−1(τ) dτ

)
,

ϕ(x, ρ) =
n∑

α=1

∑
1≤j<s≤n

(
|fjsα(x, ρ)|+ |gjsα(x, ρ)|+

+‖fjsα(·, ρ)‖r′ + ‖gjsα(·, ρ)‖r′
)

+
1

|ρ|
,

fjsα(x, ρ) =

x∫
0

eρ(ωj−ωs)(x−t)pα,α−1(t)dt, (2.4)

gjsα(x, ρ) =

1∫
x

eρ(ωj−ωs)(t−x)pα,α−1(t)dt. (2.5)

Доказательство. Для доказательства теоремы преобразуем уравнение
(2.1) к эквивалентному уравнению. Зафиксируем произвольное достаточ-
но малое число ε > 0. Введем новые квазипроизводные y|k| следующим
образом y[0] = V y|0|,

y[k] = V
(
y|k| +

(∑k
j=1 Pj,j−1 − k

n

∑n
j=1 Pj,j−1

)
y|k−1|

)
, k = 1, n,

(2.6)

где V (x) определена в формулировке теоремы, Pj,j−1(x) — фиксирован-
ные функции из AC[0, 1], для которых

‖pj,j−1 − Pj,j−1‖r ≤
ε

2
. (2.7)

Так как V 6= 0, то уравнение (2.1) перейдет в уравнение

y|n| + (iρ)ny|0| = 0, (2.8)

где в силу (2.6)

y|k| = i
d

dx
y|k−1| +

k−1∑
j=0

qkjy
|j|, k = n, n− 1, . . . , 1, (2.9)
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qk,k−1 = (pk,k−1 − Pk,k−1)− 1

n

n∑
j=1

(pj,j−1 − Pj,j−1), (2.10)

то есть на основании (2.7)

‖qk,k−1‖r ≤ ε, k = 1, n, (2.11)

n∑
k=1

qk,k−1 = 0, (2.12)

а остальные коэффициенты в (2.9) зависят вполне определенным обра-
зом (явный их вид в дальнейшем не понадобится) от коэффициентов
выражения y[n], от Pj,j−1 и P ′j,j−1.

Рассмотрим к.д. уравнение (2.8). Существенным отличием его от ис-
ходного уравнения (2.1) является то, что коэффициенты к.д. выраже-
ния y|n| обладают свойствами (2.11) и (2.12). Обозначим y|m| = zm (m =

0, n− 1), тогда уравнение (2.8) можно записать в виде системы
i d
dx
zm − zm+1 +

m∑
j=0

qm+1,jzj = 0, m = 0, n− 2,

i d
dx
zn−1 + (iρ)nz1 +

n−1∑
j=0

qnjzj = 0.
(2.13)

Рассмотриим сначала более простую систему{
i d
dx
vm − vm+1 = −qm+1,mvm, m = 0, n− 2,

i d
dx
vn−1 + (iρ)nv1 = −qn,n−1vn−1.

(2.14)

Найдем фундаментальную матрицу решений системы (2.14) тем же ме-
тодом, что и в книге [4, с. 55-62]. Фундаментальная матрица решений
системы {

i d
dx
vm − vm+1 = 0, m = 0, n− 2,

i d
dx
vn−1 + (iρ)nv1 = 0

очевидна и имеет вид
(
(iρωk)

m−1eρωkx
)n
m,k=1

. Считая правую часть систе-
мы (2.14) известной и применяя к этой системе метод вариации произ-
вольных постоянных, для нахождения k-го столбца фундаментальной
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матрицы решений системы (2.14) получим следующую систему инте-
гральных уравнений

vmk(x, ρ) = (iρωk)
meρωkx −

x∫
0

n∑
s=1

Kmsk(x, t, ρ)qs,s−1(t)vs−1,k(t, ρ) dt+

+
1∫
x

n∑
s=1

Nmsk(x, t, ρ)qs,s−1(t)vs−1,k(t, ρ) dt, m = 0, n− 1,

(2.15)

где

Kmsk(x, t, ρ) =
k∑
j=1

(iρωj)
meρωj(x−t)

Ωsj

(iρ)s−1Ω
,

Nmsk(x, t, ρ) =
n∑

j=k+1

(iρωj)
meρω(x−t) Ωsj

(iρ)s−1Ω
,

Ω = det
(
ωs−1
j

)n
s,j=1

.

Положим в (2.15)

vmk(x, ρ) = (iρωk)
meρωkxumk(x, ρ), m = 0, n− 1. (2.16)

Тогда в силу того, что
Ωs,j

Ω
= −

ωn+1−s
j

n
,

для нахождения umk(x, ρ) получим следующую систему{
umk(x, ρ) = 1 +

1∫
0

n∑
s=1

Amsk(x, t, ρ)us−1,k(t, ρ)dt, m = 0, n− 1, (2.17)

где

Amsk(x, t, ρ) =


− 1
in

k∑
j=1

(
ωk
ωj

)s−1−m
eρjk(x−t)qs,s−1(t), t ≤ x;

1
in

n∑
j=k+1

(
ωk
ωj

)s−1−m
eρkj(t−x)qs,s−1(t), t > x.

Из неравенств (1.11) и (2.11) следует, что ‖Amsk(x, ·, ρ)‖r = O(ε). Та-
ким образом, для достаточно малого числа ε система (2.17) однознач-
но разрешима, ее решение umk(x, ρ) (m = 0, n− 1) образуют функции,
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непрерывные по x ∈ [0, 1] и регулярные по ρ ∈ T , причем справедлива
асимптотика

umk(x, ρ) = 1 +O(ε), m = 0, n− 1. (2.18)

Зафиксируем это ε. Уточним асимптотику (2.18), воспользовавшись
свойством (2.12). Так как система (2.17) имеет решение, то соотношения
(2.17) выполняются как тождества. Сделаем в (2.17) два раза последо-
вательную подстановку. Получим тождества

umk(x, ρ) ≡ 1− 1

in

x∫
0

n∑
s=1

k∑
j=1

(
ωk
ωj

)s−1−m

eρjk(x−t)qs,s−1(t)

(
1−

− 1

in

t∫
0

n∑
α=1

k∑
β=1

(
ωk
ωβ

)α−s
eρβk(t−τ)qα,α−1(τ)

(
1− 1

in

τ∫
o

n∑
γ=1

k∑
δ=1

(
ωk
ωδ

)γ−α
×

×eρδk(τ−τ1)qγ,γ−1(τ1)

1∫
0

Bγk(τ1, τ2, ρ) dτ2 dτ1 +
1

in

1∫
τ

n∑
γ=1

n∑
δ=k+1

(
ωk
ωδ

)γ−α
×

×eρkδ(τ1−τ)qγ,γ−1(τ1)

1∫
0

Bγk(τ1, τ2, ρ) dτ2 dτ1

)
dτ+

1

in

1∫
t

n∑
α=1

n∑
β=k+1

(
ωk
ωβ

)α−s
×

×eρkβ(τ−t)qα,α−1(τ)

(
1− 1

in

τ∫
0

n∑
γ=1

k∑
δ=1

(
ωk
ωδ

)
eρδk(τ−τ1)qγ,γ−1(τ1)×

×
1∫

0

Bγk(τ1, τ2, ρ) dτ2 dτ1 +
1

in

1∫
τ

n∑
γ=1

n∑
δ=k+1

(
ωk
ωδ

)γ−α
eρkδ(τ1−τ)qγ,γ−1(τ1)×

×
1∫

0

Bγk(τ1, τ2, ρ) dτ2 dτ1

)
dτ

)
dt+

1

in

1∫
x

n∑
s=1

n∑
j=k+1

(
ωk
ωj

)s−1−m

×

×eρkj(t−x)qs,s−1(t)

(
1− 1

in

t∫
0

n∑
α=1

k∑
β=1

(
ωk
ωβ

)α−s
eρβk(t−τ)qα,α−1(τ)×

×

(
1− 1

in

τ∫
0

n∑
γ=1

k∑
δ=1

(
ωk
ωδ

)γ−α
eρδk(τ−τ1)qγ,γ−1(τ1)

1∫
0

Bγk(τ1, τ2, ρ) dτ2 dτ1+
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+
1

in

1∫
τ

n∑
γ=1

n∑
δ=k+1

(
ωk
ωδ

)γ−α
eρkδ(τ1−τ)qγ,γ−1(τ1)

1∫
0

Bγk(τ1, τ2, ρ)dτ2dτ1

)
dτ+

+
1

in

1∫
t

n∑
α=1

n∑
β=k+1

(
ωk
ωβ

)α−s
eρkβ(τ−t)qα,α−1(τ)

(
1− 1

in

τ∫
0

n∑
γ=1

k∑
δ=1

(
ωk
ωδ

)γ−α
×

×eρδk(τ−τ1)qγ,γ−1(τ1)

1∫
0

Bγk(τ1, τ2, ρ) dτ2 dτ1 +
1

in

1∫
τ

n∑
γ=1

n∑
δ=k+1

(
ωk
ωδ

)γ−α
×

×eρkδ(τ1−τ)qγ,γ−1(τ1)

1∫
0

Bγk(τ1, τ2, ρ) dτ2 dτ1

)
dτ

)
dt, m = 0, n− 1, (2.19)

где

Bγk(x, t, ρ) = 1 +
n∑

α̃=1

Aγ−1,α̃,k(x, t, ρ)uα̃−1,k(t, ρ), γ = 1, n.

В силу (2.12) в правой части тождества (2.19) отсутствуют слагаемые,
у которых или δ = β, или β = j, и слагаемые, включающие интегриро-
вание только по t при j = k или только по t и τ при β = k. Оценим
оставшиеся слагаемые.

1. Рассмотрим слагаемые

I1mk(x, ρ) =
1

in

n∑
s=1

k−1∑
j=1

(
ωk
ωj

)s−1−m x∫
0

eρjk(x−t)qs,s−1(t)dt.

Подставив в I1mk(x, ρ) выражение для qs,s−1(t) из (2.10), проинтегри-
ровав по частям слагаемые, которые содержат Pl,l−1, получим оценку

I1mk(x, ρ) = O

(
n∑
l=1

k∑
j=1

|fjkl(x, ρ)|

)
+O

(
1

|ρ|

)
,

где fjkl(x, ρ) определяются формулой (2.4).
2. Рассмотрим слагаемые

I2mk(x, ρ) =
1

(in)2

n∑
s,α=1

k∑
j=1

k−1∑
β=1

β 6=j

(
ωk
ωj

)s−1−m(
ωk
ωβ

)α−s
×
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×
x∫

0

eρjk(x−t)qs,s−1(t)

t∫
0

eρβk(t−τ)qα,α−1(τ)dτdt.

Рассуждая так же, как и в пункте 1, получим оценку

I2mk(x, ρ) = O

(
n∑
l=1

k−1∑
β=1

‖fβkl(·, ρ)‖r′
)

+O

(
1

|ρ|

)
.

3. Рассмотрим слагаемые

I3mk(x, ρ) =
1

(in)3

n∑
s,α,γ=1

k∑
j=1

k∑
β=1

β 6=j

k∑
δ=1
δ 6=β

(
ωk
ωj

)s−1−m(
ωk
ωβ

)α−s(
ωk
ωδ

)γ−α
×

×
x∫

0

eρjk(x−t)qs,s−1(t)

t∫
0

eρβk(τ−t)qα,α−1(τ)

τ∫
0

eρδk(τ−τ1)qγ,γ−1(τ1)×

×
1∫

0

Bγk(τ1, τ2, ρ)dτ2dτ1dτdt.

Очевидно,

n∑
s=1

x∫
0

eρjk(x−t)qs,s−1(t)

t∫
0

eρβk(t−τ)qα,α−1(τ)

τ∫
0

eρδk(τ−τ1)qγ,γ−1(τ1)×

×
1∫

0

Bγk(τ1, τ2, ρ)dτ2dτ1dτdt =
n∑
s=1

x∫
0

qα,α−1(τ)

τ∫
0

eρδk(τ−τ1)qγ,γ−1(τ1)×

×
1∫

0

Bγk(τ1, τ2, ρ)dτ2dτ1

( x∫
τ

eρjk(x−t)+ρβk(t−τ)qs,s−1(t)dt

)
dτ =

= O (ajβk(x, ρ)) ,

где

ajβk(x, ρ) =
n∑
s=1

 x∫
0

∣∣∣∣
x∫
τ

eρjk(x−t)+ρβk(t−τ)qs,s−1(t)dt

∣∣∣∣r′dτ
 1

r′

.
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Рассмотрим случай j < β. Имеем

ρjk(x− t) + ρβk(t− τ) = ρβk(x− τ) + ρjβ(x− t).

Следовательно,

ajβk(x, ρ) = O

(
n∑
s=1

( x∫
0

∣∣∣∣
x∫
τ

eρjβ(x−t)qs,s−1(t)dt

∣∣∣∣r′dτ
) 1

r′
)

=

= O

(
n∑
l=1

|fjβl(x, ρ)|

)
+O

(
1

|ρ|

)
+O

(
n∑
s=1

( x∫
0

∣∣∣∣eρjβ(x−τ)

τ∫
0

eρjβ(τ−t)×

×qs,s−1(t)dt

∣∣∣∣r′dτ
) 1

r′
)

= O

( n∑
l=1

(
|fjβl(x, ρ)|+ ‖fjβl(·, ρ)‖r′

)
+

1

|ρ|

)
.

Случай j > β рассматривается аналогично, но оценки будут включать
функции gβjl(x, ρ), определенные формулой (2.5). Следовательно,

I3mk(x, ρ) = O

(
n∑
l=1

∑
1≤j<β≤n

(
|fjβl(x, ρ)|+ |gjβl(x, ρ)|+

+‖fjβl(·, ρ)‖r′ + ‖gjβl(·, ρ)‖r′
)

+
1

|ρ|

)
.

Остальные слагаемые в правой части тождества (2.19) оцениваются
аналогично.

Следовательно,

umk(x, ρ) = 1 +O
(
ϕ(x, ρ)

)
, m = 0, n− 1, k = 1, n.

Вспомнив замену (2.16), для компонент фундаментальной матрици
решений системы (2.14) получим асимптотику

vmk(x, ρ) = (iρωk)
meρkx

(
1 +O

(
ϕ(x, ρ)

))
, m = 0, n− 1, k = 1, n. (2.20)

Найдем теперь асимптотику фундаментальной матрицы решений си-
стемы (2.13). Представим эту систему в виде{

i d
dx
zm − zm+1 + qm+1,mzm = Fm, m = 0, n− 2,

i d
dx
zn−1 + (iρ)nz1 + qn,n−1zn − 1 = Fn−1,

(2.21)
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где Fm = −
m−1∑
j=0

qm+1,jzj. Если Fj = 0 при j = 0, n− 1, то фундаменталь-

ная матрица решений такой системы имеет асимптотику (2.20). Проведя
далее те же рассуждения, что и в [4, c. 55–62], получим для компонент
фундаментальной матрицы решений системы (2.21) ( а значит и системы
(2.13) ) асимптотику при |ρ| → ∞ вида

zmk(x, ρ) = (iρωk)
meρωkx

(
1 +O

(
ϕ(x, ρ)

))
.

Последовательно возвращаясь от системы (2.13) к уравнению (2.8),
а затем от него при помощи формул (2.6) к уравнению (2.1), получим
утверждение теоремы (2.2). Таким образом теорема (2.2) доказана.

§3. Асиптотика собственных значений

Рассмотрим линейный к.д. оператор L, определенный в §1 к.д. выра-
жением (1.1) и краевыми условиями (1.2). На основании теоремы (2.2)
среди всевозможных краевых условий вида (1.2) выделим класс регу-
лярных краевых условий. Рассмотрим фиксированную область S, для
которой справедливы неравенства (1.11).

(3.1) Определение. Нормированные краевые условия (1.2) называ-
ются регулярными относительно к.д. выражения (1.1), если отличны
от нуля числа:

а) η0 и η1 при n = 2µ− 1, где

η0 + sη1 = det
(
alj
)n
l,j=1

, (3.2)

alj = αlω
kl
j при j = 1, µ− 1, alµ =

(
αl + sV (1)βl

)
ωklµ , alj = βlω

kl
j при

j = µ+ 1, n;
б) η1 и η−1 при n = 2µ , где

η−1s
−1 + η0 + η1s = det

(
blj
)n
l,j=1

, (3.3)

blj = αlω
kl
j при j = 1, µ− 1, blµ =

(
αl + sV (1)βl

)
ωklµ , bl,µ+1 =

(
αl +

1/sV (1)βl
)
ωklµ+1, blj = βlω

kl
j при j = µ+ 2, n.
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Определение (3.1) отличается от традиционного [4, c. 67–67] лишь
наличием при s и 1/s дополнительного множителя V (1) и, таким об-
разом, не зависит от выбора области S, при помощи которой были за-
нумерованы числа ωk (см. [4, c. 67–69]). Более того, так как V (1) 6= 0,
то эти определения выделяют один и тот же класс краевых условий.
Поэтому, будем называть регулярными краевые условия относительно
некоторого к.д. выражения просто регулярными краевыми условиями.
В дальнейшем нам понадобится следующая лемма, обобщающая лем-
му Г.М.Кесельмана [22, c. 89–90]) (другое доказательство можно найти
в [29, c. 420–422]).

(3.4) Лемма. Если f ∈ L2[0, 1] и

amα(f) = max
r∈Am

∣∣∣∣
1∫

0

f(t)erαt dt

∣∣∣∣,
где Reα ≤ 0, α 6= 0, Am = {r ∈ C : |r−2πm−b| ≤M}, b ∈ C, m = 1, 2, . . .,
M < ln 2/|α|, то

∞∑
m=1

a2
mα(f) ≤ C(|α|, |b|)‖f‖2

2. (3.5)

Доказательство. Воспользуемся методом из [29, c. 420–422]. Пусть

max
r∈Am

∣∣∣∣
1∫

0

f(t)erαt dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1∫

0

f(t)ermαt dt

∣∣∣∣, m = 1, 2, . . . .

Рассмотрим два случая.
1. Пусть Reα = 0. Обозначим α = iβ, тогда

amα(f) ≤

∣∣∣∣∣
1/|β|∫
0

f(t)eirmβt dt

∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣
1∫

E(|β|)/|β|

f(t)eirmβt dt

∣∣∣∣∣ =

= bom(f) + · · ·+ bE(|β|),m(f).
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Лемма будет доказана, если мы докажем неравенство (3.5) для каж-
дого слагаемого bjm(f). Рассмотрим bom(f), так как для остальных сла-
гаемых рассуждения аналогичны. Очевидно

bom(f) =

∣∣∣∣
1/|β|∫
0

(
f(t)eibβt

)
ei(rm−b)βt dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1/|β|∫
0

f1(t)ei(rm−b)βt dt

∣∣∣∣. (3.6)

Рассмотрим две системы функций

gm(x) =
√
|β|ei(rm−b)βx (m = 0,±1,±2, . . .),

hm(x) =
√
|β|ei2πmβx (m = 0,±1,±2, . . .),

где, например, rm = b + 2πm при m = 0,−1,−2, . . . . Функция hm(x)

образует полную ортогональную систему на [0, 1/|β|].
Так как

gm(x)− hm(x) = hm(x)
∞∑
k=1

(
i(rm − b− 2πm)

)k
βk

k!
xk

и по условию |rm−b−2πm| ≤M , то легко видеть, что для любой конечной
системы комплексных чисел {sm}

∥∥∥∑
m

sm(gm − hm)
∥∥∥
L2[0,1/|β|]

≤
(
eM |α| − 1

)(∑
m

|sm|2
) 1

2

.

Так как M < ln 2/|α|, то eM |α| − 1 < 1. Следовательно, к системе{
gm(x)

}
можно применить теорему Пэли-Винера [44, c. 255], в силу ко-

торой
∞∑

m=−∞

∣∣(f1, gm)
∣∣2 ≤ e2M |α|‖f1‖L2[0,1/|β|]. (3.7)

Учитывая (3.6) и (3.7), получим

∞∑
m=1

b2
om(f) ≤ 4e|b||α|‖f‖2

2,

а это и требовалось установить.
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2. Пусть Reα < 0. Обозначим α = −β+iβ1, rm = r1m+ir2m, где β > 0.
Тогда

amα(f) ≤
1∫

0

|f(t)|e(−βr1m−β1r2m)t dt.

Отсюда, в силу того, что по условию r1m ≥ 2πm−|b|−|M | и |r2m| ≤M+|b|,
следует

amα(f) ≤ e2|α|(M+|b|)

1∫
0

|f(t)|e−2πβmt dt. (3.8)

Полагая f(t) = 0 при t > 1, делая замену s = 2πβt и обозначая f2(t) =
1

2πβ
f
(

t
2πβ

)
, получим для интеграла в правой части (3.8) представление

bm(|f2|) =

∞∫
0

e−mt|f2(t)| dt. (3.9)

Проводя далее дословно рассуждения [29, c. 421–422], получим с уче-
том (3.8)–(3.9) утверждение доказываемой леммы в данном случае. Та-
ким образом, лемма (3.4) полностью доказана.

Обозначим при n = 2µ−1 через ζ(1) и ζ(0) корни уравнения η1ζ+η0 = 0,
отвечающего области Sm с m соответственно нечетным и четным, при
n = 2µ через ζ ′ и ζ ′′ корни уравнения η1ζ

2 + η0ζ + η−1 = 0, отвечающего
области S0, в случае η2

0 − 4η1η−1 6= 0, в противном случае через ζ обозна-
чим двойной корень этого уравнения. Введем следующую функцию от
натурального аргумента

Ψ(k)
s (m, ξ) = max

ρ∈B(k)
s (m,ξ)

(
ϕ(0, ρ) + ϕ(1, ρ)

)
, (3.10)

где

B(k)
s (m, ξ) =

{
ρ ∈ C :

∣∣∣∣∣ 1

ω
(k)
µ

(
(−1)s2πmi+ ln0 ξ

)
− ρ

∣∣∣∣∣ ≤ δ0

}
,

k есть одно из чисел 0, 2n− 1, s ∈ Z, ξ ∈ C, δ0 > 0 достаточно мало и
фиксировано, а ln0 ξ обозначает какое-нибудь фиксированное значение
логарифма. Справедлива следующая теорема.
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(3.11) Теорема. С.з. оператора L, порожденного регулярными кра-
евыми условиями, образуют две бесконечные последовательности λ′k =

−(iρ′k)
n и λ′′k = −(iρ′′k)

n, где k = N,N + 1, . . . (N ∈ Z) и для ρ′k и ρ′′k

справедливы следующие асимптотики:

1) при нечетном n, n = 2µ− 1, вида

ρ′k =
1

ω
(1)
µ

(
(−1)µ+12kπi+ ln0 ζ

(1) + h1k

)
, (3.12)

ρ′′k =
1

ω
(0)
µ

(
(−1)µ2kπi+ ln0 ζ

(0) + h2k

)
, (3.13)

где h1k = O
(
Ψ

(1)
µ+1(k, ζ(1))

)
, h2k = O

(
Ψ

(0)
µ (k, ζ(0))

)
;

2) при четном n, n = 2µ, и η2
0 − 4η1η−1 6= 0 вида

ρ′k =
1

ω
(0)
µ

(
(−1)µ+12kπi+ ln0 ζ

′ + h3k

)
,

ρ′′k =
1

ω
(0)
µ

(
(−1)µ+12kπi+ ln0 ζ

′′ + h4k

)
,

где h3k = O
(
Ψ

(0)
µ+1(k, ζ ′)

)
, h4k = O

(
Ψ

(0)
µ+1(k, ζ ′′)

)
;

3) при четном n, n = 2µ, и η2
0 − 4η1η−1 = 0 вида

ρ′k =
1

ω
(0)
µ

(
(−1)µ+12kπi+ ln0 ζ + h5k

)
,

ρ′′k =
1

ω
(0)
µ

(
(−1)µ+12kπi+ ln0 ζ + h6k

)
,

где h5k и h6k имеют оценку O
((

Ψ
(0)
µ+1(k, ζ)

) 1
2

)
.

В первых двух случаях все с.з., начиная с некоторого, простые, а в тре-
тьем, начиная с некоторого, простые или двукратные. Если дополни-
тельно потребовать, чтобы pk,k−1 ∈ L2[0, 1], k = 1, n, то

∞∑
s=N

|hjs|2 ≤ Cj

n∑
k=1

‖pk,k−1‖2
2, j = 1, 4. (3.14)
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Доказательство. Воспользуемся методом, которым доказывалась ана-
логичная теорема для обыкновенных дифференциальных операторов (см.
[4, c. 74–83]). Для того, чтобы проиллюстрировать применение этого ме-
тода в данном случае, достаточно рассмотреть, например, n = 2µ− 1.

Рассмотрим фиксированную область T0, для которой выполняются
неравенства (1.11). При помощи системы решений уравнения y[n]− λy =

0, полученной в теореме (2.2), составим определитель

∆(λ) = det
(
Um(Yj)

)n
m,j=1

,

где Yj =
(
y

[0]
j (x, ρ), . . . , y

[n−1]
j (x, ρ)

)
. Как известно (см. [4, c. 26]) с.з. L

являются нулями этого определителя.
Введем обозначение {a} = a + O

(
(ϕ(0, ρ) + ϕ(1, ρ))

)
. Подставляя вы-

ражения (2.3) в нормированные формы Um(Y ) и учитывая, что функция
eρωj = e−cωje(ρ+c)ωj экспоненциально убывает при j < µ, |ρ| → ∞, ρ ∈ T0,
а функция eρωj при j > µ и |ρ| → ∞, ρ ∈ T0, экспоненциально возрастает,
получим, что

Um(Yj) = (iρωj)
km{αm} при j < µ,

Um(Yµ) = (iρωµ)km
(
{αm}+ eρµV (1){βm}

)
,

Um(Yj) = (iρωj)
kmeρjV (1){βm} при j > µ.

Подставим все эти выражения в уравнение

∆(λ) = det
(
Um(Yj)

)n
m,j=1

= 0

и сократим на общие множители (iρ)k1 , (iρ)k2 , . . . , (iρ)kn строк и
eρµ+1V (1), eρµ+2V (1), . . . , eρnV (1) последних столбцов определителя ∆(λ).
Тогда это уравнение запишется в виде ∆0(ρ) = 0, где

∆0(ρ) = det
(
Alj(ρ)

)n
l,j=1

, (3.15)

причем Alj(ρ) = {αl}ωklj при j = 1, µ− 1, Alµ(ρ) =
(
{αl}+eρµV (1){βl}

)
ωklµ ,

Alj(ρ) = {βl}ωklj при j = µ+ 1, n.
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Согласно определению чисел η0 и η1 (определение (3.1)) из (3.15) сле-
дует, что

∆0(ρ) = {η0}+ eρω
(0)
µ {η1}. (3.16)

Если ρ есть корень уравнения ∆0(ρ) = 0, то из (3.16) получим

ρ =
1

ω
(0)
µ

(
(−1)µ2kπi+ ln0 ζ

(0) +O
(
(ϕ(0, ρ) + ϕ(1, ρ))

))
, (3.17)

где k = 0, 1, 2, . . ..
Точно так же, как и в [4, c. 77–79], можно показать, что действительно

существуют нули функции ∆0(λ), определяемые формулой (3.17). Обо-
значая их через ρ′′k, в силу (3.17) получим

ρ′′k =
1

ω
(0)
µ

(
(−1)µ2kπi+ ln0 ζ

(0) + h2k

)
, (3.18)

где
h2k = O

(
(ϕ(0, ρ′′k) + ϕ(1, ρ′k))

)
. (3.19)

Так как ϕ(0, ρ) + ϕ(1, ρ) = o(1) при |ρ| → ∞, ρ ∈ T0, то, начиная с
некоторого k, будем иметь |h2k| ≤ δ0. Следовательно, из (3.10) следует,
что h2k = O

(
Ψ

(0)
µ (k, ζ(0))

)
, то есть асимптотика (3.13) доказана.

Предположим теперь, что pk,k−1 ∈ L2[0, 1], k = 1, n. Покажем, что в
этом случае

∞∑
s=N

|h2s|2 ≤ C
n∑
k=1

‖pk,k−1‖2
2. (3.20)

Не нарушая общности, можно считать N = 1. В силу (3.18)–(3.20) и
определения ϕ(x, ρ) (см. теорему (2.2)) для доказательства (3.20) доста-
точно показать сходимость рядов вида

Ajsl =
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

eρ
′′
k(ωj−ωs)tpl,l−1(t) dt

∣∣∣∣∣∣
2

,

Bjsl =
∞∑
k=1

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫

x

eρ
′′
k(ωj−ωs)(t−x)pl,l−1(t) dt

∣∣∣∣∣∣
2

dx,
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где 1 ≤ j < s ≤ n, l = 1, n или аналогичных им рядов.
Рассмотрим сначала ряд Bjsl. Так как по теореме Б. Леви

Bjsl =

1∫
0

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
1∫

x

eρ
′′
k(ωj−ωs)(t−x)pl,l−1(t)dt

∣∣∣∣∣∣
2

dx, (3.21)

то изучим ряд, стоящий под знаком интеграла. Легко видеть, что

1∫
x

eρ
′′
k(ωj−ωs)(t−x)pl,l−1(t) dt =

1∫
0

eρ
′′
k(ωj−ωs)tglx(t) dt, (3.22)

где glx(t) есть pl,l−1(t + x) при 0 ≤ t ≤ 1 − x и ноль при остальных t.
Справедливо неравенство

‖glx(·)‖2 ≤ ‖pl,l−1‖2. (3.23)

Обозначим, далее,

ρ′′k(ωj − ωs) = αjs(2kπ + b+ h̃2k),

где αjs = (−1)µi(ωj − ωs)/ωµ, b = (−1)µ+1i ln0 ζ
(0). Очевидно, Reαjs ≤ 0,

|αjs| ≤ 2, |h̃2k| ≤M < ln 2/2 ≤ ln 2/|αjs| при всех k, начиная с некоторого.
Тогда в силу леммы (3.4)

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

eρ
′′
k(ωj−ωs)tglx(t) dt

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C
(
|αjs|, | ln0 ζ

(0)|
)
‖glx(·)‖2

2. (3.24)

Из (3.21)–(3.24) следует сходимость рядов Bjsl.
Так как gl0(t) = pl,l−1(t), то из (3.24) следует и сходимость рядов Ajsl.

Следовательно, свойство (3.20) установлено.
Теорема (3.11) доказана.

§4. Теорема о разложении

Рассмотрим к.д. оператор L, определенный в §1 формулами (1.1)–(1.2) с
регулярными краевыми условиями и pkj ∈ L1[0, 1], k = 1, n, j = 0, k − 1.
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Будем считать, что ρ ∈ Ŝ, где Ŝ = S0

⋃
S1 при n = 4q− 1, 4q+ 1, 4q и Ŝ =

S0

⋃
S2n−1 при n = 4q+2. Обозначим через Ŝ(d) область, получающуюся

из угла изменения ρ удалением всех ρ′k и ρ′′k (теорема (3.11)) вместе с
круговыми окрестностями радиуса d > 0 (d одно и то же для всех k и
достаточно мало).

Введём следующие квазипроизводные, тесно связанные с квазипро-
изводными из выражения (1.3)

D̄∗ky = y{k} = −i d
dx
y{k−1}+

k−1∑
j=0

r̄kjy
{j}, k = n, n−1, . . . , 1, D̄∗0y = y{0} = y.

Пусть R(λ) = (L−λE)−1 есть резольвента оператора L. При ρ ∈ Ŝ(d)

резольвента является ограниченным интегральным оператором, отобра-
жающим пространство L1[0, 1] на DL. Её ядро, которое называют функ-
цией Грина (см. [4, c. 38–39]), обозначим через G(x, t, λ). Для G(x, t, λ)

справедлива формула, аналогичная формуле (34) в [4, c. 47]:

G(x, t, λ) = (−1)nH(x, t, λ)/∆(λ), (4.1)

где

H(x, t, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) . . . yn(x) g(x, t)

U1(Y1) . . . U1(Yn) U1,x(J)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Un(Y1) . . . Un(Yn) Un,x(J)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.2)

g(x, t) = (−1)χ(t−x)W1(x, t)/(2iW (t)), (4.3)

∆(λ) = det
(
Um(Yl)

)n
m,l=1

, W (t) = det
(
y

[n−m]
l

)n
m,l=1

,

W1(x, t) есть определитель, получающийся изW (t) заменой первой стро-
ки строкой

(
y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

)
, Yl =

(
y

[0]
l (x), . . . , y

[n−1]
l (x)

)
, {yl(x)}nl=1

есть фундаментальная система решений уравнения y[n]−λy = 0, J(x, t) =(
D0,xg(x, t), . . . , Dn−1,xg(x, t)

)
, индекс x у линейных форм Um и у квази-

производных Dj означает, что они применяются по переменной x.
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Обозначим для краткости

B(x, t, ρ) =


− 1
in(iρ)n−1

ν∑
s=1

ωse
ρωs(x−t), x ≥ t;

1
in(iρ)n−1

n∑
s=ν+1

ωse
ρωs(x−t), x < t;

(4.4)

Φ(ρ) = ‖ϕ(·, ρ)‖∞, [a] = a+O
(
Φ(ρ)

)
.

(4.5) Лемма. Если G(x, t, λ) есть функция Грина к.д. оператора L
с регулярными краевыми условиями и ρ ∈ Ŝ(d), то

1) в каждом из отрезков [0, x] и [x, 1] функция G{s}ts (x, t, λ)

(s = 0, n− 1) непрерывно-дифференцируема по t и

G
{s}
ts (x, t, λ)

∣∣∣
t=x−0

−G{s}ts (x, t, λ)
∣∣∣
t=x+0

=
1

i
δs,n−1, (4.6)

G
{n}
tn (x, t, λ) = λG(x, t, λ); (4.7)

2) справедливы следующие асимптотические формулы
при |ρ| → ∞

G
[k],{s}
xk,ts

(x, t, λ) = (−1)sis+k
V (x)

V (t)
B

(k+s)

xk,ts
(x, t, ρ)+

+O

(
Φ(ρ)

|ρ|n−1−s−k

(
|eρν(x−t)|χ(x− t) +|eρν+1(x−t)|χ(t− x)

))
+ (4.8)

+O

(
|ρ|s+k

|ρ|n−1

(
|eρν(1+x−t)|+|eρν+1(x−1)+ρν(1−t)|+|eρνx−ρν+1t|+|eρν+1(x−1−t)|

))
,

где 0 ≤ k + s ≤ n− 1.

Доказательство. Обозначим

zj(t) = W−1(t)W1j(t), j = 1, n, (4.9)

тогда легко проверить, что

z
{s}
j (t) = W−1Ws+1,j(t), s = 0, n− 1, j = 1, n, (4.10)

z
{n}
j = λzj(t), j = 1, n. (4.11)
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Здесь через Wk,j(t) обозначено алгебраическое дополнения к элементу
(k, j) в определителе W (t) (см. перечень обозначений в конце §1).

Пусть Ws(x.t) есть определитель, получающийся из W (t) выбрасыва-
нием s-й строки и добавлением в качестве первой строки строки

(
y1(x), . . . , yn(x)

)
.

Тогда из (4.3), (4.9)–(4,11) следует формула при s = 0, n− 1

gs(x, t) = (−1)χ(t−x) 1

2i

n∑
j=1

yj(x)z
{s}
j (t) = (−1)χ(t−x)+sWs+1(x, t)

2iW (t)
, (4.12)

gn(x, t) = λg(x, t), (4.13)

где gs(x, t) = g
{s}
ts (x, t). Так как t входит в G{s}ts (x, t, ρ) через gs(x, t), то из

формул (4.12)–(4.13) следуют формулы (4.6)–(4.7).
Докажем теперь асимптотику (4.8). Рассмотрим случай x ≥ t. В каче-

стве системы решений уравнения y[n]−λy = 0 возьмём систему решений
(2.3). Из формул (4.1)–(4.3), (4.12) следует, что если умножить 1-й, 2-
й, . . . , ν-й столбец определителя (4.2) на 1

2
z1(t, ρ), 1

2
z2(t, ρ), . . . , 1

2
zν(t, ρ),

а (ν + 1)-й, (ν + 2)-й, . . . , n-й столбец на −1
2
zν+1(t, ρ), −1

2
zν+2(t, ρ), . . . ,

−1
2
zn(t, ρ), соответственно, сложить с последним столбцом, затем приме-

нить оператор Dk по x и D̄∗s по t и разложить полученный определитель
по последнему столбцу, то получим

G
[k],{s}
xk,ts

(x, t, λ) =
1

i

ν∑
j=1

y
[k]
j (x, ρ)z

{s}
j (t, ρ) +

n∑
l=1

(−1)l

∆(λ)
×

×
( ν∑

j=1

Ul1(Yj)z
{s}
j (t, ρ)−

n∑
j=ν+1

Ul0(Yj)z
{s}
j (t, ρ)

)
A

[k]

l,xk
(x, ρ), (4.14)

где

A
[k]

l,xk
(x, ρ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y

[k]
1 (x, ρ) U1(Y1) . . . Ul−1(Y1) Ul+1(Y1) . . . Un(Y1)

y
[k]
2 (x, ρ) U1(Y2) . . . Ul−1(Y2) Ul+1(Y2) . . . Un(Y2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
[k]
n (x, ρ) U1(Yn) . . . Ul−1(Yn) Ul+1(Yn) . . . Un(Yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Если ρ ∈ Ŝ(d), то из доказательства теоремы (3.11) следует, что∣∣∆(λ)
∣∣ ≥ C|ρ|σ

∣∣e∑n
j=ν+1 ρωj

∣∣, (4.15)

38СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



где σ =
∑n

m=1 km, C > 0.
В силу асимптотики (2.3) будем иметь

W (t) = V n(t)(iρ)
(n−1)n

2 (−1)E(n
2

)Ω[1], (4.16)

Ws+1,j(t) = V n−1(t)(iρ)
(n−1)n

2
−n+s+1e−ρjt(−1)E(n−1

2
)+n+1

[
Ωn−s,j

]
, (4.17)

где, как и раньше, Ω = det
(
ωl−1
m

)n
l,m=1

.
Подставляя (4.16)–(4.17) в (4.10) и учитывая, что

Ωn−s,j

Ω
= −

ωs+1
j

n
,

получим

z
{s}
j (t, ρ) = − 1

V (t)

ωs+1
j

n(iρ)n−s−1
e−ρωjt[1]. (4.18)

Далее, из (2.3) следует, что

Ul0(Yj) = (iρωj)
kl [αl], Ul1(Yj) = (iρωj)

klV (1)[βl],

A
[k]

l,xk
(x, ρ) = O

(
|ρ|σ+k−kl

∣∣e∑n
j=ν+1 ρj

∣∣(|eρνx|+ |eρν+1(x−1)|
))
.

Из этих оценок, а также из оценки (4.15), асимптотики (4.18), форму-
лы (4.14) следует асимптотика (4.8) при x ≥ t. При x < t доказательство
совершенно аналогичное.

Таким образом, лемма (4.5) полностью доказана.

Обозначим через µl (l = 1, 2, . . . ) числа ρ′k, ρ′′k, занумерованные в по-
рядке неубывания их модулей и с учетом кратности с.з. Рассмотрим в
λ-плоскости последовательность замкнутых контуров Γm (m = 1, 2, . . . ),
обладающих следующими свойствами:

1) их прообразы γm при отображении λ = −(iρ)n целиком лежат в
области Ŝ(d);

2) при m достаточно больших между соседними контурами Γm и Γm+1

лежат ровно одно с.з. в первых двух случаях теоремы (3.11) и ровно
два с.з. в третьем случае;
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3) все контуры Γm, начиная с некоторого, состоят из не более чем
двух дуг окружностей с центром в начале координат, соединенных
отрезками лучей, выходящих из начала координат;

4) если r′m = maxρ∈γm |ρ|, r′′m = minρ∈γm |ρ|, то r′m, r′′m →∞ при m→∞
и, начиная с некоторого m,

r′m − r′′m < 4π. (4.19)

Пусть lm обозначает число с.з., попавших внутрь контура Γm.

(4.20) Теорема. Если L есть к.д. оператор с регулярными краевыми
условиями, pkj ∈ L1[0, 1], k = 1, n, j = 0, k − 1, то для любой функции
f ∈ DL

lim
m→∞

∥∥f − Slm(f)
∥∥
C[0,1]

= 0,

где Slm(f) — lm-я частичная сумма биортогонального ряда Фурье функ-
ции f по с.п.ф. оператора L.

Доказательство. Из разложения функции Грина в ряд Лорана по па-
раметру λ в окрестности с.з. (см. [4, c. 50–51]) следует

− 1

2πi

∫
Γm

R(λ)f dλ =
lm∑
k=1

Res
λ=−(µki)n

R(λ)f = Slm(f). (4.21)

Кроме того, легко проверить, что для f ∈ DL

f +
1

2πi

∫
Γm

R(λ)f dλ =
1

2πi

∫
Γm

R(λ)f1

λ− α
dλ, (4.22)

где обозначено f1 = Lf − αf , а α — любое фиксированное число, не
являющееся с.з. и лежащее внутри Γ1.

Из асимптотики (4.8) при k = s = 0 и λ ∈ Γm следует оценка

‖R(λ)f1‖C[0,1] ≤ C‖f1‖1(r′′m)1−n. (4.23)

Таким образом, получим в силу (4.21)–(4.23)

‖f − Slm(f)‖C[0,1] ≤ C‖f1‖1(r′′m)1−n((r′′m)n − |α|
)−1

2π(r′m)n,

откуда следует утверждение теоремы, если учесть неравенство (4.19).
Теорема доказана.
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(4.24) Следствие. Если оператор L удовлетворяет условиям тео-
ремы (4.20), то система его с.п.ф. полна в L2[0, 1].

Доказательство. Пусть существует такой элемент h ∈ L2[0, 1], h 6= 0,
что (

∀f ∈ DL

)
(f, h) = 0. (4.25)

Так как f ∈ DL, то f = R(α)g, где g = Lf − αf , α — любое фиксиро-
ванное число, не являющееся с.з. Таким образом,(

∀g ∈ L1[0, 1]
)

(g,R∗(ᾱ)h) = 0,

откуда R∗(ᾱ)h = 0, а значит

h = (L∗ − ᾱE)R∗(ᾱ)h = 0. (4.26)

Так как (4.25) влечет (4.26), то DL всюду плотна в L2[0, 1]. Для то-
го, чтобы закончить доказательство, осталось воспользоваться теоремой
(4.20).

Следствие доказано.

§5. Теорема о безусловной базисности

Рассмотрим линейный к.д. оператор L, определенный в §1 к.д. выраже-
нием (1.1) и регулярными (определение (3.1)) краевыми условиями (1.2).
В этом параграфе будет доказана следующая теорема.

(5.1) Теорема. Если pk,k−1 ∈ L2[0, 1], pkj ∈ L1[0, 1], k = 1, n, j =

1, k − 2, то с.п.ф. оператора L с регулярными краевыми условиями об-
разуют базис безусловной сходимости в пространстве L2[0, 1] в следу-
ющих случаях:

1) n = 2µ− 1;

2) n = 2µ и η2
0 − 4η1η−1 6= 0.
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Из это теоремы легко получается следующая теорема.

(5.2) Теорема. Если p1 ∈ L2[0, 1], pk ∈ L1[0, 1], k = 2, n, то с.п.ф.
краевой задачи (0.1)–(0.2) с регулярными краевыми условиями образу-
ют базис безусловной сходимости в пространстве L2[0, 1] в следующих
случаях:

1) n = 2µ− 1;

2) n = 2µ и η̃2
0 − 4η̃1η̃−1 6= 0,

где η̃0, η̃1, η̃−1 определяются точно так же, как и η0, η1, η−1, но только
вместо V (x) нужно брать Ṽ (x) = exp

(
1
n

∫ x
0
p1(τ) dτ

)
.

Прежде, чем доказывать теорему (5.1), дадим следующее определе-
ние.

(5.3) Определение.Пусть {ϕk} и {ψk} — две полные биортогональ-
ные системы элементов гильбертова пространства H. Система {ϕk}
(или {ψk}) называется бесселевой, если для любого элемента f ∈ H ряд∑
|(f, ϕk)|2 (или

∑
|(f, ψk)|2) сходится.

Дословно проводя рассуждения, аналогичные [22, c. 85–88], но только
вместо обычных производных используя квазипроизводные, легко убеж-
даемся в справедливости следующей леммы.

(5.4) Лемма. Краевые условия, сопряженные регулярным, также
регулярны.

Доказательство теоремы (5.1). Проводим рассуждения, аналогичные
[22, c. 90–92].

1. Пусть n = 2µ − 1. Среди алгебраических дополнений элементов
µ-го столбца определителя (3.2), составленного для области S0, обяза-
тельно имеются отличные от нуля, в противном случае соответствующие
краевые условия не были бы регулярными. Пусть, например, ненуле-
вым дополнением обладает первый элемент µ-го столбца. Предположим,
что аналогичная ситуация имеет место и для области S1 (для простоты
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рассуждений). Тогда, используя формулу (73) из [4, c. 84], асимптотику
системы решений (2.3), асимптотику с.з. (3.12)–(3.13), получим, что соб-
ственные функции оператора L образуют две последовательности {y1k}
и {y2k} и имеют следующие асимптотики

y1k = V (x)
(
a1e

δ1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ(1))x + · · ·+ aµ−1e
δµ−1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ(1))x+

+aµe
((−1)µ+12kπi+ln0 ζ(1))x + aµ+1e

δµ+1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ(1))(x−1)+

+ · · ·+ ane
δn((−1)µ+12kπi+ln0 ζ(1))(x−1) +O

(
h1k + ϕ(x, ρ′k)

))
,

y2k = V (x)
(
b1e

ε1((−1)µ2kπi+ln0 ζ(0))x + · · ·+ bµ−1e
εµ−1((−1)µ2kπi+ln0 ζ(0))x+

+bµe
((−1)µ2kπi+ln0 ζ(0))x + bµ+1e

εµ+1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ(0))(x−1)+

+ · · ·+ bne
εn((−1)µ2kπi+ln0 ζ(0))(x−1) +O

(
h2k + ϕ(x, ρ′′k)

))
,

где δj = ω1
j/ω

(1)
µ , εj = ω0

j/ω
(0)
µ ; a1, . . . , an и b1 . . . , bn — алгебраические

дополнения элементов первой строки определителя (3.2) при s = ζ(1) и
s = ζ(0), соответственно. Коэффициенты a1, . . . , an и b1 . . . , bn не зависят
от k и aµ 6= 0 и bµ 6= 0.

Легко видеть, что

Re
(
(−1)µ+1iδj

)
< 0 при j < µ, Re

(
(−1)µ+1iδj

)
> 0 при j > µ;

Re
(
(−1)µiεj

)
< 0 при j < µ, Re

(
(−1)µiεj

)
> 0 при j > µ.

Так как сопряженный оператор L∗ имеет такую же структуру, что и
оператор L, то собственные функции {z1k} и {z2k} оператора L∗ в силу
леммы (5.4) имеют аналогичные асимптотики и с точностью до огра-
ниченной константы, отличной от нуля, биортогональны собственным
функциям оператора L.

При доказательстве свойства (3.14) было установлено попутно, что
если pj,j−1 ∈ L2[0, 1], j = 1.n, то

∞∑
k=N

|ϕ(x, ρ′k)| < +∞,
∞∑
k=N

|ϕ(x, ρ′′k)| < +∞. (5.5)
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Из (3.14), (5.5) и леммы (3.4) следует, что последовательности соб-
ственных функций {y1k}, {y2k} и {z1k}, {z2k} операторов L и L∗, соответ-
ственно, являются бесселевыми. Так как все с.з. операторов L и L∗, за
исключением конечного числа, просты, то последовательности их с.п.ф.
{yk} и {zk} отличаются от последовательностей {y1k}, {y2k} и {z1k}, {z2k},
соответственно, конечным числом элементов.Таким образом, системы
{yk} и {zk} являются одновременно бесселевыми и полны в L2[0, 1] (след-
ствие (4.24)). Отсюда в силу известной теоремы Н.К. Бари (см. [25, с. 77])
следует, что последовательность {yk} образует базис Рисса, то есть базис
безусловной сходимости в пространстве L2[9, 1].

2. Пусть теперь n = 2µ и η2
0−4η1η−1 6= 0. Покажем, что среди алгебра-

ических дополнений µ-го и µ+ 1-го столбцов определителя (3.3) для об-
ласти S0, взятых при s = ξ, где ξ — корень уравнения η1s

2 +η0s+η−1 = 0,
имеется хотя бы одно отличное от нуля. Для доказательства допустим
противное. Тогда, как легко видеть,

d

ds

(η−1

s
+ η0 + η1s

) ∣∣∣∣
s=ξ

= 0.

Отсюда следует, что ξ — кратный корень уравнения η1s
2 + η0s+ η−1 = 0,

то есть η2
0 − 4η1η−1 = 0, а это противоречит исходному условию.

Если первый элемент µ-го или µ+ 1-го столбцов обладает отличным
от нуля алгебраическим дополнением, то

y1k = V (x)
(
c1e

ε1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′)x + · · ·+ cµ−1e
εµ−1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′)x+

+cµe
((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′)x + cµ+1e

−((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′)x+

+cµ+2e
εµ+2((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′)(x−1) + · · ·+ cne

εn((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′)(x−1)+

+O
(
h3k + ϕ(x, ρ′k)

))
; (5.6)

y2k = V (x)
(
d1e

ε1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′′)x + · · ·+ dµ−1e
εµ−1((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′′)x+

+dµe
((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′′)x + dµ+1e

−((−1)µ+12kπi+ln0 ξ′′)x+

+dµ+2e
εµ+2((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′′)(x−1) + · · ·+ dne

εn((−1)µ+12kπi+ln0 ζ′′)(x−1)+
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+O
(
h4k + ϕ(x, ρ′′k)

))
; (5.7)

где c1, . . . , cn и d1, . . . , dn — алгебраические дополнения элементов первой
строки определителя (3.3) при s = ζ ′ и s = ζ ′′, соответственно.

Очевидно,

Re
(
(−1)µ+1iεj

)
< 0 при j ≤ µ− 1, Re

(
(−1)µ+1iεj

)
> 0 при j ≥ µ+ 2,

а поэтому, как показывают несложные вычисления,

‖y1k‖2
2 ≥ v0

|ζ ′|2 − 1

|ζ ′|2 ln |ζ ′|2
(
|cµ|2|ζ ′|2 + |cµ+1|2

)
+ a1(k), (5.8′)

‖y2k‖2
2 ≥ v0

|ζ ′′|2 − 1

|ζ ′′|2 ln |ζ ′′|2
(
|dµ|2|ζ ′′|2 + |dµ+1|2

)
+ a2(k), (5.8′′)

где v0 = minx∈[0,1] |V (x)|2 > 0, a1(k) и a2(k) стремятся к нулю при k →∞.
Собственные функции {z1k, z2k} сопряженного оператора выражают-

ся по формулам, аналогичным (5.6)–(5.7) и, следовательно, их нормы
оцениваются снизу аналогично (5.8).

Покажем, что множество модулей скалярных произведений |(y1k, z1k)|,
|(y2k, z2k)| ограничено снизу положительным числом. Опишем около каж-
дой точки µk комплексной ρ-плоскости окружность радиуса ε. При η2

0 −
4η1η−1 6= 0 число ε можно выбрать столь малым, чтобы круги, соответ-
ствующие различным с.з., не пересекались. Как показано в лемме (4.5),
вне описанных кругов выполняется неравенство∣∣ρn−1G(x, t,−(iρ)n)

∣∣ ≤ C. (5.9)

Вычет функции G(x, t, λ) в точке λk = −(iµk)
n равен

−yk(x)z̄k(t)

(yk, zk)
,

то есть в силу (5.9)∣∣∣∣yk(x)z̄k(t)

(yk, zk)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣nin2πi

∫
|ρ−µk|=ε

ρn−1G(x, t,−(iρ)n) dρ

∣∣∣∣ ≤ Cε.
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Отсюда следует,

‖yk‖2
2‖xk‖2

2

|(yk, zk)|2
≤ C2ε2 или |(yk, zk)| ≥

1

Cε
‖yk‖2‖zk‖2.

Учитывая (5.8), приходим к заключению, что |(yk, zk)| ≥ C1 > 0, где
C1 — некоторая постоянная, не зависящая от k.

Таким образом, доказано, что собственные функции операторов L и
L∗, выражаемые формулами (5.6)–(5.7), с точностью до ограниченного
множителя, отличного от нуля, биортонормированы.

Рассуждая далее так же, как и в пункте 1, можно получить утвер-
ждение пункта 2 теоремы. Таким образом, теорема (5.1) полностью до-
казана.

(5.10) Замечание. Как показано в [22, c. 92–93], требование η2
0 −

4η1η−1 6= 0 при n = 2µ отбросить нельзя.
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