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ÏðåäèñëîâèåÏðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ðàäèîòåõíè÷åñêèì ñèãíà-ëàì, èõ êëàññè�èêàöèè è îïèñàíèþ õàðàêòåðèñòèê. Ýòè âîïðîñû íåîä-íîêðàòíî îáñóæäàëèñü â ó÷åáíèêàõ ïî ðàäèî�èçèêå è ðàäèîýëåêòðîíèêå.Â ðàäèîýëåêòðîííîé ëèòåðàòóðå ÷àùå âñåãî àíàëèçèðóþòñÿ äåòåðìèíè-ðîâàííûå àíàëîãîâûå è ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû, à ñëó÷àéíûå ïðîöåññûðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êàê øóìû è ïîìåõè. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèî�è-çèêà, íàïðîòèâ, èññëåäóåò â îñíîâíîì õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ñèã-íàëîâ. Öè�ðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ ïîñâÿùåíû ñïåöèàëüíûå ìîíîãðà-�èè. Ïðè ýòîì îïèñàíèÿ îäíèõ è òåõ æå ñèãíàëîâ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûéïîäõîä, à èíîãäà è ðàçíûå îïðåäåëåíèÿ.Îñîáåííîñòè äàííîé êíèãè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî çäåñü îáúåäèíåíû ðàç-ëè÷íûå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Â íåé ñ åäèíûõïîçèöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå, ñëó÷àéíûå, öè�ðîâûå èìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû. �àññìîòðåíû ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ îòïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äî ìàðêîâñêèõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ,çàäàâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, öè�-ðîâûå ìåòîäû îïèñàíèÿ è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, äèñêðåòíîå è áûñòðîåïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿ è ìåòîäû öè�ðîâîé ìîäó-ëÿöèè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò àâòîðàì ñäåëàòü âûâîäû îá èí�îðìàöè-îííûõ âîçìîæíîñòÿõ ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ è ïåðñïåêòèâàõ èñïîëüçîâàíèÿâ ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ ñâÿçè è ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè.Ñòðîãîãî îáùåïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ òåðìèíà ¾ñèãíàë¿, ïî-âèäèìîìó,íå ñóùåñòâóåò. Â íàó÷íîé è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ñèãíàëàìè íàçûâàþò êàêïðîöåññû, ïåðåäàþùèå èí�îðìàöèîííîå ñîîáùåíèå, òàê è çàêîíîìåðíîïîâòîðÿþùèåñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå íå ìî-ãóò ñîäåðæàòü èí�îðìàöèîííîãî ñîîáùåíèÿ. Ñèãíàëàìè èíîãäà íàçûâà-þò òàêæå è ñëó÷àéíûå ïîìåõè. Àâòîðû óïîòðåáëÿþò äàííûé òåðìèí âñàìîì øèðîêîì ñìûñëå è íàçûâàþò ñèãíàëàìè êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû,âîçíèêàþùèå â ðàçëè÷íûõ óçëàõ ðàäèîóñòðîéñòâ è ïåðåäàâàåìûå ñèñòå-ìàìè ñâÿçè.Îñíîâó êíèãè ñîñòàâèëè ëåêöèè, ÷èòàåìûå êà�åäðîé ðàäèî�èçèêè èíåëèíåéíîé äèíàìèêè íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò íà �èçè÷åñêîì �àêóëü-òåòå è �àêóëüòåòå íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, àòàêæå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, èçäàííûå â Ñàðàòîâñêîì óíèâåðñèòåòå, è ñòàòüèâ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ.Àâòîðû êíèãè ÿâëÿþòñÿ îïûòíûìè ïðåïîäàâàòåëÿìè è èíòåíñèâíî ðà-áîòàþò â îáëàñòè ñîçäàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðàäèîýëåêòðîííûõ ñèñòåì, ìíîãèåèç êîòîðûõ çàùèùåíû àâòîðñêèìè ñâèäåòåëüñòâàìè è ïàòåíòàìè �îññèé-ñêîé Ôåäåðàöèè. Ïðî�åññîð Â. Ñ. Àíèùåíêî
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4 Ââåäåíèå
ÂâåäåíèåÑèãíàëû, ñèãíàëû, ñèãíàëû. Ýòîò òåðìèí ïðåäñòàâëÿåòñÿ âñåîáúåì-ëþùèì. Âèäèìî, íåò îáëàñòè çíàíèé, ãäå áû íå èñïîëüçîâàëèñü ñèãíàëû.Ïîíÿòèå ñèãíàëà íå ïîääàåòñÿ ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ. Ïî òðàäèöèèñèãíàëîì (îò ëàò. signum � çíàê) íàçûâàþò �èçè÷åñêèé ïðîöåññ, èçìå-íåíèå õàðàêòåðèñòèê êîòîðîãî âî âðåìåíè íåñåò ñîîáùåíèå î êàêîì-ëèáîñîáûòèè, ñîñòîÿíèè îáúåêòà èëè î ïåðåäàâàåìîé êîìàíäå óïðàâëåíèÿ.Ñîâåðøåííî èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå òåðìèí ¾ñèãíàë¿ ïðèîáðåë â�èçè÷åñêèõ íàóêàõ: â ðàäèî�èçèêå è òåîðèè ñâÿçè, â òåîðèè èí�îðìà-öèè, àâòîìàòèêå, áèî�èçèêå è ò.ä. Â ðàäèî�èçèêå ñèãíàëàìè íàçûâàþòêîëåáàòåëüíûå è âîëíîâûå ïðîöåññû åñòåñòâåííîãî è èñêóññòâåííîãî ïðî-èñõîæäåíèÿ, ïåðåäàþùèå èí�îðìàöèîííîå ñîîáùåíèå, èëè çàêîíîìåðíîïîâòîðÿþùèåñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå íå ìîãóòñîäåðæàòü èí�îðìàöèîííîãî ñîîáùåíèÿ. Ñèãíàëàìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå èðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (è ïîìåõè).Äàäèì êðàòêóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèãíàëîâ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñèã-íàë ìîæåò áûòü îïèñàí íåêîòîðîé çàðàíåå èçâåñòíîé �óíêöèåé. Íàïðè-ìåð, ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë ìîæíî çàäàòü â âèäå x(t) = A sin(ωt + ϕ),à çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â âèäå x(t) = A exp(−αt) sin(ωt + ϕ). Òàêèåñèãíàëû íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííûìè. Îíè çàðàíåå çàäàíû íà áåñêî-íå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ (−∞, +∞). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äåòåðìèíè-ðîâàííûé ñèãíàë ñîçäàåòñÿ íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìîé. Âñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ïîðîæäàþùàÿ åãî ñèñòåìà äîëæíà áûòüíåèçìåííîé âî âðåìåíè è ñîâåðøàòü áåñêîíå÷íûé âî âðåìåíè ñòðîãî ïî-âòîðÿþùèéñÿ êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ â îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ. Íèáåñêîíå÷íàÿ ïðîòÿæåííîñòü ïðîöåññà âî âðåìåíè, íè åãî ñòðîãàÿ ïåðèî-äè÷íîñòü â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû.Ëþáîé ðåàëüíûé ñèãíàë âñåãäà ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ñëó÷àéíóþ (�ëóê-òóàöèîííóþ) ñîñòàâëÿþùóþ, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ñóùåñòâåííóþ èëèíåñóùåñòâåííóþ. Åñëè íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü �ëóêòóàöèîííîé ñîñòàâëÿþ-ùåé ñèãíàëà, òî äëÿ îïèñàíèÿ ñèãíàëà íåäîñòàòî÷íî äåòåðìèíèðîâàííûõ�óíêöèé è ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ �óíê-öèé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àéíûì ìîæåò áûòü íå òîëüêî ñèãíàë åñòå-ñòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ (øóìîâàÿ ïîìåõà), íî è èñêóññòâåííûå ñèãíà-ëû, íåñóùèå èí�îðìàöèîííûå ñîîáùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñèãíàëçàäàí çàðàíåå ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé �óíêöèè, òî êàêóþ æå èí�îðìàöèþîí ìîæåò ñîäåðæàòü? Èí�îðìàöèþ ìû ïîëó÷àåì òîãäà, êîãäà óçíàåì÷òî-òî íîâîå î ñîñòîÿíèè îáúåêòà, à ýòî ñîñòîÿíèå â êàæäûé ìîìåíò âðå-ìåíè ïîëàãàåòñÿ ñëó÷àéíûì, òàê ÷òî ìû íå ìîæåì çíàòü åãî çàðàíåå.Â ðàäèîýëåêòðîíèêå è òåîðèè ñâÿçè ïðèíÿòî ðàçäåëÿòü ñëó÷àéíûåñèãíàëû íà ïîëåçíûå, íåñóùèå èí�îðìàöèþ, è ïîìåõè. Òàêîå ðàçäåëå-íèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà óñëîâíûì. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîìåõàâ êàíàëå ñâÿçè? Ýòî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ åñòåñòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ,
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Ââåäåíèå 5íàïðèìåð ñîáñòâåííîå èçëó÷åíèå àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, çåìíûõ ïî-êðîâîâ èëè ãðîçîâûõ ðàçðÿäîâ. Íî, áóäó÷è ïîìåõàìè äëÿ êàíàëà ñâÿçè,ýòè æå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñëóæàò ïîëåçíûìè ñèãíàëàìè äëÿ ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ðàäèîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ê òîìó æå îïèñàíèÿ è ïî-ëåçíûõ äëÿ êàíàëà ñâÿçè ñèãíàëîâ, è ïîìåõ îáû÷íî èñïîëüçóþò îäíè èòå æå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñòàòè-ñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêè è òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé èí�îðìàöèè â ñèëóåäèíñòâà èñïîëüçóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. �àçíèöà çàêëþ÷à-åòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèî�èçèêà èññëåäóåò ñëó÷àé-íûå ñèãíàëû, ò.å. �èçè÷åñêèå ïðîöåññû îïðåäåëåííîé (ýëåêòðîìàãíèò-íîé) ïðèðîäû, â òî âðåìÿ êàê òåîðèÿ èí�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè-÷åñêîé äèñöèïëèíîé è çàíèìàåòñÿ íå ñàìèìè ñèãíàëàìè, à èí�îðìàöè-îííûìè ñîîáùåíèÿìè, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ñèãíàëàõ. Ïðè ýòîì �èçè-÷åñêàÿ ïðèðîäà ñèãíàëîâ ïðåäìåòîì òåîðèè èí�îðìàöèè íå ÿâëÿåòñÿ.�àäèî�èçèêó ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóþò �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèãíà-ëîâ, èõ õàðàêòåðèñòèêè, ìåòîäû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåñóùèõ êîëåáà-íèé (ìîäóëÿöèè), ñïîñîáû äèñêðåòèçàöèè è êîäèðîâàíèÿ è ò.ï. Ýòè ïðî-öåññû óäîáíåå âñåãî ðàññìàòðèâàòü íà ïðèìåðàõ ïðîñòûõ äåòåðìèíèðîâàí-íûõ ñèãíàëîâ, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå íåïðå-ðûâíûõ �óíêöèé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðÿ-ìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ. Íà òàêèõ ìîäåëÿõ ëåãêî ââîäèòü ìîäóëÿöèþ àì-ïëèòóäû, ÷àñòîòû è �àçû, âàðüèðîâàòü äëèòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõèìïóëüñîâ, ÷àñòîòó ïîâòîðåíèÿ è çàäåðæêè âî âðåìåíè. Ïîýòîìó äåòåðìè-íèðîâàííûå ñèãíàëû ïðåäñòàâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè ìîäåëÿìè ñèãíàëîâ.Â ïðåäëàãàåìîì ó÷åáíîì ïîñîáèè îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû ñèã-íàëîâ, èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè è èí�îðìà-öèîííûå âîçìîæíîñòè. Îíî ñîäåðæèò ïÿòü ãëàâ.Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé. Çäåñü ïðîâîäèòñÿ êëàññè�èêàöèÿ ñèã-íàëîâ, ââîäÿòñÿ ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ è ðàññìàòðèâàþòñÿ èñ-òî÷íèêè ñîîáùåíèé ñ ïîçèöèé òåîðèè èí�îðìàöèè.Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äåòåðìèíèðîâàííûì êîëåáàíèÿì è âîëíàì.Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó ñèãíàëîâ è èñïîëü-çîâàíèþ îáîáùåííûõ �óíêöèé Äèðàêà.Â òðåòüåé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïîëåé èâîëí. �àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è èõ ìàòå-ìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûìïðîöåññàì è ñòîõàñòè÷åñêèì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà öè�ðîâûì ìåòîäàì îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.�àññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû äèñêðåòèçàöèè àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ è ïðåä-ñòàâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ â öè�ðîâîé �îðìå, ìåòîäû äèñêðåòíîãîè áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Ïÿòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îïèñàíèå ìîäóëèðîâàííûõ è óçêîïîëîñíûõ ñèã-íàëîâ. Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäàìè ìîäóëÿöèè çäåñü ðàññìîòðåíûìåòîäû ñëó÷àéíîé è öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå àíàëè-çèðóåòñÿ ñòðóêòóðà òåëåâèçèîííûõ ñèãíàëîâ.Ê êàæäîé ãëàâå äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ äàííûì êðó-ãîì âîïðîñîâ è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ ïðèâîäÿòñÿ çàäàíèÿè ïðèìåðû, à òàêæå ñïèñîê äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû.
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



�ëàâà 1Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÑèãíàëû ñòàíîâÿòñÿ îáúåêòàìè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàñ÷¼-òîâ òîëüêî ïðè íàëè÷èè ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïèñàíèé � ìàòåìàòè÷å-ñêèõ ìîäåëåé. Íè îäèí ðåàëüíûé ñèãíàë íå óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïèñàòüìàòåìàòè÷åñêè. Ïîýòîìó ïðè ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèõî-äèòñÿ àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò êîíêðåòíîé ïðèðîäû êîëåáàíèÿ è íåêîòîðûõñâîéñòâ, íå ñóùåñòâåííûõ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ.Ìîäåëÿìè ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàïðÿæåíèé è òîêîâ ìîãóò ñëó-æèòü ãðà�èêè è òàáëèöû, êîìïëåêñíûå ÷èñëà è âåêòîðû, íî ÷àùå âñå-ãî èñïîëüçóþòñÿ �óíêöèè âðåìåíè, âåêòîðíûå x(t) èëè ñêàëÿðíûå x(t).Ìíîæåñòâî �óíêöèé âðåìåíè îáðàçóåò íåêîå �óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàí-ñòâî, à îáîáùàþùàÿ êîíöåïöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ óïîðÿäî÷èòü è êëàññè�è-öèðîâàòü ýòî ìíîæåñòâî, äîëæíà áàçèðîâàòüñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì àïïà-ðàòå òåîðèè �óíêöèé è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà1.1.1. Êëàññè�èêàöèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâÂîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê êëàññè�èêàöèè ñèãíàëîâ. Âîò îäèíèç íèõ. Åñëè �óíêöèÿ x(t) çàäàíà àíàëèòè÷åñêè, òî åå çíà÷åíèÿ èçâåñò-íû äëÿ ëþáûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè è îíà ïðåäñòàâëÿåò íå ñèãíàë, íåñóùèéèí�îðìàöèþ, à íåêèé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ìîæíî èñïîëü-çîâàòü â êà÷åñòâå íåñóùåãî äëÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè.Êîãäà íåñóùåå êîëåáàíèå ïðîìîäóëèðîâàíî èí�îðìàöèîííûì ñèãíà-ëîì, îíî ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì äàæå â îòñóòñòâèè �ëóêòóà-öèîííûõ ñîñòàâëÿþùèõ è îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèåé Xìîä(t).Åñëè îäíîâðåìåííî ñ ñèãíàëîì, çàäàííûì àíàëèòè÷åñêè, äåéñòâóåò�ëóêòóàöèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ξ(t), òî ñóììà x(t)+ξ(t) � ýòî ñëó÷àéíûéïðîöåññ, îáóñëîâëåííûé äåéñòâèåì �ëóêòóàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé.Íàêîíåö, ñèãíàë Xìîä(t)+ξ(t) ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíûé ñëó÷àéíûé ïðî-öåññ, âêëþ÷àþùèé èí�îðìàöèîííîå ñîîáùåíèå è �ëóêòóàöèîííóþ ñî-ñòàâëÿþùóþ.Â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ýëåêòðîòåõíèêå ñèãíàëû êëàññè�èöèðóþò ïîíàçíà÷åíèþ è ìîùíîñòè ñèãíàëîâ, ïî èñïîëüçóåìûì ÷àñòîòàì, ìåòîäóìîäóëÿöèè è ò.ä., íî áîëüøèíñòâî èç íèõ õàðàêòåðèçóåò ðàçäåëåíèå íåñàìèõ ñèãíàëîâ, à ñêîðåå ñèñòåì ïðèåìà, ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.1Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâà êàêìíîæåñòâà îáúåêòîâ ñ çàäàííûìè ìåæäó íèìè �îðìàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìèñòðóêòóðó, è èõ îòîáðàæåíèÿ.
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1.1. Êëàññè�èêàöèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 7Òàê, ðàçäåëåíèå ïî ìîùíîñòè ïî ñóùåñòâó íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè�èêàöèåé,òàê êàê ñèãíàëû ðàçíîé ìîùíîñòè ìîãóò áûòü èäåíòè÷íûìè ïî ñòðóêòó-ðå è ðàçëè÷àòüñÿ òîëüêî àìïëèòóäîé.Â íàñòîÿùåé êíèãå ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññè�èêàöèÿ ñèãíàëîâ.Ïðåæäå âñåãî, ñèãíàëû òðàäèöèîííî äåëÿòñÿ ïî âîçìîæíîñòè ïðåäñêà-çàòü èõ çíà÷åíèÿ â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè íà äåòåðìèíèðîâàí-íûå è ñëó÷àéíûå. Äåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïå-ðèîäè÷åñêèå, êâàçèïåðèîäè÷åñêèå è íåïåðèîäè÷åñêèå, à ñëó÷àéíûå ñèã-íàëû � íà ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå, íà ýðãîäè÷åñêèå, íîðìàëü-íûå (ãàóññîâñêèå) è ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Â ñâîþ î÷åðåäü ìàðêîâñêèåïðîöåññû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ìàðêîâñêèå öåïè, äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèåïðîöåññû è äè��óçèîííûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû.Äåòåðìèíèðîâàííûå è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ìîãóò áûòü ñêàëÿðíûìèèëè âåêòîðíûìè, êîìïëåêñíûìè èëè âåùåñòâåííûìè, øèðîêîïîëîñíûìèèëè óçêîïîëîñíûìè, äè��åðåíöèðóåìûìè èëè íåäè��åðåíöèðóåìûìè.Ïî ñïîñîáó ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëû ìîæíî ðàçäåëèòü íà àíàëîãîâûå,äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå. Â ñâîþ î÷åðåäü àíàëîãîâûå ñèãíàëû ìîãóòáûòü íåïðåðûâíûìè, ðàçðûâíûìè èëè îïèñûâàòüñÿ òîëüêî îáîáùåííû-ìè �óíêöèÿìè, à äèñêðåòíûå � ñ ïîñòîÿííûì èëè ñ ïåðåìåííûì øàãîìäèñêðåòèçàöèè, îöè�ðîâàííûå èëè íåîöè�ðîâàííûå. Öè�ðîâûå ñèãíàëûðàçäåëÿþòñÿ íà íåñêîëüêî ïîäêëàññîâ â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìûõèìïóëüñíûõ êîäîâ è ñïîñîáà êîäèðîâàíèÿ.Íàêîíåö, åùå îäèí ñïîñîá êëàññè�èêàöèè ñèãíàëîâ ñâÿçàí ñ õàðàêòå-ðîì ïåðåäàâàåìîé èí�îðìàöèè (ðàäèîâåùàíèå, òåëåâèäåíèå, ðàäèîëîêà-öèÿ, òåëå�îíèÿ, óïðàâëåíèå) è ñïîñîáàìè ìîäóëÿöèè íåñóùèõ êîëåáàíèé.Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê íåñóùåãî êîëåáàíèÿ è âèäà ìîäóëèðóþ-ùåãî ïðîöåññà ñèãíàëû äåëÿòñÿ íà ìîäóëèðîâàííûå, ìàíèïóëèðîâàííûåèëè öè�ðîâûå, ïðè÷åì ìîäóëÿöèÿ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ äåòåðìèíèðî-âàííûì èëè ñëó÷àéíûì ñèãíàëîì ïî àìïëèòóäå èëè ïî óãëó (÷àñòîòíàÿèëè �àçîâàÿ ìîäóëÿöèÿ). Ñïîñîáû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè òàêæå ðàçäåëÿ-þòñÿ íà ïîäêëàññû: àìïëèòóäíàÿ öè�ðîâàÿ ìîäóëÿöèÿ � íà èìïóëüñíî-êîäîâóþ è äåëüòà-ìîäóëÿöèþ, �àçîâàÿ � íà ìíîãîïîçèöèîííóþ, êâàäðà-òóðíóþ �àçîâóþ è àìïëèòóäíî-�àçîâóþ, ÷àñòîòíàÿ � íà ìîäóëÿöèþ ñìèíèìàëüíûì ÷àñòîòíûì ñäâèãîì, îðòîãîíàëüíîå ÷àñòîòíîå ðàçäåëåíèåè äð. Âèä è ñòðóêòóðà ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà îïðåäåëÿþò äîïóñòèìóþåìêîñòü èí�îðìàöèîííûõ ñîîáùåíèé è èí�îðìàöèîííûå âîçìîæíîñòèðàçëè÷íûõ ìîäóëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ.Äåòåðìèíèðîâàííûå è ñëó÷àéíûå ñèãíàëû. Ýëåêòðè÷åñêèå ñèã-íàëû (íàïðÿæåíèÿ U(t) èëè òîêà I(t)), ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ïðåäñêàçàòü òî÷íî, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ,ðàâíîé åäèíèöå, íàçûâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè (îò ëàò. determino �îïðåäåëÿþ), à ñèãíàëû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðåäñêàçóåìû ëèøü ñ íåêîòî-ðîé âåðîÿòíîñòüþ, ìåíüøåé åäèíèöû, � ñëó÷àéíûìè.�àçäåëåíèå ñèãíàëîâ íà äåòåðìèíèðîâàííûå è ñëó÷àéíûå îñíîâûâà-åòñÿ íà âîçìîæíîñòè âîñïðîèçâåñòè ïðîöåññ â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ. Òàê,äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà èäåíòè÷íûõ ãåíå-ðàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ, ðåàëèçóåìûå ïðè îäíèõ è òåõ æåíà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ýêñïåðèìåíòà áóäóò îäèíàêî-âûìè è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ â âèäå èç-
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8 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîââåñòíîé �óíêöèè x(t). Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ âðàäèîýëåêòðîíèêå â êà÷åñòâå íåñóùèõ, èñïûòàòåëüíûõ (òåñòèðóþùèõ)èëè óïðàâëÿþùèõ è î÷åíü óäîáíû â êà÷åñòâå óïðîùåííûõ ìîäåëåé áî-ëåå ñëîæíûõ ñèãíàëîâ.Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ íàïðÿæåíèå
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t
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б�èñ. 1.1. Íàïðÿæåíèÿ íà âûõîäàõ îäíîãî(à) è òð¼õ (á ) ãåíåðàòîðîâ øóìà

íà âûõîäå ãåíåðàòîðà øóìà, íà-ïðèìåð, ðåçèñòîðà, ïîðîæäàþ-ùåãî ïðè òåìïåðàòóðå T òåïëî-âûå �ëóêòóàöèè. Ïðè ýòîì ñèã-íàëû íà âûõîäàõ ïðîèçâîëüíî-ãî ÷èñëà èäåíòè÷íûõ ðåçèñòî-ðîâ ïðè îäèíàêîâîé òåìïåðàòó-ðå áóäóò îïèñûâàòüñÿ ðàçëè÷-íûìè �óíêöèÿìè, êàæäàÿ èçêîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò îäíó èçâîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñèãíà-ëà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íàðèñ. 1.1 ïðåäñòàâëåíû îñöèëëî-ãðàììû íàïðÿæåíèé íà âûõîäàõ îäíîãî (à) è òð¼õ (á ) ðåçèñòîðîâ, ïîëó-÷åííûå îäíîâðåìåííî. Còðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ñèã-íàëà äîëæíà ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî ñóùåñòâîâàíèÿíåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé, îáëàäàþùèõ ñõîæåé ñòðóêòó-ðîé è âðåìåíí�ûì ïîâåäåíèåì. Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òîìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ ëåãêî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿðàñïðîñòðàí¼ííûå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Îäíàêî äëÿ îïèñàíèÿïîâåäåíèÿ ñèãíàëîâ âî âðåìåíè ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíî-ñòåé îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè è ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü àïïàðàòîñîáîé âåòâè ìàòåìàòèêè � òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííûìè è ñëó÷àéíûìè ñèãíàëàìè íåò ðåçêîéãðàíèöû. Íàïðèìåð, äåòåðìèíèðîâàííûé óïðàâëÿþùèé ñèãíàë ïðè ïåðå-äà÷å ìîæåò èñïûòàòü âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçäåéñòâèé è, ñòðîãî ãîâîðÿ,ïåðåñòàåò áûòü ïðåäñêàçóåìûì. Ñèãíàëû, íåñóùèå èí�îðìàöèþ, ÿâëÿ-þòñÿ ñëó÷àéíûìè, òàê êàê ñîäåðæàò íåïðåäñêàçóåìûå ñîîáùåíèÿ. Ïîýòî-ìó â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå ïðèíÿòî äåëèòüñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà ïîëåçíûå ñèãíàëû (íåñóùèå ñîîáùåíèÿ) è ïîìå-õè, ïðåïÿòñòâóþùèå ïðàâèëüíîé ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé.Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ñèãíàëû. Íàïðÿæåíèå U(t) íà çàæèìàõãåíåðàòîðà êîëåáàíèé âûðàæàåò çàâèñèìîñòü åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîéîò âðåìåíè è ïîòîìó íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ñèãíàëîì. Â ðàäèîýëåêòðî-íèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå èñïîëüçóþòñÿ è âåêòîðíûå (ìíîãî-ìåðíûå) ñèãíàëû â âèäå ñîâîêóïíîñòè íåñêîëüêèõ ñêàëÿðíûõ ñèãíàëîâîäèíàêîâîé äëèòåëüíîñòè. Âåêòîðíûìè ÿâëÿþòñÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåê-òðè÷åñêîãî E(t) èëè ìàãíèòíîãî H(t) ïîëÿ, îáëàäàþùèå òðåìÿ ïðî-ñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, ñòåðåî�îíè÷åñêèé ñèãíàë, ñîäåðæàùèéâ îòëè÷èå îò ìîíî�îíè÷åñêîãî äâå ñêàëÿðíûå �óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå çâóêîâûì êîëåáàíèÿì ïðàâîãî è ëåâîãî êàíàëîâ. Âåêòîðíûìè ïîñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ è êîìïëåêñíûå ñèãíàëû, åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ äåé-ñòâèòåëüíûå è ìíèìûå êîìïîíåíòû êàê ñêàëÿðíûå �óíêöèè âðåìåíè. Âîáùåì ñëó÷àå N -ìåðíûé ñèãíàë x(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
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1.1. Êëàññè�èêàöèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 9
x(t) = {x1(t), x2(t), x3(t), ..., xN(t)}. (1.1)Îñîáåííîñòüþ âñåõ ðàññìîòðåííûõ âåêòîðíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ âíóò-ðåííÿÿ ñâÿçü è óïîðÿäî÷åííîñòü ñêàëÿðíûõ �óíêöèé, òàê êàê ïðè ïåðå-ñòàíîâêå ñîñòàâëÿþùèõ âîçíèêàåò íîâûé âåêòîðíûé ñèãíàë. Èç íåñêîëü-êèõ îäíîìåðíûõ ñèãíàëîâ, íàïðèìåð âõîäíûõ íàïðÿæåíèé ìíîãîïîëþñ-íèêà, òîæå ìîæíî ñîñòàâèòü ìíîãîìåðíûé ñèãíàë. Åñëè âñå ñêàëÿðíûåñèãíàëû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè âðåìåíè, òî èõ àíàëèç èîáðàáîòêà îñóùåñòâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ðàçðàáîòàííû-ìè äëÿ îäíîìåðíûõ ñèãíàëîâ. Åñëè æå âñå èëè íåêîòîðûå �óíêöèè çàäà-íû òîëüêî äëÿ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé âðåìåíè, òî îáðàáîòêà ìíîãîìåðíûõñèãíàëîâ ìîæåò çíà÷èòåëüíî óñëîæíèòüñÿ.Àíàëîãîâûå, äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìíîãèå ðåàëü-íûå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû ðàçâèâàþòñÿ íåïðåðûâíî âî âðåìåíè. Îïèñû-âàþùèå èõ êîëåáàíèÿ x(t) â ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðèíèìàþò ëþáûåçíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå [a, b] (ðèñ. 1.2, à) èëè âèíòåðâàëå (−∞,∞). Òàê âûãëÿäèò ñèãíàë íà ýêðàíå îñöèëëîãðà�à.Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (îáðàçó-åò êîíòèíóóì). Íåïðåðûâíûå ïîâðåìåíè ñèãíàëû, ñ íåïðåðûâ-íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèéíàçûâàþòñÿ àíàëîãîâûìè. Åñëèçíà÷åíèÿ ñèãíàëà x(t) çàäàâàòüâ äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìå-íè ÷åðåç íåêîòîðûé èíòåðâàë

∆t, íàçûâàåìûé øàãîì äèñêðå-òèçàöèè, òî ïîëó÷èì äèñêðåò-íûé âî âðåìåíè ñèãíàë (ðèñ.1.2, á ), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîéïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòñ÷¼òîâ âñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âðå-ìåíè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìî-ìåíòîâ âðåìåíè ìîæíî ïðîíó-ìåðîâàòü, ò.å. ïåðåéòè ê äèñ-êðåòíîìó âðåìåíè n, ïðèíèìà-þùåìó çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâåíàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òàêóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷àåò ëþ-áîé ýêñïåðèìåíòàòîð, ïåðèîäè-÷åñêè çàïèñûâàþùèé ïîêàçà-íèÿ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà.Äî ñåðåäèíû ïðîøëîãî âå-êà â ðàäèîýëåêòðîíèêå èñïîëü-çîâàëèñü àíàëîãîâûå ñèãíàëû.Çàìåíà íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâäèñêðåòíûìè ïîçâîëèëà çíà÷è-òåëüíî óâåëè÷èòü èí�îðìàöè-îííûå âîçìîæíîñòè ñèãíàëîâ, â÷àñòíîñòè, ïðè ïåðåäà÷å âåêòîð- -
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�èñ. 1.2. Äèñêðåòèçàöèÿ àíàëîãîâîãî ñèã-íàëà
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10 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâíûõ ñèãíàëîâ, è ñïîñîáñòâîâàëà ðàçâèòèþ ìåòîäîâ âðåìåííîãî ðàçäåëå-íèÿ êàíàëîâ ñâÿçè.Íåïðåðûâíûé èëè äèñêðåòèçîâàííûé ïî âðåìåíè ñèãíàë x(t) ìîæ-íî äèñêðåòèçîâàòü è ïî ïåðåìåííîé x. Äëÿ ýòîãî äèàïàçîí âîçìîæíûõçíà÷åíèé ñèãíàëà ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî óðîâíåé, íàçûâàåìûõóðîâíÿìè êâàíòîâàíèÿ, è âîçíèêàåò êâàíòîâàííûé ñèãíàë (ðèñ. 1.2, â).Âåëè÷èíà ∆n=xn+1−xn íàçûâàåòñÿ øàãîì êâàíòîâàíèÿ. Ïðèìåð êâàí-òîâàííîãî ñèãíàëà � ïîêàçàíèÿ ýëåêòðîííîãî âîëüòìåòðà, �èêñèðóþùåãîäâà çíàêà ïîñëå çàïÿòîé (øàã êâàíòîâàíèÿ � 10 ìÂ). Øàã êâàíòîâàíèÿ÷àùå âñåãî âûáèðàåòñÿ ïîñòîÿííûì ∆n=onst, õîòÿ êâàíòîâàíèå ìîæåòïðîâîäèòüñÿ è ñ ïåðåìåííûì øàãîì, íàïðèìåð ëîãàðè�ìè÷åñêèì.Ôóíêöèÿ x(t) ìîæåò áûòü è äèñêðåòèçîâàíà ïî t, è êâàíòîâàíà ïî x(ðèñ. 1.2, ã). Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ xn(k) ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé èñòèííûõçíà÷åíèé x(k∆t), ãäå k � íîìåð îòñ÷¼òà (ðèñ. 1.2, á ), áëèæàéøèìè öåëû-ìè çíà÷åíèÿìè n∆x, ãäå n � íîìåð óðîâíÿ êâàíòîâàíèÿ, ò.å. çíà÷åíèÿ x(t)çàìåíÿþòñÿ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë xn(k). Äèñêðåòèçî-âàííûé ïî t è êâàíòîâàííûé ïî x ñèãíàë x(t), óðîâíè êâàíòîâàíèÿ êîòî-ðîãî ïðåäñòàâëåíû â öè�ðîâîé �îðìå, íàçûâàåòñÿ öè�ðîâûì ñèãíàëîì.Öè�ðîâûå ñèãíàëû èìåþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, îïðåäåëåííûõíà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò ïðåîá-ðàçîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé àíàëîãîâîãî ñèãíàëà â êîíå÷íîå÷èñëî çíà÷åíèé öè�ðîâîãî ñèãíàëà.Ïðè ïåðåõîäå îò àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ ê êâàíòîâàííûì âñåãäà âîçíè-êàåò îøèáêà êâàíòîâàíèÿ óðîâíåé ε(k∆) (ðèñ. 1.2, ä ), ïðè÷¼ì àáñîëþò-íàÿ âåëè÷èíà îøèáêè íå ïðåâûøàåò∆x/2. Âîññòàíîâëåíèå íåïðåðûâíîãîñèãíàëà x̂(t) íà îñíîâå êâàíòîâàííûõ îòñ÷¼òîâ (ðèñ. 1.2, å) ñîïðîâîæäàåò-ñÿ ïîÿâëåíèåì �îíîâîãî øóìà êâàíòîâàíèÿ â âèäå ðàçíîñòè x(t)− x̂(t).Íàïðèìåð, äëÿ çâóêîâûõ ñèãíàëîâ øóì ïðîÿâëÿåòñÿ êàê øèïåíèå.1.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâÏðîñòðàíñòâî êàê ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ìåæäó êîòîðûìè óñòàíîâëåíûîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå åãî ñòðóêòóðó, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Îáúåêòàìè ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü÷èñëà, âåêòîðû, �óíêöèè, èõ ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè, à îòíîøåíèÿìè �ãèïîòåòè÷åñêèå ïðàâèëà, ñâÿçûâàþùèå äâà èëè áîëåå îáúåêòîâ. Ïðèìå-ðîì ìîæåò ñëóæèòü âåêòîðíîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî êàê îáîáùàþùååïîíÿòèå ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ýëåìåíòàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (âåêòîðàìè â îáîáù¼ííîì ñìûñ-ëå) ìîãóò áûòü è �óíêöèè, îïèñûâàþùèå ñèãíàëû. Îñíîâàíèåì äëÿ ýòî-ãî ñëóæèò òîò �àêò, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ àíàëîãîâûõ (äèñêðåòíûõ)ñèãíàëîâ òîæå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîâûì (äèñêðåòíûì) ñèãíàëîì. Ââåäåíèåãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ýëåìåíòîâ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïîç-âîëÿåò ñîçäàòü ñòðîéíóþ òåîðèþ ñèãíàëîâ è óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå2Öè�ðîâûå ñèãíàëû îáðàçóþòñÿ ïðè çàìåíå êàæäîãî çíà÷åíèÿ xn(k) êîäîâîé êîìáèíàöèåé, ñî-ñòàâëåííîé èç ñèìâîëîâ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, è ñîäåðæàò, êàê ïðàâèëî, îäèíàêîâîå ÷èñëî ñèìâîëîâ.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ öè�ðîâûìè ñòàëè íàçûâàòü ñèãíàëû, ïðèíèìàþùèå òîëüêî 2 çíà÷åíèÿ (1 è 0èëè 1 è -1), ò.å. êîäèðîâàííûå áèíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.
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1.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ 11ìåæäó ñèãíàëàìè è ðåçóëüòàòàìè èõ ëèíåéíûõ èçìåðåíèé.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî ñèãíàëîâM è êàæäûé ñèãíàë áóäåì ïðåäñòàâ-ëÿòü òî÷êîé. Åñëè ââåñòè íåêîòîðîå ñâîéñòâî P (íàïðèìåð ãàðìîíè÷íî-ñòè èëè ïåðèîäè÷íîñòè), òî ñèãíàëû, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì îáðà-çóþò ïîäìíîæåñòâî M ′ ∈M . Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýëåìåí-òàìè ïîäìíîæåñòâà M ′ ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå, íàçûâàåìîå ðàññòîÿ-íèåì d, ò.å. êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ x1(t), x2(t) ∈ M ′ ñîïîñòàâèòü �óíê-öèîíàë3 d(x1(t), x2(t)) ≥ 0, íàçûâàåìûé ìåòðèêîé è óäîâëåòâîðÿþùèéñëåäóþùèì ñâîéñòâàì (àêñèîìàì):
d(x1(t), x2(t))=0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1(t)=x2(t));

d(x1(t), x2(t))=d(x2(t), x1(t)); d(x1(t), x3(t))≤d(x1(t), x2(t)) + d(x2(t), x3(t)),ãäå x1(t), x2(t), x3(t) � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà M ′.Ïîäìíîæåñòâî M ′ ñ çàäàííîé ìåòðèêîé d îáðàçóåò ìåòðè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî ñèãíàëîâ. Ïîíÿòèå ìåòðèêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿîöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè îäíîãî ñèãíàëà äðóãèì.Â ðàäèîýëåêòðîíèêå â êà÷åñòâå ìåòðèêè äëÿ àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ,îïðåäåë¼ííûõ è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ â îáëàñòè V (íà íåêîòî-ðîì îãðàíè÷åííîì èëè íåîãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (a, b) ≡ V ), îáû÷íîèñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ìåòðèêà â âèäå �óíêöèîíàëà
d(x1(t), x2(t)) =

√∫ b

a

|x1(t)− x2(t)|2dt. (1.2)Äèñêðåòèçîâàííûé ïî âðåìåíè ñèãíàë x(k∆t) ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x(k), k = 1, 2, ..., N . Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿìåòðèêà âûãëÿäèò êàê
d(x1, x2) =

√√√√
N∑

k=1

|x1(k)− x2(k)|2. (1.3)Åñëè ÷èñëî îòñ÷¼òîâ N � êîíå÷íî, òî ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò âåêòîð ñ Nêîìïîíåíòàìè. Ìíîæåñòâà òàêèõ ñèãíàëîâ, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿ-þòñÿ âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéàðè�ìåòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà RN èëè CN ñîîòâåòñòâåííî.Ýòî áûë ïåðâûé øàã â óñòàíîâëåíèè ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ñèãíà-ëîâ. Ñëåäóþùèé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi, i = 1, 2, ... òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàáóäåì íàçûâàòü �óíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò òàêîå
N(ε), ÷òî d(xi, xj) < ε äëÿ âñåõ i > N(ε), j > N(ε). Åñëè â ïðîñòðàíñòâåëþáàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî çà-äàííîé ìåòðèêè, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.Âàæíûì øàãîì â óñîâåðøåíñòâîâàíèè ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ñèã-íàëîâ ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿíà ÷èñëî.3Ôóíêöèîíàë � ýòî îïåðàòîð, ïðåîáðàçóþùèé �óíêöèè â ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ.
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12 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÌíîæåñòâîM âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) �óíêöèé x(t), îïðå-äåë¼ííûõ è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ â îáëàñòè V , íàçûâàåòñÿ âåùå-ñòâåííûì (êîìïëåêñíûì) ëèíåéíûì èëè âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, àýëåìåíòû ìíîæåñòâà � âåêòîðàìè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìóñëîâèÿì:1) äëÿ ëþáûõ x1(t), x2(t)∈M îïðåäåë¼í òðåòèé ýëåìåíò x3(t)∈M ,íàçûâàåìûé ñóììîé x1(t) è x2(t) è îáîçíà÷àåìûé x1(t) + x2(t), ïðè÷¼ì
x1(t) + x2(t)=x2(t) + x1(t) (êîììóòàòèâíîñòü),

x1(t) + (x2(t) + x3(t))=(x1(t) + x2(t)) + x3(t) (àññîöèàòèâíîñòü);2) ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð ∅, òàêîé ÷òî x(t) + ∅=x(t)äëÿ âñåõ x(t) ∈M (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ);3) äëÿ êàæäîãî x(t) ∈M ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò (−x(t)), ÷òî
x(t) + (−x(t)) = 0 (ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà);4) äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî (êîìïëåêñíîãî) ÷èñëà α è ëþáîãî ýëå-ìåíòà x(t) ∈ M îïðåäåë¼í ýëåìåíò αx(t) ∈ M (ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòà
x(t) íà ÷èñëî α);5) äëÿ ëþáûõ x1(t), x2(t) ∈ M è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ (êîì-ïëåêñíûõ) ÷èñåë α, β âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (αβ)x1(t)=α(βx1(t));
1 ·x1(t)=x1(t); (α+β)x1(t)=αx1(t)+βx1(t); α(x1(t)+x2(t))=αx1(t)+αx2(t).Êîíå÷íîå (èëè áåñêîíå÷íîå) ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ ei ìíîæåñòâà Míàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì êîîðäèíàòíûì áàçèñîì, åñëè èç ðà-âåíñòâà ∑∞

i=1 αiei = 0 ñëåäóåò, ÷òî âñå αi≡0 îäíîâðåìåííî. Åñëè ñèãíàë
x(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) =

∞∑

k=1

ckek, (1.4)òî ÷èñëà c1, c2, ... áóäóò êîîðäèíàòàìè ñèãíàëà x(t) îòíîñèòåëüíî âûáðàí-íîãî áàçèñà.Âñå ñèãíàëû èç ìíîæåñòâà M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîéêîìáèíàöèè áàçèñíûõ ñèãíàëîâ. Íàïðèìåð, íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-ðóåìûé ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç ñèãíàë x(t) =
∑∞

k=0 ckt
k ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ðàçëîæåíèå îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîãî áàçèñà

{e0 = 1, e1 = t, e2 = t2, e3 = t3, ...}. ×èñëî áàçèñíûõ âåêòîðîâ åñòü ðàç-ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Â àðè�ìåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ RN èëè CN÷èñëî áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíî N .Äëÿ ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ââåñòè ÷èñëà, õàðàê-òåðèçóþùèå èõ ¾ðàçìåð¿. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå ãåî-ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêîãî è àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëèíåéíîãîïðîñòðàíñòâà.Íîðìèðîâàííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü çàäàíî âåùå-ñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ M .Íàçîâåì íîðìîé ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Mäåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ‖x(t)‖≥0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:1) ‖x(t)‖=0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x(t) ≡ 0;2) ‖αx(t)‖= |α| ‖x(t)‖ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α;3) ‖x1(t) + x2(t)‖≤‖x1(t)‖ + ‖x2(t)‖ äëÿ ëþáûõ x1(t), x2(t)∈M .
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1.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ 13Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî M , â êîòîðîì çàäàíû íîðìû ýëåìåíòîâ ïðî-ñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.Îòìåòèì, ÷òî íîðìà âåêòîðà ðàâíà ðàññòîÿíèþ òî÷êè îò íà÷àëà êî-îðäèíàò. Âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ ìåòðè÷åñêèì,åñëè â íåì ââåñòè ðàññòîÿíèå êàê
d(x1(t), x2(t)) =‖ x1(t)− x2(t) ‖ .Íîðìû ñèãíàëîâ, êàê è ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ââîäèòü ðàçíûìèñïîñîáàìè. Â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå äëÿ âå-ùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíîçíà÷íûõ àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ â êà÷åñòâå íîð-ìû èñïîëüçóþò �óíêöèîíàëû:

‖x(t)‖=
√∫ b

a

|x(t)|2dt èëè ‖ x(t) ‖=
√∫ ∞

−∞
x(t)x∗(t)dt, (1.5)ãäå ∗ � ñèìâîë êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, à äëÿ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ

‖ x ‖=

√√√√
N∑

k=1

|x(k)|2, (1.6)ãäå x(k) � k-ûé äèñêðåòíûé îòñ÷¼ò �óíêöèè x(t). Åñëè â êà÷åñòâå x(t)ðàññìàòðèâàòü íàïðÿæåíèå èëè òîê, òî êâàäðàò íîðìû íåïðåðûâíîãîñèãíàëà ýêâèâàëåíòåí ýíåðãèè, à êâàäðàò íîðìû äèñêðåòíîãî ñèãíàëà� ìîùíîñòè, âûäåëÿåìîé â ðåçèñòîðå ñ åäèíè÷íûì ñîïðîòèâëåíèåì. Ïî-ñêîëüêó ñèãíàëû ìîãóò áûòü è äåòåðìèíèðîâàííûìè, è ñëó÷àéíûìè, ïî-ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ñèãíàëû ïî âåëè÷èíå ýíåð-ãèè (ìîùíîñòè) áåç ó÷åòà èõ �îðìû.Ìåòðèêà è íîðìà èìåþò îäèíàêîâóþ �èçè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, à d2õàðàêòåðèçóåò ýíåðãèþ (ìîùíîñòü) ðàçíîñòè äâóõ ñèãíàëîâ: ÷åì áîëüøå
d(x1(t), x2(t)), òåì ñèëüíåå ðàçëè÷àþòñÿ ñèãíàëû.Åâêëèäîâû è ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Â ëèíåéíûõ ïðîñòðàí-ñòâàõ ñèãíàëîâ êðîìå íîðìû è ìåòðèêè ìîæíî ââåñòè åù¼ îäèí �óíê-öèîíàë � áèíàðíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå ñèã-íàëîâ x1(t) è x2(t) ñêàëÿð (x1(t), x2(t)) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèãíà-ëîâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ, îïðåäåë¼ííûõ äëÿ
−∞ < t <∞, çàäàåòñÿ �îðìóëîé

(x1(t), x2(t)) =

∫ ∞

−∞
x1(t)x

∗
2(t)dt, (1.7)à äëÿ äèñêðåòèçîâàííûõ ïî âðåìåíè ñèãíàëîâ � �îðìóëîé

(x1, x2) =
N∑

k=1

x1(k)x
∗
2(k). (1.8)Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñèãíàëîâ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(x1(t), x2(t)) = (x2(t), x1(t))
∗, (x1(t), αx2(t)) = α(x1(t), x2(t)),

(x1(t), x2(t) + x3(t)) = (x1(t), x2(t)) + (x1(t), x3(t)),
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14 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâ
(x(t), x(t)) ≥ 0, ïðè÷¼ì (x(t), x(t)) = 0 òîëüêî ïðè x(t) ≡ 0,à íîðìó �óíêöèè x(t) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ñêàëÿðíûé êâàäðàò:

‖ x(t) ‖=
√
(x(t), x(t)) =

√∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò íîðìó, à íîðìà � ìåòðèêó, ò.å. ïðî-ñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè.Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ óíè-òàðíûì, à êîíå÷íîìåðíîå óíèòàðíîå äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-ñòâî � åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Åâêëèäîâûì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿàðè�ìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî RN ñî ñòàíäàðòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæå-íèÿ-óìíîæåíèÿ è �èêñèðîâàííûì â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1.8).Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî � ïîëíîå, ò.å. äëÿ ëþáîãî

ε ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî
|xi(t)− xj(t)| < εäëÿ âñåõ t ∈ V ïðè i, j > N , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {xi(t)}�óíêöèè x(t) ñõîäèòñÿ.Ïîëíîå óíèòàðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èçìå-ðåíèé íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ H. Áåñ-êîíå÷íîìåðíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà âàæíû äëÿ ïðèëîæåíèé èïðåäñòàâëÿþò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êîíå÷íîìåðíîãî åâêëè-äîâà ïðîñòðàíñòâà. Âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

H ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíå÷íîìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì RN , ëèáîñàìî ïðåäñòàâëÿåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H.Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî �óíäàìåíòàëüíîå íåðàâåí-ñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî
|(x1(t), x2(t))| ≤‖ x1(t) ‖ · ‖ x2(t) ‖ . (1.9)Íåðàâåíñòâî (1.9) â âèäå
[ N∑

k=1

x1(k)x2(k)
]2

≤
N∑

k=1

x21(k)
N∑

k=1

x22(k)áûëî óñòàíîâëåíî Êîøè äëÿ N -ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à ñî-îòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñ-íûõ �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ïîëó÷åíî íåìíîãî ïîçäíååÁóíÿêîâñêèì∣∣∣∫ ∞

−∞
x1(t)x2(t)dt

∣∣∣
2

≤
∫ ∞

−∞
|x1(t)|2dt

∫ ∞

−∞
|x2(t)|2dt.�àññìîòðèì êâàäðàò íîðìû ñóììû äâóõ àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ

‖x1(t) + x2(t)‖2=
∫ ∞

−∞
x21(t)dt+

∫ ∞

−∞
x22(t)dt+ 2

∫ ∞

−∞
x1(t)x2(t)dt.Çäåñü ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ïðåäñòàâëÿþò ýíåðãèè ñèãíàëîâ x1(t) è x2(t),à ïîñëåäíåå � óäâîåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèãíàëîâ. Òàêèì îáðà-çîì, ñóììó äâóõ ñèãíàëîâ õàðàêòåðèçóþò íå òîëüêî ýíåðãèè ñëàãàåìûõ,
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1.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ 15íî è ýíåðãèþ ñâÿçè (ñõîäñòâà) ñèãíàëîâ ïî �îðìå èëè ïîëîæåíèþ â ïðî-ñòðàíñòâå.Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îòíîøåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåê-òîðîâ ê ïðîèçâåäåíèþ èõ ìîäóëåé îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîñèíóñóãëà ϕ ìåæäó âåêòîðàìè
cosϕ =

(x, y)

‖ x ‖‖ y ‖ ,à îáðàùåíèå â íóëü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ � êàêñâèäåòåëüñòâî îá îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ.Â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ óãëîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáû÷íî íå ââî-äÿòñÿ, íî ñèãíàëû x(t) è y(t) ïðèíèìàþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìèïðè (x(t), y∗(t)) = 0. Ñèñòåìó îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé ìîæíî ñäåëàòüîðòîíîðìèðîâàííîé ïóò¼ì äåëåíèÿ âñåõ �óíêöèé íà èõ íîðìû. Îðòîíîð-ìàëüíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé åñòü ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ñèãíà-ëîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
(xi(t), xj(t)) =

{
0, åñëè i 6= j,
1, åñëè i = j. (i, j = 1, 2, ...) (1.10)Èçáðàííûå îðòîãîíàëüíûå áàçèñû ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì �óíêöèé

{xk(t)} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì (îðòîíîðìàëüíûì) áàçèñîì â
H[a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé ïîëíàÿ (íå ñóùåñòâóåò äîïîë-íèòåëüíûõ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ìîæíîáûëî áû äîáàâèòü, à ëþáàÿ x(t) ∈ H, îðòîãîíàëüíàÿ ê êàæäîé xk(t),ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó â [a, b]) è íå ñîäåðæèòñÿ â êàêîé-ëèáî äðóãîéîðòîíîðìèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â H[a, b];2) ëþáîé ñèãíàë x(t) ∈ H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â �îðìå

x(t) =
∞∑

k=1

ckxk(t), ãäå ck = (xk, x) (k = 1, 2, ...). (1.11)Ôîðìóëó äëÿ ck ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè ñêàëÿðíî óìíîæèòü x(t) íà xk(t)è ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè èç àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû ñêà-ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà áóäåò îò-ëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî (xk, xk) = 1;3) äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà x(t) ∈ H[a, b] âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-ñòâî Ïàðñåâàëÿ
(x(t), x(t)) =

∞∑

k=1

|ck|2. (1.12)Ñîîòíîøåíèå (1.11) ïðèíÿòî íàçûâàòü îáîáù¼ííûì ðÿäîì Ôóðüå ñèã-íàëà x(t) ïî îðòîíîðìàëüíîìó áàçèñó {xk(t)}, à âåùåñòâåííûå èëè êîì-ïëåêñíûå ÷èñëà ck � êîý��èöèåíòàìè Ôóðüå �óíêöèè x(t) ïî ñèñòåìå
{xk(t)}. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà îãðàíè-÷èâàåòñÿ îïðåäåëåííûì N è âìåñòî x(t) ââîäèòñÿ åãî êîíå÷íîìåðíàÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ

x̃(t) =
N∑

k=1

ckxk(t). (1.13)
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16 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÂîçíèêàåò âîïðîñ: ñõîäèòñÿ ëè ðÿä (1.13), ò.å. ìîæíî ëè äëÿ ëþáî-ãî ε íàéòè òàêîå N ′ è òàêèå êîý��èöèåíòû ðÿäà, ÷òîáû ïðè N > N ′âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî d =‖x(t)− x̃(t)‖< ε?×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, èññëåäóåì íà ìèíèìóì êâàäðàò ìî-äóëÿ d =‖x(t)− x̃(t)‖ ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîý��èöèåíòàõ ck â (1.13)
d2=‖x(t)− x̃(t)‖2=

∫ t2

t1

(
x(t)−

N∑

k=1

ckxk(t), x(t)−
N∑

k=1

ckxk(t)
)
dt =

=

∫ t2

t1

[
‖x(t)‖2 −2x(t)

N∑

k=1

ckxk(t)
]
+
[ N∑

k=1

ckxk(t),

N∑

m=1

cmxm(t)
]
dt =

=‖x(t)‖2 −2

N∑

k=1

αkck +

N∑

k=1

c2k =‖x(t)‖2 −
N∑

k=1

c2k +

N∑

k=1

(αk − ck)
2.Ìèíèìóì d2 äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü,ò.å. ïðè αk = ck (k = 1, 2, ..., N).Èòàê, âûáèðàÿ ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà (1.13), ìîæíî ïîñòðîèòü ñêîëü óãîä-íî áëèçêóþ àïïðîêñèìàöèþ x(t) ÷àñòíîé ñóììîé ðÿäà x̃(t) èëè, ïåðåõîäÿíà òåðìèíîëîãèþ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, îòîáðàçèòü ãèëüáåðòîâî ïðî-ñòðàíñòâî H â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî RN . Ïðàâäà, ñëåäóåò çàìåòèòü,÷òî N ′ áóäåò çàâèñåòü îò âèäà x(t).Âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ â îáîáù¼ííûå ðÿ-äû èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå, òàê êàê ïîçâîëÿåò âìåñòî àíàëèçàíåñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà îãðàíè÷èòüñÿ ñ÷¼ò-íûì ÷èñëîì êîý��èöèåíòîâ ðÿäà.Â ìàòåìàòèêå ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ÷èñëî îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì �óíê-öèé, íî òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå â ðàäèî-ýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå. Âûáîð áàçèñíûõ �óíêöèé âïðîñòðàíñòâå ñèãíàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòîòîé ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà.1. Ñèñòåìû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

H[−π, π] �óíêöèé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå�óíêöèè
1, cosnt, sinnt (n = 1, 2, ...)îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó. Åñëè â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðå-äåëåíèÿ �óíêöèé âH âûáðàòü îòðåçîê [0, T ], òî îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìàòðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé ïðèíèìàåò âèä

Φ0(t) =

√
1

T
, Φ1C(t) =

√
2

T
cos

2π

T
t, Φ1S(t) =

√
2

T
sin

2π

T
t,

Φ2C(t) =

√
2

T
cos 2

2π

T
t, Φ2S(t) =

√
2

T
sin 2

2π

T
t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .Ìíîæèòåëü √2/T ïðèíÿòî âêëþ÷àòü â êîý��èöèåíòû ðÿäà, à ñàì ðÿä(1.11) çàïèñûâàòü â âèäå
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1.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ 17
x(t) =

c0
2
+

∞∑

k=1

(ckC cos k
2π

T
t+ ckS sin k

2π

T
t), (1.14)ãäå

c0 =
2

T

∫ T/2

−T/2

x(t)dt, (1.15)
ckC =

2

T

∫ T/2

−T/2

x(t) coskωItdt, (1.16)
ckS =

2

T

∫ T/2

−T/2

x(t) sinkωItdt, (1.17)
ωI = 2π/T � óãëîâàÿ ÷àñòîòà ïåðâîé (îñíîâíîé) ãàðìîíèêè ñèãíàëà x(t).Èìåííî â òàêîì âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû ÷àùå âñåãî èñïîëüçó-þòñÿ â �èçèêå. Äëÿ ðàäèîýëåêòðîíèêè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå óäîáíî,òàê êàê êàæäîé ÷àñòîòå kωI îòâå÷àþò îäíîâðåìåííî äâå ñîñòàâëÿþùèåðÿäà, è íåîáõîäèìî óñòðîéñòâî, ñïîñîáíîå ðàçëè÷àòü ñèíóñîèäàëüíûå èêîñèíóñîèäàëüíûå (êâàäðàòóðíûå) ñîñòàâëÿþùèå.2. Ñèñòåìà êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé ëèøåíà ýòîãîíåäîñòàòêà. Ôóíêöèè {ejkt} (k = 0, ±1, ±2, ...), îðòîãîíàëüíûå íà îòðåç-êå [−π, π], íàøëè ñàìîå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ�óíêöèé â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå. �àçëîæå-íèå ñèãíàëîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè |t| ≤ T ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîìèìååò âèä

x(t) =
∞∑

k=−∞
Ċkejkt (1.18)è íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå â êîìïëåêñíîé �îðìå. Èç óñëîâèé íîðìèðîâêè

∫ π

−π

ejnte−jmtdt =
{

0, åñëè n 6= m,
2π, åñëè n = m. (1.19)Äëÿ êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ Ċk ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

Ċk =
1

2π

∫ π

−π

x(t)e−jktdt k = 0, ±1, ±2, ... (1.20)�àçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîìïëåêñíûõ �óíêöèé ñ èíòåãðèðóå-ìûì êâàäðàòîì ìîäóëÿ. Çàìåùàÿ â ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèÿõ kt íà
2πkt/T è ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ñ [−π, π] íà [0, T ], ìîæíî ïîëó÷èòüêîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå â áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå:

x(t) =
∞∑

k=−∞
Ċkej2πkt/T , Ċk =

1

T

∫ T

0

x(t)e−j2πkt/Tdt. (1.21)3. Ôóíêöèè �àäåìàõåðà è Óîëøà. Èíòåðåñ ê �óíêöèÿì �àäåìàõåðà èÓîëøà, ââåä¼ííûì â ìàòåìàòèêå åù¼ â 20-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà, ñâÿçàíñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.Çàäàäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé èíòåðâàëîì T = [0, 1] è ïî-ñòðîèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòóþ ñèñòåìó �óíêöèé �àäåìàõåðà ïî �îðìó-ëàì:
r0(t) = 1, rk(t) = sign[sin(2kπt)], k = 1, 2, ...,
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18 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâãäå ñèãíóì-�óíêöèÿ signx={ 1, x ≥ 0,
−1, x < 0. Ôóíêöèè �àäåìàõåðà (ðèñ.1.3) îðòîíîðìèðîâàíû íà èíòåðâàëå 0 ≤ t < 1 è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

r()t2

r()t0

r()t1

r()t3

r()t4

t

t

t

t

t�èñ. 1.3. Ïåðâûå ïÿòü �óíêöèé�àäåìàõåðà

±1, íî ñèñòåìà �óíêöèé íåïîëíàÿ, òàêêàê âñå �óíêöèè íå÷¼òíû îòíîñèòåëüíîñåðåäèíû èíòåðâàëà. Ïîýòîìó �óíêöèè�àäåìàõåðà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷å-ñòâå áàçèñà äëÿ ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ âîáîáù¼ííûé ðÿä Ôóðüå.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé �àäåìà-õåðà íà òîì æå èíòåðâàëå T = [0, 1] ìîæ-íî çàäàòü èíà÷å. �àçäåëèì îáëàñòü [0, 1]íà 2k ðàâíûõ ÷àñòåé ∆n è áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî íà èíòåðâàëàõ ∆n (n = 1, 2, ..., 2m)�óíêöèÿ rk(t) = (−1)2
kt è ïîïåðåìåííîïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå +1 èëè

−1. Íàïðèìåð, ïðè k=2 èíòåðâàë [0, 1]äåëèòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè (2k = 4). Òî-ãäà �óíêöèÿ r2(t) â ÷åòâåðòÿõ èíòåðâàëà
[0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷å-íèÿ (−1)(2

2·0) = 1, (−1)(2
2·1/4) = −1, (−1)(2

2·2/4) = 1, (−1)(2
2·3/4) = −1, ÷òîõîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé íà ðèñ. 1.3.�àçâèòèåì ñèñòåìû �óíêöèé �àäåìàõåðà ÿâèëàñü ïîëíàÿ è îðòîíîð-

wal7 t()

wal2 t()

wal0 t()

wal1 t()

wal3 t()

wal4 t()

wal5 t()

wal6 t()

t

t

t

t

t

t

t

t

�èñ. 1.4. Ïåðâûå âîñåìü �óíê-öèé Óîëøà

ìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèéÓîëøà {walk(t)}. Äîñòîèíñòâà íåñèíóñî-èäàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé Óîë-øà â òåõíèêå ñâÿçè ñòàëè ïîíÿòíû óæåâ ñåðåäèíå ÕÕ âåêà, íî èõ èíòåíñèâíîåïðèìåíåíèå íà÷àëîñü ëèøü ïîñëå òîãî,êàê ïîÿâèëàñü òåõíîëîãèÿ èçãîòîâëåíèÿèíòåãðàëüíûõ ìèêðîñõåì è áûñòðîäåé-ñòâóþùèå êîìïüþòåðû.Ôóíêöèè Óîëøà âêëþ÷àþò êàê ÷¼ò-íûå, òàê è íå÷¼òíûå îòíîñèòåëüíî ñåðå-äèíû èíòåðâàëà [0, 1] �óíêöèè, ïðè÷¼ìâñå ÷¼òíûå �óíêöèè èìåþò ÷¼òíûå íî-ìåðà, à íå÷¼òíûå �óíêöèè � íå÷¼òíûå(ðèñ. 1.4). Èíîãäà äàæå ââîäÿòñÿ ñïåöè-àëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼ò-íûõ �óíêöèé Óîëøà wal2k(t) = calk(t),
wal2k−1(t) = salk(t). Çäåñü ïåðâûå áóê-âû óêàçûâàþò íà àíàëîãèþ ïî ÷¼òíîñòèñ �óíêöèÿìè cos t è sin t.Îäíî èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ�óíêöèé Óîëøà � ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü:
walk(t)walm(t) = walk⊕m(t), ãäå k ⊕m �ðåçóëüòàò ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìî-äóëþ äâóõ äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 19íîìåðîâ k è m. Íàïðèìåð, ðåçóëüòàòîì ïåðåìíîæåíèÿ �óíêöèé Óîëøàòðåòüåãî (äâîè÷íûé êîä 011) è øåñòîãî ïîðÿäêà (äâîè÷íûé êîä 110) ÿâ-ëÿåòñÿ �óíêöèÿ ïÿòîãî ïîðÿäêà (0⊕1=1, 1⊕1=0, 1⊕0=1, äâîè÷íûé êîä101). Îòñþäà íåòðóäíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ Óîëøà ñîõðàíÿåòñâîé ïîðÿäîê ïîñëå óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ íóëåâîãî ïîðÿäêà (äâîè÷íûéêîä íå èçìåíÿåòñÿ), à ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ñåáÿ äàåò �óíêöèþ íóëåâîãîïîðÿäêà.Ñèñòåìó Óîëøà, ñîñòîÿùóþ èç N = 2n �óíêöèé âñåãäà ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü ïðîèçâåäåíèåì n ïåðâûõ �óíêöèé �àäåìàõåðà. Êîìïàêòíûé ñïî-ñîá �îðìèðîâàíèÿ �óíêöèé ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ñâÿçàí ñ ïðîöåäóðîéïðåâðàùåíèÿ äâîè÷íîãî íîìåðà �óíêöèè Óîëøà â êîä �ðåÿ è ïîñòðîåíèÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûì êîäîì ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé �àäåìàõåðà.Êîä �ðåÿ (aΓk−1a
Γ
k−2...a

Γ
0) ñâÿçàí ñ äâîè÷íûì êîäîì (ak−1ak−2...a0) ñîîòíî-øåíèåì aΓ0 =a0⊕a1, aΓ1 =a1⊕a2, ..., aΓk−2=ak−2⊕ak−1, a

Γ
k−1=ak−1.Íàïðèìåð,òðåòüÿ �óíêöèÿ Óîëøà (a2a1a0=011, êîä �ðåÿ 010) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âòî-ðîé �óíêöèåé �àäåìàõåðà, à ïÿòàÿ �óíêöèÿ Óîëøà (a2a1a0 = 101, êîä�ðåÿ 111) � ïðîèçâåäåíèåì ïåðâûõ òð¼õ �óíêöèé �àäåìàõåðà.Âñå ðàññìîòðåííûå �óíêöèè óïîðÿäî÷åíû ïî Óîëøó. Â ðÿäå ïðàêòè-÷åñêèõ çàäà÷ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü óïîðÿäî÷åíèå ïî Àäàìàðó hadh(t)èëè Ïýëè palp(t). Òàê, ïðè óïîðÿäî÷åíèè ïî Ïýëè íîìåðà �óíêöèé �à-äåìàõåðà ñîîòâåòñòâóþò äâîè÷íûì íîìåðàì �óíêöèé Óîëøà.Â îáùåì ñëó÷àå ïî ñèñòåìå îðòîíîðìèðîâàííûõ �óíêöèé Óîëøà ëþ-áóþ èíòåãðèðóåìóþ íà èíòåðâàëå [0, 1]�óíêöèþ x(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòüîáîáù¼ííûì ðÿäîì Ôóðüå

x(t)=x(0) + c1wal1(t) + c2wal2(t) + ..., ck=

∫ 1

0

x(t)walk(t)dt.Êðàòêèé èòîã ðàçäåëà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: ââåäåíèå äëÿ ñèã-íàëîâ ïðîñòðàíñòâ RN , CN è H, íîðìû è ìåòðèêè ïîçâîëÿåò óïðîñòèòüàíàëèç ïðîöåññîâ ñðàâíåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ, à èñ-ïîëüçîâàíèå îáîáù¼ííûõ ðÿäîâ Ôóðüå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøå-íèè ñëîæíûõ çàäà÷ ðàäèîýëåêòðîíèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêè.Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü â îñíîâíîì äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáà-íèÿ, íî áîëüøèíñòâî âûâîäîâ ýòîãî ðàçäåëà â ðàâíîé ñòåïåíè ïðèãîäíûè äëÿ ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ. Ýòî òåì áîëåå âàæíî, ÷òî â ëþáîé ðàäèî-ýëåêòðîííîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ñëó÷àéíûå ïîìåõè, îáóñëîâëåííûåõàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, è ñëó÷àéíûìè ÿâëÿþòñÿâñå ðåàëüíûå ñîîáùåíèÿ, ïåðåäàâàåìûå ïî êàíàëàì ñâÿçè, à òàêæå îò-äåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êàíàëîâ ñâÿçè.1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿÂàæíåéøåé çàäà÷åé ðàçëè÷íûõ ðàäèîýëåêòðîííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿïåðåäà÷à èí�îðìàöèè (ñîîáùåíèé). Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ïåðåäàòü â òå-÷åíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè êàê ìîæíî áîëüøå ñâåäåíèé ñìèíèìàëüíîé îøèáêîé. Îáùóþ ñõåìó ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ïðåäëîæèëâ 1948 ã. Ê. Øåííîí. Îí æå âïåðâûå ââåë êîëè÷åñòâåííûå ïàðàìåòðûèí�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëîâ è êàíàëîâ ñâÿçè.
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20 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÑîîáùåíèÿ èñòî÷íèêà èí�îðìàöèè îòðàæàþò ñëó÷àéíûé (íåïðåäñêà-çóåìûé) õàðàêòåð èçìåíåíèÿ åãî ñîñòîÿíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, âî âðåìåíèèìååò ìåñòî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èëè ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî-áûòèé (åñëè ðàññìàòðèâàòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè). Åñëèñîñòîÿíèå èñòî÷íèêà çàäàåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî ñëó-÷àéíûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé�óíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå èí�îðìàöèîííûõ ñèãíàëîâ òðå-áóåò ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà ñëó÷àéíûõ �óíêöèé. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó-÷àÿõ â ïðåäïîëîæåíèè íåèçìåííîñòè ñâîéñòâ èñòî÷íèêà âî âðåìåíè äëÿîïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ èí�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñîîáùåíèé ìîæ-íî îãðàíè÷èòüñÿ ïîíÿòèÿìè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òàêèìèêàê ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (äèñêðåòíàÿ è íåïðåðûâ-íàÿ), âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñëó÷àéíûõâåëè÷èí.Äàëåå, ïðåæäå, ÷åì áóäóò îïðåäåëåíû áàçîâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè èí�îð-ìàöèè, ïðèâîäÿòñÿ êðàòêèå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ê òåîðèèñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìû îáðàòèìñÿ â ãëàâå 3.1.3.1. Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåéÏóñòü Ω � ìíîæåñòâî (ïðîñòðàíñòâî) ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
ωi, i = 1, ..., n. Êàæäûé èñõîä íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ åñòü ýëåìåíòàðíîåñîáûòèå. Ñ êàæäûì ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì ñâÿçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëü-íàÿ âåëè÷èíà Pi, íàçûâàåìàÿ âåðîÿòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ωi.Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå∑

i

Pi = 1.Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âåðîÿòíîñòü õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîòó ïîÿâëå-íèÿ ñîáûòèÿ íà ìíîæåñòâå èñïûòàíèé.Â ïðîñòðàíñòâå Ω ìîæíî îïðåäåëèòü ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ S, ýëåìåí-òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿ Ai, i = 1, 2, ..., ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîéîáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.Ñîáûòèå A íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
ωj, ωk, ..., ων, åñëè îíî çàêëþ÷àåòñÿ â íàñòóïëåíèè îäíîãî èç íèõ (ëèáî
ωj, ëèáî ωk, ..., ëèáî ων). Îáúåäèíåíèå ñîáûòèé îáîçíà÷àþò êàê

A = ωj ∪ ωk, ...,∪ ων.Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõåìó ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
P (A) = Pj + Pk + ...+ Pν .Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1, A2, ..., Am ∈ S ìîæíî îïðåäåëèòü ñîáûòèå, ïðåä-ñòàâëÿþùåå ñîáîé èõ îáúåäèíåíèå (ñóììó)

A =
m⋃

i=1

Ai ∈ S,è ñîáûòèå, íàçûâàåìîå ïåðåñå÷åíèåì (ïðîèçâåäåíèåì)
B =

m⋂

i=1

Ai ∈ S.
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 21Îáúåäèíåíèå Ai ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàñòóïàåò ëèáî A1, ëèáî A2, ...ëèáî Am, à ïåðåñå÷åíèå B ñîñòîèò â îäíîâðåìåííîì íàñòóïëåíèè âñåõñîáûòèé Ai.Äâà ñîáûòèÿ, A1 è A2, íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè èõ îäíîâðå-ìåííîå íàñòóïëåíèå íåâîçìîæíî. Ïðè ýòîì
A1 ∩ A2 = ∅.Âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ωi ïîïàðíî íåñîâìåñòíû. Äëÿ ïîïàðíî íåñîâ-ìåñòíûõ ñîáûòèé A1, A2, ..., Am ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿò-íîñòåé:

P
( m⋃

i=1

Ai

)
=

m∑

i=1

P (Ai).Âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñîáûòèé, B =A1 ∩ A2, â ñîîòâåòñòâèè ñòåîðåìîé óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê
P (B) = P (A1) · P (A2/A1) = P (A2) · P (A1/A2),ãäå P (A2/A1) è P (A1/A2) � óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A2 è A1 ïðèíàñòóïëåíèè A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî.Ñîáûòèÿ A1 è A2 íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P (A1∩A2) = P (A1)·P (A2), ò.å. P (A1/A2)=P (A1), P (A2/A1)=P (A2).Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ âåëè÷èíà X, êîòîðàÿ â ðå-çóëüòàòå êàæäîãî èñïûòàíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òî èëè èíîå çàðàíåå íåèç-âåñòíîå çíà÷åíèå x, ò.å. ïðèíÿòèå îäíîãî èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿñëó÷àéíûì ñîáûòèåì.Ìíîæåñòâî V çíà÷åíèé x ïåðåìåííîé X ìîæåò áûòü äèñêðåòíûì (êî-íå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì) èëè íåïðåðûâíûì (âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû íåïðåðûâíî çàïîëíÿþò íåêîòîðûé èíòåðâàë).Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.Ïîëíîé ñòà-òèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñëóæèò �óíêöèÿ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (x), îïðåäåëÿþùàÿ âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òîñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ìåíüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà x:
F (x) = P (X ≤ x). (1.22)Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) F (−∞) = 0; f(+∞) = 1; 0 ≤ F (x) ≤ 1;2) F (x) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ (F (x1) ≤ F (x2) ïðè x1 < x2);3) F (x2)− F (x1) = P (x1 ≤ X ≤ x2).Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿñòóïåí÷àòûìè ñî ñêà÷êàìè â òî÷êàõ xi, à äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí � íåïðåðûâíûìè. Åñëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íåïðåðûâ-íà è äè��åðåíöèðóåìà, òî ìîæíî ââåñòè äè��åðåíöèàëüíóþ ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

p(x) =
dF (x)

dx
= lim

∆x→0

F (x+∆x)− F (x)

∆x
. (1.23)Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) p(x) ≥ 0;2) ∫ +∞

−∞ p(x)dx = 1 (óñëîâèå íîðìèðîâêè);
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22 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâ3) ∫ x2

x1
p(x)dx = F (x2)− F (x1) = P (x1 ≤ X ≤ x2).Äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)íå äè��åðåíöèðóåìà â îáû÷íîì ñìûñëå, íî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ìîæ-íî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîé �óíêöèè Äèðàêà δ(x). Ïðåäñòàâèì�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé âåëè÷èíû â âèäå

F (x) =
∑

i

Piσ(x− xi),ãäå Pi = P (X = xi); σ(x) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (ñì. ðàçäåë 2.2). Òîãäà
p(x) =

dF (x)

dx
=
∑

i

Piδ(x− xi). (1.24)Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äåòåðìèíèðîâàííîé �óíêöèè f(X) ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë
<f(X)>=

∫ ∞

−∞
f(x)p(x)dx, (1.25)ãäå ñèìâîë < ... > îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿâåëè÷èíû, óêàçàííîé â óãëîâûõ ñêîáêàõ, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòè.Âìåñòî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èíîãäà óäîáíî èñ-ïîëüçîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ΘX(u).Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé ΘX(u) íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû exp(juX) èëè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x):

ΘX(u) =<ejux>=∫ ∞

−∞
ejuxp(x)dx äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

ΘX(u)=<ejux>=∑
i

ejuxipi äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. (1.26)Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè óäîáíû ïðè îïðåäåëåíèè p(x) äëÿ ñóììíåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X =
∑

kXk. Åñëè èçâåñòíû Θk(u) äëÿñóììèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî èõ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷à-þòñÿ ïðè îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå
pk(xk) =

1

2π

∫ ∞

−∞
Θk(u)e−juxkdu,à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñóììû íàõîäèòñÿ ïðîñòûì ïåðåìíîæå-íèåì Θk(u) âìåñòî ñëîæíîé îïåðàöèè ñâåðòêè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿñëàãàåìûõ.Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ �îðìóëàõ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéâ êà÷åñòâå u èñïîëüçîâàëàñü äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, èçìåíÿþùàÿñÿîò −∞ äî ∞. Åñëè â ýòèõ �îðìóëàõ çàìåíèòü ju íà ëàïëàñîâñêóþ êîì-ïëåêñíóþ ÷àñòîòó s, òî �îðìóëû ñîõðàíÿþòñÿ, íî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåçàìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà.Ïðè îäíîâðåìåííîì ðàññìîòðåíèè íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çà-äàííûõ íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, ââîäèòñÿ ïîíÿ-òèå èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 23ðàäèî�èçèêå ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ýòèì ñëó÷àåì.Ñîâìåñòíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èíX, Y íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ äâóõ íåðà-âåíñòâ X < x, Y < y
F (x, y) = P (X < x, Y < y). (1.27)Åñëè F (x, y) íåïðåðûâíà è îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ñìåøàííîé ïðîèçâîä-íîé âòîðîãî ïîðÿäêà, òî ñîâìåñòíàÿ (äâóìåðíàÿ) ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-ñòè p(x, y) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì:

p(x, y) =
∂2F (x)

∂x∂y
; F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
p(x, y)dxdy (1.28)èëè F (x, y)=P (X<x, Y<y)=∑

xi<x

∑
yj<y

p(xi, yj) � äëÿ äèñêðåòíûõ âåëè÷èí.Ôóíêöèè F (x, y) è p(x, y) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) F (x, y) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ;2) 0 ≤ F (x, y) ≤ 1; p(x, y) ≥ 0;3) F (x,−∞)=F (−∞, y)=0; F (∞,∞)=
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ p(x, y)dxdy=1;4) P (x1 ≤ X ≤ x2, y1 ≤ Y ≤ y2) =

= F (x2, y2)− F (x2, y1)− F (x1, y2) + F (x1, y1) =
∫ x2

x1

∫ y2
y1
p(x, y)dxdy;5) îäíîìåðíûå �óíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äâóìåðíûå ïî �îðìóëàì:äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

F (x)=F (x,∞)=
x∫

−∞

∞∫
−∞
p(x, y)dxdy, F (y)=F (∞, y)=

y∫
−∞

∞∫
−∞

p(x, y)dxdy;
p(x) =

dF (x)

dx
=

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy, p(y) =

dF (y)

dy
=

∫ ∞

−∞
p(x, y)dx(1.29)äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

P (xi) =
∑

j

P (xi, yj), P (yj) =
∑

i

P (xi, yj),ãäå P (xi, yj) � ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü xi è yj .Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè
F (x, y) = F (x)F (y), p(x, y) = p(x)p(y). (1.30)Êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y çàâèñèìû, èõ âåðîÿòíîñòíûå õàðàê-òåðèñòèêè ïîä÷èíÿþòñÿ òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé: ñîâìåñòíàÿïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí p(x, y) ðàâíà ïðîèçâå-äåíèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îäíîé èç íèõ, íàïðèìåð p(x), è óñëîâíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p(y|x) äðóãîé îòíîñèòåëüíî ïåðâîé:

p(x, y) = p(x)p(y|x) = p(y)p(x|y).Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
p(y|x)= p(x, y)

p(x)
=

p(x, y)∫∞
−∞ p(x, y)dy

; p(x|y)= p(x, y)

p(y)
=

p(x, y)∫∞
−∞ p(x, y)dx

.(1.31)
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24 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÏîäñòàâëÿÿ p(x, y) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè â (1.31),ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëû Áàéåñà:
p(y|x)= p(y)p(x|y)∫∞

−∞ p(y)p(x|y)dy ; p(x|y)= p(x)p(y|x)∫∞
−∞ p(x)p(y|x)dx, (1.32)èëè äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y

P (yj|xi)=
P (yj)P (xi|yj)∑
j

P (yj)P (xi|yj)
; P (xi|yj)=

P (xi)P (yj|xi)∑
i

P (xi)P (yj|xi)
.Ôîðìóëà Áàéåñà ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü âåðîÿòíîå çíà÷åíèå yj îäíîéèç ñâÿçàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì xi äðóãîé,åñëè òîëüêî èçâåñòíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (yj|xi). Óñëîâíûå ïëîòíî-ñòè âåðîÿòíîñòè îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè áåçóñëîâíûìâåðîÿòíîñòÿì, â ÷àñòíîñòè p(y|x) = dF (y|x)

dy ; p(x|y) = dF (x|y)
dx .×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âìåñòî ïîëíî-ãî çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷àñòî èñïîëü-çóåòñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê èëè ìîìåíòîâ:ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.×èñëî mk, ðàâíîå ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ <Xk >, íàçûâàåòñÿíà÷àëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà k ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

mk(X)=<Xk>=

{∫∞
−∞x

kp(x)dx äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,∑
i

xkiPi äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.×èñëà mk ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìîìåíòû èíåðöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî-ðÿäêîâ ïëîñêîé �èãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé y = p(x) è îñüþ àáñöèññ.Ïðîñòåéøàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � íà÷àëü-íûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû4:
m1(X) = X =

∫ ∞

−∞
xp(x)dx. (1.33)×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñðåäíèé êâàäðàò

m2(X) = X2 =

∫ ∞

−∞
x2p(x)dx.�àçíîñòü X̃ = X −X íàçûâàåòñÿ îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûîò å¼ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èëè öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, àìîìåíòû öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � öåíòðàëüíûìè ìîìåí-òàìè. Öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâëÿÿâ �îðìóëó äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà X̃ âìåñòî X.Öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû X

<(X −X)2>=

∫ ∞

−∞
(x−X)2p(x)dx = σ2

X . (1.34)4Â äàëüíåéøåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí.
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 25Âåëè÷èíà σX = +
√
σ2
X íàçûâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíå-íèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Åñëè X̃ õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî X, òî äèñïåðñèÿ σX ñëóæèò ìåðîé ðàçáðîñàñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî X .Öåíòðàëüíûé è íà÷àëüíûé ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà ñâÿçàíû ñîîò-íîøåíèåì, êîòîðîå ñëåäóåò èç (1.34):

σ2
X =

∫ ∞

−∞
x2p(x)dx− 2X

∫ ∞

−∞
xp(x)dx+X

2
∫ ∞

−∞
p(x)dx = X2 −X

2
, (1.35)òàê êàê ∫∞

−∞ xp(x)dx = X , à ∫∞
−∞ p(x)dx = 1.Äëÿ ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-íîñòè p(x, y) ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (íà÷àëüíûå ìîìåíòûïåðâîãî ïîðÿäêà) ñîãëàñíî (1.29) èìåþò âèä:

X=

∞∫

−∞

xp(x)dx=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

xp(x, y)dxdy; Y =

∞∫

−∞

yp(y)dy=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

yp(x, y)dxdy.(1.36)Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû âòîðî-ãî ïîðÿäêà äëÿ êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X2=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

x2p(x, y)dxdy; σ2
X =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(x−X)2p(x, y)dxdy;

Y 2=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

y2p(x, y)dxdy; σ2
Y =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(y − Y )2p(x, y)dxdy. (1.37)Äëÿ ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñëó÷àéíûx âåëè÷èí âîçìîæíû åù¼ ñìåøàííûåíà÷àëüíûé è öåíòðàëüíûé ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà
KXY =<XY >=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

x y p(x, y)dxdy; (1.38)
ΨXY =<(X −X)(Y − Y )>=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(x−X)(y −Y )p(x, y)dxdy=XY −X Y .(1.39)Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èñïîëüçîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíà-ëîãè÷íûå óæå ðàññìîòðåííûì â (1.35).Ñìåøàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíòKXY íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííûì ìî-ìåíòîì èëè êîâàðèàöèåé, à ñìåøàííûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ΨXY � êîð-ðåëÿöèîííûì ìîìåíòîì èëè êîððåëÿöèåé, õîòÿ â ðÿäå êíèã ýòè íàçâàíèÿìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî ñîãëàñíî (1.30)
ΨXY =

∫ ∞

−∞
(x−X)p(x)dx ·

∫ ∞

−∞
(y −Y )p(y)dy=
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26 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâ
=

[∫ ∞

−∞
xp(x)dx−X

]
·
[∫ ∞

−∞
yp(y)dy − Y

]
= 0,à ΨXY ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé ñâÿçè ìåæäó X è Y .Â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå áîëåå ðàñïðîñòðà-íåíà íîðìèðîâàííàÿ âåëè÷èíà � êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè (ñâÿçè) ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí

RXY =
ΨXY√
σ2
Xσ

2
Y

. (1.40)Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, òî RXY=0, ò.å. íåçàâèñèìûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû âñåãäà íåêîððåëèðîâàíû.Â ðÿäå ñëó÷àåâ â ðàäèîýëåêòðîíèêå óäîáíî èñïîëüçîâàòü óñëîâíûå ìî-ìåíòû îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî äðóãîé, íàïðèìåð ïåðå-ìåííîé X îòíîñèòåëüíî Y . Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.31), äëÿ óñëîâíûõñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè ïîëó÷èì:
<X|y>=

∫ ∞

−∞
xp(x|y)dx =

∫∞
−∞ xp(x, y)dx∫∞
−∞ p(x, y)dx

; (1.41)
σ2
X |y =

∫ ∞

−∞
[x− <X|y>]2p(x|y)dx =

∫∞
−∞[x− <X|y>]2p(x, y)dx∫∞

−∞ p(x, y)dx
. (1.42)Â çàêëþ÷åíèå îïðåäåëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ñóììû ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí:

<X + Y >=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x+ y)p(x, y)dxdy =

=

∫ ∞

−∞
x

[∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

]
dx+

∫ ∞

−∞
y

[∫ ∞

−∞
p(x, y)dx

]
dy =

=

∫ ∞

−∞
xp(x)dx+

∫ ∞

−∞
yp(y)dy = X + Y ,ò.å ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ êîððåëèðîâàííûõ èëè íåêîððå-ëèðîâàííûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñëàãàåìûõ

<(X + Y )2>=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(x2 + 2xy + y2)p(x, y)dxdy = X2 + 2XY + Y 2.Äèñïåðñèÿ ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò âèä:
σ2
X+Y = σ2

X + σ2
Y + 2KXY .Äëÿ íåêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí σ2

X+Y = σ2
X + σ2

Y .1.3.2. Äèñêðåòíûå èñòî÷íèêè ñîîáùåíèéÊëàññè�èêàöèÿ èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé. Èñòî÷íèêîì èí�îðìà-öèè (èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé) ÿâëÿåòñÿ íåêèé îáúåêò, êîòîðûé â êàæäûéìîìåíò âðåìåíè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðèíèìàåò îäíî èç âîçìîæíûõ ñî-ñòîÿíèé, ò.å. ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì èëè íåïðåðûâ-íûì âðåìåíåì. �àçëè÷àþò äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå èñòî÷íèêè ñîîá-ùåíèé.
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 27Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà ïðèíèìàåìûå èì ñîñòîÿíèÿ ìîæíîïðîíóìåðîâàòü â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ è, òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðè-âàòü äèñêðåòíîå âðåìÿ. Ïðèíÿòûé îò òàêîãî èñòî÷íèêà ñèãíàë ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Åñëè ñîñòîÿíèå èñòî÷íèêà êîëè÷åñòâåííî çàäàåòñÿ íåêîòîðîé âåëè-÷èíîé èëè íåñêîëüêèìè âåëè÷èíàìè, ïðèíèìàþùèìè ëþáûå çíà÷åíèÿâ íåêîòîðîì èíòåðâàëå, òî èñòî÷íèê èí�îðìàöèè íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-íûì. Ñèãíàëû, ñîçäàâàåìûå íåïðåðûâíûì èñòî÷íèêîì, ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé ðåàëèçàöèè íåïðåðûâíîçíà÷íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, èí�îðìàöèþ, çàêëþ÷¼ííóþ â ñîîáùåíèè, ñëå-äóåò îòëè÷àòü îò ñèãíàëà, íåñóùåãî ñîîáùåíèå. Ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ìàòå-ðèàëüíûì íîñèòåëåì èí�îðìàöèè è èìååò êîíêðåòíóþ �èçè÷åñêóþ ïðè-ðîäó: ýëåêòðîìàãíèòíûå è àêóñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èëè âîëíû, âèäåîèì-ïóëüñû èëè áóêâû, íàïå÷àòàííûå íà áóìàãå.Òåîðèÿ èí�îðìàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ äèñöèïëèíó,èçó÷àþùóþ ðàçëè÷íûå êîëè÷åñòâåííûå àñïåêòû òåîðèè ñâÿçè. Ê êðóãóâîïðîñîâ òåîðèè èí�îðìàöèè îòíîñÿòñÿ: îïðåäåëåíèå èí�îðìàöèîííûõõàðàêòåðèñòèê èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé è êàíàëîâ ñâÿçè, ïðîáëåìû ñæà-òèÿ è êîäèðîâàíèÿ èí�îðìàöèè, îáåñïå÷åíèÿ ñåêðåòíîñòè ïåðåäàâàåìûõñîîáùåíèé, áîðüáà ñ ïîìåõàìè ïðè ïåðåäà÷å èí�îðìàöèè ïî êàíàëàìñâÿçè.Äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèþ ¾èí�îðìàöèÿ¿ åäâà ëè âîçìîæíî,òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì è íå ñâîäèòñÿ ê äðóãèì, áîëååïðîñòûì ïîíÿòèÿì. Îäíàêî òåîðèÿ èí�îðìàöèè äàåò ñòðîãîå îïðåäåëå-íèå òàêèõ èí�îðìàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, êàê êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè âñîîáùåíèè èëè ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè.Ïîëó÷åííîå ïðè èñïûòàíèè (èçìåðåíèè) êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè åñòüìåðà ñíÿòîé íåîïðåäåë¼ííîñòè ñîñòîÿíèÿ èñòî÷íèêà. Íåîïðåäåë¼ííîñòüñîñòîÿíèÿ èñòî÷íèêà, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ýíòðîïèåé èñòî÷íè-êà. Äàëåå ðàññìîòðèì òàêèå èí�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè, êàê ýí-òðîïèÿ èñòî÷íèêà, êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñîîáùåíèè, à òàêæå ñîâ-ìåñòíûå õàðàêòåðèñòèêè äâóõ äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ èñòî÷íèêîâ.Èí�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâñîîáùåíèé. Äèñêðåòíûì èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé X íàçûâàåòñÿ îáú-åêò, êîòîðûé â êàæäóþ åäèíèöó âðåìåíè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðèíèìàåòíåêîòîðîå ñîñòîÿíèå èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèéX={xi}i=1,2,...,M .Ñîñòîÿíèÿ xi íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñîîáùåíèÿìè èëè áóêâàìèàë�àâèòà èñòî÷íèêà. Ñîîáùåíèå äèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà X ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé:
xi1, xi2, ..., xin, ...,ãäå èíäåêñû iν ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, ...,M è ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàìáóêâ â àë�àâèòå èñòî÷íèêà, à èíäåêñ ν = 1, 2, ... ïðåäñòàâëÿåò íîìåðáóêâû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Äèñêðåòíûé èñòî÷íèê X õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçóñëîâíûìè (àïðè-îðíûìè) âåðîÿòíîñòÿìè ýëåìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé P (xi), à òàêæåâåðîÿòíîñòÿìè ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîîá-ùåíèé êîíå÷íîé äëèíû P (xi1, xi2, ..., xin) èëè óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè

P (xin/xin−1
, ..., xi1). Åñëè âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò
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28 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâíà÷àëà íóìåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé, òî èñ-òî÷íèê íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ðàññìàò-ðèâàåìûå èñòî÷íèêè ñòàöèîíàðíûìè.Áåçóñëîâíîé (àïðèîðíîé) ýíòðîïèåé äèñêðåòíîãî èñòî÷íèêàX íàçû-âàåòñÿ âåëè÷èíà H(X), îïðåäåëÿåìàÿ ïî èçâåñòíîé �îðìóëå Øåííîíà:
H(X) = −

∑

i

P (xi) logP (xi), (1.43)ãäå îò âûáîðà îñíîâàíèÿ ëîãàðè�ìà çàâèñÿò åäèíèöû èçìåðåíèÿ ýíòðî-ïèè è èí�îðìàöèè. ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîãàðè�ì ïî îñíî-âàíèþ 2, à ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà è êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñîîáùåíèèèçìåðÿþòñÿ â áèòàõ. Ýíòðîïèÿ H(X), â îòëè÷èå îò òåðìîäèíàìè÷åñêîéýíòðîïèè Áîëüöìàíà, íàçûâàåòñÿ èí�îðìàöèîííîé èëè ýíòðîïèåé Øåí-íîíà. Îíà õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íåîïðåäåë¼ííîñòè ñîñòîÿíèÿ èñòî÷íèêàïåðåä èñïûòàíèåì.Óáûëü ýíòðîïèè èñòî÷íèêà ïîñëå èñïûòàíèÿ îïðåäåëÿåò ñðåäíåå êî-ëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, ñîäåðæàùååñÿ â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ (ò.å. â ïî-ëó÷åííîì ýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèè):
I(X) = Hpr(X)−Hps(X), (1.44)ãäå Hpr(X) = H(X) � àïðèîðíàÿ ýíòðîïèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èñòî÷íèêäî èñïûòàíèÿ, à Hps(X) � àïîñòåðèîðíàÿ ýíòðîïèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿèñòî÷íèê ïîñëå èñïûòàíèÿ (ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñîîáùåíèÿ).Åñëè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ñîñòîÿíèå èñòî÷íèêà ñòàíîâèòñÿ òî÷íî èç-âåñòíûì, ÷òî âñåãäà èìååò ìåñòî â îòñóòñòâèè ïîìåõ, òî àïîñòåðèîðíàÿýíòðîïèÿ ðàâíà íóëþ è I(X) = H(X).Ôîðìóëó (1.43) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñðåäíåíèå ïî àïðèîðíî-ìó ðàñïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû − logP (xi). Ñîîòâåòñòâåííî, â îòñóòñòâèèïîìåõè ýòà âåëè÷èíà äàåò êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, ñîäåðæàùååñÿ â êîí-êðåòíîì ýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèè xi:

I(xi) = − logP (xi). (1.45)×åì ìåíåå âåðîÿòíî ñîîáùåíèå, òåì áîëüøåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè îíîñîäåðæèò.Äëÿ èñòî÷íèêà ñ ðàâíîâåðîÿòíûìè ñîñòîÿíèÿìè èç (1.45) ïîëó÷àåì�îðìóëó Õàðòëè:
I(xi) = H(X) = logM, äëÿ ëþáîãî i. (1.46)Èòàê, ÷åì áîëüøå ó èñòî÷íèêà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, òåì áîëüøå åãîýíòðîïèÿ è àïðèîðíîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ.Òåîðåìà. Íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîìñîñòîÿíèéM ìàêñèìàëüíàÿ àïðèîðíàÿ ýíòðîïèÿ ñîîòâåòñòâóåò èñòî÷íè-êó ñ ðàâíîâåðîÿòíûìè ñîñòîÿíèÿìè (ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿ-òåëüíî).Ïóñòü èìåþòñÿ äâà äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé: X ñ ñîñòîÿíè-ÿìè xi, i = 1, 2, ...,M è Y ñ ñîñòîÿíèÿìè yj, j = 1, 2, ..., N . Â îáùåì ñëó-÷àå ýòè èñòî÷íèêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûìè. Äëÿ íèõ,
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 29êðîìå áåçóñëîâíûõ ýíòðîïèé H(X), H(Y ) è ñðåäíèõ êîëè÷åñòâ èí�îð-ìàöèè I(X), I(Y ) â ýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèè, îïðåäåëÿåìûõ ïî �îðìóëåØåííîíà, ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:1) êîëè÷åñòâî óñëîâíîé èí�îðìàöèè â äàííîì ýëåìåíòàðíîì ñîîá-ùåíèè ïðè äàííîì óñëîâèè
I(xi|yj) = − logP (xi|yj) (1.47)� êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñîîáùåíèè xi ïðè óñëîâèè, ÷òî îò èñòî÷íèêà

Y ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå yj;
I(yj|xi) = − logP (yj|xi) (1.48)� êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñîîáùåíèè yj ïðè óñëîâèè, ÷òî îò èñòî÷íèêà

X ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå xi, ãäå P (xi|yj), P (yj|xi) � óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè;2) ñðåäíåå êîëè÷åñòâî óñëîâíîé èí�îðìàöèè, óñðåäí¼ííîå ïî ñîâìåñò-íîìó ðàñïðåäåëåíèþ P (xi, yj)

I(X|Y ) = −
∑

i

∑

j

P (xi, yj) logP (xi|yj) (1.49)� â ñîîáùåíèè èñòî÷íèêà X;
I(Y |X) = −

∑

i

∑

j

P (xi, yj) logP (yj|xi) (1.50)� â ñîîáùåíèè èñòî÷íèêà Y ;3) óñëîâíûå ýíòðîïèè èñòî÷íèêîâ:
H(X|Y ) = I(X|Y ) � ýíòðîïèÿ X ïðè çàäàííîì Y ,
H(Y |X) = I(Y |X) � ýíòðîïèÿ Y ïðè çàäàííîì X;4) êîëè÷åñòâî âçàèìíîé èí�îðìàöèè â äàííûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîîá-ùåíèÿõ

I(xi; yj) = I(xi)− I(xi|yj) (1.51)� êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè î ñîîáùåíèè xi, ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè yj;
I(yj; xi) = I(yj)− I(yj|xi) (1.52)� êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè î ñîîáùåíèè yj, ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè xi.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

I(xi; yj) = I(yj; xi) = log
P (xi, yj)

P (xi)P (yj)
; (1.53)5) ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âçàèìíîé èí�îðìàöèè

I(X; Y ) = I(Y ;X) =
∑

i

∑

j

P (xi, yj) log
P (xi, yj)

P (xi)P (yj)
; (1.54)6) êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â äàííîé ïàðå ñîîáùåíèé îò èñòî÷íèêîâ

X è Y
I(xiyj) = I(yjxi) = − logP (xi, yj); (1.55)7) ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ïàðå ñîîáùåíèé îò äâóõ èñòî÷-íèêîâ

I(XY ) = I(Y X) = −
∑

i

∑

j

P (xi, yj) logP (xi, yj); (1.56)
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30 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâ8) ñîâìåñòíàÿ ýíòðîïèÿ äâóõ èñòî÷íèêîâ
H(XY ) = H(Y X) = −

∑

i

∑

j

P (xi, yj) logP (xi, yj). (1.57)Äëÿ îïðåäåë¼ííûõ âûøå èí�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ èñ-òî÷íèêîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
I(X; Y ) = I(Y ;X) = H(X)−H(X|Y ) = (Y )−H(Y |X); (1.58)

H(XY ) = H(X) +H(X|Y ) = H(Y ) +H(Y |X) =

= H(X) +H(Y )− I(X; Y ); (1.59)
H(XY ) ≤ H(X) +H(Y ). (1.60)Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèè äèñêðåò-íîãî èñòî÷íèêà ïðè íàëè÷èå ïîìåõ. Åñëè èìåþòñÿ ïîìåõè, òî ïîëó-

�èñ. 1.5. Äåéñòâèå ïîìåõè íà ñîîáùåíèÿäèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà

÷àòåëü âìåñòî ìíîæåñòâà ýëå-ìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé xi,
i= 1, 2, ...,M äèñêðåòíîãî èñ-òî÷íèêà X ïîëó÷èò ìíîæåñò-âî ñîîáùåíèé yj, j=1, 2, ..., N ,ò.å. ïîëó÷èò ñîîáùåíèÿ êàêáû îò äðóãîãî èñòî÷íèêà Y(ðèñ. 1.5).Ñîîáùåíèå yj íåñåò ñëåäó-þùåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèèî ïîñëàííîì ñîîáùåíèè xi:

I(xi; yj) = I(xi)−I(xi|yj).Óñëîâíàÿ èí�îðìàöèÿ I(xi|yj) îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè¾óíè÷òîæåííîå¿ ïîìåõîé ξk. Â ñðåäíåì ïîëó÷åííîå ýëåìåíòàðíîå ñîîá-ùåíèå ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè Iø(X), ðàâíîå ñðåäíåé âçàèì-íîé èí�îðìàöèè èñòî÷íèêîâ X è Y :
Iø(X) = I(X; Y ) = H(X)−H(X|Y ). (1.61)Ýòî è åñòü ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèèîò èñòî÷íèêà X ïðè íàëè÷èè ïîìåõ:

Iø(X) = Hpr(X)−Hps(X),ãäå Hpr(X) = H(X), Hps(X) = H(X|Y ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè øóìïðåîáðàçóåò èñòî÷íèê X â èñòî÷íèê Y , òî óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(X|Y )îïðåäåëÿåò ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, óíè÷òîæàåìîå ïîìåõàìè, èÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé íåíàä¼æíîñòè êàíàëà. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçà-âèñèìîñòü èñòî÷íèêîâ X è Y îçíà÷àåò, ÷òî ïîìåõè óíè÷òîæèëè èí�îð-ìàöèþ ïîëíîñòüþ: H(X|Y ) = H(X), ñëåäîâàòåëüíî, Iø(X) = 0. Åñëèñîñòîÿíèÿ èñòî÷íèêîâ X è Y ñâÿçàíû äåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì,òî ýòî ðàâíîçíà÷íî îòñóòñòâèþ ïîìåõ: H(X|Y ) = 0, ñëåäîâàòåëüíî,
Iø(X) = H(X) = I(X).
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 31Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàð-íûõ ñîîáùåíèé. Èçáûòî÷íîñòü äèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà ñ ïàìÿ-òüþ. Èñòî÷íèêX íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì áåç ïàìÿòè, ïðîñòûì èñòî÷-íèêîì èëè èñòî÷íèêîì Áåðíóëëè, åñëè åãî ñîñòîÿíèå xin â ëþáîé ìîìåíòâðåìåíè n íå çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèé èñòî÷íèêà. Èñòî÷íèêÁåðíóëëè ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçóñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ýëå-ìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé P (xi). Èñòî÷íèê X íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì ñ ïà-ìÿòüþ èëè ñëîæíûì èñòî÷íèêîì, åñëè åãî ñîñòîÿíèå xin â ìîìåíò nçàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèé xiν â ìîìåíòû ν = n−1, n−2, n−3, ...×òîáû çàäàòü èñòî÷íèê ñ ïàìÿòüþ, íóæíî çíàòü íå òîëüêî áåçóñëîâíûåâåðîÿòíîñòè P (xi), íî è óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè èëè âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷-íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé.Ïóñòü X � äèñêðåòíûé èñòî÷íèê ñ ñîñòîÿíèÿìè xi, i = 1, 2, ...,M .�àññìîòðèì n-áóêâåííîå ñîîáùåíèå (ò.å. áëîê èç n ýëåìåíòàðíûõ ñîîá-ùåíèé)
(xi1, xi2, ..., xik, ..., xin), xik = 1, ...,M.Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â äàííîì áëîêå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

I(xi1, xi2, ..., xin) = − logP (xi1, xi2, ..., xin),ãäå P (xi1, xi2, ..., xin) � âåðîÿòíîñòü äàííîãî áëîêà èç n ýëåìåíòàðíûõ ñî-îáùåíèé. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â áëîêå äëèííîé n åñòü
I(X1, X2, ..., Xn)=−

∑

i1

∑

i2

...
∑

in

P (xi1, xi2, ..., xin)logP (xi1, xi2, ..., xin).Ýòà æå âåëè÷èíà åñòü ýíòðîïèÿ áëîêà ñîîáùåíèé äëèíîé n:
I(X1, X2, ..., Xn)=H(X1, X2, ..., Xn).Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ðàñ÷¼òå íà îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîîá-ùåíèå (ýíòðîïèÿ íà áóêâó) ñ ó÷åòîì ñòàòèñòèêè áëîêîâ äëèíîé n åñòü

In(X) =
1

n
H(X1, X2, ..., Xn).Åñëè ýëåìåíòàðíûå ñîîáùåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìû, òî

H(X1, X2, ..., Xn) = nH(X). Òàêèì îáðàçîì, In(X) = I(X), ò.å. ïîëó÷àåìñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèè ïî áåçóñëîâ-íîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â èí�îðìàöèîííîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ïðèñóòñòâóþò êîððåëÿöèè (ñòàòèñòè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè)ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ñîîáùåíèÿìè, ïîëó÷àåì In(X) ≤ I(X).Ìîæíî óâåëè÷èâàòü äëèíó ðàññìàòðèâàåìûõ áëîêîâ è â ïðåäåëå ïðè
n→ ∞ ïîëó÷èòü èñòèííîå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ýëåìåíòàð-íîì ñîîáùåíèè (ñ ó÷åòîì âñåõ êîððåëÿöèé) èëè æå èñòèííóþ ýíòðîïèþèñòî÷íèêà:

Iè(X) = Hè(X) = lim
n→∞

1

n
H(X1, X2, ..., Xn) =

= − lim
n→∞

1

n

∑

i1

...
∑

in

P (xi1, xi2, ..., xin) logP (xi1, xi2, ..., xin). (1.62)
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32 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÎ÷åâèäíî, ÷òî Hè(X) ≤ H(X) ≤ H(X0), ãäå H(X0) = logM � ýíòðîïèÿèñòî÷íèêà ñ M ðàâíîâåðîÿòíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Èñòî÷íèê X, äëÿ êîòî-ðîãî Hè(X) = H(X0), íàçûâàåòñÿ áåçûçáûòî÷íûì.×åì áîëüøå âçàèìîñâÿçü ýëåìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé â ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè, òåì ìåíüøå èñòèííàÿ ýíòðîïèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ H(X0) è áîëüøåèçáûòî÷íîñòü èñòî÷íèêà. Äëÿ òîãî ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü, íàñêîëüêîèñòî÷íèê X îòëè÷àåòñÿ îò áåçûçáûòî÷íîãî, ââîäÿò êîý��èöèåíò èçáû-òî÷íîñòè èñòî÷íèêà:
ρ(X) = 1− Hè(X)

H(X0)
. (1.63)Î÷åâèäíî, ρ(X) ∈ [0; 1] (èëè ρ(X) ∈ [0; 100%]). Çíà÷åíèå ρ(X) = 0 ñîîò-âåòñòâóåò áåçûçáûòî÷íîìó èñòî÷íèêó, äëÿ êîòîðîãî ñðåäíåå êîëè÷åñòâîèí�îðìàöèè â ýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèè ìàêñèìàëüíî. Åñëè ρ(X) = 1,ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ýëåìåíòàðíîì ñîîá-ùåíèè ðàâíî íóëþ.Òàêèì îáðàçîì, èçáûòî÷íîñòü èñòî÷íèêà â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåò-ñÿ äâóìÿ ïðè÷èíàìè: âî-ïåðâûõ, íåðàâåíñòâîì áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåéðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé, âî-âòîðûõ, íàëè÷èåì ñòàòèñòè÷å-ñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ñîîáùåíèÿìè â ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè. Áåçûçáûòî÷íûé èñòî÷íèê � ýòî ïðîñòîé èñòî÷íèê (áåç ïàìÿòè)ñ ðàâíîâåðîÿòíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ íåãî êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè âýëåìåíòàðíîì ñîîáùåíèè (áóêâå) ìàêñèìàëüíî íà ìíîæåñòâå âñåõ èñòî÷-íèêîâ ñ çàäàííîì ðàçìåðîì àë�àâèòà.1.3.3. Íåïðåðûâíûå èñòî÷íèêè ñîîáùåíèéÈí�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâíûõ èñòî÷íèêîâñîîáùåíèé. Íåïðåðûâíûé èñòî÷íèê ñîîáùåíèé X � ýòî îáúåêò, êîòî-ðûé â êàæäóþ åäèíèöó âðåìåíè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðèíèìàåò íåêîòî-ðîå ñîñòîÿíèå èç íåïðåðûâíîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Îáû÷-íî ñîñòîÿíèå íåïðåðûâíîãî èñòî÷íèêà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäà-åòñÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ âíåêîòîðîì èíòåðâàëå [a, b] (îí ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì). Èçìåíåíèåñîñòîÿíèÿ âî âðåìåíè åñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ñëó÷àéíîé�óíêöèåé X(t).Íåïðåðûâíûé èñòî÷íèê X çàäàí, åñëè äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ìî-ìåíòîâ âðåìåíè ti, i = 1, 2, ..., n èçâåñòíà n-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-ñòè pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)5. Îäíàêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ èí�îð-ìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê äîñòàòî÷íî çíàòü îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

p1(x, t). Äàëåå âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñòî÷íèê X � ñòàöèîíàðíûé, ò.å.åãî ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷¼òàâðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî, îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íå çàâèñèòîò âðåìåíè: p1(x, t) = p(x) (èíäåêñ ¾1¿ äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèì).Áåçóñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíîãî èñòî÷íèêà X íå ìîæåò çàäàâàòü-ñÿ �îðìóëîé Øåííîíà (1.43), ââåä¼ííîé äëÿ äèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà.5Ìíîãîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà áóäóò ðàñ-ñìàòðèâàòüñÿ ïîçæå (ñì. ãë. 3).
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1.3. Ñèãíàëû è èí�îðìàöèÿ 33×òîáû îïðåäåëèòü ýíòðîïèþ íåïðå-ðûâíîãî èñòî÷íèêà, ïðîèçâåäåì äèñ-êðåòèçàöèþ (êâàíòîâàíèå) ìíîæåñ-òâà ñîñòîÿíèé èñòî÷íèêàX ñ øàãîì
∆x (ðèñ. 1.6). Ýíòðîïèþ êâàíòîâàí-íîãî èñòî÷íèêàH∆x(X) ïîëó÷èì ïî �èñ. 1.6. Êâàíòîâàíèå ìíîæåñòâà ñî-ñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî èñòî÷íèêà X�îðìóëå (1.43), à çàòåì ïðîèçâåäåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ∆x→ 0:

H(X) = lim
∆x→0

H∆x(X).Ñ÷èòàÿ øàã êâàíòîâàíèÿ ìàëûì, äëÿ âåðîÿòíîñòè i-ãî ñîñòîÿíèÿ xi èìå-åì P (xi) ≈ p(xi)∆x. Òîãäà
H(X) = lim

∆x→0

[
−
∑

i

p(xi)∆x log[p(xi)∆x]

]
=

= −
∫ b

a

p(x) log p(x)dx−
∫ b

a

p(x)dx lim
∆x→0

log∆x.Ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè ∫ b

a

p(x)dx = 1ïîëó÷èì
H(X) = −

∫ b

a

p(x) log p(x)dx− lim
∆x→0

log∆x. (1.64)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (1.64) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è íàçûâàåòñÿ áåç-óñëîâíîé (àïðèîðíîé) äè��åðåíöèàëüíîé ýíòðîïèåé íåïðåðûâíîãî èñ-òî÷íèêà X. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñ ó÷åòîì îòðèöàòåëüíîãî çíàêà äàåò âïðåäåëå +∞. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ áåçóñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíî-ãî èñòî÷íèêà áåñêîíå÷íà: H(X) = +∞.Íàçîâåì
h(X) = −

∫ b

a

p(x) log p(x)dx. (1.65)áåçóñëîâíîé äè��åðåíöèàëüíîé ýíòðîïèåé. Îíà õàðàêòåðèçóåò ðàñïðå-äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è â îòëè÷èå îò áåçóñëîâíîé ýíòðîïèèäèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îò-ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à òàêæå îáðàùàòüñÿ â 0. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òîáåçóñëîâíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ h(X) ñàìà ïî-ñåáå íå îïðå-äåëÿåò êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè â ìãíîâåííîì ñîñòîÿíèè íåïðåðûâíîãîèñòî÷íèêà.Òåîðåìà. Áåçóñëîâíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíîãî èñ-òî÷íèêà X ñ çàäàííîé äèñïåðñèåé σ2
X óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

h(X) ≤ log
√

2πeσ2
X ,ãäå e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðè�ìà. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýí-òðîïèÿ ïðèíèìàåò â ñëó÷àå èñòî÷íèêà X0 ñ ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíè-åì6:

h(X0) = log
√

2πeσ2
X . (1.66)6Òåîðåìó ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî
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34 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÏóñòü X è Y � äâà íåïðåðûâíûõ (â îáùåì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêè çàâè-ñèìûõ) èñòî÷íèêà, ìãíîâåííûå ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ â ïðîèçâîëüíûé ìî-ìåíò âðåìåíè t çàäàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X(t),
x ∈ [a, b] è Y (t), y ∈ [c, d]. Äëÿ íèõ, êðîìå áåçóñëîâíûõ ýíòðîïèé h(X),
h(Y ), çàäàâàåìûõ �îðìóëîé (1.65), ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå õàðàêòå-ðèñòèêè:1) óñëîâíûå äè��åðåíöèàëüíûå ýíòðîïèè èñòî÷íèêîâ

h(X|Y ) = −
∫ b

a

∫ d

c

p(x, y) log p(x|y)dxdy, (1.67)
h(Y |X) = −

∫ b

a

∫ d

c

p(x, y) log(y|x)dxdy, (1.68)ãäå p(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è
Y ; p(x|y), p(y|x) � óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè;2) ñîâìåñòíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ äâóõ èñòî÷íèêîâ

h(XY ) = −
∫ b

a

∫ d

c

p(x, y) log p(x, y)dxdy; (1.69)3) ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âçàèìíîé èí�îðìàöèè íà îäèí îò-ñ÷¼ò I(X; Y ) = I(Y ;X). Òàêæå êàê äëÿ äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ ñðåäíååêîëè÷åñòâî âçàèìíîé èí�îðìàöèè äâóõ íåïðåðûâíûõ èñòî÷íèêîâ, ïðè-õîäÿùååñÿ íà îäèí îòñ÷¼ò (â îäèí ìîìåíò âðåìåíè), îïðåäåëÿåòñÿ êàê
I(X; Y ) = H(X)−H(X|Y ) èëè I(X; Y ) = H(Y )−H(Y |X). Ïîëíàÿ áåç-óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(X) èñòî÷íèêà X îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (1.64).Ïîëíóþ óñëîâíóþ ýíòðîïèþ H(X|Y ) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðå-äåëèòü êàê

H(X|Y ) = lim
∆x→0

lim
∆y→0

H∆x∆y(X|Y ) = h(XY )− lim
∆x→0

log∆x. (1.70)Òîãäà
I(X; Y ) = h(X)− h(X|Y ) = h(Y )− h(Y |X). (1.71)Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âçàèìíîé èí�îðìàöèè äâóõ íåïðåðûâíûõ èñòî÷íè-êîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ áåçóñëîâíîé è óñëîâíîé äè��åðåíöèàëüíûõýíòðîïèé è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé.Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà p(x, y) = p(x|y)p(y) èç (1.69) ñëåäóåò, ÷òî

I(X; Y ) = I(Y ;X) =

∫ b

a

∫ d

c

p(x, y)
log p(x, y)

p(x)p(y)
dxdy (1.72)èëè

I(X; Y ) = I(Y ;X) =

∫ b

a

∫ d

c

p(x, y)I(x; y)dxdy,ãäå
I(x; y) = I(y; x) =

log p(x, y)

p(x)p(y)� êîëè÷åñòâî âçàèìíîé èí�îðìàöèè â êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ x è y.Äëÿ îïðåäåë¼ííûõ âûøå èí�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ íåïðå-ðûâíûõ èñòî÷íèêîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
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1.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ 35
h(XY ) = h(X) + h(X|Y ) = h(Y ) + h(Y |X) =

= h(X) + h(Y )− I(X; Y ); (1.73)
h(XY ) ≤ h(X) + h(Y ). (1.74)Ñóììà â (1.74) ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìûì X è Y .Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñîîáùåíèè íåïðåðûâíîãî èñòî÷-íèêà ïðè íàëè÷èå ïîìåõ. Åñëè èìåþòñÿ ïîìåõè, òî âìåñòî ñëó÷àéíîãîñèãíàëà X(t) îò èñòî÷íèêà X ïîëó÷àòåëü ïðèíèìàåò ñëó÷àéíûé ñèãíàë

Y (t) = X(t) + ξ(t). Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè íà îäèí îòñ÷¼ò îòíåïðåðûâíîãî èñòî÷íèêà â ïðèñóòñòâèè ïîìåõ åñòü
Iø(X) = I(X; Y ) = h(X)− h(X|Y ) = h(Y )− h(Y |X). (1.75)Åñëè èñòî÷íèêè X è Ξ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî h(Y |X) = h(ξ) �äè��åðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïîìåõè.Èí�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ èñòî÷-íèêîâ ñîîáùåíèé ñîñòàâëÿþò áàçèñ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (ðàç-ëè÷íûõ) êàíàëîâ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, â ÷àñòíîñòè äëÿ îöåíêè èõ ïðî-ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè âáîëüøåé ñòåïåíè çàâèñèò íå îò ñâîéñòâ êàíàëà, à îò êîëè÷åñòâà âçàèìíîéèí�îðìàöèè, êîòîðóþ â ñðåäíåì ñîäåðæèò ïðèíÿòûé ñèãíàë.1.4. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ1. ×åì îòëè÷àåòñÿ ñèãíàë îò ïîìåõè?2. Â ÷åì ðàçëè÷èå äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ?3. Êàê ïîäðàçäåëÿþò ñèãíàëû íà àíàëîãîâûå, äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå?4. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ? Êàêèìèñâîéñòâàìè äîëæíà îáëàäàòü ìåòðèêà?5. Âû÷èñëèòå íîðìó ñèãíàëà x(t) = A sinπt/T ïðè 0 < t < T .6. Êàêèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè, à êàêèå �åâêëèäîâûìè?7. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî (1.9), ïîêàæèòå, ÷òî ìåò-ðèêà d(x1(t), x2(t)) = ||x1(t)− x2(t)||, ãäå ||x(t)|| = (x(t), x(t))1/2, óäîâëå-òâîðÿåò àêñèîìàì ìåòðèêè.8. Êàêèå ñèãíàëû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè? ×òî íàçûâàåòñÿ îðòîíîð-ìàëüíûì áàçèñîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà?9. Ïîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà x+ y è x− y îð-òîãîíàëüíû, åñëè ‖ x ‖=‖ y ‖= 1.10. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé �óíêöèè �àäåìàõåðà è �óíêöèè Óîëøà?11. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó �óíêöèÿìè wal0(t) è wal1(t) ñîâ-ïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó wal1(t) è wal2(t).12. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû? Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñìûñë òåîðåìû Áàéåñà?13. ×òî òàêîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?14. Íà ïÿòè ïëàñòèíàõ (ïî îäíîé áóêâå íà êàæäîé) íàïèñàíî ¾ÑËÎÂÎ¿.
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36 �ëàâà 1. Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè ñèãíàëîâÏëàñòèíû ïåðåìåøàíû. Èñïîëüçóÿ óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïîêàçàòü, ÷òîâåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ñëîâî ¾ÂÎË¿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èçâëå÷åíèèòðåõ ïëàñòèí ñîñòàâëÿåò 1/30.15. Êàê îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ: ¾êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè¿, ¾èí�îðìàöè-îííîå ñîîáùåíèå¿, ¾ñèãíàë¿? Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó íèìè?16. Äîêàæèòå, ÷òî áåçóñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ äèñêðåòíîãî èñòî÷íèêà ñ �èê-ñèðîâàííûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ìàêñèìàëüíà â ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíûõñîñòîÿíèé.17. Êàê âûðàæàåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ýíòðîïèÿ äâóõ äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ
X è Y ÷åðåç áåçóñëîâíûå è óñëîâíûå ýíòðîïèè?18. Êàêîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèè î òîì, ÷òîäâå ïîäáðîøåííûå ìîíåòû óïàëè íà îðëà?19. ×åìó ðàâíî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñîîáùåíèè îò äèñ-êðåòíîãî èñòî÷íèêà X â ïðèñóòñòâèè ïîìåõ, åñëè â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿïîìåõ ïîñûëàåìûå è ïîëó÷àåìûå ñîîáùåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèíåçàâèñèìûìè?20. Êàêîâà èçáûòî÷íîñòü èñòî÷íèêà X ñ ÷åòûðüìÿ ñîñòîÿíèÿìè, ïðèíè-ìàåìûìè ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2, 1/4, 1/8, 1/8? Ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîñòî-ÿíèÿ ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè.21. Äëÿ êàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííîé äèñïåðñèåé áåçóñëîâíàÿ äè�-�åðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ h(X) ìàêñèìàëüíà è ÷åìó îíà ðàâíà?22. Âû÷èñëèòü äè��åðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ h(X) äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíî-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X â èíòåðâàëå [0; 1].Ñïèñîê ëèòåðàòóðûÊîëìîãîðîâ, À. Í., Ôîìèí, Ñ. Â. Ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèé è �óíê-öèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ì. : Íàóêà, 1976.Ôðåíêñ, Ë. Òåîðèÿ ñèãíàëîâ / ïåð. ñ àíãë. Ì. : Ñîâ. ðàäèî, 1974.�ûæàê, È. Ñ. Èçáðàííûå âîïðîñû òåîðèè öåïåé è îáðàáîòêè ñèãíà-ëîâ. Ì. : Áëîê-èí�îðì-ýêñïðåññ, 2003.Çèíîâüåâ, À. Ë., Ôèëèïïîâ, Ë. È. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñèãíàëîâ èöåïåé : ó÷åá. ïîñîáèå. Ì. : Âûñø. øê., 1968.�íåäåíêî, Á. Â. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé : ó÷åáíèê. 8-å èçä., èñïð. èäîï. Ì. : Ýäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 2005.Øàõòàðèí, Á. È. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû â ðàäèîòåõíèêå : â 2 ò. / 3-åèçä., ïåðåðàá. Ò.1: Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ì. : �åëèîñ ÀÇÂ, 2006.Õàðòìóò, Õ. Ô. Ïåðåäà÷à èí�îðìàöèè îðòîãîíàëüíûìè �óíêöèÿìè/ ïåð. ñ àíãë. Ì. : Ñâÿçü, 1975.Ñèáåðò, Ó. Ì. Öåïè, ñèãíàëû, ñèñòåìû : â 2 ÷./ïåð. ñ àíãë. Ì. : Ìèð,1988.�àëëîãåð, �. Òåîðèÿ èí�îðìàöèè è íàä¼æíàÿ ñâÿçü. Ì. : Ñîâ. ðàäèî,1974.Èãíàòîâ, Â. À. Òåîðèÿ èí�îðìàöèè è ïåðåäà÷à ñèãíàëîâ. Ì. : Ñîâ.ðàäèî, 1979.Òåîðèÿ èí�îðìàöèè è êîäèðîâàíèå / Á. Á. Ñàìñîíîâ, Å. Ì. Ïëîõîâ,À. È. Ôèëîíåíêîâ, Ò. Â. Êðå÷åò. Ì. : Ôåíèêñ, 2002.Ëèäîâñêèé, Â. Â. Òåîðèÿ èí�îðìàöèè : ó÷åá. ïîñîáèå. Ì. : ÊîìïàíèÿÑïóòíèê, 2004.
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�ëàâà 2Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿè âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ2.1. Âèäû äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñèãíàëû, íåñóùèå èí�îðìàöèþ, ÿâëÿþòñÿ ñëó-÷àéíûìè, à äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â ðàäèîýëåê-òðîíèêå â êà÷åñòâå íåñóùèõ, èñïûòàòåëüíûõ èëè óïðàâëÿþùèõ.Äåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëû äåëÿòñÿ íà ïå-ðèîäè÷åñêèå, êâàçèïåðèîäè÷åñêèå è íåïåðèîäè-÷åñêèå. Êîëåáàíèÿ, ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ êîòî-ðûõ ïîâòîðÿþòñÿ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðå-ìåíè, íàçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè (ðèñ. 2.1), àíàèìåíüøèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè T , ïî èñòå÷å-íèè êîòîðîãî âñå ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ïîâòîðÿ- 0 tT

x t( )

�èñ. 2.1.Ïåðèîäè÷åñêîåêîëåáàíèåþòñÿ, � ïåðèîäîì êîëåáàíèé. Òîãäà
x(t+ T ) ≡ x(t), −∞ < t <∞. (2.1)Ïðîñòåéøèì âèäîì ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèåêîëåáàíèÿ (íàïðÿæåíèÿ, òîêà, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E).�àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. �àðìîíè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷å-ñêîå èçìåíåíèå �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû (íàïðÿæåíèÿ, çàðÿäà èëè òîêà) ïîñèíóñîèäàëüíîìó (èëè êîñèíóñîèäàëüíîìó) çàêîíó (ðèñ. 2.2):

x(t) = A · cos(ωt+ ϕ0), −∞ < t <∞ (2.2)ãäå x(t) � ìãíîâåííîå çíà÷åíèå �è-çè÷åñêîé âåëè÷èíû; A � àìïëè-òóäà; ϕ(t) = (ωt + ϕ0) � ìãíî-âåííàÿ (ïîëíàÿ) �àçà êîëåáàíèéâ ìîìåíò âðåìåíè t; ω � êðóãîâàÿèëè óãëîâàÿ ÷àñòîòà, âûðàæàåìàÿâ ðàäèàíàõ â ñåêóíäó; ϕ0 � íà÷àëü-íàÿ �àçà êîëåáàíèé. Ïðîäîëæè-òåëüíîñòü îäíîãî ïîëíîãî êîëåáà-íèÿ T =2π/ω � ïåðèîä ãàðìîíè÷å-
0  

x t( )

x
0

A

T t�èñ. 2.2. �àðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèåñêîãî êîëåáàíèÿ âûðàæàåòñÿ â ñåêóíäàõ èëè äîëÿõ ñåêóíäû, à âåëè÷èíà
f=1/T , ðàâíàÿ ÷èñëó ïîëíûõ êîëåáàíèé â åäèíèöó âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ÷àñòîòîé ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ è âûðàæàåòñÿ â ãåðöàõ (�ö). �àðìî-íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èäåàëèçàöèåé óæå ïîòîìó, ÷òî ðåàëüíûå
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38 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿêîëåáàíèÿ îãðàíè÷åíû âî âðåìåíè, ò.å. èìåþò íà÷àëî è êîíåö.Ôîðìóëà (2.2) ïðåäñòàâëÿåò âåùåñòâåííóþ ìîäåëü òàêèõ ñèãíàëîâ.Ïåðâàÿ, âòîðàÿ è ïîñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè �óíêöèè x(t)òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè:
dx(t)

dt
= −Aω sin(ωt+ ϕ0),

d2x(t)

dt2
= −Aω2 cos(ωt+ ϕ), ...Ïîäñòàâëÿÿ (2.2) â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ëåãêî ïîëó÷èòü äëÿ ãàðìîíè-÷åñêîãî ñèãíàëà x(t) óðàâíåíèå

d2x(t)

dt2
+ ω2x(t) = 0, (2.3)íàçûâàåìîå äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.�àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îáëàäàþò îäíîé îïðåäåë¼ííîé è ñòðîãî ïî-ñòîÿííîé ÷àñòîòîé, ò.å. ÿâëÿþòñÿ îäíîòîíàëüíûìè1. Ñðåäíåå çà ïåðèîäçíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè ðàâíî íóëþ:

x(t)=
1

T

T∫

0

x(t)dt=
A

T

T∫

0

cos (ωt+ϕ0)dt=
A

ωT
(sin (ωt+ϕ0)

∣∣∣∣
T

0

= 0. (2.4)Ìãíîâåííàÿ ìîùíîñòü p(t), âûäåëÿåìàÿ ãàðìîíè÷åñêèì ñèãíàëîì
x(t) = A cos (ωt+ ϕ0) â ðåçèñòîðå ñ ñîïðîòèâëåíèåì 1 Îì, èìååò âèä:

p(t) = (A cos (ωt+ ϕ0))
2 =

A2

2
+
A2

2
cos (2ωt+ 2ϕ0)è ïðåäñòàâëÿåò ñóììó ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé A2/2 è êîñèíóñîèäàëü-íîãî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 2ω. Âåëè÷èíó p(t) íåëüçÿ ñ÷èòàòü ýíåðãåòè÷å-ñêèì ïàðàìåòðîì ðàññìàòðèâàåìîãî ñèãíàëà, òàê êàê îíà ïåðèîäè÷åñêèèçìåíÿåòñÿ îò 0 äî A2. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå êâàäðàòè÷íûõ (ýíåðãåòè-÷åñêèõ) ïàðàìåòðîâ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ èñïîëüçóþòñÿ ëèáî ìîù-íîñòü, óñðåäí¼ííàÿ çà ïåðèîä êîëåáàíèé, � ñðåäíèé êâàäðàò ãàðìîíè÷å-ñêîé �óíêöèè

Pñð = x2(t) =
1

T

T∫

0

x2(t)dt =
A2

T

T∫

0

cos2 (ωt+ ϕ0)dt =
A2

2
, (2.5)ëèáî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà (ÑÊÂ), ðàâíàÿ ïîëîæèòåëüíîìó çíà-÷åíèþ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç x2(t), ò.å. ÑÊÂ=A/√2.Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ìå-òîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé�èçèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîëè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííûõãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé âðåìåíè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïîëó÷èâøååíàçâàíèå ñèìâîëè÷åñêîãî ìåòîäà èëè ìåòîäà êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä 2.Äîïîëíÿÿ âåùåñòâåííûé ñèãíàë x(t) = A cos(ωt+ ϕ0) ìíèìîé êîìïî-íåíòîé j sin(ωt+ ϕ0), ïîëó÷èì êîìïëåêñíûé ñèãíàë:

ẋ(t)=Aexp[j(ωt+ ϕ0)]=A[cos (ωt+ ϕ0) + j sin (ωt+ ϕ0)]=x(t) + y(t).1�àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èíîãäà íàçûâàþò ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè (îò ãðå÷. m�onos � îäèí èhr�oma (hr�omatos) � öâåò), õîòÿ ýòîò òåðìèí ââåä¼í äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ.2Ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ââåë â òåîðèþ ïåðåìåííûõ òîêîâ íåìåöêèé �èçèê ×. Øòåéíìåö,à øèðîêî èñïîëüçîâàë àêàäåìèê Â. Ô. Ìèòêåâè÷ (�îññèÿ).
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2.1. Âèäû äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ 39Åñëè ââåñòè Ȧ=Aejϕ0 êàê êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèÿ, òî äåé-ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîé �óíêöèè ẋ(t) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ñèã-íàëîì x(t), à ñèãíàë y(t), îáû÷íî íàçûâàåìûé ñîïðÿæ¼ííûì, ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé x(t), ñäâèíóòûé ïî �àçå íà −π/2.Òàêèì îáðàçîì, âåùåñòâåííîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå (2.2) ïðåä-ñòàâëåíî êîìïëåêñíîé ìîäåëüþ â âèäå ÷èñëà Ȧ. Êàæäàÿ Ȧ ââîäèòñÿ äëÿâïîëíå îïðåäåë¼ííîãî êîëåáàíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ÷àñòîòû.Îáðàòíûé ïåðåõîä îò êîìïëåêñíîé ìîäåëè ê âåùåñòâåííîé îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ ïóò¼ì óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ íà exp (jωt)è âû÷èñëåíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ:
x(t) = Re[Ȧejωt] = Re[Aej(ωt+ϕ0)] = A cos (ωt+ ϕ0). (2.6)Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä, âàæíûå äëÿ ïðàê-òè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ:1) êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ñóììû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îäèíàêî-âîé ÷àñòîòû ðàâíà ñóììå êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ñëàãàåìûõ;2) ïðè óìíîæåíèè íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî Cejα ìîäóëü êîìïëåêñíîéàìïëèòóäû óâåëè÷èâàåòñÿ â C ðàç, à àðãóìåíòû ñîìíîæèòåëåé ñóììè-ðóþòñÿ;3) ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ àìïëèòóä ȦȦ∗=A2, ãäå ∗ �çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ óäâîåííîé ñðåäíåé çà ïåðèîäìîùíîñòüþ:

Pñð = 1

2
ȦȦ∗ =

A2

2
,à ïîëîâèíà ïðîèçâåäåíèÿ ñäâèíóòûõ ïî �àçå ñèãíàëîâ, íàïðèìåð, íà-ïðÿæåíèÿ U cos (ωt+ α1) è òîêà I cos (ωt+ α2) ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåé çàïåðèîä êîìïëåêñíîé ìîùíîñòè

Pñð= 1

2
U̇ İ∗=

1

2
UIej(α1−α2)=

UI

2
cos (α1 − α2) + j

UI

2
sin (α1 − α2)è ñîñòîèò èç ðåçèñòèâíîé PñðR = Re[Pñð] = 1

2UI cos (α1 − α2) è ðåàêòèâ-íîé PñðX = Im[Pñð] = 1
2UI sin (α1 − α2) ñîñòàâëÿþùèõ, ïðåäñòàâëÿþùèõàêòèâíóþ è ðåàêòèâíóþ ìîùíîñòè ñîîòâåòñòâåííî.Ïîñêîëüêó äè��åðåíöèðîâàíèå (èíòåãðèðîâàíèå) êîìïëåêñíîé ýêñïî-íåíòû ïî âðåìåíè ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ (äåëåíèþ) íà jω, êîìïëåêñ-íàÿ àìïëèòóäà âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé x(t) =A cos (ωt+ϕ0) ðàâíà jωȦ(ïðè k-êðàòíîì äè��åðåíöèðîâàíèè � (jω)kȦ), à êîìïëåêñíàÿ àìïëèòó-äà èíòåãðàëà � 1

jωȦ, ò.å. ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ âåùå-ñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè ëåãêî ïðèâîäÿòñÿ ê ýêâèâàëåíòíûì àë-ãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî jω.Ñóïåðïîçèöèè äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàçëè÷-íûõ ÷àñòîò îáðàçóþò áîëåå ñëîæíûå êîëåáàíèÿ: ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçè-ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû
x(t) = f(u(t), v(t)), ãäå u(t+ T1) ≡ u(t), v(t+ T2) ≡ v(t).Â îáùåì ñëó÷àå è ïåðèîäè÷åñêèå, è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû óäîâëå-òâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå ñîîòíîøåíèþ:

x(t) = f(ω1t, ω2t, ω3t, ..., ωNt). (2.7)
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40 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿÓ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé îòíîøåíèå ëþáûõ ÷àñòîò ãàðìîíè÷åñêèõ ñî-ñòàâëÿþùèõ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì: ωi/ωj = m/n, ãäå m è n �öåëûå ÷èñëà. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îòðåçîê âðåìåíè (ïåðè-îä), íà êîòîðîì ïåðèîäû ñîñòàâëÿþùèõ êîëåáàíèé óêëàäûâàþòñÿ öåëîå÷èñëî ðàç. Òàê, äåòåðìèíèðîâàííûé ñèãíàë
x(t) = A1 sin

2π

T
t+A2 sin

4π

T
t+ sin

10π

T
t (2.8)ñîäåðæèò òðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿ. Îòíîøåíèÿ ÷àñòîò 1/2, 1/5 è2/5 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. ×àñòîòà ïåðâîé ãàðìîíèêè 2π, à ïåðèîä T=1.Ó êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé îòíîøåíèå õîòÿ áû îäíîé ïàðû ÷àñòîòÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Ïðèìåðîì êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äå-òåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

x(t) = A1 sin
2π

T
t+ A2 sin

2π
√
3

T
t+ sin

10π

T
t. (2.9)�àçëè÷èå â ñòðóêòóðå ñèãíàëîâ, ðàññ÷èòàííûõ ïî �îðìóëàì (2.8) è(2.9), èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2.3.

á 0

à 0

x(t)

x(t)

T̃ t

t

-
6

-

6

�èñ. 2.3. Ïåðèîäè÷åñêîå (à) è êâàçèïåðèîäè÷åñêîå (á ) êîëåáàíèÿÂèäíî, ÷òî êîëåáàíèå, èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñ. 2.3, à, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-÷åñêèì, à êîëåáàíèå íà ðèñ. 2.3, á âîñïðèíèìàåòñÿ êàê íåïåðèîäè÷åñêîå.Ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû ïî îïðåäåëåíèþ ñó-ùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî äîëãî è ïîýòîìó õàðàêòåðèçóþò ñòàöèîíàðíûå(óñòàíîâèâøèåñÿ) ñîñòîÿíèÿ ðàäèîñèñòåìû. Ïåðåõîäû èç îäíîãî ñòàöè-îíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå îïèñûâàþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèìè (ïåðåõîä-íûìè) ñèãíàëàìè. Ñðåäè íåïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé â ðàäèîýëåêòðîíèêåîñîáàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ èìïóëüñíûì ñèãíàëàì: ýêñïîíåíöèàëüíûì, ïðÿ-ìîóãîëüíûì, êîñèíóñîèäàëüíûì, ïèëîîáðàçíûì. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ðà-äèî�èçèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ êîëîêîëîîáðàçíûå (ãàóññîâû) èìïóëüñû.Èìïóëüñíûå ñèãíàëû. Ýëåêòðè÷åñêèì èìïóëüñîì (îò ëàò. impulsus
τ 

0 t

x t( )
Δ

τ ф τ с

A A

�èñ. 2.4. Îñíîâíûå õà-ðàêòåðèñòèêè âèäåîèì-ïóëüñà
� óäàð, òîë÷îê) íàçûâàåòñÿ ñèãíàë, ñóùåñòâóþ-ùèé â òå÷åíèå êîíå÷íîãî (êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷-íî êîðîòêîãî) èíòåðâàëà âðåìåíè τ , íàçûâàåìî-ãî äëèòåëüíîñòüþ, è îáëàäàþùèé íóëåâîé èëèïðåíåáðåæèìî ìàëîé àìïëèòóäîé çà åãî ïðåäåëà-ìè. Èìïóëüñû ìîãóò áûòü îäèíî÷íûìè èëè îá-ðàçîâûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïåðèîäè÷åñêèåèëè íåïåðèîäè÷åñêèå). Îñíîâíûìè õàðàêòåðè-ñòèêàìè èìïóëüñà (ðèñ. 2.4) ÿâëÿþòñÿ åãî àì-
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2.1. Âèäû äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ 41ïëèòóäà A (íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé), äëèòåëüíîñòü τ , äëèòåëü-íîñòè �ðîíòà (ðåçêîãî íàðàñòàíèÿ �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû) è ñðåçà (τ� è
τñ), à òàêæå ñïàä âåðøèíû ∆A.Èìïóëüñíûå ïðîöåññû ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèðî-äå. Èìïóëüñíûé õàðàêòåð èìåþò ìíîãèå ñåéñìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, âîëíîâûåïðîöåññû â íåëèíåéíûõ è àêòèâíûõ ñðåäàõ. Ñîâîêóïíîñòüþ èìïóëüñîâðàçëè÷íîé àìïëèòóäû è äëèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó-÷åíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Â ðàäèîýëåêòðîíèêå ðàçëè÷àþò äâà îñíîâíûõêëàññà èìïóëüñíûõ ïðîöåññîâ: âèäåîèìïóëüñû è ðàäèîèìïóëüñû.�àññìîòðåííûå âûøå èìïóëüñíûå ñèãíàëû ïîëó÷èëè íàçâàíèå âèäåî-èìïóëüñîâ (ðèñ. 2.5, à � ä ), òàê êàê âïåðâûå îíè ñòàëè øèðîêî èñïîëü-çîâàòüñÿ â òåëåâèäåíèè.

0

0

0

0

0

0

0

0

t

t

t

t

t

t

t

t

xâèä(t) xðàä(t)x(t)

x(t)

xâèä(t) xðàä(t)
xâèä(t) xðàä(t)àáâ
ãä

å
æ
ç

-

6

-6

-

6

-

6

-

6

-

6

-

6
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6

�èñ. 2.5. Âèäåîèìïóëüñû (à � ä) è ðàäèîèìïóëüñû (å �ç) ðàçëè÷íîé�îðìû�àäèîèìïóëüñàìè íàçûâàþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûå èëè ñâåðõâûñîêî÷à-ñòîòíûå (ÑÂ×) êîëåáàíèÿ, îãèáàþùèå êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíóâèäåîèìïóëüñîâ (ðèñ. 2.5, å � ç), ò.å. äëÿ ðàäèîèìïóëüñîâ xðàä(t) ñïðà-âåäëèâà ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:
xðàä(t) = xâèä(t) · cosω0t, (2.10)ãäå xâèä(t) � �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âèäåîèìïóëüñ; ω0 � êðóãîâàÿ ÷àñòî-òà íåñóùåãî âûñîêî÷àñòîòíîãî êîëåáàíèÿ. �àçëè÷àþò âèäåî- è ðàäèîèì-ïóëüñû ïðÿìîóãîëüíîé (ðèñ. 2.5, à, å), êîëîêîëîîáðàçíîé (ðèñ. 2.5, â,æ),òðåóãîëüíîé (ðèñ. 2.5, á ), òðàïåöåèäàëüíîé (ðèñ. 2.5, ä, ç), ýêñïîíåíöè-àëüíîé (ðèñ. 2.5, ã) è äðóãèõ �îðì.Â îáùåì ñëó÷àå ñèãíàëû îáëàäàþò äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, èíå âñåãäà óäàåòñÿ óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ �óíê-öèþ. Ïîýòîìó ñëîæíûé ñèãíàë ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàëîæåíèÿýëåìåíòàðíûõ ñèãíàëîâ, çàäåðæàííûõ âî âðåìåíè, ëèáî â âèäå ñóïåðïî-
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42 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿçèöèè îðòîíîðìàëüíûõ ñèãíàëîâ, äåéñòâóþùèõ îäíîâðåìåííî. Ïåðâûéïîäõîä íàçûâàåòñÿ âðåìåííûì èëè äèíàìè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ñèã-íàëîâ, âòîðîé � ÷àñòîòíûì èëè ñïåêòðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì.Âðåìåííîå (äèíàìè÷åñêîå) ïðåäñòàâëåíèå îòðàæàåò åñòåñòâåííîå èç-ìåíåíèå ñèãíàëîâ âî âðåìåíè, ïðè÷¼ì ðàçíîñòü çíà÷åíèé ñèãíàëà, ðàç-äåë¼ííûõ íåêîòîðûì èíòåðâàëîì âðåìåíè, çàäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñèã-íàëîì ñòóïåí÷àòîé èëè èìïóëüñíîé �îðìû. Åñëè âðåìåííîé èíòåðâàëìåæäó îòñ÷¼òàìè óñòðåìèòü ê íóëþ, òî äèíàìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè-íèìàåò èíòåãðàëüíóþ �îðìó è îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå îïèñàíèå ñèãíàëîâ.2.2. Äèíàìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâÝëåìåíòàðíûå è ïðîñòûå äåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëû. Âàæ-íåéøàÿ ðîëü â òåîðåòè÷åñêîé ðàäèîýëåêòðîíèêå îòâîäèòñÿ ýëåìåíòàð-íûì ñèãíàëàì - �óíêöèÿì âêëþ÷åíèÿ ïîñòîÿííîãî è êðàòêîâðåìåííîãîèìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèé, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþò-ñÿ èäåàëèçèðîâàííûå �óíêöèè Õåâèñàéäà è Äèðàêà.Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà îïèñûâàåò ìãíîâåííûé ïåðåõîä èç ¾íóëåâîãî¿ â¾åäèíè÷íîå¿ ñîñòîÿíèå (ðèñ. 2.6, à) è îáû÷íî çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
σ(t− t0) =

{
0, t < t0,

1/2, t = 0,
1, t > t0.

(2.11)
t

)σ t( -t0

t0
0  

а

 δ 

t

)t( -t0

t0
0  

б�èñ. 2.6. Ôóíêöèÿ âêëþ÷åíèÿ Õåâèñàé-äà (à) è äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà (á )
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

σ(t) çàäàíà äëÿ âñåõ −∞<t<∞.Íà ïðàêòèêå ýòî óñëîâèå íå âû-ïîëíÿåòñÿ, è �óíêöèÿ Õåâèñàéäàÿâëÿåòñÿ èäåàëèçèðîâàííîé ìî-äåëüþ ðåàëüíûõ �óíêöèé âêëþ-÷åíèÿ. Íàðÿäó ñ ïðèâåä¼ííûìîïðåäåëåíèåì äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ðàç-ëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè σ(t), íàïðèìåð
σ(t) = lim

α→0
e−αt, t ≥ 0. (2.12)Äåëüòà-�óíêöèÿ, ââåä¼ííàÿ Ï. Äèðàêîì â 1926 ã., íå ÿâëÿåòñÿ �óíê-öèåé â îáû÷íîì ñìûñëå è îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó òàê íàçûâàåìûõ ¾îáîá-ùåííûõ¿ �óíêöèé.Äåëüòà-�óíêöèåé Äèðàêà ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèíãóëÿðíóþ èìïóëüñ-íóþ �óíêöèþ δ(t), èìåþùóþ åäèíè÷íóþ ïëîùàäü, ïðèíèìàþùóþ áåñêî-íå÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå â òî÷êå t = t0 è ðàâíóþ íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõòî÷êàõ:

δ(t− t0) =
{ ∞, t = t0,

0, t 6= t0,

∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1. (2.13)Ñèìâîëè÷åñêîå èçîáðàæåíèå äåëüòà-�óíêöèè ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2.6, á.Ôóíêöèþ δ(t) ëåãêî ââåñòè êàê ïðåäåë ñæàòèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëü-ñà, èìåþùåãî äëèòåëüíîñòü ∆ è âûñîòó 1/∆. Äåëüòà-�óíêöèÿ îáëàäàåò�èëüòðóþùèì ñâîéñòâîì, ñîãëàñíî êîòîðîìó∫ ∞

−∞
x(t)δ(t− t0)dt = x(t0). (2.14)

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



2.2. Äèíàìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâ 43Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äåëüòà-�óíêöèÿ åñòü ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Õå-âèñàéäà, à �óíêöèÿ Õåâèñàéäà � èíòåãðàë îò �óíêöèè Äèðàêà.Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîèõ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü íàëîæåíèåì êàêèõ-ëèáî äðóãèõ �óíêöèé, íî ëþ-áîé àíàëîãîâûé ñèãíàë ðàçëàãàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñèãíàëû, âîçíèêà-þùèå â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.Íàðÿäó ñ ýëåìåíòàðíû-ìè â ðàäèîýëåêòðîíèêå èñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçè-êå ïîñòîÿííî �èãóðèðóþòïðîñòûå ñèãíàëû. Íåêî-òîðûå èç íèõ èçîáðàæåíûíà ðèñ. 2.7. Ïðÿìîóãîëü-íûé èìïóëüñ (ðèñ. 2.7, à) èïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõèìïóëüñîâ (ðèñ. 2.7, ä ) óäîá- t0

б

t0  τ 

x t( )

в

t0  τ 

x t( )

г

t0  τ 

x t( )

а

t0  τ 

x t( )

д

t0  τ 

x t( )

е

t
0  

x t( )

T

)σ t( -t0
)σ t( -t0-τ �èñ. 2.7. Ïðîñòûå äåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëûíû ïðè èçó÷åíèè èíåðöèîííîñòè ýëåìåíòîâ ðàäèîñèñòåì, òðåóãîëüíûå(ðèñ. 2.7, á ) è ïèëîîáðàçíûå (ðèñ. 2.7, â) èìïóëüñû èñïîëüçóþòñÿ â óçëàõðàçâ¼ðòêè ýëåêòðîííûõ îñöèëëîãðà�îâ, à êîñèíóñîèäàëüíûå èìïóëüñû(ðèñ. 2.7, ã) ïîëåçíû ïðè àíàëèçå îòñå÷åê â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ. Íàðèñ. 2.7, å ïîêàçàíî, êàê ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñó-ïåðïîçèöèé äâóõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èìååòâèä:

x(t) =

∞∑

k=0

(σ(t− t0 − kT )− σ(t− t0 − τ − kT )). (2.15)�àññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ ïî ýëåìåíòàðíûì�óíêöèÿì ïîäðîáíåå.�àçëîæåíèå ñèãíàëîâ ïî �óíêöèÿì Õåâèñàéäà. Ïðåäñòàâèìïðîèçâîëüíûé ñèãíàë x(t) (ðèñ. 2.8) ñóììîé íà÷àëüíîãî ñêà÷êà è ìíî-æåñòâà ñìåù¼ííûõ âî âðåìåíè íà ∆ ñòóïåí÷àòûõ ñèãíàëîâ. Òîãäà
x(t)6

-
0

x(0)σ(t)

(x(∆)− x(0))σ(t−∆)

(x(2∆)− x(∆))σ(t− 2∆)

∆ 2∆ 3∆ 4∆ t�èñ. 2.8. Ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà ñîâîêóïíîñòüþ σ-�óíêöèé
x̃(t) = x(0)σ(t)+ (x(∆)−x(0))σ(t−∆)+(x(2∆)−x(∆))σ(t− 2∆)+ ... =
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44 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ
= x(0)σ(t) +

∞∑

k=1

[x(k∆)− x((k − 1)∆)]σ(t− k∆) =

= x(0)σ(t) +

∞∑

k=1

x(k∆)− x((k − 1)∆)

∆
σ(t− k∆)∆.Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆ → 0 è çàìåíÿÿ ñóììèðîâàíèå èíòåãðèðî-âàíèåì ïî ïåðåìåííîé τ(dτ ∼ ∆), ïîëó÷èì

x(t) = lim
∆to0

x̃(t) = x(0)σ(t) +

t∫

0

dx

dτ
σ(t− τ)dτ. (2.16)Ñîîòíîøåíèå (2.16) âûðàæàåò çíà÷åíèå ñèãíàëà â ëþáîé ìîìåíò âðå-ìåíè ÷åðåç åãî çíà÷åíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ñêîðîñòü èçìå-íåíèÿ ñèãíàëà (dx(t)dt ).�àçëîæåíèå ñèãíàëîâ ïî äåëüòà-�óíêöèÿì Äèðàêà. Ïðåäñòà-âèì ñèãíàë x(t) áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïëîòíî ïðèìûêàþùèõäðóã ê äðóãó ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ äëèòåëüíîñòüþ ∆ (ðèñ. 2.9).

6

-

x(t)

0

x(∆/2)·
D(t− ∆

2 )

x(3∆/2)·
D(t− 3∆

2 )

x(5∆/2)·
D(t− 5∆

2 )

x(7∆/2)·
D(t− 7∆

2 )

x(9∆/2)·
D(t− 9∆

2 )

∆ 2∆ 3∆ 4∆ t�èñ. 2.9. Ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà ñîâîêóïíîñòüþïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâÅñëè êàæäûé ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ ïðåäñòàâèòü ðàçíîñòüþ äâóõñäâèíóòûõ âî âðåìåíè �óíêöèé Õåâèñàéäà (ñì. �îðìóëó (2.15)), òî ñèã-íàë x(t) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì:
x̃(t) =

∞∑

k=−∞
x[(k +

1

2
)∆]
(
σ(t− k∆)− σ[t− (k + 1)∆]

)
. (2.17)Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆ → 0, çàìåíÿÿ ñóììèðîâàíèå èíòåãðèðî-âàíèåì ïî ïåðåìåííîé τ = k∆ (dτ ∼ ∆) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè êàæäîìîïðåäåë¼ííîì t = k∆ îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå ñ íîìåðîì

k, ïîëó÷èì
x(t)= lim

∆→0
x̃(t)=

∞∫

−∞

x(τ)δ(t−τ)dτ. (2.18)Ýòî � èçâåñòíàÿ �îðìóëà (2.14), îïèñûâàþùàÿ �èëüòðóþùèå ñâîéñòâàäåëüòà-�óíêöèé: èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò ïðîèçâåäåíèÿ íåïðåðûâíîãî
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2.3. Ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû è îñíîâû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà 45ñèãíàëà x(t) è äåëüòà-�óíêöèè äàåò çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè âòî÷êå, ãäå ñîñðåäîòî÷åíà äåëüòà-�óíêöèÿ. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïîòðåá-íîñòü äàòü �èçè÷åñêóþ òðàêòîâêó ïîñòðîåííûì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâ-ëåíèÿì ñèãíàëîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïîñëå ðàññìîòðå-íèÿ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëèíåéíûõ ðàäèîýëåêòðîííûõ ñèñòåì.2.3. Ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëûè îñíîâû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà×àñòîòíûå ñïåêòðû ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Â ðàäèîýëåêòðîí-íûõ ñèñòåìàõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû ðàçëè÷íîé �îð-ìû. Àíàëèç òàêèõ ñèãíàëîâ óäàåòñÿ óïðîñòèòü, ïðåäñòàâëÿÿ èõ â âèäå ñî-âîêóïíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñèãíàëîâ. Åñëè â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñ-ïîëüçîâàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, òî âñÿêóþ �óíêöèþ x(t), çàäàí-íóþ âî âñåõ òî÷êàõ ïåðèîäà T , îäíîçíà÷íóþ, êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ èèìåþùóþ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà íà ïåðèîä (óñëîâèÿÄèðèõëå), ìîæíî ïðåäñòàâèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå (1.14):
x(t) =

c0
2
+

∞∑

k=1

(ckC cos k
2π

T
t+ ckS sin k

2π

T
t).Ýòó �îðìóëó íåòðóäíî ïðèâåñòè ê âèäó

x(t) =
c0
2
+

∞∑

k=1

ck cos(k
2π

T
t− ϕk) =

c0
2
+

∞∑

k=1

ck cos(kω1t− ϕk), (2.19)ãäå c0/2 � ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ; ω1 � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ïåðâîé ãàð-ìîíèêè ñèãíàëà; ck =
√
c2kC + c2kS; kω1 = 2πk/T è ϕk = artg(ckS/ckC)� àìïëèòóäà, óãëîâàÿ ÷àñòîòà è íà÷àëüíàÿ �àçà k-é ãàðìîíèêè ñîîòâåò-ñòâåííî. �àçëîæåíèå (2.19) äëÿ êàæäîé x(t) åäèíñòâåííî.Ñîâîêóïíîñòü àìïëèòóä ck è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòîò kω1 îáðàçóþòàìïëèòóäíûé ñïåêòð, à ñî-âîêóïíîñòü�àçϕk è ÷àñòîò

kω1 � �àçîâûé ñïåêòð. Îíèèçîáðàæàþòñÿ ãðà�è÷åñêèâ âèäå ñïåêòðàëüíûõ äèà-ãðàìì. Ïðè ýòîì êàæäîéãàðìîíèêå ñèãíàëà ñîîòâåò-ñòâóåò âåðòèêàëüíûé îòðå-çîê (ðèñ. 2.10), äëèíà êîòî-ðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà àì-
-

6

-

6

0 ω/ωIω/ωI
0

1 2 3 4 1 2 3 4

ϕkck

à á�èñ. 2.10. Àìïëèòóäíûé (à) è �àçîâûé (á )ñïåêòðû ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëàïëèòóäå èëè íà÷àëüíîé �àçå, à ìåñòîïîëîæåíèå íà ãîðèçîíòàëüíîé îñèñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå. Ñïåêòðàëüíûå ëèíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà îá-ðàçóþò ýêâèäèñòàíòíûé äèñêðåòíûé èëè ëèíåé÷àòûé ñïåêòð. Òîëüêîàìïëèòóäíûé èëè òîëüêî �àçîâûé ñïåêòð íå õàðàêòåðèçóåò ñèãíàë ïîë-íîñòüþ. Íàïðèìåð, ñäâèã ñèãíàëà âî âðåìåíè íå âëèÿåò íà àìïëèòóäíûéñïåêòð, íî èçìåíÿåò åãî �àçîâûé ñïåêòð.Ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñóììîé ïîñòî-ÿííîé ñîñòàâëÿþùåé è ñîâîêóïíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ êðàò-íûìè ÷àñòîòàìè íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì â áàçèñå ãàð-ìîíè÷åñêèõ �óíêöèé èëè ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì.
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46 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ�ÿäû, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ñõîäÿòñÿ, àíåîáõîäèìîå ÷èñëî N áàçèñíûõ �óíêöèé âûáèðàåòñÿ ñ ó÷åòîì äîïóñòè-ìîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ε.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïàðñåâàëÿ (1.12) è ðàñïèñûâàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèå â âèäå èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè [0, T ], ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
1

T

∫ T

0

x2(t)dt =
c20
4
+

1

2

∞∑

k=1

c2k. (2.20)Åñëè x(t) ïðåäñòàâëÿåò íàïðÿæåíèå èëè òîê, òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîâïàäà-åò ñî ñðåäíåé ìîùíîñòüþ ñèãíàëà, âûäåëÿåìîé íà åäèíè÷íîì ñîïðîòèâ-ëåíèè, à ÷èñëà c2k/2 õàðàêòåðèçóþò ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ïî ãàðìî-íèêàì. �ðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå çàâèñèìîñòè c2k/2(kω1) ïðåäñòàâëÿåòñïåêòð ìîùíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà (ñì. íèæå ðèñ. 2.13, ã).Êîìïëåêñíûå ÷àñòîòíûå ñïåêòðû. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïåðèîäè÷å-ñêèõ ñèãíàëîâ â ÷àñòîòíûé ñïåêòð â êà÷åñòâå îðòîíîðìàëüíîãî áàçè-ñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíê-öèé. Ïðè ýòîì êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü â âèäå(1.18) èëè ïîëó÷èòü èç òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà (2.19), ïðåäñòàâëÿÿ
cos(k 2π

T t− ϕk) ïî �îðìóëå Ýéëåðà ñóììîé ýêñïîíåíò. Òîãäà
x(t)=

1

2

(
c0+

∞∑

k=1

ckej(kω1t−ϕk) + cke−j(kω1t−ϕk)

)
=

∞∑

k=−∞
Ċkejkω1t, (2.21)

Ċk =
1

T

∫ T

0

x(t)e−j2πkt/Tdt, (2.22)ãäå Ċ0=c0/2, Ċk=cke−jϕk/2 è Ċ−k= Ċ
∗
k=ckejϕk/2.Ñîâîêóïíîñòü Ċk íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì ñèãíàëà x(t). Âîòëè÷èå îò âåùåñòâåííîãî ðÿäà (2.19) êîìïëåêñíûé ðÿä (2.21) ñîäåðæèòãàðìîíèêè ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷àñòîòàìè (ðèñ. 2.11).

-

6

-

6

−3

|Ċk|

−1 0 1 2 3 4 ω/ωI 0

ϕk

−5−3−1
1 2 3 4 ω/ωIà á�èñ. 2.11. Àìïëèòóäíûé (à) è �àçîâûé (á ) êîìïëåêñíûå ñïåêòðû ïåðèîäè÷åñêî-ãî ñèãíàëàÂ êàæäîì Ċk ñîäåðæèòñÿ èí�îðìàöèÿ îá àìïëèòóäå è íà÷àëüíîé �à-çå. Ìîäóëè êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä Ċk è Ċ−k îäèíàêîâû è âäâîå ìåíüøåñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäû âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà, à �àçû Ċk ñîâïà-äàþò ñ �àçàìè ñîñòàâëÿþùèõ âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà ïðè k > 0 è ïðî-òèâîïîëîæíû èì ïðè k < 0. (Ñðàâíèòå ðèñ. 2.11 è 2.10.) Îòðèöàòåëüíûå÷àñòîòû íå èìåþò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà è ïîðîæäåíû êîìïëåêñíûì ïðåä-ñòàâëåíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ëþáîé ÷àñòîòå kω1 â (2.21) ñîîò-âåòñòâóåò ïàðà ñëàãàåìûõ, ñóììà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèòåëüíîé
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2.3. Ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû è îñíîâû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà 47�óíêöèåé ÷àñòîòû kω1. Ïîýòîìó âñåãäà âîçìîæåí ïåðåõîä îò êîìïëåêñ-íîãî ñïåêòðà ê âåùåñòâåííîìó è íàîáîðîò.Ïðèìåð. Ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ âèäåî-èìïóëüñîâ. Äëÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ñ àì-ïëèòóäîé E, äëèòåëüíîñòüþ
τ è ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ T(ðèñ. 2.12) ñîãëàñíî (2.21)èìååì

x t( )

tT0 τ /2τ /2 /2T/2T- -�èñ. 2.12.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäåîèìïóëüñîâ
C0 = E

τ

T
, Ck =

1

T

τ/2∫

−τ/2

Ee−jkω1tdt =
E

T
· e−jkω1t

−jkω1

∣∣∣∣
τ/2

−τ/2

=

=
E

−jkω1T
(e−jkω1τ/2−ejkω1τ/2)=E

τ

T
· sin kω1τ/2

kω1τ/2
=E

τ

T
· sin kπf1τ
kπf1τ

, (2.23)ãäå ω1 = 2π/T (f1 = 1/T ) � ÷àñòîòû îñíîâíîé (ïåðâîé) ãàðìîíèêè x(t).Òàê êàê ñèãíàë x(t) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé �óíêöèåé, âñå Ck âåùåñòâåííû.Àìïëèòóäíûé è �àçîâûé ñïåêòðû ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè èìïóëüñîâ, ò.å. çàâèñèìîñòè àìïëèòóä è �àç îò ÷àñòîò ãàðìîíèê,ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.13, à è 2.13, á ñîîòâåòñòâåííî.
Ck

τ 
2__π 2__π

T

2ck

φ
k

π

π-
0

0

0

0

τ 
2__π

τ 
4__π

τ 
2__π

τ 
4__π

ω

ω ω

ω
- -

τ 
2__π

τ 
2__π

τ 
2__π

τ 
4__π

τ 
4__π2__π

Tτ 
4__π- - -

ck

τ 
4__π

а б

г

�èñ. 2.13. Ñïåêòðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ: êîì-ïëåêñíûé àìïëèòóäíûé (à), �àçîâûé (á ), âåùåñòâåííûé àìïëèòóäíûé (â),ñïåêòð ìîùíîñòè (ã)Ñèãíàë x(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåùåñòâåííîãî ðÿäà Ôóðüå:
x(t)=

∞∑

k=−∞
E
τ

T
· sin kω1τ/2

kω1τ/2
ejkω1t=E

τ

T
+

∞∑

k=1

2E
τ

T
· sin kω1τ/2

kω1τ/2
cos kω1t=

=
E

q

(
1 + 2

∞∑

k=1

sin kπ/q

kπ/q
cos kω1t

)
=
E

q
(1 + 2

∞∑

k=1

sin(k/q) coskω1t),(2.24)
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48 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿãäå âåëè÷èíà q = T/τ õàðàêòåðèçóåò äëèòåëüíîñòü ïàóçû ìåæäó èì-ïóëüñàìè è íàçûâàåòñÿ ñêâàæíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à �óíêöèÿsin z=sin (πz)/(πz). Àìïëèòóäíûé âåùåñòâåííûé ñïåêòð, ïîñòðîåííûéïî �îðìóëå (2.24), ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.13, â. Âñå ñïåêòðàëüíûå äèà-ãðàììû íà ðèñ. 2.13 ïîñòðîåíû äëÿ ñêâàæíîñòè 5.Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.1. Îãèáàþùàÿ ñïåêòðà, ñîãëàñíî (2.24), îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
2τ

T
·
∣∣∣∣
sin kω1τ/2

kω1τ/2

∣∣∣∣=
2

q
·
∣∣∣∣
sin kπ/q

kπ/q

∣∣∣∣=
2

q
· |sin(k/q)|, (2.25)èìååò ëåïåñòêîâóþ ñòðóêòóðó è ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà ÷à-

Ck

Ck

Ck

x t( )

x t( )

x t( )

б

в

а

τ 

τ 

τ 

T

T

T t

t

t

ω ω1/

ω ω1/

ω ω1/

0

0

0

11

11

qq qq

qq qq

q qq q

2 2

2 2

22 228 8

3 3 

3 3 

5 5

6 6

-----

-----

----�èñ. 2.14. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäåîèìïóëüñîâ è èõ àì-ïëèòóäíûå ñïåêòðû ïðè ðàçëè÷íîé ñêâàæíîñòè

ñòîòàõ ω = 2Kπ/τèëè íà ãàðìîíèêàõñ íîìåðàìè k=K·q.Ïåðâûé íóëü îãèáà-þùåé ñïåêòðà ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ïðÿ-ìîóãîëüíûõ èìïóëü-ñîâ èìååò êðóãîâóþ÷àñòîòó ω = 2π/τ ,ñëåäóþùèé ω=4π/τè ò.ä. Òîãäà â íóëüîáðàùàþòñÿ ãàðìî-íèêè ñ íîìåðàìè
k= q, 2q, ... Â ÷àñò-íîñòè, ïðè q=2 (ðèñ.2.14, à) âñå ÷¼òíûåãàðìîíèêè îòñóòñò-âóþò, à àìïëèòóäûíå÷¼òíûõ óìåíüøà-þòñÿ îáðàòíî ïðî-ïîðöèîíàëüíî íîìå-ðàì ãàðìîíèê.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ, äëèòåëüíîñòü τ êîòî-ðûõ ðàâíà ïîëîâèíå ïåðèîäà (ðèñ. 2.14, à), íàçûâàåòñÿ ìåàíäð.2. Óìåíüøåíèå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ τ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåìåùå-íèåì íóëåé îãèáàþùåé â îáëàñòü âñå áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò, ò.å. ñïåêòððàñøèðÿåòñÿ, à ñàìè àìïëèòóäû óìåíüøàþòñÿ.3. Óâåëè÷åíèå T ïðè íåèçìåííîì çíà÷åíèè τ âûçûâàåò ðîñò ÷èñëàñïåêòðàëüíûõ ëèíèé â êàæäîì ëåïåñòêå äèàãðàììû è óìåíüøåíèå ðàñ-ñòîÿíèé ìåæäó íèìè. Òàê, ïðè óäâîåíèè ñêâàæíîñòè (ðèñ. 2.14, á ) íî-âûå ãàðìîíèêè ðàñïîëàãàþòñÿ ìåæäó ãàðìîíèêàìè ïåðâîíà÷àëüíîãî ðÿ-äà (ðèñ. 2.14, à). Ïðè T → ∞, ò.å. ïðè ïåðåõîäå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäèíî÷íîìó èìïóëüñó, ñïåêòð èç äèñêðåòíîãî ïðåâðàùàåòñÿ â íåïðåðûâ-íûé, ñîñòîÿùèé èç áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ëèíèé ìàëîé àìïëèòóäû

(|Ċk| → 0), ðàñïîëîæåííûõ ñêîëü óãîäíî áëèçêî äðóã ê äðóãó.4. Ïðè âîññòàíîâëåíèè ãëàäêèõ �óíêöèé x(t) êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëå-íîâ ðÿäà (2.24) ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì îáåñïå÷èâàåò äî-ñòàòî÷íî òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ êðèâîé. Åñëè æå �óíêöèÿ ñîäåðæèò
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2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 49ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà (ðèñ. 2.15), òî â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ðàçðûâàêðóòèçíà èçìåíåíèÿ �óíêöèè óìåíüøàåòñÿ, è äàæå ïðè î÷åíü áîëüøîì
�èñ. 2.15. Àïïðîêñèìàöèÿ x(t) óêîðî÷åííûì ðÿäîì Ôóðüå: à � N=47, á � N=147÷èñëå N ÷ëåíîâ ðÿäà âîçíèêàþò âûáðîñû, äîñòèãàþùèå 9% îò âåëè÷èíûðàçðûâà. Ïðè ýòîì êðóòèçíà èçìåíåíèÿ �óíêöèè ñ ðîñòîì N âîçðàñòàåò,à íàèáîëüøàÿ âåëè÷èíà âûáðîñîâ ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîÿâëå-íèå íåóñòðàíèìûõ ïîãðåøíîñòåé ïðè àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâíûõ �óíê-öèé ðÿäîì Ôóðüå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ðÿäà ïîëó÷èëî íàçâàíèåÿâëåíèÿ �èááñà3.2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèçíåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâÏóñòü ñèãíàë x(t) çàäàí â ïðîìåæóòêå (t1, t2) è ðàâåí íóëþ çà åãî ïðå-äåëàìè. Èñïîëüçóÿ (1.21), ìîæíî áûëî áû ðàçëîæèòü x(t) â êîìïëåêñíûéðÿä. Îäíàêî âîññòàíîâèòü x(t) ïóò¼ì ñóììèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ�óíêöèé íå óäàåòñÿ: âîçíèêàåò ñîâñåì äðóãîé ñèãíàë � ïåðèîäè÷åñêîåïîâòîðåíèå èñõîäíîé �óíêöèè. Áîëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëå-äóþùèé ïðèåì: äëÿ x(t) âûáèðàåòñÿ îòðåçîê [−T/2, T/2], ñîäåðæàùèéïðîìåæóòîê (t1, t2), è äîïîëíèòåëüíûì ïîâòîðåíèåì îòðåçêà [−T/2, T/2]ñîçäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ xïåð(t). Åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

xïåð(t) = ∞∑

k=−∞
Ċkej2πkt/T , Ċk =

1

T

T/2∫

−T/2

xïåð(t)e−j2πkt/Tdt,à çàòåì óñòðåìèòü ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ T ê áåñêîíå÷íîñòè.Ïåðåõîä îò ðÿäà Ôóðüå ê èíòåãðàëó Ôóðüå. Ñïåêòðàëüíàÿ�óíêöèÿ. �àññìîòðèì ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà xïåð(t). Îí ëè-íåé÷àòûé è â ñèëó áîëüøîãî T ñîñòîèò èç áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ äðóãê äðóãó ëèíèé. Âûäåëèì íåáîëüøîé èíòåðâàë ÷àñòîò ∆ω â îêðåñòíî-ñòè ÷àñòîòû ω = 2πk/T . Ïóñòü ∆ω= 2πn/T , ò.å. ñîäåðæèò n ãàðìîíèê(n ≪ k). Ïîñêîëüêó ïåðèîä T âåëèê, à ∆ω ìàëî, âñå ãàðìîíèêè èìåþòáëèçêèå ÷àñòîòû, èõ àìïëèòóäû ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû-ìè, à ñîâîêóïíîñòü 2n ãàðìîíèê (n ñ ïîëîæèòåëüíûìè è n ñ îòðèöàòåëü-íûìè ÷àñòîòàìè) çàìåñòèòü ýêâèâàëåíòíûì ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèåìñ ÷àñòîòîé ω è íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé ∆Ċ=2nĊk:3Ýòî ÿâëåíèå îòêðûë â 1848 ã. �. Óèëáðåéàì è ¾ïåðåîòêðûë¿ Äæ. �èááñ â 1898 ã.
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50 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ
∆Ċ =

2n

T

T/2∫

−T/2

xïåð(t)e−j2πkt/Tdt.Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:
∆Ċ =

∆ω

π

T/2∫

−T/2

xïåð(t)e−jωtdt. (2.26)Åñëè ðàññìîòðåòü îòíîøåíèå ∆Ċ ê ∆ω/π è óñòðåìèòü T ê áåñêîíå÷íî-ñòè, òî ∆ω → 0, âñïîìîãàòåëüíûé ñèãíàë xïåð(t) ïðåâðàùàåòñÿ â x(t), àîòíîøåíèå ∆Ċ
∆ω � â ïðîèçâîäíóþ X(ω) = dĊ

dω . Ýòî êîìïëåêñíàÿ àìïëèòó-äà ãàðìîíèê ñïåêòðà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà,ò.å. ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ãàðìîíèê. Ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíûå ãàðìî-íèêè èìåþò ðàçìåðíîñòü �óíêöèè x(t) (èçìåðÿþòñÿ â âîëüòàõ Â èëè âàìïåðàõ À), ðàçìåðíîñòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè � Â/�ö èëè À/�ö.Íàçîâåì
X(ω) = lim

∆ω→0
π
∆Ċ

∆ω
=

∞∫

−∞

x(t)e−jωtdt (2.27)ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ èëè ñïåêòðàëüíîé �óíêöèåé íåïåðèîäè÷å-ñêîãî ñèãíàëà x(t)4. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êîìïëåêñíîé �óíêöèåé ÷àñòîòû è ïðåäñòàâëÿåòèíòåãðàë Ôóðüå, à �îðìóëà (2.27) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüåñèãíàëà x(t). ×òîáû ïðåäñòàâèòü x(t) èíòåãðàëîì Ôóðüå, îíà äîëæíàáûòü àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé.Â ðàäèîýëåêòðîíèêå íàðÿäó ñ êîìïëåêñíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ âåùåñòâåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèãíàëîâ5,îïðåäåë¼ííàÿ òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò îò 0 äî +∞ ñîîòíîøå-íèåì
X(ω) = 2

∞∫

0

x(t) cosωtdt.Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïî èçâåñòíîé åãî ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè
X(ω) èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

x(t) =
1

2π

∞∫

−∞

X(ω)ejωtdω. (2.28)Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ôîðìóëû (2.27) è(2.28) òàê æå, êàê (2.21) è (2.22), ñîñòàâëÿþò ïàðó ïðåîáðàçîâàíèé Ôó-ðüå X(ω) =F[x(t)], x(t)=F
−1[X(ω)], ïðè÷¼ì (2.27) àíàëèçèðóåò �óíê-öèþ x(t) ïî ñîñòàâó ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, à (2.28) âîññòàíàâëè-âàåò èëè ñèíòåçèðóåò x(t) èç ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. Òåîðåìà Ôóðüå4Ýòîò òåðìèí ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ãîñóäàðñòâåííûé ñòàíäàðò �ÎÑÒ 16465-70.5Âåùåñòâåííóþ ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ â ìàòåìàòèêå íàçûâàþò êîñèíóñ-èíòåãðàëîì Ôóðüå.
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2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 51óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîöåññ àíàëèçà-ñèíòåçà âûïîëíÿåòñÿ áåç ïîòåðü èí-�îðìàöèè, ò.å. âîññòàíîâëåííûé ñèãíàë èäåíòè÷åí èñõîäíîìó ñèãíàëó,åñëè �óíêöèÿ x(t) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà ( ∞∫
−∞

|x(t)|dt <∞
)
, èìååòêîíå÷íîå ÷èñëî ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ, à òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç-ðûâîâ.Ïàðà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîé, åñ-ëè â (2.28) ïåðåéòè îò êðóãîâîé ÷àñòîòû ω ê ÷àñòîòå f = ω/2π. Òîãäà

x(t) =

∞∫

−∞

X(f)ej2πftdf. (2.29)Ïîëíàÿ ñèììåòðèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ïîçâîëÿåò ââå-ñòè ïðèíöèï äóàëüíîñòè âðåìåíè è ÷àñòîòû.
• ÅñëèX(f) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå �óíêöèè x(t), òî x(−f)ïðåäñòàâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè X(t).Èòàê, ïåðèîäè÷åñêèé èëè íåïåðèîäè÷åñêèé �èçè÷åñêèé ïðîöåññ ïîë-íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ëèáî �óíêöèè âðåìåíè ëèáî åãî êîì-ïëåêñíîãî ñïåêòðà. Îáà ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíîñèëüíû.Ïðåäñòàâëÿÿ ýíåðãèþ ñèãíàëà x(t) â âèäå ∞∫

−∞
|x(t)|2dt, ìîæíî çàïèñàòüâàæíîå ñîîòíîøåíèå, èçâåñòíîå êàê ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ6:

∞∫

−∞

|x(t)|2dt =
∞∫

−∞

|X(f)|2df.Ôóíêöèÿ |X(f)|2 íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì ñèãíàëà.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñèãíàëîâ. Ïðî-èçâåäåíèÿ äâóõ ñèãíàëîâ èëè ñèãíàëà è âðåìåííîé �óíêöèè ñèñòåìû ÷à-ñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå, àñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé îêàçûâàåòñÿ î÷åíüý��åêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷.Òåîðåìà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé ÿâëÿåò-ñÿ ñâ¼ðòêîé èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X(ω) è Y (ω) � ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ñèã-íàëîâ x(t) è y(t) ñîîòâåòñòâåííî. Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ S(ω) ïðîèçâå-äåíèÿ ýòèõ ñèãíàëîâ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
S(ω) =

∞∫

−∞

x(t) · y(t)e−jωtdt.Åñëè �óíêöèþ x(t), ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå
x(t) =

1

2π

∞∫

−∞

X(Ω)ejΩtdΩ,6Ñòðîãî ãîâîðÿ, Ïàðñåâàëü ââåë àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå, à åãî îáîáùåíèå íàèíòåãðàëû Ôóðüå, âåðîÿòíî, áûëî ñäåëàíî �eëååì.
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52 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå äëÿ S(ω) è èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ,òî ïîëó÷èì
S(ω)=

1

2π

∞∫

−∞

X(Ω)




∞∫

−∞

y(t)e−j(ω−Ω)tdt


dΩ=

1

2π

∞∫

−∞

X(Ω)Y (ω−Ω)dΩ.Âûðàæåíèå
S(ω) = X(ω) ∗ Y (ω) =

1

2π

∞∫

−∞

X(Ω)Y (ω − Ω)dΩ (2.30)íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñâ¼ðòêè èëè ñâ¼ðòêîé �óíêöèé X(ω) è Y (ω).Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñèãíàëîâåñòü ñâ¼ðòêà èõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé.Èíòåãðàë ñâ¼ðòêè S(ω) äîïóñêàåò ãåîìåòðè÷åñêîå òîëêîâàíèå â âè-äå ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé ïðîèçâåäåíèåì �óíêöèé
X(ω) è Y (ω).Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï äóàëüíîñòè ÷àñòîòû è âðåìåíè, ìîæíî çàïèñàòüòåîðåìó î ñâ¼ðòêå â èíâåðñíîé �îðìóëèðîâêå: ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòüñâ¼ðòêè äâóõ �óíêöèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíî-ñòåé: F 1

2π

∞∫

−∞

x(t)y(τ − t)dt


=X(ω) · Y (ω). (2.31)Ïðåäñòàâëåííàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.Îíà èìååò øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîãîåñòåñòâîçíàíèÿ, îò àñòðîíîìèè äî ñîöèîëîãèè, à â òåîðåòè÷åñêîé ðàäèî-ýëåêòðîíèêå ïîçâîëÿåò áûñòðî è â êîìïàêòíîé �îðìå íàõîäèòü ðåøåíèÿî÷åíü ñëîæíûõ çàäà÷ òåîðèè �èëüòðàöèè è îïðåäåëÿòü õàðàêòåðèñòèêèâçàèìíîé ñâÿçè êîðîòêèõ ñèãíàëîâ.2.4.1. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòèèíòåãðèðóåìûõ ñèãíàëîâÑïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäåîèìïóëüñà.Ïóñòü x(t) =

{
Ee−αt, ïðè t ≥ 0 (α > 0 è âåùåñòâåííàÿ)
0, ïðè t < 0.

6

- -

6

0

x(t)

t

ϕ(ω)

0

|X(ω)|

|X(ω)|

ϕ(ω)

ωà á�èñ. 2.16. Ýêñïîíåíöèàëüíûé âèäåîèìïóëüñ (à) è ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ
|X(ω)| è àðãóìåíòà ϕ(ω) åãî ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè (á )
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2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 53Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè x(t) (ðèñ. 2.16, à) èìååò âèä:
X(ω) =

∞∫

−∞

Ee−αte−jωtdt =
E

−(α+ jω)
e−(α+jω)

∣∣∣∣
∞

0

=
E

α+ jω
. (2.32)×àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ |X(ω)| = E/

√
α2 + ω2 è àðãóìåíòà

ϕ(ω)= −artg(ω/α) ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.16, á.Ýòè ñïåêòðàëüíûå äèàãðàììû èëëþñòðèðóþò âàæíåéøåå ñâîéñòâî ñèì-ìåòðèè ñïåêòðàëüíûõ �óíêöèé, õàðàêòåðíîå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüåâåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ x(t).
• Åñëè x(t) âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, òî ìîäóëü (è ðåàëüíàÿ ÷àñòü) å¼ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè �óíêöèÿìè, à àðãó-ìåíò (è ìíèìàÿ ÷àñòü) � íå÷¼òíûìè �óíêöèÿìè, ò.å.

X(ω) = X∗(−ω).Ñîãëàñíî (2.28) �óíêöèþ x(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì èíòåãðà-ëîì Ôóðüå:
x(t)=Ee−αt=

1

2π

∞∫

−∞

E

α+jω
ejωtdω= ∞∫

−∞

E

α+ j2πf
ej2πftdf.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ãàóññîâà èìïóëüñà. Ïóñòü âèäåîèì-ïóëüñ îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé �àóññà (ðèñ. 2.17, à)

x(t) = Ee−π(t/τ)2,ãäå τ � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëèòåëüíîñòü (¾øèðèíà¿ èìïóëü-ñà íà óðîâíå 1/e).
6

- -

6x(t)

t0

X(f)

0 f

à á
�èñ. 2.17. �àóññîâ âèäåîèìïóëüñ (à) è åãî ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ (á )Ôóíêöèÿ �àóññà áûñòðî óáûâàåò ïðè |t| → ∞, ò.å. àáñîëþòíî èíòåãðè-ðóåìà. Ïðè âû÷èñëåíèè å¼ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü

X(f) =

∞∫

−∞

Ee−π(t/τ)2e−j2πftdt = Eτe−π(fτ)2.Èòàê, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ãàóññîâà èìïóëüñà âåùåñòâåííà (ðèñ.2.17, á ) è îïèñûâàåòñÿ òàêîé æå �óíêöèåé, êàê è x(t):
x(t) = Ee−π(t/τ)2, X(f) = Eτe−π(fτ)2. (2.33)Ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ òåî-ðèè ñèãíàëîâ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñèììåòðèåé îáëàäàþò íå òîëüêî
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54 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿèíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ �óíêöèè x(t) è å¼ ñïåêòðàëüíîé �óíê-öèè X(f), íî è ñàìè �óíêöèè.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü äåëüòà-�óíêöèè. Äåëüòà-�óíêöèÿ, õî-òÿ è ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè t = 0, îáëàäàåò åäè-íè÷íîé ïëîùàäüþ è ïîýòîìó àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà. Ñîãëàñíî (2.27)äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè �óíêöèè δ(t) èìååì:
Xδ(ω) =

∫ ∞

−∞
δ(t)e−jωtdt =

∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1,òàê êàê δ(t) 6= 0 òîëüêî â òî÷êå t=0, ãäå ýêñïîíåíòà ðàâíà åäèíèöå.Èòàê, äåëüòà-�óíêöèÿ èìååò ñïëîøíîé è ðàâíîìåðíûé ñïåêòð äëÿâñåõ −∞ < ω <∞ (ðèñ. 2.18).Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü δ(t) âåùåñòâåííà è ðàâíà åäèíèöå.

-

6

ω

|Xδ(ω)|
1

0�èñ. 2.18. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü äåëüòà-�óíêöèèÎáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
δ(t)=

1

2π

∫ ∞

−∞
Xδejωtdω= 1

2π

∫ ∞

−∞
ejωtdω. (2.34)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òàê êàê ñó÷åòîì äóàëüíîñòè ÷àñòîòû ω è âðåìåíè t ïðèâîäèòñÿ â âèäó:

δ(ω)=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−jωtdt. (2.35)Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðÿìîóãîëüíîãî âèäåîèìïóëüñà.Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíûé âèäåîèìïóëüñ çàäàí àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì:

x(t) =

{
E, ïðè −τ/2 < t < +τ/2,
0, ïðè t < −τ/2 è t > +τ/2.Òîãäà

X(ω) = E

τ/2∫

−τ/2

e−jωtdt =
E

−jωe−jωt

∣∣∣∣
τ/2

−τ/2

= Eτ
sinωτ/2

ωτ/2èëè
X(f) = Eτ

sinπfτ

πfτ
= Eτsin(fτ). (2.36)Èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñèíòåçèðóåì x(t) â âèäå:

x(t) = Eτ

∞∫

−∞

sin(fτ)ej2πftdf.
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2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 55Ñîãëàñíî (2.36) ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü îäèíî÷íîãî ïðÿìîóãîëüíîãîèìïóëüñà âåùåñòâåííà è ïðåäñòàâëÿåò èçâåñòíóþ �óíêöèþ sin (fτ).
6

- -

6
|X(ω)|

0−4π
τ

−2π
τ

2π
τ

4π
τ

ω 0

ϕ(ω)

−4π
τ

−2π
τ

2π
τ

4π
τ

π

-π
ωà á�èñ. 2.19. Ìîäóëü (à) è àðãóìåíò (á ) ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãîèìïóëüñàÑîïîñòàâëåíèå ñïåêòðàëüíûõ äèàãðàìì ðèñ. 2.19, à, á è 2.13, à, á ïî-êàçûâàþò, ÷òî îãèáàþùèå ñïåêòðîâ îäèíàêîâû. Íóëè îãèáàþùèõ ðàñïî-ëàãàþòñÿ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû (ω = 2πn/τ). Åäèíñòâåí-íîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñïåêòð îäèíî÷íîãî èìïóëüñà ñïëîøíîé,à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ � ëèíåé÷àòûé.Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï äóàëüíîñòè ÷àñòîòû è âðåìåíè, ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè x(t)=AF sin(Ft) èìååòâèä

X(f) =

{
A, ïðè −F/2 < f < F/2,
0, ïðè f < −F/2 è f > F/2.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàäèîèìïóëüñà. �àäèîèìïóëüñ ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå èìïóëüñíîé îãèáàþùåé xâèä(t) è ãàðìîíè-÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω0 (ñì. ðàçäåë 2.1 è �îðìóëó (2.10)):
xðàä(t) = xâèä(t) · cosω0t.Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü âèäåîèìïóëüñàXâèä(ω) èçâåñòíà, òî ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèãíàëà xðàä(t) ïî �îðìóëå (2.27) ïðèíèìàåò âèä:

Xðàä(ω)= ∞∫

−∞

xâèä(t)cosω0te−jωtdt =

=
1

2

∞∫

−∞

xâèä(t)e−j(ω−ω0)tdt+
1

2

∞∫

−∞

xâèä(t)e−j(ω+ω0)tdt=

=
1

2
Xâèä(ω − ω0) +

1

2
Xâèä(ω + ω0). (2.37)

• Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàäèîèìïóëüñà îòëè÷àåòñÿ îò âèäåîèìïóëü-ñà ñ òàêîé æå îãèáàþùåé ïåðåíîñîì ñïåêòðà â îáëàñòü âûñîêèõ ÷à-ñòîò.
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56 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿÏðè ýòîì â îêðåñòíîñòÿõ ±ω0 �îðìèðóþòñÿ äâå îáëàñòè ñïåêòðà ñ îãèáà-þùèìè, ïîäîáíûìè îãèáàþùåé âèäåîèìïóëüñà è âäâîå ìåíüøåé àìïëè-òóäîé, à íóëè ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè ñ ÷àñòîòàìè ±ωí=2Kπ
τ

ñìåùàþòñÿê ÷àñòîòàì ±ω0 ± ωí.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ âèäåî- è ðàäèîèìïóëüñîâ (ðèñ. 2.20)
Xâèä(ω) = Eτ

sinωτ/2

ωτ/2
, Xâèä(f) = Eτ

sin πfτ

πfτ
= Eτsinfτ,

Xðàä(ω) = Eτ

2

(
sin (ω − ω0)τ/2

(ω − ω0)τ/2
+

sin (ω + ω0)τ/2

(ω + ω0)τ/2

)
,

Xðàä(f) = Eτ

2
(sin[τ(f − f0)] + sin[τ(f + f0)]).

6

-

6

-
-� τ t t

xâèä(t) xðàä(t)à á�èñ. 2.20. Ïðÿìîóãîëüíûå âèäåîèìïóëüñ (à) è ðàäèîèì-ïóëüñ (á ) îäèíàêîâîé äëèòåëüíîñòèÈòàê, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàäèîèìïóëüñà ïðåäñòàâëÿåò íàëîæå-íèå äâóõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé âèäà sin(fτ), ïðèíèìàþùèõ ìàêñè-ìàëüíûå çíà÷åíèÿ íà ±f0 (ðèñ. 2.21). Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ìàêñèìóìîâsin-�óíêöèè áûñòðî çàòóõàþò, è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ f0τ èõ ¾ïåðå-êðûòèåì¿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

�èñ. 2.21. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ âèäåî- è ðàäèîèìïóëüñàСА
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2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 572.4.2. Ñâÿçü øèðèíû ñïåêòðà ñ äëèòåëüíîñòüþè �îðìîé èìïóëüñíûõ ñèãíàëîâØèðèíîé ñïåêòðà ñèãíàëà áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàë ÷àñòîò, â ïðåäå-ëàõ êîòîðîãî ìîäóëü ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè ïðåâûøàåò íåêîòîðîå íàïå-ð¼ä çàäàííîå çíà÷åíèå. Îáû÷íî øèðèíà ñïåêòðîâ ñèãíàëîâ, çàäàííûõâ âèäå âðåìåííîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ èëè òîêà, îïðåäåëÿåòñÿ íàóðîâíå |X(f)|/10, òàê êàê ýòîò èíòåðâàë ñîäåðæèò îñíîâíóþ ÷àñòü ìîù-íîñòè ñèãíàëà (äî 90 % è áîëåå).Êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåííûõ ñïåêòðàëüíûõ äèàãðàìì, øèðèíà ñïåê-òðà ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ïðîèçâîëüíîé äëèòåëüíîñòè τ óäîâëåòâî-ðÿåò ñîîòíîøåíèþ ∆ f ≃ 1.8/τ , òðåóãîëüíûõ èìïóëüñîâ � ñîîòíîøåíèþ
∆ f ≃ 1.5/τ , à ãàóññîâà èìïóëüñà � íåðàâåíñòâó ∆ f < 1/τ . Òàêèìîáðàçîì,

• ïðîèçâåäåíèå øèðèíû ñïåêòðà èìïóëüñíîãî ñèãíàëà è åãî äëèòåëü-íîñòè ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò �îðìûèìïóëüñà
τ∆f ≥ 1/π. (2.38)Äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà è øèðèíà åãî ñïåêòðà íå ìîãóò îäíîâðåìåí-íî èìåòü ïðîèçâîëüíî ìàëûå çíà÷åíèÿ. Ñîîòíîøåíèå (2.38) íàïîìèíàåò�îðìóëó �åéçåíáåðãà è ïî àíàëîãèè ñ íåé èíîãäà íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíè-åì íåîïðåäåë¼ííîñòè. Èì ðóêîâîäñòâóþòñÿ ïðè ðàñ÷¼òå ïîëîñû ïðîïóñ-êàíèÿ ðàäèîóñòðîéñòâ, à â ãðóáûõ îöåíêàõ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïðàêòèêè,äàæå ïîëàãàþò ∆f ≃ 1/τ .Ïðîèçâåäåíèå D = τ∆f â ðàäèîýëåêòðîíèêå íàçûâàåòñÿ áàçîé ñèãíà-ëà. Åñëè áàçà ñèãíàëà D ìàëà (ïîðÿäêà åäèíèö), òî ñèãíàë íàçûâàåòñÿïðîñòûì. Êîãäà D äîñòèãàåò çíà÷åíèé 100 è áîëåå, òî ñèãíàë íàçûâàåò-ñÿ ñëîæíûì. Âñå ðàññìîòðåííûå äî ñèõ ïîð ñèãíàëû áûëè ïðîñòûìè. Âêà÷åñòâå ïðèìåðà ñëîæíûõ ñèãíàëîâ â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìîòðåí ðà-äèîèìïóëüñ, íåñóùàÿ ÷àñòîòà êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó(Ë×Ì-ñèãíàë).�åàëüíûå ñèíóñîèäàëüíûå ñèãíàëû èìåþò êîíå÷íóþ äëèòåëüíîñòü (íà-÷àëî è êîíåö) è, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Ñïåêòðàëü-íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ ðåàëüíûõ ñè-íóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé ñïðàâåäëèâà ìîäåëü ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà.Ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë êîíå÷íîé ïðîòÿæ¼ííîñòè ∆t ìîæíî ñ÷èòàòüðàäèîèìïóëüñîì ñ τ = ∆t. Åãî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü îïèñûâàåòñÿ�óíêöèåé sin(f∆t) è ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðâûìè íóëÿìè îãèáàþùåéðàâíî 2/∆t.Ïóñòü îäíîòîíàëüíûé ñèãíàë ñ ÷àñòîòîé f0 äëèòñÿ â òå÷åíèå 20 ñ.Øèðèíà ãëàâíîãî ëåïåñòêà åãî ñïåêòðà ñîñòàâëÿåò ∆f = 2/∆t= 0.1 �ö.Åñëè ñèãíàë èìååò ÷àñòîòó 100 ê�ö, òî îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà åãî ñïåê-òðà (∆f/f0 = 2/f0∆t) ñîñòàâëÿåò 10−6 èëè 0.0001%, è íåìîíîõðîìàòè÷-íîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íî åñëè ñèãíàë èìååò ÷àñòîòó 100 �ö(ðèñ. 2.22, à), òî ∆f/f0 ñîñòàâëÿåò 0.1%, è åãî åäâà ëè öåëåñîîáðàçíîïðåäñòàâëÿòü ìîäåëüþ â âèäå ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè. Ïðè óâåëè÷åíèèäëèòåëüíîñòè ñèãíàëà ñïåêòð áûñòðî ñóæàåòñÿ (ðèñ.2.22, á, â), íî ïðåâðà-ùåíèå â äåëüòà-�óíêöèþ (ðèñ. 2.22, ã) ïðîèñõîäèò òîëüêî äëÿ ∆t→ ∞.
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58 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ

�èñ. 2.22. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà êîíå÷íîé äëèòåëü-íîñòè
• Ñèíóñîèäàëüíîå êîëåáàíèå êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè ∆t èìååò ñïëîø-íîé ñïåêòð êîíå÷íîé øèðèíû, è ïðàâîìåðíîñòü åãî ïðåäñòàâëåíèÿèäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëüþ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà çàâèñèò îò âå-ëè÷èíû ∆f/f0=2/f0∆t.2.4.3. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòèíåèíòåãðèðóåìûõ ñèãíàëîâÅñëè �óíêöèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìî-ñòè, òî Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü, è äëÿ ïîñòðîåíèÿñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñèãíàëîâ âîçìîæíû èñêóññòâåííûå ïðèåìû ñîáîáù¼ííûìè �óíêöèÿìè Äèðàêà èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà.1. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííîãî ñèãíàëà. Ñïåêòðàëü-íóþ ïëîòíîñòü ñèãíàëà åäèíè÷íîé àìïëèòóäû

x(t) = 1, −∞ < t <∞ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ äóàëüíîñòü ÷àñòîòû è âðåìåíè äëÿ �óíêöèè Äèðàêàè å¼ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Ïî �îðìóëå (2.27) íàõîäèì
X(x(t)=1)(ω)=

∞∫

−∞

1 · e−jωtdt=

∞∫

−∞

e−jωtdt.Òàê êàê çàâèñèìîñòè x(t) è Xδ(ω) èäåíòè÷íû, ïî �îðìóëå (2.37) èìååì
X(x(t)=1) = 2πδ(ω).Èòàê, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííîãî ñèãíàëà (íàïðÿæåíèÿ èëèòîêà) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåùåñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ â âèäå �óíê-öèè Äèðàêà íà íóëåâîé ÷àñòîòå.2. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè �óíêöèé Õåâèñàéäà σ(t) è 1/πt.Âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëüþ �óíêöèè Õåâèñàéäà â âèäåýêñïîíåíöèàëüíîãî èìïóëüñà (�îðìóëà (2.12)). Òîãäà

Ẋσ(ω) = lim
α→0

1

α + jω
.Ïðåäñòàâèì Ẋσ(ω) ñóììîé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé êîìïîíåíò:

Ẋσ(ω) = lim
α→0

(
α

α2 + ω2
+

jω

α2 + ω2

)
.
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2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 59Ïðåäåë ïåðâîãî ñëàãàåìîãî (âåùåñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñïåêòðàëü-íîé ïëîòíîñòè) îáðàùàåòñÿ â áåñêî-íå÷íîñòü íà íóëåâîé ÷àñòîòå è â íóëüíà âñåõ äðóãèõ ÷àñòîòàõ, ò.å. ïðåä-ñòàâëÿåò ïðîèçâåäåíèå �óíêöèè Äè-ðàêà è íåêîòîðîãî ìàñøòàáíîãî ìíî-æèòåëÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷è-íà ìíîæèòåëÿ ðàâíà π. Ïðåäåë âòî-ðîãî ñëàãàåìîãî (ìíèìàÿ ñîñòàâëÿþ-ùàÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè) îïèñû-âàåòñÿ âûðàæåíèåì 1/jω. Îáå êîìïî-íåíòû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçîá-ðàæåíû íà ðèñ. 2.23, à ïîëíàÿ ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü �óíêöèè σ(t)îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
-

6

ReẊσ

ImẊσ
0 ω

Ẋσ

�èñ. 2.23. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü�óíêöèè Õåâèñàéäà
Ẋσ = πδ(ω) +

1

jω
. (2.39)Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè σ(t) è ïîñòîÿííîãî ñèãíàëà ðàçëè÷àþòñÿ.Ôóíêöèÿ âêëþ÷åíèÿ, â îòëè÷èå îò x(t) = 1, ñîäåðæèò ñêà÷îê îãèáàþ-ùåé ñèãíàëà è, êàê ñëåäñòâèå, ðåàêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè. Âåùåñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå îòëè÷àþòñÿ âäâîå èç-çà ðàçíè-öû â äëèòåëüíîñòÿõ ñèãíàëîâ.Åñëè â êà÷åñòâå äóàëüíîé äëÿ X(ω) = 1

jω ââåñòè âðåìåííóþ �óíêöèþ
g(t) = 1

πt , òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäíåé G(ω) áóäåò ñîîòâåòñòâî-âàòü �óíêöèè âêëþ÷åíèÿ ñ ìíèìîé åäèíèöåé â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ:
Ġ(ω) = F[ 1

πt
] = −j sgn(ω) = { −j ïðè ω > 0,

j ïðè ω < 0. (2.40)Ñïðàâåäëèâîñòü (2.40) íåòðóäíî ïîêàçàòü, åñëè ïðåäñòàâèòü G(ω)àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëîé
Ġ(ω) = −j sgn(ω) = lim

α→0
[−j sgn(ω)e−α|ω|]è âû÷èñëèòü g(t) â âèäå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

g(t)=
j

2π
lim
α→0

(∫ 0

−∞
e(α+jt)ωdω −

∫ ∞

0

e−(α+jt)ωdω

)
=

1

πt
.3. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Ïåðèî-äè÷åñêèå, â ÷àñòíîñòè ãàðìîíè÷åñêèå ñèãíàëû, çàäàíû äëÿ −∞<t<∞è ïîýòîìó íå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûìè, íî èõ ñïåêòðàëüíûåïëîòíîñòè âîçìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáù¼ííûõ �óíêöèé:1) ýêñïîíåíöèàëüíûé ñèãíàë. Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿXexp(ω) ñèãíàëà

x(t)=Aejω0t ïî �îðìóëàì (2.27) è (2.37) ïðèíèìàåò âèä:
Xexp(ω) = A

∫ ∞

−∞
e−j(ω−ω0)tdt=2πAδ(ω − ω0); (2.41)2) êîñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë. Ïî �îðìóëå Ýéëåðà �óíêöèÿ

x(t)=A cosω0t=
A

2
(ejω0t + e−jω0t),
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60 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿà å¼ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñ ó÷åòîì (2.41) ïðèíèìàåò âèä:
Xcos(ω) = πAδ(ω − ω0) + πAδ(ω + ω0); (2.42)3) ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë. Ïî �îðìóëå Ýéëåðà �óíêöèÿ
x(t)=A sinω0t=

A

2j
(ejω0t − e−jω0t),à å¼ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñ ó÷åòîì (2.41) èìååò âèä:

Xsin(ω) = −jπAδ(ω − ω0) + jπAδ(ω + ω0). (2.43)Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ïðè ðàçëîæåíèè �óíêöèè
x(t) = A cosω0t â âåùåñòâåííûé ðÿä Ôóðüå ñïåêòð ñèãíàëà ñîäåðæèòåäèíñòâåííóþ ëèíèþ ñ àìïëèòóäîé A íà ÷àñòîòå ω0, à ïðè ðàçëîæåíèèòîãî æå ñèãíàëà â êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå � äâå ëèíèè ñ àìïëèòóäàìè
A/2 íà ÷àñòîòàõ −ω0 è ω0. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîñèíóñîèäàëüíîãîñèãíàëà âåùåñòâåííà è ñîñòîèò èç äâóõ δ-�óíêöèé ñ óñëîâíîé àìïëèòó-äîé πA íà òåõ æå ÷àñòîòàõ −ω0 è ω0 (ðèñ. 2.24, à). À âîò ñïåêòðàëüíàÿïëîòíîñòü ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà îêàçûâàåòñÿ ìíèìîé, è δ-�óíêöèèíà ÷àñòîòàõ −ω0 è ω0 èìåþò ðàçíûå çíàêè (ðèñ. 2.24, á ). Èç Xcos(ω) è
Xsin(ω) ëåãêî ñîñòàâèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñèã-íàëà. Óìíîæàÿ Xsin(ω) íà j (ðèñ. 2.24, â) è ñóììèðóÿ ñ Xcos(ω), ïîëó÷èì
Xexp(ω) (ðèñ. 2.24, ã), ñîîòâåòñòâóþùóþ �îðìóëå (2.41).

ω 0 ω0ω 0
-

πA πA
ωω 00

πA2

XexpcosX

ωω 00ω 0
-

πAj πAj-

sinX

ω 0 ω0ω 0
-

πAπA-

j sinXа б в г( )ω ( )ω ( )ω ( )ω�èñ. 2.24. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñ ÷àñòîòîé ω04) ïðîèçâîëüíûé ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.27)äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ è ïîëó÷åííóþ âû-øå �îðìóëó (2.41), âìåñòî ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãîñèãíàëà â ðÿä Ôóðüå ìîæíî ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïå-ðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ â âèäå:
X(ω)=

∞∫

−∞

[ ∞∑

k=−∞
Ċkejkω1t

]e−jωtdt=
∞∑

k=−∞
Ċk

∞∫

−∞

e−j(ω−kω1)tdt=2π
∞∑

k=−∞
Ċkδ(ω−kω1),(2.44)ãäå ω1 � ïåðâàÿ (îñíîâíàÿ) ãàðìîíèêà ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà.4. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè δ-èìïóëüñîâ. Äèñêðåòíûå ñèãíàëû ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ðàâíîîòñòîÿùèõ ïî âðåìåíè äèñêðåòíûõ îòñ÷¼òîâ x(kT ) = x[k](ñì. ðèñ. 1.2, á ), ãäå k=0,±1,±2, ... - äèñêðåòíîå âðåìÿ, à T =∆t � èí-òåðâàë äèñêðåòèçàöèè. Äèñêðåòíûé ñèãíàë xT (t) óäîáíî ðàññìàòðèâàòüêàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè x(t) è ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè δ-èìïóëüñîâ sT (t). Òîãäà

xT (t) = x(t)sT (t) = x(t)
∞∑

k=−∞
δ(t− kT ), x[k] = x(t)δ(t− kT ). (2.45)
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2.4. �àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 61Ïðîáëåìà Ôóðüå-àíàëèçà äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ ñâîäèòñÿ ïðåæäå âñåãîê îòûñêàíèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δ-èìïóëüñîâ.Áóäåì èñêàòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ST (ω) �óíêöèè sT (t) â äâà ýòà-ïà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü SN(ω) êîíå÷íîãî ÷èñ-ëà 2N+1 îäèíàêîâûõ èìïóëüñîâ, à çàòåì ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîäïðè N → ∞. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ST (ω) èìååò âèä:
SN(ω)=

∞∫

−∞

(
N∑

k=−N

δ(t−kT )
)e−jωtdt=

N∑

k=−N

∞∫

−∞

δ(t−kT )e−jωtdt=

N∑

k=−N

e−jωkT .(2.46)Åñëè ïðåäñòàâèòü (2.46) â âèäå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
SN(ω) = ejωNT + ejω(N−1)T + ...+ e−jωNT , (2.47)òî ñóììà 2N + 1 ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè îïèñûâàåòñÿ èçâåñòíîé �îðìóëîé

SN =
ejωNT (1− e−jω(2N+1)T)

1− e−jωT
=
ejω(N+ 1

2 )T − e−jω(N+ 1
2 )TejωT/2 − e−jωT/2
.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ýéëåðà, ïîëó÷èì äëÿ SN(ω) âûðàæåíèå:

SN(ω) =
sinω(N + 1

2
)T

sinωT/2
. (2.48)Ñîãëàñíî (2.48) îãèáàþùèå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè ω(N+ 1

2)T = ±kπ.Òîãäà ÷àñòîòû ïåðâûõ íóëåé îãèáàþùèõ (ωí) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
ωí = ±π/(N + 1

2
)T , ò.å. ñ ðîñòîì N øèðèíà ëåïåñòêîâ óìåíüøàåòñÿ.Àìïëèòóäû ãëàâíûõ ëåïåñòêîâ îäèíàêîâû. �ëàâíûé ëåïåñòîê íóëåâîéñòðóêòóðû äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè ω → 0, è â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.47) åãîâåëè÷èíà ðàâíà 2N + 1. Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäû ãëàâíûõ ëåïåñòêîâñ ðîñòîì N íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü äåâÿòè ðàâíîóäàë¼ííûõ δ-�óíêöèé (N = 4)èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.25 è ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåâÿòè èäåí-òè÷íûõ ìíîãîëåïåñòêîâûõ èìïóëüñíûõ ñòðóêòóð, îòñòîÿùèõ íà ðàññòî-ÿíèè 2π/T .

|S4(ω)|

ω

-
8π
T -

6π
T -

4π
T -

2π
T 0 2π

T
4π
T

6π
T

8π
T

-

6

�èñ. 2.25. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåâÿòè ðàâ-íîóäàë¼ííûõ δ-èìïóëüñîâ
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62 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿÒåïåðü âûïîëíèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè N → ∞. Òîãäà êàæäûéèìïóëüñ ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â δ-�óíêöèþ, à ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâûõ δ-èì-ïóëüñîâ âî âðåìåííîé îáëàñòè ïðèíèìàåò âèä áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè îäèíàêîâûõ δ-èìïóëüñîâ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè:
ST (ω) = F

[ ∞∑

k=−∞
δ(t− kT )

]
=

2π

T

∞∑

k=−∞
δ(ω − k

2π

T
). (2.49)5. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñóïåðïîçèöèè ïåðèîäè÷åñêîãî èíåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëîâ. Ñïåêòðàëüíîå îïèñàíèå ñóïåðïîçèöèèïåðåêðûâàþùèõñÿ ïî ÷àñòîòíîìó äèàïàçîíó ïåðèîäè÷åñêîãî (îïèñûâà-åìîãî ñîâîêóïíîñòüþ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå) è íåïåðèîäè÷åñêîãî(îïèñûâàåìîãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ) ñèãíàëîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü,åñëè èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëàåãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ (ðèñ. 2.26). Òîãäà

XΣ(ω) = X1(ω) +X2(ω),ãäå X1(ω) è X2(ω) � ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî è íåïåðè-îäè÷åñêîãî ñèãíàëîâ ñîîòâåòñòâåííî.
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0 ω

â ã�èñ. 2.26. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñóïåðïîçèöèè ïåðèîäè÷åñêîãî è íåïåðèîäè-÷åñêîãî ñèãíàëîâ: êîìïëåêñíûé ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà x1(t) (à), ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà x2(t) (á ), ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
x1(t) (â), ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñóììàðíîãî ñèãíàëà (ã)2.5. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè êîìïëåêñíûõ�óíêöèéÏðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîì-ïëåêñíûõ �óíêöèé. Ïîêàæåì ýòî.Ïóñòü z(t) = x(t) + jy(t). Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè äåéñòâèòåëüíûõàáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé x(t) è y(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-øåíèÿì

X(ω)=

∞∫

−∞

x(t)e−jωtdt, Y (ω)=

∞∫

−∞

y(t)e−jωtdt. (2.50)
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2.5. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè êîìïëåêñíûõ �óíêöèé 63Èñïîëüçóÿ îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ìîæíî çàïèñàòü
z(t)=x(t) + jy(t)=

∞∫

−∞

X(ω)ejωtdω + j

∞∫

−∞

Y (ω)ejωtdω=
=

∞∫

−∞

[X(ω) + jY (ω)]ejωtdω =

∞∫

−∞

Z(ω)ejωtdω, (2.51)ãäå Z(ω)= ∞∫
−∞

z(t)e−jωtdt � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîìïëåêñíîãî ñèãíà-ëà z(t)=x(t) + jy(t).Õîòÿ ïðåäñòàâëåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïî �îðìå íå îòëè÷àþòñÿ îò àíà-ëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ, èõ ñïåêòðàëüíûåïëîòíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ. Ïóñòü X(ω) =X1 + jX2, Y (ω) = Y1 + jY2, ãäå
X1, Y1 � âåùåñòâåííûå, à X2, Y2 � ìíèìûå êîìïîíåíòû ñïåêòðàëüíûõïëîòíîñòåé X(ω) è Y (ω). Òîãäà Z(ω)=W1 + jW2=X1 − Y2 + j(X2 + Y1),ò.å ñïåêòðû êîìïëåêñíûõ �óíêöèé òåðÿþò ñâîéñòâî ñèììåòðèè, õàðàê-òåðíîå äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ (ñì. ðàçäåë 2.4.1).Âàæíåéøåé ðàçíîâèäíîñòüþ êîìïëåêñíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿþòñÿ àíàëè-òè÷åñêèå ñèãíàëû.Àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë è åãî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü. Êîì-ïëåêñíûé ñèãíàë z(t) = x(t) + jy(t) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì7, åñëè�óíêöèè x(t) è y(t) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè �èëüáåðòà

y(t)=H[x(t)]=
1

π

∞∫

−∞

x(τ)

t− τ
dτ ⇒ ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå, (2.52)

x(t)=H−1[y(t)]=
1

π

∞∫

−∞

y(τ)

τ − t
dτ ⇒ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. (2.53)Ôóíêöèþ y(t) ÷àñòî íàçûâàþò ñîïðÿæ¼ííîé ïî �èëüáåðòó ñ x(t). Ïî-ñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (2.52) è (2.53) ïðè t = τ îáðà-ùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, èíòåãðàëû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîíèìàþò â ñìûñëåãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè

y(t)=
1

π

∞∫

−∞

x(τ)

t− τ
dτ=lim

ε→0




τ−ε∫

−∞

x(τ)

t− τ
dτ +

∞∫

τ+ε

x(τ)

t− τ
dτ


 .Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì ïî �îðìóëå (2.52) ñîïðÿæ¼ííûé ñèãíàëäëÿ �óíêöèè x(t)=cosω0t. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ u= t−τè ïðåäñòàâèì cosω0(t−u) â âèäå ñóììû cosω0t cosω0u + sinω0t sinω0u.Òîãäà7Àíàëèòè÷åñêèå ñèãíàëû, èñïîëüçóåìûå â ðàäèîýëåêòðîíèêå, ïðåäñòàâëÿþò âåñüìà ÷àñòíûé ñëó-÷àé àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé, çàäàííûõ â ìàòåìàòèêå, òàê êàê âìåñòî êîìïëåêñíûõ ðàññìàòðèâàþòòîëüêî âåùåñòâåííûé àðãóìåíò � âðåìÿ t.
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64 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ
H[cosω0t]=

1

π

∞∫

−∞

cosω0τ

t− τ
dτ=

cosω0t

π

∞∫

−∞

cosω0u

u
du+

sinω0t

π

∞∫

−∞

sinω0u

u
du=

= sinω0t (òàê êàê ∞∫

−∞

cosx

x
dx = 0, à ∞∫

−∞

sin x

x
dx = π8).Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíàÿ �óíêöèÿ z(t)=ejω0t=cosω0t+j sinω0t ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèé àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñ-ëåíèÿ äàþò H[sinω0t] = − cosω0t.�àññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Åñëèñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà x(t) åñòü X(ω), òî ñïåê-òðàëüíóþ ïëîòíîñòü Y (ω) ñîïðÿæ¼ííîãî ñèãíàëà y(t) ìîæíî ïîëó÷èòüïî òåîðåìå î ñâ¼ðòêå (ñì. ðàçäåë 2.4, �îðìóëà (2.30)) êàê ïðîèçâåäåíèåñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñèãíàëà x(t) è �óíêöèè g(t) = 1

πt (ñì. ðàçäåë2.4.3 è �îðìóëó (2.40)). Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîïðÿæ¼ííîãî ñèãíàëà
y(t)= 1

π

∞∫
−∞

x(τ)
t−τdτ=

∞∫
−∞

x(τ)g(t−τ)dτ ñ ó÷åòîì (2.40) ïðèíèìàåò âèä:
Y (ω)=X(ω)G(ω)=−j sgn(ω)X(ω) =

{
−jX(ω) ïðè ω > 0,
jX(ω) ïðè ω < 0, (2.54)ò.å. îêàçûâàåòñÿ ìíèìîé, à å¼ ìîäóëü ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè âåùåñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà ñî-õðàíÿåò ìîäóëü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè è ëèøü èçìåíÿåò å¼ àðãóìåíò:ïðè ω < 0 ïðîèñõîäèò ñäâèã ïî �àçå íà +π/2,ïðè ω > 0 � ñäâèã ïî �àçå íà −π/2.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñïåê-òðàëüíûõ ïëîòíîñòåé �èçè÷åñêîãî è ñîïðÿæ¼ííîãî ñèãíàëîâ, ò.å.

Z(ω) = F[z(t)] = X(ω)] + jY (ω) = [1 + sgn(ω)]X(ω) =

=

{
2X(ω) ïðè ω > 0,
0 ïðè ω < 0. (2.55)Èòàê, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ îäíî-ñòîðîííåé. Îíà îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîòè îáëàäàåò óäâîåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ �èçè÷åñêèì ñèãíàëîì ìîäóëåì.Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé �èëüáåðòà. Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûåñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé �èëüáåðòà, íåîáõîäèìûå ïðè ðàáîòå ñ àíàëèòè-÷åñêèìè ñèãíàëàìè.1. Ëèíåéíîñòü: H[

∑n
i=1(αixi(t)]=

∑n
i=1(αiH[xi(t)]=

∑n
i=1(αiyi(t).2. Îðòîãîíàëüíîñòü: ∫∞

−∞ x(t)y(t)dt = 0.3. Âðåìåííîé ñäâèã: H[x(t− α)] = y(t− α).8Si(t) = t∫
0

sin x
x

dx ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàëüíûé ñèíóñ, êîòîðûé ïðè t → ∞ ñòðåìèòñÿ ê π/2.
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2.6. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ñèãíàëîâ è ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû 654. Ìàñøòàáèðîâàíèå âðåìåíè: H[x(αt)] = y(αt).5. Äâóêðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà: H[H[x(t)]] = −x(t).6. Ñâîéñòâî ÷¼òíîñòè è íå÷¼òíîñòè: åñëè x(t) � ÷¼òíàÿ, òî y(t) � íå÷¼ò-íàÿ è íàîáîðîò.7.H-ïðåîáðàçîâàíèå ñâ¼ðòêè:H[x1(t)∗x2(t)]=y1(t)∗x2(t)=x1(t)∗y2(t).8. Ñâîéñòâî ¾ìîäóëÿöèè¿ � âàæíîå ñëåäñòâèåH-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâ¼ðò-êè: åñëè x(t) � íèçêî÷àñòîòíûé ñèãíàë ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, òîH[x(t) cosω0t] = x(t) sinω0t,H[x(t) sinω0t] = −x(t) cosω0t.Âçàèìíàÿ çàâèñèìîñòü x(t) è y(t), îäíîñòîðîííèé õàðàêòåð ñïåêòðàëü-íîé ïëîòíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è ñâîéñòâî ¾ìîäóëÿöèè¿ èãðàþòî÷åíü âàæíóþ ðîëü â òåîðèè óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ.2.6. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ñèãíàëîâè ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðûÏóñòü äåòåðìèíèðîâàííûé ñèãíàë x(t) èìååò êîíå÷íóþ äëèòåëüíîñòü.Ôóíêöèÿ
rxx(τ) = 2πϕ(τ) =

∞∫

−∞

x(t)x(t− τ)dt =< x(t)x(t− τ) >, (2.56)õàðàêòåðèçóþùàÿ âçàèìíóþ ñâÿçü çíà÷åíèé x(t), ðàçäåë¼ííûõ èíòåðâà-ëîì âðåìåíè τ , íàçûâàåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé (îò ãðå÷. autos � ñàì èïîçäíåëàò. orrelatio � ñîîòíîøåíèå) �óíêöè-åé (ÀÊÔ) ñèãíàëà x(t).ÀÊÔ, ïî ñóùåñòâó, óñðåäíÿåò ïðîèçâåäåíèå
x(t)x(t− τ) íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìå-íè è ïðè τ = 0 ðàâíà ýíåðãèè ñèãíàëà x(t).Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ÀÊÔ íåîáõîäè-ìî îñóùåñòâèòü ðåãóëèðóåìóþ çàäåðæêó, îáåñ-ïå÷èâàþùóþ ïîëó÷åíèå ñèãíàëà x(t−τ), ïåðå-ìíîæåíèå ñèãíàëîâ x(t) è x(t−τ) è èíòåãðèðî-âàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñèãíàëîâ, îáåñïå÷è-âàþùåå âû÷èñëåíèå ïëîùàäè èõ ïåðåêðûòèÿ,ïðîïîðöèîíàëüíîé ÀÊÔ. Ïîñòðîåíèå ÀÊÔ äëÿïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà äëèòåëüíîñòè tè èë-ëþñòðèðóåò ðèñ. 2.27. Ïðè τ=0 (ðèñ. 2.27, à)ñèãíàëû ïîëíîñòüþ ïåðåêðûâàþòñÿ, ÷òî ñîîò-âåòñòâóåò rxx(0) (ðèñ. 2.27, ã). Ïðè τ 6= 0 ïå-ðåêðûòèå ñèãíàëîâ è ÀÊÔ óìåíüøàþòñÿ, ïðè-÷¼ì çàïàçäûâàíèÿ ±τ (ðèñ. 2.27, á è 2.27, â)ñîçäàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ÀÊÔ. Çàìåòèì,÷òî ÀÊÔ èìïóëüñíûõ ñèãíàëîâ ñ äëèòåëü-íîñòüþ tè îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè çàäåðæêå
τ= tè. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü äëèòåëüíîñ-

0

0

0

0

τ

t

t

t

x(t)

x(t)x(t−τ)

x(t)x(t+τ)

rxx(τ)

tè−tè
tè
tè+ττ

tè−τ−τ

àáâã
-

6

-

6

-

6

-

6

�èñ. 2.27. ÏîñòðîåíèåÀÊÔ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãîèìïóëüñà
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66 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿòè ñâåðõêîðîòêèõ èìïóëüñîâ, èçìåðåíèå êîòîðûõ äðóãèìè ìåòîäàìè ïîä-÷àñ ïðîñòî íåâîçìîæíî.Íà ðèñ. 2.28 ïðåäñòàâëåíû ÀÊÔ ðàäèîèìïóëüñà ïðÿìîóãîëüíîé �îð-

0

0

0

τ

t

τ

t

xðàä(t)
rxx(τ)

x(t)

rxx(τ)

tè−tè
tè

tè T

tè T

2T−tè

àáâã
-

6

-

6

-

6

-

6

�èñ. 2.28. �àäèîèìïóëüñ(à), ¾ïà÷êà¿ èìïóëüñîâ (â)è èõ ÀÊÔ (á, ã)

ìû è òð¼õ ðàâíîóäàë¼ííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ âè-äåîèìïóëüñîâ (¾ïà÷êè¿ èìïóëüñîâ). Êàê è âïåðâîì ïðèìåðå (ðèñ. 2.27), ïðè τ = 0ïðîèñõîäèò ïîëíîå ïåðåêðûòèå ñèãíàëîâ, è
rxx ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Äëÿ
τ1 < τ2 < τ3 < ... < T , ãäå T � ïåðèîä íåñó-ùåãî êîëåáàíèÿ, ÀÊÔ ðàäèîèìïóëüñà ñíà÷à-ëà óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ (ëåïåñòêè êîñèíóñî-èäû ïåðåêðûâàþòñÿ âñå â ìåíüøåé ñòåïåíè),à çàòåì èçìåíÿåò çíàê (ïåðåêðûâàþòñÿ ïîëî-æèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ëåïåñòêè êîñèíó-ñîèä). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè τ ÷èñëîïåðåêðûâàþùèõñÿ ëåïåñòêîâ ñîêðàùàåòñÿ, àì-ïëèòóäà îãèáàþùåé ÀÊÔ ëèíåéíî óìåíüøàåò-ñÿ ïîêà íå îáðàòèòñÿ â íóëü. ÀÊÔ ¾ïà÷êè¿(n = 3) èìïóëüñîâ (ðèñ. 2.28, ã) ïðè âñåõ
τ ïîëîæèòåëüíà è ñîäåðæèò ïÿòü (2n−1) ëå-ïåñòêîâ òðåóãîëüíîé �îðìû ñ ëèíåéíî óáûâà-þùåé àìïëèòóäîé. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíà-ëîâ óñðåäíåíèå íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðå-ìåíè àäåêâàòíî óñðåäíåíèþ çà ïåðèîä. Ïîýòî-ìó ÀÊÔ ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ìîæíî îïðåäåëèòü â âèäå:
rxx(τ) =

1

T

T∫

0

x(t)x(t− τ)dt.ÀÊÔ ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ òåìæå ïåðèîäîì, ÷òî è x(t). �àçìåðíîñòü ÀÊÔ òîæå èçìåíÿåòñÿ. Òåïåðü îíàðàâíà ñðåäíåé ìîùíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà. Âàæíåéøåå ñâîéñòâîÀÊÔ � ÷¼òíîñòü. Ýòî ñâîéñòâî íåòðóäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü, åñëè ââåñòèçàìåíó ïåðåìåííûõ u= t−τ, t=u+τ . Òîãäà
rxx(τ) = ϕ(τ) =

∞∫

−∞

x(u+ τ)x(u)du.Åñëè ñèãíàë x(t) îáëàäàåò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ X(ω), òîF[x(−t)] = X∗(ω), à ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÀÊÔ rxx(ω) ïî òåîðåìå îñâ¼ðòêå óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
rxx(ω) = Ẋ(ω)Ẋ∗(ω) = |X(ω)|2. (2.57)Ôóíêöèÿ rxx(ω) = |X(ω)|2 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé, èìååò ðàçìåðíîñòüÂ2ñ/�ö è íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì èëè ñïåêòðàëüíîé ïëîò-íîñòüþ ýíåðãèè ñèãíàëà x(t).СА
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2.7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êàê îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 67Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà è åãî ýíåð-ãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:
rxx(τ) =

1

2π

∞∫

−∞

rxx(ω)ejωτdω, rxx(ω) =

∞∫

−∞

rxx(τ)e−jωτdτ.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò �îðìóëàìè Âèíåðà � Õèí÷èíà.Äëÿ îöåíêè ñòåïåíè ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñèãíàëàìè (x(t) è y(t))èñïîëüçóþòñÿ âçàèìíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè (ÂÊÔ)
rxy(τ) =

∞∫

−∞

y(t)x(t− τ)dt.Åñëè ÂÊÔ rxy(τ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè, òî ñïðà-âåäëèâû ñëåäóþùèå �îðìóëû Âèíåðà � Õèí÷èíà:
rxy(τ) =

1

2π

∞∫

−∞

rxy(ω)ejωτdω, rxy(ω) =

∞∫

−∞

rxy(τ)e−jωτdτ,ãäå rxy(ω) � âçàèìíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü �óíêöèé x(t) è y(t).Âçàèìíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé �óíêöèåé ÷à-ñòîòû.ÂÊÔ ìîæåò áûòü àñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò è íå îáÿ-çàòåëüíî äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè τ = 0. Çíà÷åíèå ÂÊÔ ïðè τ = 0ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíîé ýíåðãèè ñèãíàëîâ.Ôîðìóëû Âèíåðà � Õèí÷èíà ïîñòóëèðóþò âçàèìíî îäíîçíà÷íóþ ñâÿçüêîððåëÿöèîííûõ è ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëîâ è øèðîêî èñ-ïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå ñòðóêòóðû ñëîæíûõ, ïðåæäå âñåãî ñëó÷àéíûõ,êîëåáàíèé.2.7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñàêàê îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÔóðüåÈíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà áûëî ââåäåíî �ðàíöóçñêèì ìà-òåìàòèêîì è �èçèêîì Ïüåðîì Ñèìîíîì äå Ëàïëàñîì â 1779 ã. è ñòàëîèñïîëüçîâàòüñÿ â ýëåêòðîòåõíèêå â âèäå îäíîñòîðîííåãî ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ëàïëàñà (�óíêöèÿ âðåìåíè çàäàíà òîëüêî äëÿ t ≥ 0) èëè L-ïðå-îáðàçîâàíèÿ ïî÷òè ÷åðåç ñòî ëåò.Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïóñòü x(t) ñóùå-ñòâóåò ïðè t ≥ 0, íî äëÿ t → ∞ íå ñòàíîâèòñÿ èñ÷åçàþùå ìàëîé, ò.å. íåÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ
x1(t) = x(t)e−σt è âûáåðåì ïàðàìåòð σ òàê, ÷òîáû x1(t) áûëà àáñîëþòíîèíòåãðèðóåìîé9. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå σ, ïðè êîòîðîì âñïîìîãàòåëüíàÿ�óíêöèÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà, íàçûâàåòñÿ àáñöèññîé ñõîäèìîñòè.9Ââåñòè àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìóþ âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ íå âñåãäà âîçìîæíî. Åñëè x(t)ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ëþáàÿ ýêñïîíåíòà, íàïðèìåð x(t) = et2 (ãàóññîâ èìïóëüñ), òî îáëàñòè ñõîäèìîñòèíå ñóùåñòâóåò.
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68 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿÈòàê, �óíêöèÿ x1(t) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è å¼ ìîæíî ðàçëîæèòüíà ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü x1(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ∫ ∞

−∞
x1(t)e−jωtdt =

∫ ∞

−∞
x(t)e−(σ+jω)tdt = F (σ + jω). (2.58)Ââåäåì êîìïëåêñíóþ ëàïëàñîâñêóþ ïåðåìåííóþ s = σ + jω è, ó÷èòû-âàÿ,÷òî x(t) è x1(t) îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè t ≥ 0, ïîëó÷èì èç (2.46) ñëåäó-þùåå ñîîòíîøåíèå:

F (s) = L[x(t)] =

∫ ∞

0

x(t)e−stdt. (2.59)Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (2.59) íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðåîáðàçîâà-íèåì Ëàïëàñà, à �óíêöèÿ F (s), çàâèñÿùàÿ îò êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
s = σ + jω, � ëàïëàñîâñêèì èëè L-èçîáðàæåíèåì �óíêöèè x(t).Èíòåãðàë (2.59) ïî âèäó íàïîìèíàåò ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå(2.27), õîòÿ íèæíèå ïðåäåëû â èíòåãðàëàõ ðàçëè÷àþòñÿ, à âìåñòî ìíè-ìîé ÷àñòîòû jω ýêñïîíåíòà â L-ïðåîáðàçîâàíèè ñîäåðæèò êîìïëåêñíóþïåðåìåííóþ s = σ + jω, ÷àñòî íàçûâàåìóþ êîìïëåêñíîé ÷àñòîòîé.Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ L-ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðà-âèëî âîññòàíîâëåíèÿ x(t) ïî çàäàííîé �óíêöèè êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû
F (σ + jω) èëè îáðàùåíèÿ óæå îïèñàííîãî ïðîöåññà.Ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü âñïîìîãàòåëüíîé àáñîëþòíî èíòå-ãðèðóåìîé �óíêöèè x1(t) èçâåñòíà (F (σ + jω)), å¼ ìîæíî âîññòàíîâèòü,èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Òîãäà

x1(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (σ + jω)ejωtdω. (2.60)×òîáû ïåðåéòè îò x1(t) ê èñêîìîé �óíêöèè x(t), äîñòàòî÷íî óìíîæèòüîáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.60) íà eσt, âíåñòè ýòó ýêñïîíåíòó ïîä çíàê èíòå-ãðàëà è çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ω èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîìïëåêñíîéïåðåìåííîé s = σ + jω (dω = ds/j). Òîãäà ïîëó÷èì:

x(t) = L
−1[F (s)] =

1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
F (s)estds. (2.61)Ýòî èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíè-åì Ëàïëàñà è âîññòàíàâëèâàåò îðèãèíàë â âèäå âåùåñòâåííîé �óíêöèèâðåìåíè (x(t)) ïî å¼ ëàïëàñîâñêîìó èçîáðàæåíèþ F (s).Ïîñòðîåííàÿ ïàðà ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà

F (s) = L[x(t)] x(t) = L
−1[F (s)]àíàëîãè÷íà ïàðå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Íî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðåä-ñòàâëÿåò ñèãíàë áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ, àïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà � áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòàðíûõ ýêñïîíåí-öèàëüíî çàòóõàþùèõ ñèíóñîèäàëüíûõ �óíêöèé ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò ñ áåñ-êîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäîé. Ïîýòîìó èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-ðüå ðàññìàòðèâàþò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé äâóñòîðîííåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
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2.7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êàê îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 69Ëàïëàñà ïðè s = jω, à F (s) èíîãäà íàçûâàþò ñïåêòðàëüíîé �óíêöèåéËàïëàñà.�àññìîòðèì L-èçîáðàæåíèÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííûõ �óíêöèé:� èçîáðàæåíèå F (s) �óíêöèè Õåâèñàéäà σ(t) èìååò âèä:
F (s) = L[σ(t)] =

∫ ∞

0

e−stdt = −e−st

s

∣∣∣∣
∞

0

=
1

s
; (2.62)� èçîáðàæåíèå âåùåñòâåííîé ýêñïîíåíòû:

F (s) = L[e−αtσ(t)] =

∫ ∞

0

e−(α+s)tdt = −e−(α+s)t

s+ α

∣∣∣∣
∞

0

=
1

s+ α
; (2.63)� èçîáðàæåíèå ìíèìîé ýêñïîíåíòû:

F (s) = L[e±jωtσ(t)] =

∫ ∞

0

e−(s∓jω)tdt = −e−(s∓jω)t

s∓ jω

∣∣∣∣
∞

0

=
1

s∓ jω
; (2.64)� èçîáðàæåíèå �óíêöèè cosωt:

F (s) = L[cosωt · σ(t)] = 1

2

∫ ∞

0

(ejωt + e−jωt)e−stdt =

=
1

2

(
1

s− jω
+

1

s+ jω

)
=

s

s2 + ω2
; (2.65)� èçîáðàæåíèå �óíêöèè sinωt:

F (s) = L[sinωt · σ(t)] = 1

2j

∫ ∞

0

(ejωt − e−jωt)e−stdt =

=
1

2j

(
1

s− jω
− 1

s+ jω

)
=

ω

s2 + ω2
. (2.66)Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà. Íàèáî-ëåå âàæíûå òåîðåìû ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà ñîâïàäàþò ïðèçàìåíå êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s íà jω, à ëàïëàñîâñêèõ èçîáðàæåíèé �ñïåêòðàëüíûìè �óíêöèÿìè.1.Òåîðåìà ëèíåéíîñòè. Èçîáðàæåíèå (ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü) àë-ãåáðàè÷åñêîé ñóììû ñèãíàëîâ åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà èõ èçîáðàæå-íèé (ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé). Åñëè Fi(s) = L[xi(t)], àXi(jω)=F[xi(t)],òî

F (s)=L[
N∑

i=1

αixi(t)]=
N∑

i=1

αiFi(s), X(jω)=F[
N∑

i=1

αixi(t)]=
N∑

i=1

αiXi(jω).(2.67)2. Òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè âåùåñòâåííûõ ïðîöåññîâ. Ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîöåññà óäîâëåòâîðÿ-åò óñëîâèþ
X(−jω) = X∗(jω),
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70 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿò.å. ðåàëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, à ìíèìàÿ� íå÷¼òíîé �óíêöèåé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðåäñòà-âèòü X(±jω) â âèäå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è çàïèñàòü ýêñïî-íåíòó â âèäå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû êîñèíóñà è ñèíóñà.3. Òåîðåìà îá èçìåíåíèè âðåìåíí�îãî ìàñøòàáà ñèãíàëà. Âðåìåíí�îåðàñòÿæåíèå ñèãíàëîâ x(kt) 0 < k < 1 âûçûâàåò ñæàòèå ïî ÷àñòîòå èçîá-ðàæåíèÿ èëè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèãíàëà è óâåëè÷åíèå âñåõ ñïåê-òðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ â k ðàç (ðèñ. 2.29):
L[x(kt)]=

1

k
F (

s

k
); F[x(kt)]=

1

k
X(

jω

k
).

-

6

-

6

-

6

-

6
x(t)

t−τ
2

τ
2

0

|X(ω)|

0−2π
τ

2π
τ

ω

à á
x(t)

t−τ1
2

τ1
2

0

|X ′

(ω)|

0−2π
τ1

2π
τ1

ω

â ã
�èñ. 2.29. Îãèáàþùèå èñõîäíîãî (à) è ðàñòÿíóòîãî âî âðåìåíè (â) âèäåîèìïóëü-ñîâ è èõ ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ((á ) è (ã) ñîîòâåòñòâåííî)4.Òåîðåìà î ñìåùåíèè ñèãíàëà âî âðåìåíè. Åñëè F (s) = L[x(t)], à
X(jω)=F[x(t)], òî

L[x(t− τ)]=e−sτF (s), F[x(t− τ)]=e−jωτX(jω). (2.68)Ïðèìåð. Èçîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà äëèòåëüíî-ñòè τ . Òàêîé èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñäâèíóòûõ âî âðåìåíè �óíê-öèé Õåâèñàéäà (ñì. ðèñ. 2.7, å). Ñ ó÷åòîì �îðìóë (2.67) è (2.68)
L[σ(t)− σ(t− τ)]=

1

s
− e−sτ

s
=
1

s
(1− e−sτ ). (2.69)Çàìåùàÿ s íà jω, äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèãíàëà ïîëó÷èì:

X(ω)=
1

jω
(1− e−jωτ)=τ

sinωτ/2

ωτ/2
e−jωτ/2=τsin(fτ)e−jπfτ .Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (2.34) äîïîëíèòåëüíûì �àçîâûììíîæèòåëåì, òàê êàê â ðàçäåëå 2.4 èìïóëüñ ðàñïîëàãàëñÿ ñèììåòðè÷íîîòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, à â äàííîì ñëó÷àå ñäâèíóò âî âðåìåíèíà τ/2. Ìîäóëü ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè íå èçìåíèëñÿ.5. Òåîðåìà î ñìåùåíèè ïåðåìåííîé â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Äëÿ ñìå-ùåíèÿ ñïåêòðà, ò.å. ÷àñòîòû ω íà ω0 èëè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s íà

s0, äîñòàòî÷íî óìíîæèòü èñõîäíóþ �óíêöèþ x(t) íà ýêñïîíåíòó e−jω0tèëè e−s0t ñîîòâåòñòâåííî
X(ω ± ω0)=F[x(t)e∓jω0t], F (s± s0)=L[x(t)e∓s0t]. (2.70)
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2.7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êàê îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 71Èòàê, ïðè óìíîæåíèè ñèãíàëà x(t) íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëüñïåêòð ñèãíàëà ñìåùàåòñÿ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, à ïðè óìíîæåíèè ñïåêòðàñèãíàëà íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ñèãíàë ñìåùàåòñÿ âî âðåìåíè.Èç ýòèõ òåîðåì ñëåäóåò âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé:èçîáðàæåíèÿ ñèíóñîèäû è êîñèíóñîèäû ñ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèìèàìïëèòóäàìè ñ ó÷åòîì �îðìóë (2.55) è (2.58) èìåþò âèä:
L[e−αt cosωt] =

s+ α

(s+ α)2 + ω2
, L[e−αt sinωt] =

ω

(s+ α)2 + ω2
. (2.71)(Òåîðåìû 1 � 5 ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.)6. Òåîðåìà îá èçîáðàæåíèè ñâ¼ðòêè äâóõ �óíêöèé. Äëÿ ñïåêòðàëüíûõïëîòíîñòåé ñèãíàëîâ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ðàçäåëå 2.4. ×òîáû çàïè-ñàòü å¼ âûðàæåíèå â ëàïëàñîâñêèõ ïåðåìåííûõ, êàçàëîñü áû äîñòàòî÷íîçàìåíèòü â �îðìóëå (2.31) jω íà s. Îäíàêî èíòåãðàë ñâ¼ðòêè â ëàïëàñîâ-ñêèõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ èíà÷å. Ïîýòîìó ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâîïîëíîñòüþ. Ïóñòü L[x(t)]=X(s), L[y(t)]=Y (s). f(t)=

t∫
0

x(τ)y(t− τ)dτ �ñâ¼ðòêà ýòèõ �óíêöèé. Òîãäà
L[f(t)]=

∞∫

0




t∫

0

x(τ)y(t−τ)dτ


 e−stdt=

∞∫

0

x(τ)e−sτdτ

∞∫

0

y(t−τ)e−s(t−τ)dt =

=

∞∫

0

x(τ)e−sτdτ

∞∫

0

y(ξ)e−sξdξ,ãäå ξ = t− τ, dξ = dt. Îòñþäà
L




t∫

0

x(τ)y(t− τ)dτ


 =

∞∫

0

x(τ)e−sτdτ

∞∫

0

y(ξ)e−sξdξ = X(s)Y (s). (2.72)7. Òåîðåìû î äè��åðåíöèðîâàíèè ñèãíàëîâ. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòüïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñïåêòðàëüíîé ïëîò-íîñòè èñõîäíîãî ñèãíàëà è îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ jω:F(dx
dt

)
=

∞∫

−∞

dx

dt
e−jωtdt = x(t) · e−jωt

∣∣∞
−∞ + jω

∞∫

−∞

x(t) · e−jωtdt = jωX(ω).Ýòî ñîîòíîøåíèå � ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è îáðàùåíèÿâ íóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, òàê êàê àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ
x(t) → 0 ïðè t→ ±∞. Îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ jω óæå âñòðå÷àë-ñÿ â ìåòîäå êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ãàðìîíè÷å-ñêèõ ñèãíàëîâ. Óìíîæåíèå X(ω) íà jω ñâèäåòåëüñòâóåò îá îáîãàùåíèèñïåêòðà âûñîêî÷àñòîòíûìè ãàðìîíèêàìè, òàê êàê àìïëèòóäû ñïåêòðàëü-íûõ ãàðìîíèê âîçðàñòàþò ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ÷àñòîòàì. Òåîðåìà î äè�-�åðåíöèðîâàíèè îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà. ÒîãäàF(dnx

dtn

)
= (jω)nX(ω). (2.73)
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72 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿÄëÿ èçîáðàæåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñèãíàëà òåîðåìà èçìåíÿåòñÿ: èçïðîèçâåäåíèÿ èçîáðàæåíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà è îïåðàòîðà äè��åðåíöè-ðîâàíèÿ s âû÷èòàåòñÿ çíà÷åíèå ñèãíàëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t=0. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåìL(dx

dt

)
=

∫ ∞

0

dx

dt
e−stdt= x(t)e−st

∣∣∞
0
+ s

∫ ∞

0

x(t)e−stdt=sL[x(t)]− x(0).(2.74)Åñëè ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (2.74), òî
L

[
dnx

dtn

]
=snL[x(t)]− sn−1x(0)− sn−2

dx

dt

∣∣∣∣
t=0

− ...− s
dn−2x

dtn−2

∣∣∣∣
t=0

− dn−1x

dtn−1

∣∣∣∣
t=0

.Èçîáðàæåíèå âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò êðîìå íà-÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè åù¼ è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ å¼ ïðîèçâîäíûõäî (n−1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñàïî îïðåäåëåíèþ ïðèìåíÿåòñÿ íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t=+0, íà÷àëüíûå çíà÷å-íèÿ ñèãíàëà è åãî ïðîèçâîäíûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè t=+0. Èç ðàññìîò-ðåííûõ òåîðåì êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è
s=jω ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà (2.73).Ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è Ëàïëàñà äëÿ îáûêíîâåííûõ ïðî-èçâîäíûõ ñèãíàëîâ ïîçâîëÿþò ñâåñòè ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâ-íåíèÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî jω èëè s, ïðè ýòîì âëàïëàñîâñêèõ èçîáðàæåíèÿõ ó÷èòûâàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è.8. Òåîðåìà îá èçîáðàæåíèè è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè îïðåäåë¼í-íîãî èíòåãðàëà. Èçîáðàæåíèå (ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü) îïðåäåë¼ííîãîèíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì Ψ(t)=

t∫
0

x(t)dt ÿâëÿåòñÿ ïðî-èçâåäåíèåì ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîãî ñèãíàëà è îïåðàòî-ðà èíòåãðèðîâàíèÿ 1/s èëè 1/jω. Èçîáðàæåíèå �óíêöèè Ψ(t) ïîëó÷èì,èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì. ÒîãäàL(Ψ(t))=

∫ ∞

0

Ψ(t)e−stdt=−Ψ(t)
e−st

s

∣∣∣∣
∞

0

+
1

s

∫ ∞

0

dΨ

dt
e−stdt=

L[x(t)]
s

.Çàìåùàÿ s íà jω è ïåðåõîäÿ îò L- ê F-ïðåîáðàçîâàíèþ, ïîëó÷èì âû-ðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà:F(Ψ(t))=
1

jω
X(ω). (2.75)È èçîáðàæåíèå, è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà íåçàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.9. Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé èçîáðàæåíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ èçîáðàæåíèÿåñòü èçîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îðèãèíàëà è ïåðåìåííîé t ñî çíàêîì ìè-íóñ, à ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n � ðåçóëüòàò ìíîãîêðàòíîãî äè��åðåíöè-ðîâàíèÿ:

dF (s)

ds
=L[−tx(t)], dnF (s)

dsn
=L[(−t)nx(t)]. (2.76)Ïåðâóþ �îðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü, äè��åðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (2.59)ïî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s, âòîðóþ � ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðåäû-äóùèõ ïðîèçâîäíûõ.
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2.8. �åãóëÿðíûå (äåòåðìèíèðîâàííûå) âîëíû 73Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé èçîáðàæåíèÿ èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ, îáû÷íîèñïîëüçóåìûå ïðè âîññòàíîâëåíèè îðèãèíàëîâ ïî èçîáðàæåíèÿì.9 à. Åñëè x(t) = σ(t), òî
L[tσ(t)]=

1

s2
, L[t2σ(t)]=

2!

s3
, ..., L[tnσ(t)] =

n!

sn+1
. (2.77)9 á. Åñëè x(t) = e−αt, òî

L[te−αt]=
1

(s+ α)2
, L[t2e−αt]=

2!

(s+α)3
, ..., L[tne−αt] =

n!

(s+α)n+1
. (2.78)10. Òåîðåìû î íà÷àëüíîì è ïðåäåëüíîì çíà÷åíèÿõ �óíêöèè x(t). Ïî-âåäåíèå èçîáðàæåíèÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè x(t), íå ñîäåðæàùåé îñîáåí-íîñòåé ïðè t→ 0, îïðåäåëÿåò ïðè s→ ∞ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îðèãèíàëà,à ïðè s→ 0 � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèÿ �óíêöèè (t→ ∞).Ïî �îðìóëå (2.74) èçîáðàæåíèå ïðîèçâîäíîé îðèãèíàëà x(t) çàïèøåò-ñÿ êàê L(dx

dt

)
=

∞∫

0

dx

dt
e−stdt=sL[x(t)]− x(0).Ïðè s→ ∞ èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü (e−st = 0), à íà÷àëüíîå çíà÷åíèåèíòåãðàëà ïðèíèìàåò âèä:

x(0) = lim
s→∞

[sF (s)],ò.å. íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îðèãèíàëà x(t) îïðåäåëÿåòñÿ áåç íàõîæäåíèÿ îá-ðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.Åñëè â èçîáðàæåíèè ïðîèçâîäíîé ïîëîæèòü s = 0, òî ñîîòíîøåíèåïðèíèìàåò âèä:
∞∫

0

dx

dt
dt= lim

t→∞

t∫

0

dx(t)= lim
t→∞

[x(t)− x(0)]=lim
s→0

[sF (s)− x(0)],

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sF (s),ò.å. ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå x(t) îïðåäåëÿåòñÿ áåç âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ.2.8. �åãóëÿðíûå (äåòåðìèíèðîâàííûå) âîëíûÏåðåäà÷à ðàçëè÷íîé èí�îðìàöèè: ñîîáùåíèé, óïðàâëÿþùèõ ñèãíà-ëîâ, ìàññèâîâ äàííûõ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñâÿ-çè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíîå îêîëîçåìíîå èëè êîñìè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî, à òàêæå ÷åðåç ñïåöèàëèçèðîâàííûå ëèíèè ïåðåäà÷è ñ ïîìî-ùüþ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, èìåþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíóþ ïðèðîäó. ×àùåâñåãî òàêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå (ðàäèî- èëè îïòè÷åñêèå) âîëíû ÿâëÿþòñÿäåòåðìèíèðîâàííûìè, à ñòîõàñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ó íèõ âîçíèêà-þò èç-çà íåîäíîðîäíîñòè ñðåä ðàñïðîñòðàíåíèÿ èëè ñëó÷àéíûõ îòðàæå-íèé îò ãðàíèö. Âîëíîâîé õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõïîëåé ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è ñîñòàâëÿåò îä-íó èç �óíäàìåíòàëüíûõ îñíîâ ðàäèî�èçèêè.
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74 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ2.8.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ î âîëíîâûõ ïðîöåññàõÂîëíîâûå óðàâíåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ. Âîëíàìè íàçûâàþòñÿ èçìå-íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû èëè ïîëÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïðîñòðàíñòâåñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Äåòåðìèíèðîâàííûå âîëíû � ýòî ÷àùå âñåãî ïå-ðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå. �àçëè÷àþò ïðîäîëü-íûå âîëíû, êîãäà êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíå-íèÿ âîëí, è ïîïåðå÷íûå âîëíû, åñëè êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïëîñêîñòè,ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Âîëíîâûå ïðîöåññûîïèñûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �âîëíîâûì óðàâíåíèåì:
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
− 1

v2
∂2Φ

∂t2
= 0,ãäå Φ(x, y, z, t) � ñêàëÿðíàÿ èëè âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè,çàäàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñðåäû èëè ïîëÿ, v � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-íû. Ýòî òð¼õìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Â ðàäèî�èçèêå ÷àñòî èñïîëüçó-åòñÿ îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Äëÿ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿâ íàïðàâëåíèè îñè Oz, èìååì:

∂2Φ

∂z2
− 1

v2
∂2Φ

∂t2
= 0. (2.79)Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.79) â ñëåäóþùåì âèäå:

(
∂2

∂z2
− 1

v2
∂2

∂t2

)
Φ =

(
∂

∂z
− 1

v

∂

∂t

)(
∂

∂z
+

1

v

∂

∂t

)
Φ = 0è ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

ξ = z − vt, η = z + vt.Òîãäà
∂

∂z
=
∂

∂ξ

∂ξ

∂z
+

∂

∂η

∂η

∂z
=
∂

∂ξ
+

∂

∂η
,

1

v

∂

∂t
=
∂

∂ξ

1

v

∂ξ

∂t
+

∂

∂η

1

v

∂η

∂t
=
∂

∂η
− ∂

∂ξ
,

∂

∂z
− 1

v

∂

∂t
= 2

∂

∂ξ
,

∂

∂z
+

1

v

∂

∂t
= 2

∂

∂η
,

∂2Φ

∂ξ∂η
= 0,òàê êàê ∂ξ

∂z =
∂η
∂z =1 ïðè t = onst è 1

v
∂η
∂t =−1

v
∂ξ
∂t =1 ïðè z = onst.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.79) ÿâ-ëÿåòñÿ âûðàæåíèå

Φ(z, t) = Φ1(ξ) + Φ2(η) = Φ1(z − vt) + Φ2(z + vt),ò.å. Φ(z, t) ïðåäñòàâëÿåò ñóììó äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèé.�àññìîòðèì çíà÷åíèÿ Φ(z − vt) â äâóõ ñå÷åíèÿõ:
Φ(0, t) = Φ(t), Φ(z1, t) = Φ(z1 − vt).Íà ðèñ. 2.30 âðåìåíí�ûåèçìåíåíèÿ Φ(z, t) â ïëîñêîñòè z1 (êðèâàÿ 2 )ïîâòîðÿþò âðåìåííûå èçìåíåíèÿ ýòîé �óíêöèè â ïëîñêîñòè z=0
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2.8. �åãóëÿðíûå (äåòåðìèíèðîâàííûå) âîëíû 75(êðèâàÿ 1 ) ñ çàïàçäûâàíèåì íà âðåìÿ ∆t=z1/v,ò.å. �óíêöèÿ Φ(t) ïåðåìåùàåòñÿ, ñîõðàíÿÿ ñâîþ�îðìó, â ñòîðîíó âîçðàñòàþùèõ z ñî ñêîðîñòüþ
v è, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò âîëíîâîå äâè-æåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ Φ2(z + vt) òàê-æå îïèñûâàåò âîëíîâîå äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ
v, íî â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Òàêèìîáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíå-íèÿ â âèäå äâóõ áåãóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãóâîëí. Âåëè÷èíà (z ± vt) íàçûâàåòñÿ �àçîé âîë- �èñ. 2.30. Ïðîñòðàíñò-âåííî-âðåìåííàÿ äèàãðàì-ìà âîëíûíû, à ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ �ðîíòà âîëíû (z ± vt = onst) � �àçîâîéñêîðîñòüþ âîëíû

v� =
dz

dt
= ±v.Âîëíîâîå óðàâíåíèå è åãî ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ ñ�åðè÷åñêîéâîëíû:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Φ

∂r

)
− 1

v2
∂2Φ

∂t2
= 0,

Φ(r, t) =
1

r
Φ1(vt− r) +

1

r
Φ2(vt+ r).Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè àíòåíí.Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Êàê èçâåñòíî, â ïðîñòðàíñòâå, îêðóæà-þùåì äâèæóùèåñÿ çàðÿäû èëè âîîáùå ëèø¼ííîì çàðÿäîâ è òîêîâ, ñóùå-ñòâóåò ýëåêòðè÷åñêîå E è ìàãíèòíîå H ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíå-íèÿì Ìàêñâåëëà. Äëÿ ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà îíè èìåþò âèä:rotE = −µ0µ∂H

∂t , divE = 0,rotH = ε0ε
∂E
∂t , divH = 0, (2.80)ãäå ε0 è µ0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííûå, ε è µ � îòíî-ñèòåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû. Óðàâ-íåíèÿ (2.80) ñâÿçûâàþò âðåìåííîå èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ñïðîñòðàíñòâåííûì èçìåíåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿH è íàîáîðîò. Â ïóñòîìïðîñòðàíñòâå ýëåêòðè÷åñêîå E è ìàãíèòíîå H ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò âîë-íîâîìó óðàâíåíèþ. Ïîêàæåì ýòî.Âîçüì¼ì ðîòîð îò rotE = −µ0µ∂H

∂t
. Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå ðàâåíñòâîrot rot=∇ div − ∇2 è èçìåíÿÿ ïîðÿäîê îïåðàöèé âû÷èñëåíèÿ ðîòîðà èäè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì:rot rotE=∇ divE −∇2

E= −µ0µ
∂

∂t
rotH= −εµ

c2
∂2E

∂t2
,ãäå c=1/

√
ε0µ0∼=3 ·108 ì/ñåê � ýëåêòðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñîâïà-äàþùàÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â âàêóóìå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî divE=0, ∇2=△� îïåðàòîð Ëàïëàñà, çàïèøåì âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà E êàê

△E − 1

v2
∂2E

∂t2
= 0, (2.81)
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76 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿãäå v=c/√εµ � �àçîâàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Àíàëîãè÷íîåóðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âåêòîðà H :
△H − 1

v2
∂2H

∂t2
= 0. (2.82)Âàæíåéøèé ðåçóëüòàò óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèèýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî �èçè÷åñêîãî îáúåêòà. Ñà-ìîñòîÿòåëüíàÿ ðåàëüíîñòü ïîëÿ âèäíà óæå èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñ-âåëëà äîïóñêàþò ðåøåíèå è â ïóñòîòå. Îäíàêî íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òîýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå áåðåòñÿ ¾íèîòêóäà¿. Êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò âîçìó-ùåíèå, ÿâèâøååñÿ èñòî÷íèêîì âîëí. Íî îíî ðàñïîëîæåíî ãäå-òî î÷åíüäàëåêî, è óñòàíîâèòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè íåïðîñòî, äà è íåíóæíî. Çàìåòèì åù¼, ÷òî óêàçàòü èñòî÷íèêè ðåëèêòîâûõ ìèêðîâîëíî-âûõ âîëí (òåïëîâûõ è ïîòîìó íå äåòåðìèíèðîâàííûõ) åäâà ëè âîîáùåâîçìîæíî.Ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ âîëíîé ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè, ïåðïåíäèêó-ëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, çà åäèíèöó âðåìåíè îïðåäåëÿåò-ñÿ âåêòîðîì Ïîéòèíãà [EH], à ñðåäíÿÿ, ïåðåíîñèìàÿ çà ïåðèîä âîëíû

T , ýíåðãèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
I =

1

T

∣∣∣∣
∫ T

0

[EH]dt

∣∣∣∣ .2.8.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí�àññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.81) è (2.82) â âèäå ïëîñêîé âîëíû,ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â íàïðàâëåíèè îñè Oz. Ïîñêîëüêó ñðåäà ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ îäíîðîäíàÿ, à âîëíà ïëîñêàÿ, ïîëÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ �ðîíòàâîëíû íå áóäóò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò �ðîíòà x è y.�àñïèøåì rotE è rotH è áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî êîîðäèíàòû ïîëåé íåçàâèñÿò îò x è y. ÒîãäàrotxE =
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z
=−∂Ey

∂z
=−µ0µ

∂Hx

∂t
, rotxH = −∂Hy

∂z
=ε0ε

∂Ex

∂t
,rotyE =

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
=
∂Ex

∂z
=−µ0µ

∂Hy

∂t
, rotyH =

∂Ex

∂z
=ε0ε

∂Hy

∂t
,rotzE =

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0, rotzH =

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= 0.Èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ∂Hz

∂t = 0 è ∂Ez

∂t = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû ïîëåé ìîãóò áûòü òîëüêî ïîñòîÿííûìè. Òàêèìîáðàçîì, ïîëó÷åí âàæíûé ðåçóëüòàò: ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿïëîñêîé âîëíû ñîñðåäîòî÷åíû â ïëîñêîñòè �ðîíòà âîëíû, è âîëíà íà-çûâàåòñÿ ïîïåðå÷íîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé èëè T -âîëíîé (îò àíãë.transversal � ïîïåðå÷íûé). �àññìàòðèâàÿ îñòàëüíûå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ,ìîæíî ñäåëàòü åù¼ îäèí âàæíûé âûâîä: êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-ëÿ Ex è Ey, òàê æå êàê è ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hx è Hy, íå
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2.8. �åãóëÿðíûå (äåòåðìèíèðîâàííûå) âîëíû 77ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. êîìïîíåíòû Ex è Hy ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäè-íàòàìè îäíîé ïëîñêîé âîëíû, à Ey è Hx � äðóãîé. Ïðè ýòîì âåêòîðû
v,E,H äëÿ òîé è äðóãîé âîëíû îáðàçóþò ïðàâîâèíòîâóþ ñèñòåìó.Ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû. Ïðîñòåéøèì è â òî æå âðåìÿ íàèáî-ëåå ïðåäñòàâèòåëüíûì òèïîì ïëîñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ èëè ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà, ó êîòîðîé âåêòîðû E è
H ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îäèíàêîâîé ÷àñòîòû:
E(r, t)=Re{Em exp[j(ωt− kr)]}, H(r, t)=Re{Hm exp[j(ωt− kr)]},(2.83)ãäå Em,Hm � âåêòîðû êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîëåé; ω � êðóãîâàÿ ÷à-ñòîòà âîëíû; r � ðàäèóñ-âåêòîð ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè; (ωt−kr) � �àçàâîëíû.Âåêòîð k= ω

vn= 2π
λ n íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì, à k= |k|=ω/v� âîëíîâûì ÷èñëîì. Çäåñü n � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ âîëíû; v � �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû; λ= vT � äëèíà âîëíû;

T � ïåðèîä êîëåáàíèé.ÂåêòîðEm(Hm) ìîæíî çàïèñàòü êàêEm=E1 exp(jϕ1)+E2 exp(jϕ2),ãäå E1 è E2 � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå âåùåñòâåííûå âåêòîðû, ëåæàùèåâ ïëîñêîñòè �ðîíòà âîëíû, íàïðèìåð Emx è Emy, à ϕ1=ϕx, ϕ2=ϕy � èõ�àçû. Òîãäà
Ex(z, t)=Emx cos(ωt−kz+ϕx), Ey(z, t)=Emy cos(ωt−kz+ϕy) (2.84)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí âîëíîâûå óðàâíå-íèÿ (2.81) è (2.82) ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà

△E + k2E = 0, △H + k2H = 0. (2.85)Ïëîñêèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû, êàê è ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,íå ïðèãîäíû äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé. Ïðîèçâîëüíûå íåìîíîõðîìàòè÷å-ñêèå âîëíû îáëàäàþò áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíû ñîâîêóïíîñòüþ ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ñ ðàçëè÷íûìèâîëíîâûìè âåêòîðàìè, ÷àñòîòàìè, àìïëèòóäàìè è íà÷àëüíûìè �àçàìè.Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå àíàëîãè÷íî ñïåêòðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ íåãàð-ìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé è ïîýòîìó ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàç-ëîæåíèåì íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí.Íåìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû. Âîëíîâûå ¾ïàêåòû¿. Ïóñòü íå-ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì ìîíîõðîìàòè÷åñêèõâîëí ñ ÷àñòîòàìè, çàêëþ÷¼ííûìè â èíòåðâàëå ω0 − ∆ω
2 ≤ ω ≤ ω0 +

∆ω
2 ,

∆ω0 ≪ ω0 è âñå âîëíû â ýòîì èíòåðâàëå èìåþò îäèíàêîâóþ àìïëèòóäó
Em(ω)=Em0. Òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíà èìååò âèä:

E(z, t) = Em0

∫ ω0+
∆ω
2

ω0−∆ω
2

exp[−j(ωt− k(ω)z)]dω.Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû ïàðöèàëüíûõ âîëí ñîñðåäîòî÷åíû â ìàëîì èí-òåðâàëå ∆ω, �óíêöèþ k(ω) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (ω−ω0)è, îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò k(ω), ïðåäñòàâèòü å¼ â âèäå
k(ω)=k(ω0) +

(
dk
dω

)
ω0
(ω − ω0). Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ξ=(ω − ω0) èïðåäñòàâèì ðåçóëüòèðóþùóþ âîëíó êàê
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78 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ
E(z, t)=Em0 exp[−j(ω0t− k(ω0)z)]

∫ ∆ω
2

−∆ω
2

exp

{
−jξ

[
t−
(
dk

dω

)

ω0

z

]}
dξ =

= Em0

2 sin
{[
t−
(
dk
dω

)
ω0
z
]

∆ω
2

}

t−
(
dk
dω

)
ω0
z

exp[−j(ω0t− k(ω0)z)] =

= Em0∆ω · sin[(t− (dk
dω

)

ω0

z

)
∆ω

2

]
· exp[−j(ω0t− k(ω0)z)]. (2.86)Ýòî ïëîñêàÿ áåãóùàÿ âîëíà, àìïëèòóäà êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà�óíêöèè sin(...) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîíöåíòðèðîâàííîå â ïðîñòðàí-ñòâå âîçìóùåíèå, íàçûâàåìîå âîëíîâûì ïàêåòîì. Ôóíêöèÿ sin(...) ÿâ-ëÿåòñÿ îãèáàþùåé âîëíîâîãî ïàêåòà. Îãèáàþùàÿ ìîæåò èìåòü äðóãóþ�îðìó: âñå çàâèñèò îò õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè Em0(ω). Ñòåïåíü êîíöåí-òðàöèè òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå ∆ω. Âîëíîâîé ïàêåò ïåðåìåùàåòñÿ âäîëüîñè Oz ñî ñêîðîñòüþ

vãð = dω

dk
, (2.87)íàçûâàåìîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ. Ñêîðîñòü vãð îïèñûâàåò ñêîðîñòü ïå-ðåíîñà ýíåðãèè ãðóïïîé âîëí â ñðåäå áåç ïîãëîùåíèÿ.Äèñïåðñèÿ. Çàâèñèìîñòü �àçîâîé ñêîðîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îò÷àñòîòû íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé âîëí (îò ëàò. dispersio � ðàññåÿíèå), àçàâèñèìîñòü k(ω) � äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì.�åàëüíûå ñðåäû â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ÷àñòîò îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìèäèñïåðñèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Îáëàñòè ÷àñòîò, â êîòîðûõ dv�/dω<0è dv�/dω>0, íàçûâàþòñÿ îáëàñòÿìè íîðìàëüíîé è àíîìàëüíîé äèñïåð-ñèè ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 2.31 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþ-ùèå äâà âèäà íîðìàëüíîé äèñïåðñèè: â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò (êðèâûå2 ) è â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò (êðèâûå 3 ).

-

6

-

6

0 ω

v�
1 23

0

ω

k

12 3à á�èñ. 2.31. Çàâèñèìîñòè v�(ω) (à) è ω(β) � äèàãðàììû Áðèëëþýíà(á ) äëÿ äâóõ âèäîâ íîðìàëüíîé äèñïåðñèè. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìèèçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè äëÿ áåçäèñïåðñíîé ñðåäû
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2.8. �åãóëÿðíûå (äåòåðìèíèðîâàííûå) âîëíû 79Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðè íîðìàëüíîé äèñïåðñèè â îáëàñòè íèçêèõ÷àñòîò v� êîíå÷íà, à k îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ÷àñòîò, ïðåâûøàþùèõíåêóþ êðèòè÷åñêóþ ÷àñòîòó (ω > ωêð). Êðèòè÷åñêèå ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿâàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëèíèé ïåðåäà÷è, â ÷àñòíîñòè ìåòàëëè÷åñêèõâîëíîâîäîâ, ïðè÷¼ì êîíêðåòíîé ãåîìåòðèè âîëíîâîäà è êàæäîìó òèïóâîëí ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ωêð. Ôèçè÷åñêèå ñðåäû, â êîòîðûõ v�íå çàâèñèò îò ω, à âîëíîâîå ÷èñëî k ïðîïîðöèîíàëüíî ω, íàçûâàþòñÿáåçäèñïåðñíûìè.Ïîëÿðèçàöèÿ ïëîñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ âîëí. Îáðàòèìñÿ êðàâåíñòâàì (2.84) è ââåäåì îðòîãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ Ex(z, t) è Ey(z, t) â âèäå âåùåñòâåííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ �óíê-öèé. Â ïëîñêîñòè �ðîíòà âîëíû (z = onst) èìååì
Ex(t) = Emx cos(ωt+ ϕx),

Ey(t) = Emy cos(ωt+ ϕy). (2.88)Èñêëþ÷àÿ èç (2.88) ωt, ïîëó÷èì
(
Ex

Emx

)2

+

(
Ey

Emy

)2

− 2
ExEy

EmxEmy
cosϑ− sin2 ϑ = 0, ϑ = ϕy − ϕx. (2.89)Ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñà. Âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(t) äåòåðìèíè-ðîâàííîé ïëîñêîé âîëíû îïèñûâàåò ýëëèïñ âïëîñêîñòè �ðîíòà âîëíû (ðèñ. 2.32), è âîëíà íà-çûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé.�åîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ïîëÿðèçîâàí-íîé âîëíû ÿâëÿþòñÿ óãîë îðèåíòàöèè ýëëèïñà

β � óãîë íàêëîíà áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà êîñè Ox è óãîë ýëëèïòè÷íîñòè χ, òàíãåíñ êîòî-ðîãî ðàâåí îòíîøåíèþ äëèí ìàëîé ïîëóîñè êáîëüøîé. Ñâÿçü ïàðàìåòðîâ β è χ ñ àìïëèòó-äàìè è íà÷àëüíûìè �àçàìè ïðîåêöèé âåêòîðà
E(t) âûðàæàþò ñîîòíîøåíèÿ: �èñ. 2.32. Ýëëèïñ ïîëÿ-ðèçàöèètg2β= 2EmxEmy cos(ϕy − ϕx)

E2
mx − E2

my

, sin 2χ=
2EmxEmy sin(ϕy − ϕx)

E2
mx + E2

my

. (2.90)Ïîëÿðèçàöèþ ïëîñêîé âîëíû ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíàìè, èìåþ-ùèìè ðàçìåðíîñòü èíòåíñèâíîñòè, ÷òî ïîëåçíî äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ, òàêêàê íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ èçìåðÿòü íå íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ, à ìîùíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðåäñòàâëÿÿ êîìïîíåí-òû âåêòîðà E(t) â êîìïëåêñíîì âèäå Ėx(t) = Emxejϕx è Ėy(t) = Emyejϕyè èñïîëüçóÿ êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè (ñì. ðàçäåë 2.6), ïîëó÷èì:
Rij(τ) =

∫ ∞

−∞
Ėi(t)Ė

∗
j (t+ τ)dt, i, j = x, y.
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80 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿÑîñòàâèì èç íèõ êâàäðàòíóþ ïîëÿðèçàöèîííóþ ìàòðèöó Âèíåðà � Âîëü-�à ïðè τ = 0 Ĵ =

(
Rxx(0), Rxy(0)
Ryx(0), Ryy(0)

)
. (2.91)Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû âåùåñòâåííû è ðàâíû ñðåäíèì èí-òåíñèâíîñòÿì x- è y-êîìïîíåíòû ïîëÿ âîëíû, íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåí-òû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå. Ýòî ïîçâîëÿåò ñêîìïîíîâàòü èç ýëåìåíòîâìàòðèöû (2.91) ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà Ñòîêñà:

S0 = Rxx(0) +Ryy(0)=E
2
mx + E2

my= |E|2,
S1 = Rxx(0)−Ryy(0)=E

2
mx − E2

my= |E|2 cos 2χ cos 2β,
S2 = Rxy(0) + Ryx(0)=2EmxEmy cos θ= |E|2 cos 2χ sin 2β,
S3 = −j(Rxy(0)−Ryx(0))=2EmxEmy sin θ= |E|2 sin 2χ.

(2.92)Ïàðàìåòðû Ñòîêñà èìåþò ñëåäóþùèé �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ïàðàìåòð
S0 ðàâåí èíòåíñèâíîñòè ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû. Ïàðàìåò-ðû S1 è S2 îòâå÷àþò çà ëèíåéíóþ ïîëÿðèçàöèþ: S1 � çà ãîðèçîíòàëüíóþ(χ=0, β=0, S1=S0) èëè âåðòèêàëüíóþ (χ=0, β=π/2, S1=−S0), à S2 �çà ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû, âåêòîð E êîòîðûõ îðèåíòèðîâàí ïîäóãëàìè ±π/4 ê îñÿì âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íàêîíåö, ïîñëåäíèéïàðàìåòð Ñòîêñà, S3, ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè âîëí ñ ïðàâîâèíòîâîé(S3>0) èëè ëåâîâèíòîâîé (S3<0) êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé. Íåòðóäíî ïî-êàçàòü, ÷òî äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âîëíû detĴ=0, à S2

0=S
2
1 + S2

2 + S2
3 ,ò.å. âîëíà ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàíà.Ïîëÿðèçàöèîííàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðå-ìåííîé ðàäèîëîêàöèè, à ïîëÿðèçàöèîííîå óïëîòíåíèå êàíàëîâ ïîçâîëÿåòèñïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå ÷àñòîòíûé äèàïàçîí äëÿ îäíîâðåìåííîé ðà-áîòû äâóõ èí�îðìàöèîííûõ êàíàëîâ.2.9. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ1. Êàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè è êàêèå � êâàçèïåðèî-äè÷åñêèìè?2. Êàêîâû îñîáåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé? Ïî÷åìó ãàðìîíè÷å-ñêèå êîëåáàíèÿ çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè-÷åñêîé ðàäèî�èçèêå?3. Êàêèå õàðàêòåðèñòèêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ èìïóëüñíûõ ñèã-íàëîâ?4. Êàê ðàçëè÷àþòñÿ âèäåî- è ðàäèîèìïóëüñû?5. ×òî òàêîå �óíêöèÿ âêëþ÷åíèÿ Õåâèñàéäà è äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà?Êàê îíè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé?6. Â ÷åì ñìûñë äèíàìè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ? Êàêèå âèäû äè-íàìè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âàì èçâåñòíû?7. ×òî íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì êîëåáàíèÿ? Êàê ïîëó÷èòü àìïëèòóäíûé è�àçîâûé ñïåêòðû ñèãíàëà?8. Èçîáðàçèòå ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ, äëè-òåëüíîñòü êîòîðûõ â 3,5 ðàçà ìåíüøå ïåðèîäà.9. Êàêèå �îðìû ðÿäà Ôóðüå èñïîëüçóþòñÿ â ðàäèîýëåêòðîíèêå?
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2.9. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ 8110. Èçîáðàçèòå ñïåêòðû ñèãíàëîâ, ïðåäñòàâëåííûõ �îðìóëàìè (2.7) è(2.8) ïðè A1 = 2, A2 = 3. Îáúÿñíèòå ðàçëè÷èå â ñïåêòðàõ.11. Êàê ðàçëè÷àþòñÿ âåùåñòâåííûé è êîìïëåêñíûé ÷àñòîòíûå ñïåêòðûñèãíàëîâ? Êàêîâ ñìûñë ïîíÿòèÿ ¾îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòîòà¿?12. Êàê èçìåíèòñÿ ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâïðè óâåëè÷åíèè ïåðèîäà ïîâòîðåíèÿ â 3 ðàçà, â N ðàç?13. Êàê ïî çàäàííîìó ñïåêòðó ðàññ÷èòàòü ñðåäíþþ ìîùíîñòü ïåðèîäè-÷åñêîãî ñèãíàëà?14. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ÿâëåíèå �èááñà?15. Êàê ðàçëîæèòü íåïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë íà ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿ-þùèå? Ïî÷åìó äëÿ ýòîãî âìåñòî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå íåîáõîäèìîèñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå?16. Êîãäà ñïåêòð ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ñïëîøíûì, êîãäà ëèíåé÷àòûì ýêâè-äèñòàíòíûì è êîãäà ëèíåé÷àòûì íåýêâèäèñòàíòíûì?17. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèï äóàëüíîñòè ÷àñòîòû è âðåìåíè? Êàê åãîèñïîëüçîâàòü ïðàêòè÷åñêè?18. Êàê îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñèãíà-ëîâ? Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñìûñë ïîíÿòèÿ ¾ñâ¼ðòêà äâóõ �óíêöèé¿?19. Êàê ðàçëè÷àþòñÿ êîìïëåêñíûå ñïåêòðû âèäåî- è ðàäèîèìïóëüñîâîäèíàêîâîé �îðìû?20. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ îñîáåííîñòü ñïåêòðà äåëüòà-�óíêöèè? Êàêîéñïåêòð ìîæíî íàçâàòü ¾áåëûì¿?21. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà è øèðèíà åãî ñïåê-òðà?22. Ñèãíàë ñ ïîñòîÿííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ â èíòåðâàëå ÷àñòîòîò 1 äî 6 ê�ö ïðîäè��åðåíöèðîâàëè ïî âðåìåíè. Âî ñêîëüêî ðàç áóäåòîòëè÷àòüñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü íà êðàÿõ äèàïàçîíà ïîñëå äè��å-ðåíöèðîâàíèÿ?23. Êàêîâû îñîáåííîñòè ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé íåèíòåãðèðóåìûõ ñèã-íàëîâ?24. Ïîêàæèòå, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ãðóïïû èç ÷åòûð¼õ îäèíà-êîâûõ èìïóëüñîâ, îáëàäàþùèõ ñïåêòðàëüíîé ïîëíîñòüþ X1(ω) è ñäâè-íóòûõ âî âðåìåíè íà îäèíàêîâûé èíòåðâàë T , óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
XΣ(ω) = 4X1(ω)e−3jωT/2 cosωT · cosωT/2.25. Êàêèå êîìïëåêñíûå ñèãíàëû íàçûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè è êàêîâûîñîáåííîñòè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà? ×òî òà-êîå ñîïðÿæ¼ííûé ñèãíàë?26. Êàêîâ �èçè÷åñêèé ñìûñë àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè äåòåðìèíè-ðîâàííîãî ñèãíàëà? Êàêîâà ñâÿçü àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ñ ýíåð-ãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì ñèãíàëà?27. ×òî òàêîå êîìïëåêñíàÿ ÷àñòîòà? Êàêîâû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðå-îáðàçîâàíèé Ëàïëàñà?28. Ïîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ L-ïðåîáðàçîâàíèé:
1) e−t − e−2t ⇐⇒ 1/[(s+ 1)(s+ 2)], 2)1− e−|α|t ⇐⇒ 1/[s(s+ α)].29. Â ÷åì îáùíîñòü è ðàçëè÷èå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà?30. Êàê ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ?31. Êàêîâ ñìûñë �àçîâîé ñêîðîñòè?32. ×òî òàêîå ïîïåðå÷íàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà?33. Êàê âîëíîâûå óðàâíåíèÿ ïðåâðàòèòü â óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà?
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82 �ëàâà 2. Äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ34. ×òî òàêîå âîëíîâîé ¾ïàêåò¿? Êàêîâ ñìûñë ãðóïïîâîé ñêîðîñòè?35. Ïî÷åìó äåòåðìèíèðîâàííûå âîëíû ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàíû? Êàêñâÿçàíû ïàðàìåòðû Ñòîêñà ñ ïàðàìåòðàìè ïîëÿðèçàöèîííîãî ýëëèïñà?Ñïèñîê ëèòåðàòóðûÍå�åäîâ, Â. È. Îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè è ñâÿçè : ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ.3-å èçä., èñïð. Ì. : Âûñø. øê., 2005.Õîõëîâ, À. Â. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè : ó÷åá.ïîñî-áèå. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2005.Áàñêàêîâ, Ñ. È. �àäèîòåõíè÷åñêèå öåïè è ñèãíàëû : ó÷åáíèê. Ì. :Âûñø. øê., 2000.�îíîðîâñêèé, È. Ñ. �àäèîòåõíè÷åñêèå öåïè è ñèãíàëû : ó÷åáíèê. Ì. :�àäèî è ñâÿçü, 1986.Ñïðàâî÷íèê ïî òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàì ðàäèîýëåêòðîíèêè : â 2 ò. /ïîä ðåä. Á. Õ. Êðèâèöêîãî. Ì. : Ýíåðãèÿ, 1977.Êàÿöêàñ, À. À. Îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè. Ì. : Âûñø. øê., 1988.Ñèáåðò, Ó. Ì. Öåïè, ñèãíàëû, ñèñòåìû : â 2 ÷. / ïåð. ñ àíãë. Ì. : Ìèð,1988.Îñíîâû ðàäèî�èçèêè / �. Â. Áåëîêîïûòîâ, Ê. Ñ. �æåâêèí, À. À. Áå-ëîâ, À. Ñ. Ëîããèíîâ, Þ. È. Êóçíåöîâ, È. Â. Èâàíîâ / ïîä ðåä. À. Ñ.Ëîããèíîâà. Ì. : Èçä-âî Ó�ÑÑ, 1996.Õàðêåâè÷, À. À. Ñïåêòðû è àíàëèç. 4-å èçä. Ì. : Èçä-âî ËÊÈ, 2007.Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ýëåêòðîòåõíèêè: ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ: â 3 ò. 4-åèçä. / Ê. Ñ. Äåìèð÷ÿí, Ë. �. Íåéìàí, Í. Â. Êîðîâêèí, Â. Ë. ×å÷åðèí.ÑÏá. : Ïèòåð, 2003.Çèíîâüåâ, À. Ë., Ôèëèïïîâ, Ë. È. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñèãíàëîâ èöåïåé : ó÷åá. ïîñîáèå. Ì. : Âûñø. øê., 1968.Êàëèíèí, Â. È., �åðøòåéí, �. Ì. Ââåäåíèå â ðàäèî�èçèêó : ó÷åá.ïîñîáèå / ïîä ðåä. Â. È.Êàëèíèíà. Ì. : �îñòåõèçäàò, 1957.Àñòàõîâ, Â. Â., Âàäèâàñîâà, Ò. Å., Õîõëîâ, À. Â. �àäèî�èçèêà. Çà-äà÷è è óïðàæíåíèÿ : ó÷åá. ïîñîáèå. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2008.�îðåëèê, �. Ñ. Êîëåáàíèÿ è âîëíû. Ââåäåíèå â àêóñòèêó, ðàäèî�èçèêóè îïòèêó. 3-å èçä. / ïîä ðåä. Ñ. Ì. �ûòîâà. Ì. : Ôèçìàòëèò, 2008.Õîõëîâ, À. Â. Î ïîëÿðèçàöèîííîì àíàëèçå ïëîñêèõ ýëåêòðîìàãíèò-íûõ âîëí // Ëåêöèè ïî ýëåêòðîíèêå ÑÂ× è ðàäèî�èçèêå : 8-ÿ çèìíÿÿøêîëà-ñåìèíàð èíæåíåðîâ : â 5 êí. Êí. 1. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà,1989.
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�ëàâà 3Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû3.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è èõ îïèñàíèåÑëó÷àéíûé (ñòîõàñòè÷åñêèé) ïðîöåññ � ýòî ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñîñòî-ÿíèÿ ñèñòåìû âî âðåìåíè, ïðîòåêàþùèé ïî âåðîÿòíîñòíûì (ñòàòèñòè÷å-ñêèì) çàêîíàì.Ïóñòü ìíîæåñòâî V çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîéX åñòü ïðîñòðàí-ñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé V ìîæåò áûòü äèñêðåò-íûì (êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì) èëè íåïðåðûâíûì. Âåëè÷èíà X ìîæåòáûòü âåêòîðíîé, ñêàëÿðíîé, âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé.Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèåé X(t), ïðèíè-ìàþùåé çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå V , ãäå àðãóìåíò t îáû÷íî èìååò ñìûñëâðåìåíè. Âðåìÿ t ìîæåò ïðèíèìàòü íåïðåðûâíîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâîçíà÷åíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
X(n). Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t0 çíà÷åíèå X0 = X(t0) � ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíà.Çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëüíî îãîâîð¼ííûõ ñëó÷àåâ, áóäåì äëÿ ïðîñòî-òû ðàññìàòðèâàòü îäíó âåùåñòâåííóþ ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ X è îïè-ñûâàòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñêàëÿðíîé âåùåñòâåííîé ñëó÷àéíîé �óíêöè-åé X(t). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîöåññû áóäåì ïî âîçìîæíîñòè îáî-çíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè: X, Y, X(t) è ò.ä., à ïðèíèìàåìûå ñëó÷àé-íûìè ïåðåìåííûìè çíà÷åíèÿ � ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðî÷íûìè áóêâàìè:
x, y, x(t). Îäíàêî ìû íå çàäàåìñÿ öåëüþ ñòðîãî ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîãîïðàâèëà. Òàê, îíî ìîæåò íàðóøàòüñÿ â îòíîøåíèè ãðå÷åñêèõ áóêâ.�åàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � ýòî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ èñ-ïûòàíèé (èçìåðåíèé). Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé�óíêöèåéX(t), òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííûõ èçìåðåíèé ïîëó÷àþò äåòåð-ìèíèðîâàííóþ �óíêöèþ x(t), îïèñûâàþùóþ îäíó èç ìíîæåñòâà âîçìîæ-íûõ ðåàëèçàöèé ïðîöåññà. Åñëè áû áûëî âîçìîæíî ìíîãîêðàòíî ïðîâå-ñòè òå æå èçìåðåíèÿ â ñîâåðøåííî èäåíòè÷íûõ óñëîâèÿõ, òî êàæäûé ðàçïîëó÷àëàñü áû äðóãàÿ ðåàëèçàöèÿ òîãî æå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ìíîæå-ñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñîñòàâëÿåò ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëüðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïðèìåð ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì, ñìîäåëèðîâàííûõ÷èñëåííî, ïðèâåä¼í íà ðèñ. 3.1.
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84 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû

�èñ. 3.1. Âîçìîæíûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà�àññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâíîçíà÷íûõ ñëó-÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è õà-ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ñëó÷àéíûéïðîöåññ X(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ n-ìåðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè
pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé �óíêöèåé n òå-êóùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé X â n ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòîââðåìåíè è ìîæåò áûòü çàäàíà ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)dx1dx2...dxn =

= P{X(t1) ∈ [x1; x1 + dx1) ∧ ... ∧X(tn) ∈ [xn; xn + dxn)} (3.1)èëè
pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)=

= lim
∆xi→0, i=1,2,...,n

P{X(t1)∈ [x1; x1 +∆x1]∧ ... ∧X(tn)∈ [xn; xn +∆xn]}
∆x1...∆xn

, (3.2)ãäå P{...} � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, îáîçíà÷åííîãî â �èãóðíûõ ñêîáêàõ.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâà-íèÿì:1) pn(...) ≥ 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü);2) ∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)dx1dx2...dxn = 1 (íîðìèðîâêà);3) äëÿ ëþáîãî k < n

pk(x1, t1, x2, t2, ..., xk, tk)=
∫∞
−∞...

∫∞
−∞pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)dxk+1dxk+2...dxn(ñîãëàñîâàíèå);4) äëÿ ëþáûõ i è j

pn(x1, t1, ..., xi, ti, ..., xj, tj, ..., xn, tn) = pn(x1, t1, ..., xj, tj, ..., xi, ti, ..., xn, tn)(èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïàð àðãóìåíòîâ);5) åñëè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè t0iñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî
pn(x1, t

0
1, x2, t

0
2, ..., xn, t

0
n) = p1(x1, t

0
1)p1(x2, t

0
2)...p1(xn, t

0
n).
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3.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è èõ îïèñàíèå 85Åñëè äâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà X(t) è X ′(t) õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíîéè òîé æå n-ìåðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè äëÿ ëþáîãî n, òî îíè íà-çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òàêèõïðîöåññîâ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.Êðîìå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ñïîìîùüþ n-ìåðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) è
n-ìåðíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn), êîòî-ðûå ñâÿçàíû ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

Fn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

=
∫ x1

−∞ ...
∫ xn

−∞ pn(x
′
1, t1, x

′
2, t2, ..., x

′
n, tn)dx

′
1dx

′
2...dx

′
n; (3.3)

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =
∂nFn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)

∂x1∂x2...∂xn
; (3.4)

ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn) =

=
∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ pn(x1, t1, ..., xn, tn) exp (j

∑n
i=1 uixi)dx1...dxn; (3.5)

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

= 1
(2π)n

∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ΘX(u1, t1, ..., un, tn) exp (−j

∑n
i=1 uixi) du1...dun. (3.6)Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ïîëíîñòüþ çàäàí, åñëè äëÿ ëþáîãî n èçâåñò-íà îäíà èç �óíêöèé: pn(...); Fn(...) èëè ΘX(...). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíîíàéòè ëþáûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà.Ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå è ìîìåíòíûå �óíêöèè. Ïóñòü

f(x1, x2, ..., xn) � íåêîòîðàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåí-òîâ. Ïóñòü àðãóìåíòû �óíêöèè f åñòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t) â n ìîìåíòîâ âðåìåíè:X(ti), i = 1, 2, ..., n. Ñòàòèñòè÷åñêèì ñðåä-íèì (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) �óíêöèè f(X1, X2, ..., Xn) íà àíñàì-áëå ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ äåòåð-ìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ àðãóìåíòîâ ti:
f(t1, t2, ..., tn) =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
f(x1, ..., xn) pn(x1, t1, ..., xn, tn)dx1...dxn. (3.7)Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ñ ïîìî-ùüþ óãëîâûõ ñêîáîê <...>:

f̄(t1, t2, ..., tn) =< f(X1, X2, ..., Xn) > .Ìîìåíòíûìè �óíêöèÿìè (ìîìåíòàìè) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íàçû-âàþò ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå îò ñòåïåííûõ �óíêöèé:
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〈Xr1

1 X
r2
2 ...X

rk
k 〉 =

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

xr11 ...x
rk
k pn(x1, t1, ..., xk, tk)dx1...dxk (3.8)ëèáî 〈

X̃r1
1 X̃

r2
2 ...X̃

rk
k

〉
=

=

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

(x1 −X(t1))
r1...(xk −X(tk))

rk pn(x1, t1, ..., xk, tk)dx1...dxk,(3.9)ãäå Xi = X(ti) � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ìîìåíòû âðåìåíè ti;à X̃i = X(ti)−X(ti) � çíà÷åíèÿ �ëóêòóàöèè (îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî);
X(t) =< X(t) > � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ìîìåíòû âèäà(3.8) íàçûâàþò íà÷àëüíûìè, à âèäà (3.9) � öåíòðàëüíûìè. ×èñëî ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ îòñ÷¼òîâ âðåìåíè k íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ ìîìåíòà, àñóììó ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ∑k

i=1 ri = r � ïîðÿäêîì ìîìåíòà.Ìîìåíòû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåòåðìèíèðî-âàííûå �óíêöèè àðãóìåíòîâ ti èëè êîíñòàíòû.Íà÷àëüíûå ìîìåíòû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìèâ ðàçëîæåíèè n-ìåðíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè â ðÿä Ìàêëîðåíà:
ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn) =

=
∑∞

r1=0 ...
∑∞

rn=0
<Xr1(t1)X

r2(t2)...X
rn(tn)>

r1! r2! ... rn!
(ju1)

r1(ju2)
r2...(jun)

rn (3.10)è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî �îðìóëå
< Xr1(t1)...X

rn(tn) >= (−j)r∂
rΘX(u1, t1, ..., un, tn)

∂ur11 ...∂u
rn
n

∣∣∣∣
u1=u2=...=un=0

, (3.11)ãäå r =∑n
i=1 ri.Àíàëîãè÷íî (3.10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ëî-ãàðè�ìà îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè:

lnΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn) =

=
∑∞

r1=0 ...
∑∞

rn=0
<<Xr1(t1)X

r2(t2)...X
rn(tn)>>

r1! r2! ... rn!
(ju1)

r1(ju2)
r2...(jurnn ). (3.12)Êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè, îáîçíà÷åííûå â âûðàæåíèè (3.12) êàê

<<Xr1(t1)X
r2(t2)...X

rn(tn)>>, íàçûâàþòñÿ êóìóëÿíòíûìè �óíêöèÿìè(êóìóëÿíòàìè) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t).Ê íàèáîëåå âàæíûì ìîìåíòàì ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñÿòñÿñëåäóþùèå:1) ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (îäíîìåðíûé íà÷àëüíûé ìî-ìåíò ïîðÿäêà r = 1)
X(t) =<X(t)>=

∫ ∞

−∞
x p1(x, t)dx; (3.13)2) ñðåäíèé êâàäðàò (îäíîìåðíûé íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)
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3.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è èõ îïèñàíèå 87
X2(t) =<X2(t)>=

∫ ∞

−∞
x2 p1(x, t)dx; (3.14)3) äèñïåðñèÿ (îäíîìåðíûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)

σ2
X(t) =

〈
(X(t)−X(t))2

〉
=

∫ ∞

−∞
(x−X(t))2 p1(x, t)dx=X2 −X

2
; (3.15)4) êîâàðèàöèîííàÿ (èëè àâòîêîâàðèàöèîííàÿ) �óíêöèÿ (äâóìåðíûé íà-÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)

KX(t1, t2) = 〈X(t1)X(t2)〉 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2 p2(x1, t1, x2, t2)dx1dx2; (3.16)5) êîððåëÿöèîííàÿ1 (èëè àâòîêîððåëÿöèîííàÿ) �óíêöèÿ (äâóìåðíûé öåí-òðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)

ΨX(t1, t2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x1 −X(t1))(x2 −X(t2)) p2(x1, t1, x2, t2)dx1dx2 =

= KX(t1, t2)−X(t1)X(t2). (3.17)Íîðìèðîâàííóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ
RX(t1, t2) =

ΨX(t1, t2)√
σ2
X(t1)σ

2
X(t2)

(3.18)íàçûâàþò êîý��èöèåíòîì êîððåëÿöèè.Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îáëàäàåò ñëåäóþùè-ìè ñâîéñòâàìè:1) Ψ2
X(t1, t2) ≤ σ2

X(t1)σ
2
X(t2) (ñîîòâåòñòâåííî |RX(t1, t2)| ≤ 1);2) ΨX(t, t) = σ2

X(t);3) ΨX(t1, t2) = ΨX(t2, t1);4) åñëè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè t′1 è
t′2 ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî îíè íåêîððåëèðîâàíû, ò.å.ΨX(t

′
1, t

′
2) = 0.Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.Õàðàêòåðèñòèêè ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ïðî-ñòîòû ðàññìîòðèì äâà ïðîöåññà: X(t) è Y (t). Èõ íàèáîëåå ïîëíîé ñòàòè-ñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-ñòè

pXY
n (x1, y1, t1, ..., xn, yn, tn)dx1dy1...dxndyn =

= P{X(t1) ∈ [x1; x1 + dx1) ∧ Y (t1) ∈ [y1; y1 + dy1) ∧ ...
... ∧X(tn) ∈ [xn; xn + dxn) ∧ Y (tn) ∈ [yn; yn + dyn)}. (3.19)Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ââåñòè ñîâìåñòíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

FXY
n (x1, y1, t1, x2, y2, , t2, ..., xn, yn, tn) =1Â ëèòåðàòóðå èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ äðóãàÿ òåðìèíîëîãèÿ: äâóìåðíûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âòîðîãîïîðÿäêà íàçûâàþò êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé, à äâóìåðíûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò � êîâàðèàöèîííîé�óíêöèåé.
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=

x1∫

−∞

...

yn∫

−∞

pXY
n (x′1, y

′
1, t1, x

′
2, y

′
2, t2, ..., x

′
n, y

′
n, tn)dx

′
1dx

′
2...dx

′
ndy

′
1dy

′
2...dy

′
n (3.20)è ñîâìåñòíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ

ΘXY (u1, v1, t1, u2, v2, t2, ..., un, vn, tn) =

=

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

pXY
n (x1, y1, t1, ..., xn, yn, tn) exp

[
j

n∑

i=1

(uixi+viyi)

]
dx1...dyn. (3.21)Ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñîâîêóïíîñòü ïðîöåññîâ X(t) è Y (t) ñ ïîìî-ùüþ âçàèìíûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé, íàïðèìåð âçàèìíîé êîâàðèàöèîí-íîé �óíêöèè

KXY (t1, t2) = 〈X(t1)Y (t2)〉 (3.22)èëè âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè
ΨXY (t1, t2) = 〈X(t1)Y (t2)〉 −X(t1)X(t2). (3.23)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ΨXY (t1, t2) 6= ΨXY (t2, t1). Òàê-æå ΨXY (t1, t2) 6= ΨY X(t1, t2). Îäíàêî, êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ (3.23),

ΨXY (t1, t2) ≡ ΨY X(t2, t1). Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿêîâàðèàöèîííîé �óíêöèè.Åñëè èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü N ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð âåê-òîðíûé ïðîöåññ X(t) ñ êîìïîíåíòàìè X1(t), X2(t), ... XN(t), òî îí õà-ðàêòåðèçóåòñÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè âñåõ êîìïîíåíò. �àñ-ñìàòðèâàþòñÿ òàêæå âçàèìíûå êîððåëÿöèîííûå (èëè êîâàðèàöèîííûå)�óíêöèè ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò, ò.å. ââîäèòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà
Ψ̂X(t1, t2) ñ ýëåìåíòàìè

Ψik(t1, t2) = 〈Xi(t1)Xk(t2)〉 −X i(t1)Xk(t2).Õàðàêòåðèñòèêè êîìïëåêñíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Êîì-ïëåêñíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Z(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
Z(t) = X(t)+jY (t), ãäåX(t) è Y (t) � âåùåñòâåííûå ñëó÷àéíûå �óíêöèè.Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ïðîöåññà Z(t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóï-íîñòü äâóõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ �X(t) è Y (t), êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ õàðàê-òåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè pXY

n (x1, y1, t1, x2, y2, t2, ..., xn, yn, tn).Ïîìèìî ìîìåíòîâ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé êîìïîíåíò X(t) è Y (t) è èõâçàèìíûõ ìîìåíòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ìîìåíòíûå �óíêöèè êîì-ïëåêñíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Z(t):ñðåäíåå çíà÷åíèå
Z(t) = X(t) + jY ;äèñïåðñèÿ

σ2
Z(t) =

〈
|Z(t)− Z(t)|2

〉
;êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ

KZ(t1, t2) = 〈Z(t1)Z∗(t2)〉 .Ñèìâîëîì ∗ îáîçíà÷åíî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîå çíà÷åíèå. Äèñïåðñèÿêîìïëåêñíîãî ïðîöåññà âñåãäà âåùåñòâåííà, âñå îñòàëüíûå ìîìåíòíûå�óíêöèè â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå.
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3.2. Âåðîÿòíîñòíàÿ ñõîäèìîñòü. Íåïðåðûâíîñòü. Ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë 89Êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþò äâóìÿñïîñîáàìè. Ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâå ðàçëè÷íûå êîððå-ëÿöèîííûå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïðîöåññà:ïåðâàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ �
ΨI

Z(t1, t2) = 〈Z(t1)Z∗(t2)〉 − Z(t1)Z
∗
(t2);âòîðàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ �

ΨII
Z (t1, t2) = 〈Z(t1)Z(t2)〉 − Z(t1)Z(t2).Ïåðâàÿ èç íèõ ïðè t1 = t2 ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûåäèñïåðñèè.3.2. Âåðîÿòíîñòíàÿ ñõîäèìîñòü.Íåïðåðûâíîñòü. Ïðîèçâîäíàÿè èíòåãðàë îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàÎäíèì èç áàçîâûõ ïîíÿòèé òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à çíà-÷èò, è òåîðèè ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ x1, x2, ... ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Mñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó x0 ∈M , åñëè ðàññòîÿíèå d(xn, x0) → 0 ïðè n→ ∞.Íåñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè x(t) ∈ M ′ ñõîäèòñÿ ê x0 ∈ M ′ ïðè

t→ t0, åñëè d(x(t), x0) → 0 ïðè t→ t0.Äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è �óíêöèé òàêèå îïðåäåëåíèÿñõîäèìîñòè íå ïîäõîäÿò. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí è ñëó÷àéíûõ �óíêöèé äîëæíà ïîíèìàòüñÿ â âåðîÿòíîñòíîì (ñòà-òèñòè÷åñêîì) ñìûñëå.Âåðîÿòíîñòíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõâåëè÷èí. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòíîéñõîäèìîñòè.1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîéâåëè÷èíå X0 â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
n→∞

〈
(Xn −X0)

2
〉
= 0. (3.24)Äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðåäåëà ÷àñòî ïðèìåíÿþò îáîçíà÷åíèål.i.m.n→∞Xn = X0,ãäå ¾l.i.m.¿ ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì ñëîâ ¾limit in themean square¿ (ïðåäåëâ ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì). Ìîæíî òàêæå óêàçûâàòü õàðàêòåð ñõîäèìîñòèâ ñêîáêàõ ïîñëå íàïèñàíèÿ ïðåäåëà, íàïðèìåð

lim
n→∞

Xn = X0 (ñð.êâ.),èëè êàêèì-òî äðóãèì ñïîñîáîì.Çàìå÷àíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåël.i.m.n→∞Xn = a,
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90 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûãäå a � çàäàííàÿ (íå ñëó÷àéíàÿ) âåëè÷èíà, òî ñóùåñòâóþò îáû÷íûå ïðå-äåëû
lim
n→∞

Xn = a è lim
n→∞

σ2
Xn

= 0.2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîéâåëè÷èíå X0 ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
n→∞

P {|Xn −X0| > ε} = 0. (3.25)Áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè êàê
lim
n→∞

Xn = X0 (ïî âåð.).3) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîéâåëè÷èíå X0 ïî÷òè íàâåðíîå èëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, åñëè
P
{
lim
n→∞

Xn = X0

}
= 1, (3.26)ãäå ïðåäåë îïðåäåëÿåòñÿ íà àíñàìáëå ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè è ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ îäíèìèç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X0. Îáîçíà÷èì

lim
n→∞

Xn = X0 (ïî÷òè íàâåð.).Äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè ñõî-äèìîñòè:1) èç ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè âñåãäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîâåðîÿòíîñòè;2) èç ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ñõî-äèìîñòü òîëüêî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
P{|Xn| ≤ onst 6= +∞} = 1;3) èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.Ïðè ðàññìîòðåíèè õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ÷àùå âñåãîèñïîëüçóåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòüå¼ â ïðèâîäèìûõ äàëåå îïðåäåëåíèÿõ, õîòÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü è äðóãèåîïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ñõîäèìîñòè.Ñõîäèìîñòü è íåïðåðûâíîñòü ñëó÷àéíîé �óíêöèè.Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ X(t) ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X0 â ñðåä-íåì êâàäðàòè÷íîì, ò.å. l.i.m.t→t0X(t) = X0, (3.27)åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn} : tn → t0 ïðè n → ∞ ñóùåñòâó-åò ïðåäåë l.i.m.n→∞Xn = X0.Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ X(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 â ñðåäíåêâàäðàòè÷å-ñêîì ñìûñëå, åñëè äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè ñóùåñòâóåò ïðåäåël.i.m.τ→0X(t0 + τ)=X(t0), ò.å. lim

τ→0

〈
(X(t0 + τ)−X(t0))

2
〉
=0. (3.28)
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3.3. Âåðîÿòíîñòíàÿ ñõîäèìîñòü. Íåïðåðûâíîñòü. Ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë 91Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ X(t) ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì êâàäðàòîì íåïðå-ðûâíà â òî÷êå t0 â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) X(t) � �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â t0;2) ΨX(t1, t2) � �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â t0 ïî îáîèì àðãóìåíòàì.ÅñëèX(t) íåïðåðûâíà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì â ëþáîé òî÷êå t, òî ãî-âîðÿò, ÷òîX(t) � íåïðåðûâíàÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì �óíêöèÿ. Íåïðå-ðûâíîñòü �óíêöèè ïî âåðîÿòíîñòè èëè ïî÷òè íàâåðíîå îïðåäåëÿåòñÿ àíà-ëîãè÷íî, íî ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ìîãóò â îáùåìñëó÷àå ðàçëè÷àòüñÿ.Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå ñëó÷àéíûìè �óíêöèÿìè, íåïðå-ðûâíûìè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå, ïî âåðîÿòíîñòè èëè ïî÷òèíàâåðíîå, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè, íåïðå-ðûâíûìè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå, ïî âåðîÿòíîñòè èëè ïî÷òèíàâåðíîå. Êðîìå íèõ âûäåëÿþò ïðîñòî íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ëþáàÿ, ïðîèç-âîëüíî âûáðàííàÿ, ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíîé �óíêöèåé. Òàêàÿ íåïðåðûâíîñòü íå ñëåäóåò íè èç ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîé íåïðåðûâíîñòè, íè èç íåïðåðûâíîñòè ïî÷òè íàâåðíîå èëèíåïðåðûâíîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.Ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë îò ñëó÷àéíîé �óíêöèè. Ñëó÷àéíàÿ�óíêöèÿX(t) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå t0 â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñ-ëå, åñëè äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè ñóùåñòâóåò ïðåäåël.i.m.τ→0
X(t0 + τ)−X(t0)

τ
= X ′(t0). (3.29)Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X ′(t0) =
dX(t)

dt

∣∣∣∣
t0íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ñëó÷àéíîé �óíêöèè â òî÷êå t0.Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ X(t) ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì êâàäðàòîì äè�-�åðåíöèðóåìà â òî÷êå t0 â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) X(t) � �óíêöèÿ, äè��åðåíöèðóåìàÿ â t0;2) ΨX(t1, t2) � �óíêöèÿ, äè��åðåíöèðóåìàÿ â t0 ïî îáîèì àðãóìåíòàì.Åñëè X(t) äè��åðåíöèðóåìà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì â ëþáîé òî÷êå

t, òî ãîâîðÿò, ÷òî X(t) � äè��åðåíöèðóåìàÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì�óíêöèÿ.Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì èíòåãðàëîì îò ñëó÷àéíîé �óíêöèè X(t) íàèíòåðâàëå t ∈ [a, b] íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë:∫ b

a

X(t)dt = l.i.m.n→∞

n−1∑

i=0

X(ti)(ti+1 − ti). (3.30)Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ X(t) ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì êâàäðàòîì èíòå-ãðèðóåìà íà èíòåðâàëå t ∈ [a, b] â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ðèìàíîâû èíòåãðàëû:1) ∫ b

a X(t)dt; 2)
∫ b

a

∫ b

a ΨX(t1, t2)dt1dt2.
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92 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû3.3. Ñòàöèîíàðíûå è ýðãîäè÷åñêèåñëó÷àéíûå ïðîöåññûÑòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Ñòàöèîíàðíîñòü ñëó÷àéíî-ãî ïðîöåññà îçíà÷àåò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â óñòàíî-âèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè è å¼ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå ìåíÿþòñÿâî âðåìåíè. �àçëè÷àþò ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì (ñòðîãîì) ñìûñëå èñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå.Ñëó÷àéíûé ïðîöåññX(t) íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûì â óçêîì (ñòðîãîì)ñìûñëå, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n, ëþáîé êîíñòàíòû Tè ëþáûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ti, i = 1, 2, ..., n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
pn(x1, t1 ± T, x2, t2 ± T, ..., xn, tn ± T ) = pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn), (3.31)÷òî îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (è, ñëåäîâàòåëü-íî, âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê) îòíîñèòåëüíî ñäâèãà âî âðåìå-íè. Ïðè ýòîì îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íå çàâèñèò îò âðåìåíè(p1(x, t) ≡ p1(x)) è îäíîìåðíûå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Äâóìåð-íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ìîìåíòîâ âðåìå-íè τ = t2−t1 (p2(x1, t1, x2, t2) ≡ p2(x1, x2, τ)). Ñîîòâåòñòâåííî, äâóìåðíûåìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè òîëüêî τ .Ñëó÷àéíûé ïðîöåññX(t) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñ-ëå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
< X(t) >≡onst; ΨX(t1, t2) = ΨX(t2 − t1); < X2(t) ><∞. (3.32)Äëÿ ïðîöåññîâ ñ êîíå÷íîé ¾ìîùíîñòüþ¿ (ò.å. ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ

< X2(t) > < ∞) èç ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîñòè ñëåäóåò ñòàöèîíàðíîñòü âøèðîêîì ñìûñëå. Èç ñòàöèîíàðíîñòè â øèðîêîì ñìûñëå â îáùåì ñëó÷àåíå ñëåäóåò ñòðîãàÿ ñòàöèîíàðíîñòü.Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà îáëàäàåò ñëåäóþ-ùèìè ñâîéñòâàìè:1) |ΨX(τ)| ≤ σ2
X , ãäå τ = t2 − t1;2) ΨX(0) = σ2

X;3) ΨX(−τ) = ΨX(τ) (÷¼òíàÿ �óíêöèÿ);4) åñëè êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè τ = 0, òî îíà íåïðå-ðûâíà äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ τ .Ñòàöèîíàðíûé â ñòðîãîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãîâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå limτ→∞Ψ2
X(τ) = 0, íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ ïåðå-ìåøèâàíèåì. Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå ñâîéñòâîðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé:

lim
τ→∞

p2(x1, x2, τ) = p1(x1)p1(x2). (3.33)Ñêîðîñòü ïåðåìåøèâàíèÿ (ðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé) õàðàêòåðèçóþò âðå-ìåíåì êîððåëÿöèè τêîð. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå äâà îïðåäå-ëåíèÿ âðåìåíè êîððåëÿöèè:1. Âðåìÿ êîððåëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåðâàë, íà êîòîðîì îãèáàþ-ùàÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè γX(τ) óáûâàåò â e ðàç (ðèñ. 3.2), ãäå e �îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðè�ìà):
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3.3. Ñòàöèîíàðíûå è ýðãîäè÷åñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 93
γX(τêîð) = σ2

Xe . (3.34)2. Âðåìÿ êîððåëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
τêîð = 1

σ2
X

∫ ∞

0

γX(τ)dτ. (3.35)Äëÿ ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòàöè-îíàðíîé ñâÿçàííîñòè.Ñëó÷àéíûå ïðîöåññûX(t) è Y (t)íàçûâàþò ñòàöèîíàðíî-ñâÿçàííû-ìè â óçêîì (ñòðîãîì) ñìûñëå, åñëèäëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
n, ëþáîé êîíñòàíòû T è ëþáûõìîìåíòîâ âðåìåíè ti, i = 1, 2, ..., nñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèóäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó: �èñ. 3.2. Èëëþñòðàöèÿ ê îïðåäåëåíèþâðåìåíè êîððåëÿöèè ïåðâûì ñïîñîáîì

pn(x1, y1, t1 ± T, x2, y2, t2 ± T, ..., xn, yn, tn ± T ) =

= pn(x1, y1, t1, x2, y2, t2, ..., xn, yn, tn). (3.36)Ñëó÷àéíûå ïðîöåññûX(t) è Y (t) íàçûâàþò ñòàöèîíàðíî-ñâÿçàííûìèâ øèðîêîì ñìûñëå, åñëè
ΨXY (t1, t2) = ΨXY (t2 − t1). (3.37)Î÷åâèäíî, èç ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîé ñâÿçàííîñòè ïðîöåññîâ X(t) è

Y (t) ñëåäóåò èõ ñòàöèîíàðíàÿ ñâÿçàííîñòü â øèðîêîì ñìûñëå, à òàê-æå ñòðîãàÿ ñòàöèîíàðíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ïðîöåññîâ. Ñòàöèîíàðíîñòüâåêòîðíîãî èëè êîìïëåêñíîãî ïðîöåññà ïðåäïîëàãàåò ñòàöèîíàðíîñòü (âòîì èëè èíîì ñìûñëå) åãî êîìïîíåíò è èõ ñòàöèîíàðíóþ ñâÿçàííîñòüìåæäó ñîáîé (â ñîîòâåòñòâóþùåì ñìûñëå).Äî ñèõ ïîð äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è óñðåä-íåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èñïîëüçîâàëèñü àíñàìáëè ðåàëèçàöèé, õîòÿâ áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ áûâàåò èçâåñòíà òîëüêî îäíà ðåà-ëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëèîïðåäåëèòü õîòÿ áû íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà-÷åíèå èëè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïîñðåäñòâîì âðåìåííîé îáðà-áîòêè ýòîé åäèíñòâåííîé ðåàëèçàöèè. Îêàçûâàåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå ýòîãîñäåëàòü íåëüçÿ. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõìîæíî îïðåäåëèòü ðÿä ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, èñïîëüçóÿ îäíóäîñòàòî÷íî äëèííóþ ðåàëèçàöèþ. Òàêèå ïðîöåññû íàçûâàþò ýðãîäè÷å-ñêèìè.Ýðãîäè÷åñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Ýðãîäè÷íîñòü ñëó÷àéíîãîïðîöåññà îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåë¼ííûå ñòàòèñòè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà, çàìåíÿÿ ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå (ïî àí-ñàìáëþ ðåàëèçàöèé) óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè âäîëü îäíîé ðåàëèçàöèè.
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



94 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÌîæíî âûäåëèòü ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî îòäåëüíûõ ìîìåíòíûõ�óíêöèé, ýðãîäè÷íîñòü 1-, 2-,..., k-ãî ïîðÿäêà è, íàêîíåö, ñòðîãóþ ýðãî-äè÷íîñòü. Áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè ñèìâîëîì
< ... >t.Ïóñòü X(t) � ñòàöèîíàðíûé â ñòðîãîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ2.Ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå äåòåðìèíèðîâàííîé �óíêöèè ñëó÷àéíûõàðãóìåíòîâ f [X(t1), ..., X(tk)] âäîëü íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè x(t) ñëó÷àé-íîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

< f [x(t1), ..., x(tk)] >t=

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f [x(t1), x(t1 + τ1), ..., x(t1 + τk−1)]dt1, (3.38)ãäå τi = ti+1 − ti.Ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îçíà÷àåò âûïîëíåíèåñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:l.i.m.T→∞
1

T

∫ T

0

X(t)dt =

∫ ∞

−∞
p1(x)xdx, (3.39)ãäå ñëåâà ñòîèò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïðåäåë ñëó÷àéíîé �óíêöèè àðãó-ìåíòà Ò. Åñëè ïðîöåññX(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ñðåäíå-ãî çíà÷åíèÿ, òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå < x(t) >t äëÿ ïî÷òè ëþáîéðåàëèçàöèè x(t) ðàâíî ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ çíà÷åíèþ < X(t) >:

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

x(t)dt =

∫ ∞

−∞
p1(x)xdx.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî êâàäðà-òà, ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî äèñïåðñèè è ò.ä.Ýðãîäè÷íîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðà-âåíñòâà: l.i.m.T→∞

1

T

∫ T

0

f [X(t)]dt =

∫ ∞

−∞
p1(x)f(x)dx, (3.40)ãäå f [...] � ëþáàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Äî-ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýðãîäè÷íîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîïåðåìåøèâàíèÿ.Åñëè ïðîöåññX(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî îí òàê-æå ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî âñåõ îäíîìåðíûõ ìîìåíòîâ. Âýòîì ñëó÷àå âñå îäíîìåðíûå ìîìåíòû ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ óñðåäíå-íèå ïî âðåìåíè âäîëü ïî÷òè ëþáîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.2Äëÿ ýðãîäè÷íîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà òðåáîâàíèå ñòàöèîíàðíîñòè ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì, íî ñòðîãàÿýðãîäè÷íîñòü òðåáóåò ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîñòè.СА
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3.4. Ñòàöèîíàðíûå è ýðãîäè÷åñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 95Äëÿ ïðîöåññà, îáëàäàþ-ùåãî ñâîéñòâîì ýðãîäè÷íîñòèïåðâîãî ïîðÿäêà, çíàÿ êàêóþ-ëèáî òèïè÷íóþ ðåàëèçàöèþ,ìîæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðå-äåëèòü îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòè. Ïóñòü â ðåçóëü-òàòå èçìåðåíèé íàì èçâåñòåíîòðåçîê ðåàëèçàöèè x1(t) íàèíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [0; T ].Âûäåëèì èíòåðâàë çíà÷åíèé
[x; x+∆x] (ðèñ. 3.3) è îáîçíà-÷èì çà T∆x ñîâîêóïíîå âðåìÿòåõ èíòåðâàëîâ ∆ti, â òå÷åíèåêîòîðûõ íà ïðîòÿæåíèè T çíà- �èñ. 3.3. Èëëþñòðàöèÿ ê îïðåäåëåíèþ îäíî-ìåðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïî ðåàëèçàöèèýðãîäè÷åñêîãî ïðîöåññà÷åíèå ïåðåìåííîé ïðèíàäëåæàëî èíòåðâàëó [x; x+∆x]:

T∆x =
∑

i

∆ti.Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå (3.40), âûáðàâ �óíêöèþ f(x1) â âèäå
f(x1) = 1, x1 ∈ [x; x+∆x] è f(x1) = 0 â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.Ïîëàãàÿ âðåìÿ íàáëþäåíèÿ T äîñòàòî÷íî áîëüøèì, à äëèíó èíòåðâàëà

∆x ìàëîé, íà îñíîâàíèè (3.40) ïðèõîäèì ê ïðèáëèæåííîìó ðàâåíñòâó:
1

T

∫ T

0

f [x1(t)]dt =
T∆x

T
≈ p1(x)∆x.Îòêóäà ïîëó÷àåì

p1(x) = lim
T→∞, ∆x→0

T∆x

∆xT
.Ýðãîäè÷íîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðà-âåíñòâà:l.i.m.T→∞

1

T

T∫

0

f [X(t), X(t+ τ)]dt=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

f(x) p2(x1, x2, τ)dx1dx2, (3.41)ãäå f(...) � ëþáàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.Åñëè ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì âòîðîãî ïîðÿäêà, òî îí îá-ëàäàåò ñâîéñòâîì ýðãîäè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî âñåõ äâóìåðíûõ ìîìåíòîâ.Â ýòîì ñëó÷àå âñå äâóìåðíûå ìîìåíòû ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ óñðåä-íåíèå ïî âðåìåíè âäîëü ïî÷òè ëþáîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ýðãîäè÷íîñòü 3-ãî, 4-ãî, ..., k-ãî ïîðÿäêà.Ñòðîãàÿ ýðãîäè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ óñðåäíåíèå ïî âðå-ìåíè.
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96 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû3.4. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâÑïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâ â ðàäèî�èçèêå îáû÷íî ñâÿçàíîñ ðàçëîæåíèåì ñèãíàëîâ íà ñóììó ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. �àðìîíè÷å-ñêèé àíàëèç ñëóæèò âàæíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû äåòåð-ìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ (ñì. ðàçäåë 2.3). Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñçàäà÷àìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñ ïîñòîÿííû-ìè ïàðàìåòðàìè. Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè êàæäàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿêîìïîíåíòà ñèãíàëà âîçäåéñòâèÿ íåçàâèñèìî ïðåîáðàçóåòñÿ â ãàðìîíè÷å-ñêóþ êîìïîíåíòó îòêëèêà. Âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà òàêæå áûëîáû æåëàòåëüíî ðàçëîæèòü íà ãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû.�àðìîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïóñòü X(t)� ñêàëÿðíûé âåùåñòâåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèìêâàäðàòîì (X2 6= ∞). �åàëèçàöèþ x(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòå-ãðàëà Ôóðüå � Ñòèëòüåñà
x(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ejωtdCx(ω),ãäå dCx(ω) � êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íî ìàëîå (ïðîïîðöèîíàëüíîå dω) ïðè-ðàùåíèå êîìïëåêñíîé �óíêöèè Cx(ω) íà èíòåðâàëå [ω, ω+ dω). �àçíûìðåàëèçàöèÿì x(t) ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå �óíêöèè Cx(ω). Òàêèì îáðàçîì,àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) ñîîòâåòñòâóåò àíñàìáëüðåàëèçàöèé Cx(ω), íà êîòîðîì îïðåäåëåíà êîìïëåêñíàÿ ñëó÷àéíàÿ �óíê-öèÿ CX(ω). Å¼ ìîæíî íàçâàòü èíòåãðàëüíûì ñëó÷àéíûì ñïåêòðîì ïðî-öåññà X(t). Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñðåäíåêâàä-ðàòè÷åñêîãî èíòåãðàëà Ôóðüå � Ñòèëòüåñà

X(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ejωtdCX(ω). (3.42)Ìîæíî ïðåäñòàâèòü

dCX(ω) = X(ω)dω,ãäå X(ω) � ñëó÷àéíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èëè ñëó÷àéíûé ñïåêòðïðîöåññà X(t). Òîãäà âûðàæåíèå (3.42) ïðèíèìàåò âèä èíòåãðàëà Ôóðüå3
X(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω)ejωtdω, (3.43)ãäå ñëó÷àéíûé ñïåêòð X(ω) åñòü ïðÿìîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå îò ñëó-÷àéíîé �óíêöèè X(t):

X(ω) =

∫ ∞

−∞
X(t)e−jωtdt. (3.44)3Êîý��èöèåíò 1/2π áóäåì âêëþ÷àòü â îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå, à ïðÿìîåïðåîáðàçîâàíèå çàïèñûâàòü áåç êîý��èöèåíòà. ×àñòî â ëèòåðàòóðå â ïðåîáðàçîâàíè-ÿõ Ôóðüå ìîæíî âñòðåòèòü îáðàòíûé ñïîñîá ðàññòàíîâêè êîý��èöèåíòîâ.
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3.4. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 97Âûðàæåíèå (3.42) îõâàòûâàåò ñëó÷àè êàê íåïðåðûâíîãî, òàê äèñêðåò-íîãî è ñìåøàííîãî ñëó÷àéíîãî ñïåêòðà. Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (3.43) óäîá-íî äëÿ ÷èñòî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, êîãäàX(ω) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîéâ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå �óíêöèåé. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-íûì óñëîâèåì ýòîãî ñëóæèò èíòåãðèðóåìîñòü êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè
KX(t1, t2) ïî îáîèì àðãóìåíòàì íà èíòåðâàëå (−∞, ∞). Åñëè ñëó÷àéíûéñèãíàë ïðåäñòàâèòü äèñêðåòíûì ñïåêòðîì

X(t) =
∑

n

Cne
jωnt,òî ìîæíî �îðìàëüíî ââåñòè ñëó÷àéíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü X(ω)êàê

X(ω) = 2π
∑

n

Cnδ(ω − ωn).Ñëó÷àéíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü X(ω) èëè èíòåãðàëüíûé ñëó÷àé-íûé ñïåêòð CX(ω) íå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðàëüíûõñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè �óíêöè-ÿìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìû ñòàòèñòè÷åñêèå (óñðåäíåííûå) ñïåêòðàëüíûåõàðàêòåðèñòèêè.Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãîïðîöåññà. Ïóñòü X(t) � ñêàëÿðíûé âåùåñòâåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåñññ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì êâàäðàòîì X2(t) 6= ∞. Åñëè ñóùåñòâóåò ñðåä-íåêâàäðàòè÷åñêèé èíòåãðàë (3.44), òî ìîæíî ââåñòè îãðàíè÷åííóþ ïîàáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîìïëåêñíóþ �óíêöèþ
GX(ω1, ω2) = 〈X(jω1)X

∗(jω2)〉 , (3.45)êîòîðóþ íàçûâàþò îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñëó÷àéíîãîïðîöåññà X(t). Ïîäñòàâëÿÿ (3.44) â (3.45) ëåãêî ïîëó÷èòü
GX(ω1, ω2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
KX(t1, t2)e

−j(ω1t1−ω2t2)dt1dt2, (3.46)ãäå KX(t1, t2) � êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà X(t). Òàêèì îáðàçîì,îáîáù¼ííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíè-åì Ôóðüå îò êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, êîâàðèàöèîííàÿ�óíêöèÿ KX(t1, t2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâîéíîãî èíòåãðàëàÔóðüå:
KX(t1, t2) =

1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
GX(ω1, ω2)e

j(ω1t1−ω2t2)dω1dω2. (3.47)Ìû ìîæåì íå òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà (3.44) è îïðåäåëÿòüîáîáù¼ííóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü GX(ω1, ω2) �îðìàëüíî âûðàæåíè-åì (3.46) ÷åðåç êîâàðèàöèîííóþ �óíêöèþ. Îäíàêî ñðåäíåêâàäðàòè÷å-ñêàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (3.44) ðàâíîñèëüíà èíòåãðèðóåìîñòè êîâàðè-àöèîííîé �óíêöèè ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Åñëè êîâàðèàöèîííàÿ �óíê-öèÿ íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, òî îáîáù¼ííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



98 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû
GX(ω1, ω2) óæå íå áóäåò îãðàíè÷åííîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è çíà÷å-íèå |GX(ω1, ω2)| äëÿ íåêîòîðûõ ω1 è ω2 îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ. Ïóñòü X(t) � ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñêàëÿðíûéâåùåñòâåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì êâàäðàòîì
X2(t) 6= ∞. Êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà çàâèñèòòîëüêî îò τ = t2 − t1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîéïî äâóì àðãóìåíòàì t1 è t2. Ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèÿ |GX(ω1, ω2)| íåÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

GX(ω, ω
′) = 2πδ(ω′ − ω)

∫ ∞

−∞
KX(t1, t2)e

−jωτdτ, (3.48)ò.å. |GX(ω1, ω2)| îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü íà äèàãîíàëè ω1 = ω2. Ïîýòîé ïðè÷èíå îáîáù¼ííóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü íåöåëåñîîáðàçíî èñ-ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ñòàöèîíàðíûõïðîöåññîâ.�àññìîòðèì ñëó÷àéíûé ñïåêòð X(t) íà èíòåðâàëå t ∈ [−T/2, T/2]:
XT (ω) =

∫ T/2

−T/2

X(t)e−jωtdt. (3.49)Äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé T ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé èíòåãðàë (3.49) ñó-ùåñòâóåò. Ñòàòèñòè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòàöèîíàðíîãîñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñëóæèò ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè4 (èëèïðîñòî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü). Îíà ìîæåò áûòü ââåäåíà êàê
WX(ω) = lim

T→∞
1

T
< |XT (ω)|2 > . (3.50)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîöåññà ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è êî-âàðèàöèîííîé �óíêöèåé KX(τ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

∫ ∞

−∞
|τKX(τ)|dτ <∞, (3.51)èç îïðåäåëåíèÿ (3.50) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòèåñòü ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè:

WX(ω) =

∫ ∞

−∞
KX(τ)e

−jωτdτ. (3.52)Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò êîâàðèàöèîííóþ �óíêöèþ:
KX(τ) =

1

2π

∫ ∞

−∞
WX(ω)e

jωτdω. (3.53)4Òåðìèí ¾ïëîòíîñòü ìîùíîñòè¿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óñëîâíûì. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-ãäà ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ëóêòóàöèè òîêà èëè íàïðÿæåíèÿ,âåëè÷èíà WX(ω) äåéñòâèòåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíà �èçè÷åñêîé ìîùíîñòè, ïðèâåä¼í-íîé ê èíòåðâàëó ÷àñòîò. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ X(t) ìîæåò èìåòü ëþáóþ�èçè÷åñêóþ ïðèðîäó è, ñîîòâåòñòâåííî, WX(ω) ìîæåò èìåòü èíóþ ðàçìåðíîñòü.
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3.4. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 99Èç (3.52) è (3.48) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî
GX(ω, ω

′) = 2πδ(ω′ − ω)WX(ω).Òåîðåìà Õèí÷èíà. Ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîù-íîñòè äëÿ ëþáîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, âîñïîëüçîâàâøèñüñëåäóþùåé òåîðåìîé Õèí÷èíà. Ïóñòü KX(τ) � íåïðåðûâíàÿ êîâàðèàöè-îííàÿ �óíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t). Îíà âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå �Ñòèëòüåñà:

KX(τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ejωτdZX(ω), (3.54)ãäå ZX(τ) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ îãðà-íè÷åííàÿ �óíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ñïåêòðàëüíîé �óíêöèåé èëè èíòåãðàëü-íûì ñïåêòðîì ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-íîñòü ìîùíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, åñòü

WX(ω) =
dZX(ω)

dω
. (3.55)Îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ WX(ω) ñâÿçàíà ñ êîâàðèàöèîí-íîé �óíêöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå (3.52) � (3.53), êîòîðûå ÷àñòîíàçûâàþò ñîîòíîøåíèÿìè Âèíåðà � Õèí÷èíà. Îäíàêî ïðè ýòîì, åñëè íåòðåáîâàòü èíòåãðèðóåìîñòè êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè ïî τ , äëÿ íåêîòî-ðûõ ÷àñòîò WX(ω) ìîæåò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.Ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-íîñòü ìîùíîñòè WX(ω) âåùåñòâåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà X(t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.1. WX(ω) - âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ5.2. WX(ω) =WX(−ω) (÷¼òíàÿ �óíêöèÿ).3. Â ñèëó ÷¼òíîñòè �óíêöèé KX(τ) è WX(ω) ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.52)� (3.53) â âèäå

WX(ω) = 2

∫ ∞

0

KX(τ) cos (ωτ)dτ, (3.56)
KX(τ) =

1

π

∫ ∞

0

WX(ω) cos (ωτ)dω. (3.57)4. Ôóíêöèÿ WX(ω) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ìîæåò èìåòüîñîáåííîñòè â âèäå δ-�óíêöèè (ò.å. ñïåêòð â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñìå-øàííûì), ÷òî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì òðåáîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè êî-âàðèàöèîííîé �óíêöèè. Íàïðèìåð, åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîöåññà X̄îòëè÷íî îò íóëÿ, òî5Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîìïëåêñíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà.
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100 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû
WX(ω) = WX̃(ω) + 2πδ(ω)X2, (3.58)ãäå
WX̃(ω) =

∫ ∞

−∞
ΨX(τ)e

−jωτdτ (3.59)� ñïåêòð �ëóêòóàöèé.5. Ñðåäíèé êâàäðàò è äèñïåðñèþ ïðîöåññà X(t) ìîæíî íàéòè, èíòå-ãðèðóÿ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) èëè WX̃(ω) ñîîòâåò-ñòâåííî ïî âñåì ÷àñòîòàì:
X2 = KX(τ) =

1

2π

∫ ∞

−∞
WX(ω)dω,

σ2
X = ΨX(0) =

1

2π

∫ ∞

−∞
WX̃(ω)dω. (3.60)Êðîìå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè WX(ω), îïðåäåë¼ííîé êàêäëÿ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ÷àñ-òî èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìóþ îäíîñòîðîííþþ (�èçè÷åñêóþ) ñïåêò-ðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðàÿ îòëè÷íàîò íóëÿ òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:

W+
X (ω) = 2WX(ω) ïðè ω ≥ 0 è W+

X (ω) = 0 ïðè ω < 0. (3.61)Âçàèìíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè äâóõ ñòàöèî-íàðíûõ ñòàöèîíàðíî-ñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ. Âçàèìíàÿ ñïåêòðàëü-íàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè äâóõ ñòàöèîíàðíûõ ñòàöèîíàðíî-ñâÿçàííûõïðîöåññîâ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ÷åðåç ñëåäóþùèé ïðåäåë:
WXY (ω) = lim

T→∞
1

T
< X∗

T (ω)YT (ω) >, (3.62)ãäå XT (ω) è YT (ω) � ñëó÷àéíûå ñïåêòðû ïðîöåññîâ íà èíòåðâàëå
t ∈ [−T/2, T/2], íî ÷àùå å¼ ââîäÿò êàê ïðÿìîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåîò âçàèìíîé êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè KXY (τ):

WXY (ω) =

∫ ∞

−∞
KXY (τ)e

−jωτdτ. (3.63)Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò íàéòè âçàèìíóþ êî-âàðèàöèîííóþ �óíêöèþ:
KXY (τ) =

1

2π

∫ ∞

−∞
WXY (ω)e

jωτdω. (3.64)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáà îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò ïðè âûïîëíåíèè óñëî-âèÿ ∫ ∞

−∞
|τKXY (τ)|dτ <∞. (3.65)
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3.4. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 101Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âçàèìíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
WXY (ω) â îáùåì ñëó÷àå áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â îáëàñòè êîìïëåêñ-íûõ ÷èñåë. Òàê, åñëè èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå (3.63), ýòî ñëåäóåò èç òî-ãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî âçàèìíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ, â îòëè÷èå îòàâòîêîâàðèàöèîííîé, íå ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé. Êðîìå òîãî,WXY (ω) 6=Wω(τ).Ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè îïðåäåëÿþòêîý��èöèåíò êîãåðåíòíîñòè äâóõ ïðîöåññîâ:

Γ(ω) =
|WXY (ω)|√
WX(ω)WY (ω)

, (3.66)êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ñòàòèñòè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü èõ ñïåêòðàëüíûõêîìïîíåíò.Øèðèíà ñïåêòðà ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. ×àñòîðàññìàòðèâàþò òàêóþ õàðàêòåðèñòèêó, êàê øèðèíà ñïåêòðà ñòàöèîíàð-íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà èìååò îäèí õîðîøî âûðàæåííûé ìàêñèìóì, òî èñïîëü-çóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ øèðèíû ñïåêòðà:1) ý��åêòèâíàÿ øèðèíà ñïåêòðà
∆ωý�� =

1

WX̃(ω0)

∫ ∞

0

WX̃(ω)dω =
πσ2

X

WX̃(ω0)
, (3.67)ãäå ω0 � ÷àñòîòà ñïåêòðàëüíîãî ìàêñèìóìà;2) øèðèíà ñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè

∆ω1/2 = ω2 − ω1, ãäå WX̃(ω1,2) =
1

2
WX̃(ω0). (3.68)Øèðèíó ñïåêòðà è âðåìÿ êîððåëÿöèè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà ñâÿçûâàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííî-ñòè): ÷åì øèðå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òåì ìåíüøåâðåìÿ êîððåëÿöèè è, íàîáîðîò, ÷åì óæå ñïåêòð, òåì áîëüøå âðåìÿ êîð-ðåëÿöèè.Ïðèìåðû1. X(t) � ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäà-þùåé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé:

ΨX(τ) = σ2
Xe

−α|τ |, α > 0.Âðåìÿ êîððåëÿöèè â ýòîì ñëó÷àå åñòü τêîð = 1/α. �ðà�èê êîððåëÿöèîí-íîé �óíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.4, à. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (3.59), ëåãêîíàéòè ñïåêòð �ëóêòóàöèé WX̃(ω). Îí èìååò �îðìó ëîðåíöèàíà (ðèñ.3.4, á ):
WX̃(ω) =

2σ2
Xα

α2 + ω2
.Øèðèíà ñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè ∆ω1/2=2α=2/τêîð.2. X(t) - ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäà-þùåé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé:
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102 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû
ΨX(τ) = σ2

Xe
−α|τ | cosω0τ , α > 0.

�èñ. 3.4. Ïðèìåðû êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé (à,â) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñïåê-òðîâ �ëóêòóàöèé (á,ã)�ðà�èê êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.4, â. Âðåìÿ êîð-ðåëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì îãèáàþùåé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèè, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, åñòü 1/α. Ñïåêòð �ëóêòóàöèé äàåòñÿ âû-ðàæåíèåì
WX̃(ω) =

σ2
Xα

α2 + (ω + ω0)2
+

σ2
Xα

α2 + (ω − ω0)2
.Îí èìååò �îðìó äâóõ ëîðåíöèàíîâ ñ ìàêñèìóìàìè, ñìåù¼ííûìè íà ÷à-ñòîòû ±ω0 (ðèñ. 3.4, ã). Åñëè ñ÷èòàòü ïðîöåññ äîñòàòî÷íî óçêîïîëîñíûì(α << 1), òî ∆ω1/2 ≈ 2α.Ïî ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì ðàçëè÷àþò øèðîêîïîëîñíûå è óçêîïîëîñ-íûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëüþ ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà ñ áåñêîíå÷íî øèðîêèì ñïåêòðîì ÿâëÿåòñÿ áåëûé øóì.Áåëûé øóì. Áåëûé øóì � àáñîëþòíî ñëó÷àéíûé, ñòàöèîíàðíûé âñòðîãîì ñìûñëå ïðîöåññ, îáëàäàþùèé ïîñòîÿííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-ñòüþ ìîùíîñòè íà âñåõ ÷àñòîòàõ WÁØ ≡ W0 ≡ onst. Ëåãêî âèäåòü, ÷òîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ òàêîãî ïðîöåññà

ΨÁØ(τ) =
W0

2π

∫ ∞

−∞
ejωτdω =W0δ(τ),ò.å. çàäàåòñÿ �óíêöèåé Äèðàêà, à äèñïåðñèÿ � áåñêîíå÷íà.
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3.5. Íîðìàëüíûå (ãàóññîâñêèå) ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 103Òàêèì îáðàçîì, áåëûé øóì ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåêîð-ðåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ áåñêîíå÷íà,òî äëÿ íåãî íåëüçÿ çàïèñàòü äàæå îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.Áåëûé øóì � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, â ïðè-ðîäå áåëîãî øóìà íå ñóùåñòâóåò, îäíàêî âîçìîæíû ïðîöåññû ñ î÷åíüìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè, íàïðèìåð òåïëîâîé øóì ðåçèñòèâíîãî ñî-ïðîòèâëåíèÿ. Åñëè âî âñåì èíòåðåñóþùåì íàñ ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðîöåññà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ, òî òàêîé ðåàëü-íûé ïðîöåññ öåëåñîîáðàçíî çàìåíèòü ìîäåëüþ áåëîãî øóìà.Ìû ðàññìîòðåëè áîëüøóþ ãðóïïó ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñòàöèîíàð-íûõ è íåñòàöèîíàðíûõ, óçêîïîëîñíûõ è øèðîêîïîëîñíûõ, êâàçèäåòåðìè-íèðîâàííûõ, ýðãîäè÷åñêèõ è ò.ä. Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâèñïîëüçîâàëèñü n-ìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíè ñâèäåòåëüñòâó-þò î ñâÿçè ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïðîöåññà â n ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòîâ âðå-ìåíè. Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå n, òåì äåòàëüíåå îïèñàíèå. Îäíàêî ìíîãèå�èçè÷åñêèå ïðîöåññû äëÿ èñ÷åðïûâàþùåé õàðàêòåðèñòèêè íå òðåáóþòçíàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà pn: äîñòàòî÷íî ââåñòè äâóìåðíóþ èëè äàæå îä-íîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.Â äâóõ ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ãëàâû áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû äâà âèäàòàêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: ãàóññîâñêèå è ìàðêîâñêèå, øèðîêî ðàñïðî-ñòðàí¼ííûå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ðàäèîýëåêòðîíèêè, ñòàòèñòè÷åñêîéðàäèî�èçèêè è ñâÿçè. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äâóìåðíûå ïëîòíîñòè âåðî-ÿòíîñòè îïðåäåëÿþò äëÿ íèõ ðàñïðåäåëåíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà.3.5. Íîðìàëüíûå (ãàóññîâñêèå)ñëó÷àéíûå ïðîöåññûÍîðìàëüíûì (ãàóññîâñêèì) ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íàçûâàåòñÿ òàêîéâåùåñòâåííûé ïðîöåññ X(t), äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé
X(ti), i = 1, 2, ..., n ðàñïðåäåëåíà ïî ñîâìåñòíîìó íîðìàëüíîìó (ãàóññîâ-ñêîìó) çàêîíó:

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

= 1√
(2π)nDetΨ̂exp[−1

2

∑n
i=1

∑n
k=1 ψ̃ik(ti, tk)(xi −X(ti))(xk −X(tk))

]
, (3.69)ãäå Ψ̂ � ìàòðèöà êîððåëÿöèé ñ ýëåìåíòàìè

ψik =
〈
(X(ti)−X(ti))(X(tk)−X(tk))

〉
,à ψ̃ik � ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû Ψ̂−1.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (3.69) ñîîòâåòñòâóåò õà-ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âèäà

ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn) =

= exp

[
j

n∑

i=1

uiX(ti)−
1

2

n∑

i=1

n∑

k=1

ΨX(ti, tk)uiuk

]
. (3.70)
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104 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÂåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé âèäà (3.70), òî îí ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.Îäíîìåðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûðàæàåòñÿ �îðìó-ëîé
p1(x, t) =

1√
2πσ2

X(t)
exp

[
−(x−X(t))2

2σ2
X(t)

]
,ãäå X(t) � ñðåäíåå çíà÷åíèå; σ2

X(t) � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà(ðèñ. 3.5,à). Ïëîùàäü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé p1(x), ðàâíà åäèíèöå. Ïîýòî-ìó êðèâàÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåì ñèëüíåå ñîñðåäîòî÷åíà îêîëîçíà÷åíèÿ X(t), ÷åì ìåíüøå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σX(t). Â÷àñòíîñòè, â èíòåðâàëå X(t) − 0.67σX ÷ X(t) + 0.67σX ñîñðåäîòî÷åíî50%, à â èíòåðâàëå X(t)− 3σX ÷X(t)+ 3σX � 99.7% âñåõ çíà÷åíèé X(t).�àóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì X(t) ≡ 0 è äèñïåðñèåé σ2
X(t) ≡ 1íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì.Êàê ñëåäóåò èç (3.69), äâóìåðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñîîòíîøåíèåì (ðèñ. 3.5,á ):

p2(x1, t1, x2, t2) =
1

2π
√
σ2
X(t1)σ

2
X(t2)(1− R2

X(t1, t2))
×

×exp

[
− 1

2(1−R2

X(t1, t2))

(
(x1−X(t1))

2

σ2

X(t1)
+
(x2−X(t2))

2

σ2

X(t2)
−2RX(t1, t2)(x1−X(t1))(x2−X(t2))

σX(t1)σX(t2)

)]
,(3.71)ãäå RX(t1, t2) � êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè, σX(t) � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîåîòêëîíåíèå.

�èñ. 3.5. Îäíîìåðíîå (à) è äâóìåðíîå (á ) ãàóññîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ (t, t1, t2�èêñèðîâàíû)Ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ñîâìåñòíî-ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Ïðîöåññû Xk(t), k = 1, 2, ..., N íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíî-ãàóññîâñêèìè, åñ-ëè ëþáûå ñîâîêóïíîñòè èõ çíà÷åíèé Xk(ti, i = 1, 2, ..., n, k = 1, 2, ..., Nèìåþò ñîâìåñòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.Êîìïëåêñíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Z(t) = X(t)+jY (t) íàçûâàåòñÿ êîì-ïëåêñíûì ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì, åñëè âåùåñòâåííûå �óíêöèè X(t) è
Y (t) îáðàçóþò äâóìåðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ.Íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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3.5. Íîðìàëüíûå (ãàóññîâñêèå) ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 1051) íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïîëíîñòüþ çàäàí, åñëè èçâåñòíû�óíêöèè X(t) è ΨX(t1, t2);2) íåêîððåëèðîâàííûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñòà-òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, ò.å ïðè RX(ti, tj) = 0

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

n∏

i=1

1√
2πσ2

X(ti)
e− (xi−X(ti))

2

2σ2
X

(ti) ;3) äëÿ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåéñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè â ñòðîãîì ñìûñëå è â øèðîêîì ñìûñëå ñîâïà-äàþò;4) åñëèX1(t), X2(t), ..., Xm(t) � ñîâìåñòíî íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ïðî-öåññû, òî èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ X(t) =
∑m

i=1 ai(t)Xi(t), ãäå ai(t) � äå-òåðìèíèðîâàííûå ìíîæèòåëè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ñëó÷àéíûìïðîöåññîì;5) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.Íîðìàëüíûå (ãàóññîâñêèå) ïðîöåññû çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â ðàäèî-ýëåêòðîíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå, òàê êàê ïîçâîëÿþò ñ õî-ðîøèì ïðèáëèæåíèåì àïïðîêñèìèðîâàòü ðåàëüíûå ñèãíàëû è ïîìåõè.Òåïëîâûå è äðîáîâûå øóìû ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ, ñîáñòâåííûå øóìûïðèåìî-ïåðåäàþùèõ óñòðîéñòâ, ðàäèîèçëó÷åíèå êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ� âîò äàëåêî íåïîëíûé ïåðå÷åíü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íîðìàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì. Íî ìíîãèå àòìîñ�åðíûå è èíäóñòðèàëüíûå ïîìåõè, àòàêæå øóìû â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïðèáîðàõ èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ, îò-ëè÷íûå îò ãàóññîâñêîãî. Ïîýòîìó â ïîñëåäíèå ãîäû ðàäèî�èçèêè, â îñî-áåííîñòè ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ñâÿçè, òåîðèèîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, îáðàòèëèñü ê ðàíäî-ìèçèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíèÿì, ïðåäñòàâëÿþùèì âåðîÿòíîñòíûå ñìåñèñòàíäàðòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëèãàóñññîâñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâàëèíåéíûõ ñìåñåé ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.Ñëó÷àéíûé ñèãíàë íàçûâàþò ïîëèãàóññîâñêèì, åñëè åãî ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ pn(...) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãàóñ-ñîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé:
pn(...) =

n∑

i=1

qipi(...),

n∑

i=1

qi = 1,ãäå pi(...) � ãàóññîâñêèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ ñðåäíè-ìè çíà÷åíèÿìè, êîâàðèàöèÿìè èëè îáåèìè îäíîâðåìåííî, qi � íîðìèðî-âàííûå âåðîÿòíîñòè.Ïîïóëÿðíîñòè ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé ñïîñîáñòâóåò øèðîêîå èñïîëüçîâà-íèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, äîêàçàííîéïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ À. Ì. Ëÿïóíîâûì.Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. ÅñëèX1(t),
X2(t), ..., Xn(t) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ êîíå÷íûìè, îòëè÷-íûìè îò íóëÿ äèñïåðñèÿìè, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè èõ ñóììû
Y (t)=

∑n
i=1Xi(t) ïðè n→∞ àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê íîðìàëü-íîé.
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106 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû�åàëüíûå ïîìåõè, â ÷àñòíîñòè ñîáñòâåííûå øóìû ðàäèîïðè¼ìíûõ óñò-ðîéñòâ îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà êîëåáàíèé,è âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ñóììàðíîãî ïðîöåññà â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðå-äåëüíîé òåîðåìû óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþòñÿ ñî ñâîéñòâàìè ãàóññîâ-ñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññûÎñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t)
n-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

= pn−1(x1, t1, x2, t2, ..., xn−1, tn−1) · p(xn, tn/xn−1, tn−1, ..., x1, t1),ãäå p(xn, tn/xn−1, tn−1, ..., x1, t1) � óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ó÷è-òûâàþùàÿ n − 1 ïðåäøåñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà. Óñëîâíàÿ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòè íåîòðèöàòåëüíà è íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó:
∫ ∞

−∞
p(xn, tn/xn−1, tn−1, ..., x1, t1)dxn ≡ 1. (3.72)Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), äëÿ êîòîðîãî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿò-íîñòè çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî ïðåäøåñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. äëÿëþáûõ tn < tn−1 < tn−2 < ... < t1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p(xn, tn/xn−1, tn−1, ..., x1, t1) = p(xn, tn/xn−1, tn−1), (3.73)íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì (ïðîñòåéøèì ìàðêîâñêèì) ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-ñîì6. Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ïðåäøåñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ âïîñëåäóþùåå.Â çàâèñèìîñòè îò äèñêðåòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà ñîñòî-ÿíèé è ìíîæåñòâà ìîìåíòîâ âðåìåíè ðàçëè÷àþò äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèåïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ìàðêîâñêèå öåïè), íåïðåðûâíûå ìàðêîâñêèå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè, äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è íåïðåðûâíîçíà÷íûåìàðêîâñêèå ïðîöåññû, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëÿþò äè��óçèîííûå ïðîöåññû,êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â �èçè÷åñêèõ è ðàäèî�èçè÷åñêèõçàäà÷àõ.Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ìîæåò áûòü âåêòîðíûì (ìíîãîêîìïîíåíòíûì).Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî äëÿ âåêòîðíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàêäëÿ ñêàëÿðíîãî:
p(xn, tn/xn−1, tn−1, ...,x1, t1) = p(xn, tn/xn−1, tn−1).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàðêîâîñòü âåêòîðíîãî ïðîöåññà X(t) â îáùåìñëó÷àå åù¼ íå îçíà÷àåò, ÷òî åãî êîìïîíåíòû � ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Ìàð-êîâñêèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè

p(x2, t2/x1, t1) = p(x2, τ/x1), ãäå τ = t2 − t1.6Åñëè óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çàâèñèò îò k ïðåäøåñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé, òî ïðîöåññíàçûâàåòñÿ k-ñâÿçàííûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 107Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.1. Åñëè òî÷íî èçâåñòíî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t1, òîëþáîå ñîñòîÿíèå â ìîìåíò t2 > t1 íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèé ñèñòåìû âìîìåíòû âðåìåíè t < t1 (ò.å. îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà).2. Äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
pn(x1, t1, x2, t2, ...xn, tn) = p1(x1, t1)

n∏

i=2

p(xi, ti/xi−1, ti−1) (3.74)è, ñëåäîâàòåëüíî, îí ïîëíîñòüþ çàäàí, åñëè èçâåñòíû �óíêöèè p1(x, t) è
p(x2, t2/x1, t1).3. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ îäíîìåðíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âî âðåìåíè:

p1(x, t) =

∫ ∞

−∞
p(x, t/x0, t0)p1(x0, t0)dx0. (3.75)Óðàâíåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà. �àññìîòðèì ñîñòîÿíèÿ ìàð-êîâñêîãî ïðîöåññà X(t) â òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè

t1 < t2 < t3. Äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p3(x1, t1, x2, t2, x3, t3) â ñîîò-âåòñòâèè ñ (3.74) ìîæíî çàïèñàòü:
p3(x1, t1, x2, t2, x3, t3) = p1(x1, t1)p(x2, t2/x1, t1)p(x3, t3/x2, t2).Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî x2, ïîëó÷àåì∫ ∞

−∞
p3(x1, t1, x2, t2, x3, t3)dx2=p1(x1, t1)

∫ ∞

−∞
p(x2, t2/x1, t1)p(x3, t3/x2, t2)dx2.Ó÷èòûâàåì óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè:

∫ ∞

−∞
p3(x1, t1, x2, t2, x3, t3)dx2 = p2(x1, t1, x3, t3),ïðåäñòàâëÿåì p2(x1, t1, x3, t3) = p1(x1, t1)p(x3, t3/x1, t1) è äåëèì îáå ÷àñòèðàâåíñòâà íà p1(x1, t1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

p(x3, t3/x1, t1) =

∫ ∞

−∞
p(x2, t2/x1, t1)p(x3, t3/x2, t2)dx2. (3.76)Óðàâíåíèå (3.76) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà, óðàâ-íåíèåì Ñìîëóõîâñêîãî èëè îáîáù¼ííûì óðàâíåíèåì Ìàðêîâà. Îíî ñïðà-âåäëèâî äëÿ ëþáûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, â òîì ÷èñëå è âåêòîðíûõ.Ïðèìåð ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà � áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Áðî-óíîâñêàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì òîë÷êîâ ñî ñòîðî-íû ìîëåêóë ñðåäû (ðèñ. 3.6). Â ñèëó ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿìîëåêóë òîë÷êè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.Åñëè ðàññìàòðèâàòü èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû ¾â êðóïíîììàñøòàáå âðåìå-íè¿, êîãäà çà øàã ïî âðåìåíè ∆t, ñ êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå, ÷à-ñòèöà èñïûòûâàåò áîëüøîå ÷èñëî ñëó÷àéíûõ òîë÷êîâ, òî ñìåùåíèå ∆Xìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò ïðåäøåñòâóþùèõ ñìåùåíèé.
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108 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû

�èñ. 3.6. Äâèæåíèå áðîóíîâ-ñêîé ÷àñòèöû êàê ïðèìåð ìàðêîâ-ñêîãî ïðîöåññà

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå âî âðåìåíèêîîðäèíàòû áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû åñòü (âíåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè) ñëó÷àéíûé ïðî-öåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè íàíåïåðåêðûâàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ âðåìå-íè. Ëþáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâè-ñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-øèì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Îáðàòíîåóòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.Òî, ÷òî èç íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèéñëåäóåò ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, ìîæíî ïîÿñ-íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèìïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòñ÷åòîâ âðåìåíè
t1<t2< ... <tn<tn+1. Ïóñòü ïðèðàùåíèÿ

∆X1 = X(t2)−X(t1), ∆X2 = X(t3)−X(t2), ...,∆Xn = X(tn+1)−X(tn)ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Òîãäà
p(xn+1, tn+1/xn, tn, ..., x1, t1) = p(∆xn/∆xn−1, ...,∆x1),ãäå p(∆xn/∆xn−1, ...,∆x1) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðèðàùåíèÿ ∆Xnïðè çàäàííûõ ïðèðàùåíèÿõ íà ïðåäøåñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ. Â ñèëóíåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé ïîëó÷àåì
p(∆xn/∆xn−1, ...,∆x1) = p(∆xn) = p(xn+1, tn+1/xn, tn),

p(xn+1, tn+1/xn, tn, ..., x1, t1) = p(xn+1, tn+1/xn, tn),÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî.Ëþáóþ êîìïîíåíòó V (t) ñêîðîñòè òÿæ¼ëîé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû (òà-êîé, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû) òàêæå ìîæ-íî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèðàùåíèåñêîðîñòè çà âðåìÿ ∆t çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ V â ìîìåíò t (÷àñòèöà èñ-ïûòûâàåò áîëüøå âñòðå÷íûõ ñîóäàðåíèé, ÷åì ñîóäàðåíèé âäîãîíêó) è íåçàâèñèò îò çíà÷åíèé ñêîðîñòè â ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.3.6.1. Ìàðêîâñêèå öåïèÄèñêðåòíàÿ ìàðêîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å. ïîäêëàññ ìàðêîâ-ñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé è ñ äèñ-êðåòíûì âðåìåíåì, íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ (ÌÖ).Ïóñòü X(i) � ìàðêîâñêàÿ öåïü ñî çíà÷åíèÿìè xm, ãäå i � äèñêðåò-íîå âðåìÿ, m � íîìåð ñîñòîÿíèÿ. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
xm ìîæåò áûòü êîíå÷íûì (m = 1, 2, ..., M <∞) èëè ñ÷¼òíûì(m = 0, ±1, ±2, ..., ±∞). Ìàðêîâñêóþ öåïü ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîìñîñòîÿíèé íàçûâàþò êîíå÷íîé ÌÖ.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Pm(i) � âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ xm âìîìåíò âðåìåíè i; P (m1, i1, ..., mk, in) � ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâ-ëåíèÿ çíà÷åíèé xm1

, ..., xmn
â ìîìåíòû âðåìåíè i1, ..., in, ñîîòâåòñòâåííî;

π(mn, in/mn−1, in−1, mn−2, in−2...) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ xmn
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 109â ìîìåíò âðåìåíè in ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåí-òû âðåìåíè in−1, in−2, ... ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ïðèíèìàëèñü çíà÷åíèÿ
xmn−1, xmn−2, ... ñîîòâåòñòâåííî.Ìàðêîâñêàÿ öåïü, äëÿ êîòîðîé óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü â ìîìåíò in çà-âèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ â íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíòâðåìåíè in−1, ò.å.

π(mn, in/mn−1, in−1, mn−2, in−2...) = π(mn, in/mn−1, in−1), (3.77)íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ Ìàðêîâà, à óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü � âåðîÿò-íîñòüþ ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ xmn−1
â ìîìåíò âðåìåíè in−1 â ñîñòîÿ-íèå xmn

â ìîìåíò âðåìåíè in. Áóäåì îáîçíà÷àòü π(mn, in/mn−1, in−1) êàê
πmn−1mn

(in−1, in). Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü î ìàðêîâñêèõ öåïÿõ, ïîäðàçóìå-âàÿ ïðîñòûå ÌÖ.Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ÌÖ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
πm1m2

(i1, i2) ≥ 0;
∑

m2

πm1m2
(i1, i2) = 1; πm1m2

(i1, i1) = δm1m2
, (3.78)ãäå δm1m2

� ñèìâîë Êðîíåêêåðà. Äëÿ ÌÖ ðàâåíñòâî (3.74) ïðåâðàùàåòñÿâ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
P (m1, i1, ..., mn, in) = Pm1(i1)

n∏

k=2

πmk−1mk
(ik−1ik). (3.79)Âûðàæåíèå (3.75) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Pm(i) =
∑

m0

πm0m(i0, i)Pm0
(i0). (3.80)Óðàâíåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà äëÿ ÌÖ ïðèíèìàåò âèä

πm1m3
(i1, i3) =

∑

m2

πm1m2
(i1, i2)πm2m3

(i2, i3) (3.81)è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàðêîâà.Êîíå÷íàÿ ÌÖ ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé M çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè-÷åñêîé ìàòðèöû
π̂(i1, i2) =

[
π11(i1, i2) π12(i1, i2) ...π1M(i1, i2)
..................................................
πM1(i1, i2) πM2(i1, i2) ...πMM(i1, i2)

]
,ãäå πmm õàðàêòåðèçóþò âåðîÿòíîñòü çàäåðæêè â m-îì ñîñòîÿíèè. Ïðèýòîì óðàâíåíèå Ìàðêîâà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷íîì âèäå êàêïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

π̂(i1, i3) = π̂(i1, i2)π̂(i2, i3). (3.82)Îáîçíà÷èì ÷åðåç P̂ (i) � âåêòîð-ñòðîêó, ñîñòàâëåííóþ èç âåðîÿòíîñòåéðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé â ìîìåíò âðåìåíè i:
P̂ (i) = (P1(i), P2(i), ..., PM(i)). (3.83)
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110 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÒîãäà ðàâåíñòâî (3.80) ïðèíèìàåò âèä
P̂ (i) = P̂ (i0)π̂(i0, i). (3.84)Öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

πm1m2
íå çàâèñÿò îò íîìåðà øàãà è îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ðàçíîñòüþ ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ïîýòîìó êîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ ÌÖìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-íîñòåé π̂1, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäóðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè çà îäèí øàã ïî âðåìåíè:

π̂1 =

[
π11(1) π12(1) ...π1M(1)
..................................
πM1(1) πM2(1) ...πMM(1)

]
.Òåïåðü âìåñòî (3.84) ìîæíî çàïèñàòü

P̂ (i) = P̂ (i0)π̂
i
1, (3.85)ãäå π̂i1 = π̂1 · π̂1 · ... · π̂1 (i � ðàç).

�èñ. 3.7. Ïðèìåð ïðåäñòàâëåíèÿ ìàðêîâñêîéöåïè â âèäå ãðà�à
Îäíîðîäíûå ÌÖ óäîáíîïðåäñòàâëÿòü â âèäå ãðà�îâ,óçëû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþòñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû, ð¼áðà ñóêàçàííûìè íàïðàâëåíèÿìèïîêàçûâàþò âîçìîæíûå ïå-ðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè.Íàä ð¼áðàìè îòìå÷àþòñÿ îä-íîøàãîâûå âåðîÿòíîñòè ñî-îòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäîâ.Ïðèìåð èçîáðàæåíèÿ êîíå÷-íîé îäíîðîäíîé öåïè ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.7.Ó ðÿäà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïî èñòå÷åíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè óñòà-íàâëèâàåòñÿ òàêîé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, êîãäà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû õîòÿ èìåíÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íî èõ âåðîÿòíîñòè Pm(i) îñòàþòñÿ ïîñòî-ÿííûìè P ñò

m = limi→∞ Pm(i). Âåðîÿòíîñòè P ñò
m , åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íà-çûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè (�èíàëüíûìè). Èññëåäîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ(�èíàëüíûõ) âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò îäíó èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèèìàðêîâñêèõ öåïåé. Äëÿ ïðîñòîé êîíå÷íîé îäíîðîäíîé ÌÖ ñòàöèîíàðíîåðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P ñò

m (m = 1, 2, ...) ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèòîò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Pm(i0). Âåêòîð ñòàöèîíàðíûõ (�èíàëüíûõ)âåðîÿòíîñòåé P̂ ñò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
P̂ ñò = P̂ ñòπ̂1. (3.86)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-þùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

P ñò
m =

∑

m0

P ñò
m0
πm0m, m = 1, 2, 3, ...,M. (3.87)
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 111Îäíàêî ñèñòåìà (3.87) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Äëÿ òîãî, ÷òî-áû ïîëó÷èòü ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, íóæíî âûáðîñèòüëþáîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.87) è äîïîëíèòü ñèñòåìó óñëîâèåì íîð-ìèðîâêè: ∑m P
ñò
m = 1. �åøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó M ëèíåéíî íåçàâè-ñèìûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî M íåèçâåñòíûõ, íàõîäèì ñòàöèîíàðíîåðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÌÖ.Ïðèìåð ìàðêîâñêîé öåïè: ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ äèñêðåòíûìâðåìåíåì. Îäíîìåðíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì� ýòî ñêàëÿðíàÿ ÌÖ ñî ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé, ïðè÷¼ì âîç-ìîæíû ïåðåõîäû òîëüêî ìåæäó ¾ñîñåäíèìè¿ ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ ëþáûõ

m è i èìååì: πmm+1(i, i + 1) = p = onst (âåðîÿòíîñòü øàãà âïðàâî);
πmm−1(i, i+1)=q=onst (âåðîÿòíîñòü øàãà âëåâî); πmm(i, i+1) = 1−p−q(âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ íà ìåñòå). Åñëè íîìåð ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàåò ëþáûåöåëûå çíà÷åíèÿ (m = 0,±1,±2, ...), òî áëóæäàíèÿ íàçûâàþòñÿ íåîãðàíè-÷åííûìè.Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé, ñâÿçàííîé ñî ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè, ÿâ-ëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ÷åëîâåê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè i = 1, 2, ... äåëàåòøàã íàóãàä ïî ïðÿìîé âëåâî è âïðàâî èëè îñòàåòñÿ íà ìåñòå ñ ïîñòîÿííû-ìè âåðîÿòíîñòÿìè. Äëèíà øàãà ïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Òðåáóåòñÿ íàéòèâåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç çàäàííîå âðåìÿ (÷èñëî øàãîâ) îí äîñòèãíåòçàäàííîé òî÷êè.Ïóñòü ÷åëîâåê ñòàðòóåò èç òî÷êè x0 (m = 0). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîçà âðåìÿ n îí ñäåëàåò n0 ¾íóëåâûõ¿ øàãîâ, n1 øàãîâ âïðàâî è n2 øàãîââëåâî èìååò ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

P (n0, n1, n2) =
n!

n0!n1!n2!
pn1qn2(1− p− q)n0,ãäå n0+n1+n2 = n. ×òîáû ÷åðåç n øàãîâ ïîïàñòü â ñîñòîÿíèå xm, íóæíî,÷òîáû n1 − n2 = m. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì m â ìîìåíò

n (îò íà÷àëà õîäüáû) åñòü
Pm(n) =

∑ n!

n0!n1!n2!
pn1qn2(1− p− q)n0,ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì n0, n1, n2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

n0 + n1 + n2 = n, n1 − n2 = m.Â ñëó÷àå p+ q = 1 (¾íóëåâûå¿ øàãè èñêëþ÷àþòñÿ), ïîëó÷àåì ðàñïðåäå-ëåíèå Áåðíóëëè:
Pm(n) =

n!

n1!n2!
pn1qn2,ãäå n1 è n2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ÷åðåç n è m: n1 = (n + m)/2,

n2 = (n − m)/2. Â ñëó÷àå q = p = 1/2 ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè äàåòâåðîÿòíîñòü m-êðàòíîãî ïîÿâëåíèÿ îäíîé ñòîðîíû ìîíåòû ïðè n ïîä-áðàñûâàíèÿõ.Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì ïðîöåññà ñ íåçàâèñè-ìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Îáîçíà÷èì äëèíó øàãà çà ∆, òîãäà xm = m∆,
m = 0 ± 1,±2, .... Çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé â ìîìåíò âðåìåíè iïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

X(i) = x(0) +

i∑

k=1

λk,
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112 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûãäå x(0) � çàäàííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ñëó÷àéíûå ïðèðàùåíèÿ λkïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñòðåìÿ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè: çíà÷åíèåì∆, ïðèíèìàåìûì ñ âåðîÿòíî-ñòüþ p, çíà÷åíèåì−∆ � ñ âåðîÿòíîñòüþ q è çíà÷åíèåì 0 � ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− p− q. Ëåãêî íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå X(i) è äèñïåðñèþ σ2

X(i) ñëó÷àé-íûõ áëóæäàíèé X(i):
X(i)=x(0) + iλ=x(0) + i(p− q)∆, σ2

X(i)= iσ
2
λ= i(p+ q − (p− q)2)∆2.Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ðàñòåò ëèíåéíî âî âðå-ìåíè.Ìû îïèñàëè âûøå òàê íàçûâàåìûå íåîãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå áëóæ-äàíèÿ. Âîçìîæíû òàêæå çàäà÷è, ãäå áëóæäàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â îãðà-íè÷åííîì èíòåðâàëå [xãð1, xãð2], xãð1 è xãð2 � ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Èíîãäàçàäàåòñÿ òîëüêî îäíà ãðàíèöà. Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû ãðàíèö.1. Ïîãëîùàþùàÿ ãðàíèöà � â ýòîì ñëó÷àå ïðè äîñòèæåíèè ãðàíèöûïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ. �åøàåòñÿ çàäà÷à î ñðåäíåì âðåìåíè âûõîäà íàãðàíèöó;2. Îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà � â ýòîì ñëó÷àå, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè iäîñòèãàåòñÿ ãðàíèöà (X(i) = xãð), òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò i + 1 ëèáîñ âåðîÿòíîñòüþ r ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå xãð ± ∆ (çíàê ± îïðåäåëÿåòñÿòåì, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ ãðàíèöà � ñëåâà èëè ñïðàâà), ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ

1−r çíà÷åíèå îñòàåòñÿ ðàâíûì xãð. Ñëó÷àé r = 1 ñîîòâåòñòâóåòæ¼ñòêîéîòðàæàþùåé ãðàíèöå. Åñëè èìåþòñÿ äâå îòðàæàþùèå ãðàíèöû, òî ìíî-æåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé � êîíå÷íî è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P ñò
m .3.6.2. Äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññûÏóñòü òåïåðü X(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåìè äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé. Ìíîæåñòâîâîçìîæíûõ çíà÷åíèé xm (ñîñòîÿíèé ñèñòåìû) ìîæåò áûòü êîíå÷-íûì (m = 1, 2, ...,M < ∞) èëè ñ÷¼òíûì (m = 0,±1,±2, ...,±∞).Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Pm(t) � âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ xm â ìîìåíò âðå-ìåíè t; πm1m2

(t1, t2) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ xm1
â ìîìåíòâðåìåíè t1 â ñîñòîÿíèå xm2

â ìîìåíò âðåìåíè t2. Äëÿ ñîñòîÿíèé â òðèïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòà âðåìåíè t1 < t2 < t3 ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà:
πm1m3(t1, t3) =

∑

m2

πm1m2(t1, t2)πm2m3(t2, t3). (3.88)Äëÿ äèñêðåòíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ìîæíî ââåñòè âåðîÿòíîñòè ïå-ðåõîäîâ am1m(t) â åäèíèöó âðåìåíè. Ïðè ìàëûõ ∆t âåðîÿòíîñòü πm1m ïå-ðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ m1 â ñîñòîÿíèå m è âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöóâðåìåíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
πm1m(t, t+∆t) = δm1m + am1m∆t

7,7Ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü åù¼ îäíî ñëàãàåìîå o(∆t), ñîîòâåòñòâóþùåå ÷ëåíàì âòîðîãîè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ∆t, íî lim∆t→0 o(∆t)/∆t = 0, è â äàëüíåéøèõâûêëàäêàõ ýòî ñëàãàåìîå îïóùåíî.
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 113ãäå δm1m � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, ò.å.
πm1m(t, t+∆t) = am1m(t)∆t, m 6= m1,

πmm(t, t+∆t) = 1 + amm(t)∆t. (3.89)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äèñêðåòíûõ ìàðêîâ-ñêèõ ïðîöåññîâ: ïðè ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ âðåìåíè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
πmm òîãî, ÷òî òåêóùåå ñîñòîÿíèå çà âðåìÿ ∆t íå èçìåíèòñÿ, ïðåâûøàåòâåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.Ïîñêîëüêó ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â îäíî èç âîçìîæíûõ ñî-ñòîÿíèé ðàâíà åäèíèöå, òî
∑

m1

πm1m(t1, t)= 1,
∑

m1

am1m(t)= 0, am1m1(t)=−
∑

m 6=m1

am1m(t). (3.90)Èñõîäÿ èç (3.88), (3.89) è (3.90) ìîæíî ïîëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ è âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ xm.�àññìîòðèì òðè ìîìåíòà âðåìåíè t0 < t1 < t, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþòñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðàìèm0, m1, m. Îáîçíà÷èì∆t = t−t1 è áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ∆t→ 0. Ñ ó÷åòîì (3.89) è (3.90) ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.88) â âèäå
πm0m(t0, t) =

∑

m1 6=m

πm0m1
(t0, t1)am1m(t1)∆t+ πm0m(t0, t1)(1 + amm(t1)∆t).Îòñþäà

πm0m(t0, t)− πm0m(t0, t1)

∆t
=
∑

m1

πm0m1
(t0, t1)am1m(t1).Ïðè ∆t → 0, ò.å. t1 → t, ïîëó÷àåì ïðÿìîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèåäëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà:

∂πm0m(t0, t)

∂t
=
∑

m1

πm0m1
(t0, t)am1m(t) (3.91)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì πm0m(t0, t0) = δm0m.Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ∆t = t1 − t0 → 0, ìîæíî ïîëó÷èòü ýâîëþ-öèîííîå óðàâíåíèå â îáðàòíîì âðåìåíè:

∂πm0m(t0, t)

∂t0
= −

∑

m1

πm1m(t0, t)am0m1
(t0) (3.92)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì πm0m(t, t) = δm0m. Çäåñü çíà÷åíèÿ t è m çàäàíû,à t0 è m0 ñ÷èòàþòñÿ ïåðåìåííûìè.Óìíîæàÿ ïðÿìîå óðàâíåíèå (3.91) íà Pm0

(t0) è ñóììèðóÿ ïî m0, ïî-ëó÷àåì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé:
dPm(t)

dt
=
∑

m1

Pm1
(t)am1m(t), (3.93)
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114 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûíàçûâàåìîå óïðàâëÿþùèì óðàâíåíèåì. Óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå ìîæåòáûòü ïåðåïèñàíî â íåñêîëüêî èíîì âèäå:
dPm(t)

dt
=
∑

m1

[am1m(t)Pm1
(t)− amm1

(t)Pm(t)] . (3.94)Â òàêîé �îðìå çàïèñè âèäåí áàëàíñíûé õàðàêòåð óðàâíåíèÿ, îòðàæàþ-ùåãî ¾ïðèõîä � ðàñõîä¿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé. Ïðè çàäàííûõ am1m(t)ñèñòåìà ëþáûõ M − 1 óðàâíåíèé èç M óðàâíåíèé (3.93) èëè (3.94)(m = 1, 2, ...,M), äîïîëíåííàÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè, ïîçâîëÿåò ïðè çà-äàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îïðåäåëèòü ýâîëþöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé âî âðåìåíè. Åñëè ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíûå (�èíèò-íûå) âåðîÿòíîñòè, òî èõ ìîæíî íàéòè ïðè dPm(t)
dt

= 0, ò.å. ðåøàÿ, íàïðè-ìåð, ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
M∑

m1=1

P ñò
m1
am1m = 0, m = 1, 2, ...,M − 1,

M∑

m=1

P ñò
m = 1. (3.95)Äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ãåíåðàöèè-ðåêîìáèíàöèè.Äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíû ïåðåõîäû òîëü-êî ìåæäó ñîñåäíèìè ñîñòîÿíèÿìè  íîìåðàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ íà åäèíè-öó, íàçûâàþòñÿ îäíîøàãîâûìè ïðîöåññàìè, ïðîöåññàìè ãåíåðàöèè-ðåêîì-áèíàöèè èëè ïðîöåññàìè ¾ðîæäåíèÿ � ãèáåëè¿8.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:1) am+1 m(t) = rm+1(t) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà (¾ðåêîìáèíàöèè¿) èç ñî-ñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì m+ 1 â ñîñòîÿíèå ñ íîìåðîì m â åäèíèöó âðåìåíè;2) am−1 m(t) = gm−1(t) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà (¾ãåíåðàöèè¿) èç ñîñòîÿ-íèÿ ñ íîìåðîì m− 1 â ñîñòîÿíèå ñ íîìåðîì m â åäèíèöó âðåìåíè.Ïåðåõîäû â ñîñòîÿíèå ñ íîìåðîì m èç ñîñòîÿíèé ñ íîìåðàìè m1 > m+1èëè m1 < m − 1 íåâîçìîæíû. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ amm(t) ïîëó÷àåì:

amm(t) = −(rm(t) + gm(t)). Óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ îäíîøàãîâîãîïðîöåññà ïðèíèìàåò âèä:
dPm(t)

dt
= rm+1(t)Pm+1(t) + gm−1(t)Pm−1(t)−
− (rm(t) + gm(t))Pm(t), m = 0,±1,±2, ... . (3.96)Åñëè ÷èñëî ñîñòîÿíèé îãðàíè÷åíî (m=1, 2, ...,M), òî íàäî çàäàâàòü ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ îòðàæàþùèõ ãðàíèö r1 = g0 = 0, rM+1 = gM = 0.Ìîæíî òàêæå îòäåëüíî çàïèñàòü âèä óïðàâëÿþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ ãðà-íè÷íûõ ýëåìåíòîâ.Äëÿ äèñêðåòíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è îñîáåííî äëÿ îäíîøàãîâûõïðîöåññîâ ñ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà rm è gm,òàê æå êàê äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèåâ âèäå ãðà�îâ. Óçëû ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì, à ð¼áðà ñ8Ïîñëåäíåå íàçâàíèå âîçíèêëî â áèîëîãèè, òàê êàê äèñêðåòíûå èàðêîâñêèå ïðîöåññû õîðîøîîïèñûâàþò ñòàòèñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé: ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè âõîäÿùèõâ ïîïóëÿöèþ îñîáåé.
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 115óêàçàííûì íàïðàâëåíèåì � âîçìîæíûì ïåðåõîäàì. Íàä ð¼áðàìè ïðî-ñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ â åäèíèöó âðåìåíè.Åñëè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé è íå çàâè-ñÿò îò âðåìåíè, ò.å. rm(t) ≡ r = onst è gm(t) ≡ g = onst, òî äèñêðåò-íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè (ñíåïðåðûâíûì âðåìåíåì). Â ýòîì ñëó÷àå óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå çàïè-ñûâàåòñÿ êàê
dPm(t)

dt
= rPm+1(t) + gPm−1(t)− (r + g)Pm(t). (3.97)�àññìîòðèì äâà ïðèìåðà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðå-ìåíåì: ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ è ñëó÷àéíûé äâîè÷íûé òåëåãðà�íûé ñèã-íàë.1.Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîãðàíè÷åííûå ñëó÷àé-íûå áëóæäàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ r = 0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèñòåìà íàõî-äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ íîìåðîì m = 1 è äàëåå âîçìîæíû ïåðåõîäû òîëüêîâ ñîñåäíèå ñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðàìè m = 2, 3, ... . �ðà� ïóàññîíîâñêîãî ïðî-öåññà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.8.

�èñ. 3.8. Èçîáðàæåíèå ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà â âèäåãðà�àÑîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëÿþùèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:
dP1(t)

dt
= −gP1(t),

dPm(t)

dt
= g (Pm−1(t)− Pm(t)) , m = 2, 3, ...∞. (3.98)Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåò êîëè÷åñòâî ñîáûòèé (íà-ïðèìåð ÷èñëà èìèòèðóåìûõ êàòîäîì ýëåêòðîíîâ) íà èíòåðâàëå (t0, t),åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â åäèíèöó âðåìåíè (îòíîñèòåëüíàÿ÷àñòîòà ñîáûòèé) åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà g. Â ýòîì ñëó÷àå ïóàññîíîâ-ñêèé ïðîöåññ ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ.Ïóñòü çàäàíî ñëåäóþùåå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: P1(t0) = 1,

Pm(t0)=0, m=2, 3, ... . Íàéäåì âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé â ïðîèçâîëüíûéìîìåíò âðåìåíè t. �åøàÿ îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåì
P1(t) = e−g(t−t0).Äëÿ âåðîÿòíîñòè âòîðîãî ñîñòîÿíèÿ èìååì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâ-íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà
dy

dt
+ gy = f(t),
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116 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûðåøåíèå êîòîðîãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(t0) = 0 åñòü
y(t) = e−g·(t−t0)

∫ t

t0

eg·(θ−t0)f(θ)dθ.Àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò óðàâíåíèÿ äëÿ âñåõ ïðî÷èõ ñîñòîÿíèé m > 2,ïðè÷¼ì â óðàâíåíèè äëÿ êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ â ïðàâóþ÷àñòü f(t) âõîäèò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Âðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïðèõîäèì ê �îðìóëå:
Pm(t) =

gm−1 · (t− t0)
m−1e−g(t−t0)

(m− 1)!
, m = 1, 2, 3, ...Î÷åâèäíî, â ñèëó ïåðåõîäîâ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè (òîëüêî ¾ãåíå-ðàöèÿ¿) ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ íå ìîæåò áûòü ñòàöèîíàðíûì. Âåðîÿòíî-ñòè ñîñòîÿíèé ïîñòîÿííî ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Âåðîÿòíîñòü íà÷àëüíîãîñîñòîÿíèÿ P1 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñîñòîÿíèÿ

m > 1 âåðîÿòíîñòü ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â íåêîòî-ðûé ìîìåíò âðåìåíè, à çàòåì óáûâàåò.2. Ñëó÷àéíûé äâîè÷íûé òåëåãðà�íûé ñèãíàë èëè äèõîòîìè÷åñêèé
�èñ. 3.9. �ðà�òåëåãðà�íîãîñèãíàëà

øóì � ýòî ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè
x1 è x2. �ðà� äâîè÷íîãî òåëåãðà�íîãî ñèãíàëà èçîáðà-æ¼í íà ðèñ. 3.9.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óïðàâëÿþùèõ óðàâíåíèéèìååò âèä:

dP1(t)

dt
= rP2(t)− gP1(t),

dP2(t)

dt
= gP1(t)− rP2(t). (3.99)Ñòàöèîíàðíûå (�èíèòíûå) âåðîÿòíîñòè ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ îäíîèç óïðàâëÿþùèõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð ïåðâîå ïðè dP1(t)

dt
= 0. Ïîëó÷åííîåàëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

rP ñò
2 − gP ñò

1 = 0 èëè gP ñò
1 − rP ñò

2 = 0ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè P ñò
1 + P ñò

2 = 1 ïîçâîëÿþò ëåãêî ïîëó-÷èòü ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé:
P ñò
1 =

r

r + g
, P ñò

2 =
g

r + g
.3.6.3. Äè��óçèîííûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññûÑêàëÿðíûé âåùåñòâåííûé íåïðåðûâíîçíà÷íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

X(t) íàçûâàåòñÿ äè��óçèîííûì, åñëè ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå îãðàíè-÷åííûå ïðåäåëû:
lim
∆t→0

1

∆t

∫ ∞

−∞
(x′ − x)p(x′, t+∆t/x, t)dx′ = A(x, t); (3.100)
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 117
lim
∆t→0

1

∆t

∫ ∞

−∞
(x′ − x)2p(x′, t+∆t/x, t)dx′ = 2B(x, t) 6= 0; (3.101)

lim
∆t→0

1

∆t

∫ ∞

−∞
(x′ − x)kp(x′, t+∆t/x, t)dx′=Ck(x, t) ≡ 0, k > 2. (3.102)Âåëè÷èíà A(x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîêàëüíîé ñêîðî-ñòè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ñíîñà èëè äðåé-�à. Âåëè÷èíà B(x, t) õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà äèñïåðñèèïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà è íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè9.Óñëîâèÿ (3.100) � (3.102) îçíà÷àþò ëîêàëüíûé ðîñò äèñïåðñèè ïðèðà-ùåíèÿ ∆X = X(t′)−x(t) ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, ò.å. äëÿ ìàëûõ ∆t = t′−tñïðàâåäëèâî

σ2
∆X(t+∆t) = 2B(x, t)∆t. (3.103)Óñëîâèå (3.102) èñêëþ÷àåò áîëüøèå ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà íà ìàëûõ âðå-ìåíàõ. Õîòÿ äîïóñêàþòñÿ áûñòðûå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà, íî âïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êîíå÷íûå ñêà÷êè ïîÿâëÿþòñÿ ñ íóëå-âîé âåðîÿòíîñòüþ, à ðåàëèçàöèè ïðîöåññà íåïðåðûâíû ñ âåðîÿòíîñòüþåäèíèöà. Ïðèìåðîì äè��óçèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò ñëóæèòü ñêîðîñòüáðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.Ïðÿìîå è îáðàòíîå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äè��óçèîííî-ãî ïðîöåññà. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà p(x, t/x0, t0) äè��óçè-îííîãî ïðîöåññà X(t) óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ ×åïìåíà � Êîë-ìîãîðîâà è óñëîâèé (3.100) � (3.102). �àññìîòðèì òðè ìîìåíòà âðåìåíè(t0, t′ è t): t0 < t′ < t, t − t′ = ∆t. Óðàâíåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâàïåðåïèøåì â âèäå:

p(x, t/x0, t0) =

∫ ∞

−∞
p(x′, t′/x0, t0)p(x, t/x

′, t′)dx′.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà p(x, t/x′, t′) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
p(x, t/x′, t′) =

1

2π

∫ ∞

−∞
Θ(u/x′, t′) exp[−ju(x− x′)]du, (3.104)ãäå Θ(u/x′, t′) � óñëîâíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðè-ðàùåíèÿ X(t) − x′ îòíîñèòåëüíî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ x′ â ìîìåíòâðåìåíè t′, ò.å.

Θ(u/x′, t′) =

∫ ∞

−∞
p(x, t/x′, t′) exp[ju(x− x′)]dx.Óñëîâíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ìà-êëîðåíà ïî óñëîâíûì ìîìåíòíûì �óíêöèÿì:

Θ(u/x′, t′) =
∞∑

k=0

< (X − x′)k >

k!
(ju)k.9Èíîãäà êîý��èöèåíòîì äè��óçèè íàçûâàþò âåëè÷èíó 2B(x, t).
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118 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÑ ó÷åòîì ýòîãî ðàçëîæåíèÿ èç (3.104) ñëåäóåò
p(x, t/x′, t′) =

∞∑

k=0

< (X − x′)k >

k!

1

2π

∫ ∞

−∞
(ju)k exp[−ju(x− x′)]du.Ïîñêîëüêó

1

2π

∫ ∞

−∞
exp[−ju(x− x′)]du = δ(x− x′),

1

2π

∫ ∞

−∞
(ju)k exp[−ju(x− x′)]du = (−1)k

∂kδ(x− x′)

∂xk
,òî ïîëó÷àåì

p(x, t/x′, t′)=δ(x− x′)+
∞∑

k=1

(−1)k
<(X−x′)k >

k!

∂kδ(x− x′)

∂xk
. (3.105)Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå (3.105) â óðàâíåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà:

p(x, t/x0, t0) =

=

∫ ∞

−∞
p(x′, t′/x0, t0)

[
δ(x− x′) +

∞∑

k=1

(−1)k
<(X − x′)k>

k!

∂kδ(x− x′)

∂xk

]
dx′.Ìåíÿÿ ìåñòàìè èíòåãðèðîâàíèå è ñóììèðîâàíèå â (3.106), ñ ó÷åòîì ðà-âåíñòâ ∫ ∞

−∞
p(x′, t′/x0, t0)δ(x− x′)dx′ = p(x, t′/x0, t0)è

∫ ∞

−∞
p(x′, t′/x0, t0)<(X − x′)k> δ(x− x′)dx′=p(x, t′/x0, t0)<(X − x)k>ïîëó÷èì

p(x, t/x0, t0)− p(x, t′/x0, t0)=
∞∑

k=1

(−1)k

k!

∂k

∂xk

∞∫

−∞

[
p(x, t′/x0, t0)<(X− x)k>

]
dx′.Ñîãëàñíî (3.102) ïðè k > 2 èíòåãðàëû îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó âñóììå îñòàþòñÿ òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ. Äàëåå äåëèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åí-íîãî ðàâåíñòâà íà ∆t. Ïðåäñòàâëÿÿ p(x, t′/x0, t0)=p(x, t′/x, t)· (x, t/x0, t0)è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0, ïîëó÷àåì

∂p(x, t/x0, t0)

∂t
=

=

2∑

k=1

(−1)k

k!

∂k

∂xk


p(x, t/x0, t0) lim

∆t→0

1

∆t

∞∫

∞

<(X − x′)k > p(x′, t′/x, t)dx′


.Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.100) � (3.101) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùååóðàâíåíèå äëÿ p(x, t/x0, t0):
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 119
∂p(x, t/x0, t0)

∂t
=−∂A(x, t)p(x, t/x0, t0)

∂x
+
∂2B(x, t)p(x, t/x0, t0)

∂x2
. (3.106)Óðàâíåíèå (3.106) îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõî-äà â ïðÿìîì âðåìåíè è íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâàèëè óðàâíåíèåì Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ). Åãî ñëåäóåòäîïîëíèòü íà÷àëüíûì óñëîâèåì: p(x, t0/x0, t0) = δ(x− x0).Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà. Äëÿýòîãî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà p(x′, t′/x0, t0) â (3.104) ðàñêëàäû-âàþò ïî óñëîâíûì ìîìåíòàì è äåëÿò îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâàíà ∆t = t′ − t0 → 0. Îáðàòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

∂p(x, t/x0, t0)

∂t0
=−A(x0, t0)

∂p(x, t/x0, t0)

∂x0
−B(x0, t0)

∂2p(x, t/x0, t0)

∂x20
, (3.107)à íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ íåãî åñòüp(x, t/x0, t)=δ(x−x0). Çäåñü âåëè÷èíû

x è t ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, à x0 è t0 � ïåðåìåííûìè. Îáðàòíîå óðàâíå-íèå Êîëìîãîðîâà èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ î âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿçàäàííîé ãðàíèöû.Óðàâíåíèÿ (3.106) è (3.107) îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äëÿ ðåøåíèÿ òðåáóþò çàäàíèÿ íà÷àëü-íûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìû óæå ðàññìîòðåëè äëÿêàæäîãî èç óðàâíåíèé, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûåïîäðîáíî ðàññìîòðåíû âûøå äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé.Óðàâíåíèÿ (3.106) è (3.107) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ìîæíî ïî-êàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû L1 : p(x, t/x0, t0) → ∂v
∂t è L2 : p(x, t/x0, t0) → ∂v

∂t0ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-ñîïðÿæåííûìè.Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïðÿìîãî óðàâíåíèÿ (3.106) íà p1(x0, t0) è èíòåãðè-ðóÿ ïî x0, ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ áåçóñëîâíîé îäíîìåðíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:
∂p1(x, t)

∂t
= −∂A(x, t)p1(x, t)

∂x
+
∂2B(x, t)p1(x, t)

∂x2
(3.108)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì p1(x, t0) = p1(x0, t0). Òàêèì îáðàçîì, äè��óçè-îííûé ïðîöåññ X(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîý��èöèåíòàìèñíîñà è äè��óçèè ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿóðàâíåíèÿ ÔÏÊ.Ôèçè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèé ÔÏÊ íåòðóäíî èñòîëêîâàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì. Ââåäåì �óíêöèþ

J(x, t) = A(x, t)p1(x, t)−
∂B(x, t)p1(x, t)

∂x
, (3.109)íàçûâàåìóþ ïîòîêîì âåðîÿòíîñòè. Ïîòîê ñêëàäûâàåòñÿ èç ñèñòå-ìàòè÷åñêîé êîìïîíåíòû A(x, t)p1(x, t) è äè��óçèîííîé êîìïîíåíòû

−∂B(x,t)p1(x,t)
∂x , à óðàâíåíèå ÔÏÊ (3.108) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå íåïðå-ðûâíîñòè:

∂p1(x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
. (3.110)
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120 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÏëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p1(x, t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîòíîñòü íåêî-òîðîãî âåùåñòâà ðàñïðåäåë¼ííîãî âäîëü îäíîé êîîðäèíàòû, à ïîòîê âåðî-ÿòíîñòè J(x, t) � êàê ïîòîê âåùåñòâà ÷åðåç ãðàíèöû äè��åðåíöèàëüíî-ãî èíòåðâàëà [x, x + dx). Ïîëîæèòåëüíûé ïîòîê íàïðàâëåí çà ïðåäåëûðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì îòðèöàòåëüíîãîçíàêà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ïëîòíîñòè
p1(x, t) áóäåò îòðèöàòåëüíîé. È íàîáîðîò, îòðèöàòåëüíûé ïîòîê íàïðàâ-ëåí âíóòðü èíòåðâàëà è ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé ïðîèçâîäíîé îò
p1(x, t). Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèÿ p1(x, t) (ðîñò èëè óáûëü) ñâÿçàíû ñíàëè÷èåì ïîòîêà J(x, t). Â òàêîì âèäå óðàâíåíèå ÔÏÊ âûðàæàåò òàêíàçûâàåìûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè.Ñòàöèîíàðíûé äè��óçèîííûé ïðîöåññ. Òàêèå ïðîöåññû èñ-ïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè ðàâíîâåñíûõ �ëóêòóàöèé.Ïóñòü X(t) � ñòàöèîíàðíûé (â ñòðîãîì ñìûñëå) äè��óçèîííûéïðîöåññ. Òîãäà äëÿ íåãî A(x, t) ≡ A(x), B(x, t) ≡ B(x), p1(x, t) ≡ pñò1 (x)è ∂p1(x,t)

∂t
= 0. Íàëàãàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íåîãðàíè-÷åííîìó ïðîöåññó

pñò1 (x)|x=±∞ = 0,
dpñò1 (x)
dx

∣∣∣∣
x=±∞

= 0, (3.111)è èíòåãðèðóÿ äâàæäû ïî x, íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÔÏÊ:
pñò1 (x) = C

B(x)
exp

(∫ x

x0

A(x′)

B(x′)
dx′
)
, (3.112)ãäå x0 � ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé; C �íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà.�åøåíèå (3.112) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

pñò1 (x) = exp (−φ(x)), (3.113)ãäå �óíêöèÿ φ(x) íàçûâàåòñÿ êâàçèïîòåíöèàëîì èëè òåðìîäèíàìè÷å-ñêèì ïîòåíöèàëîì è îïðåäåëÿåòñÿ êàê
φ(x) = ln

(
B(x)

C
−
∫ x

x0

A(x′)

B(x′)
dx′
)
. (3.114)Èëëþñòðàöèåé ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü �ëóêòóàöèè íà-ïðÿæåíèÿ â öåïè, ñîñòîÿùåé èç ðåçèñòîðà ñ ñîïðîòèâëåíèåì R, íàõîäÿ-ùåãîñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T , è êîíäåíñàòîðà ñ ¼ìêîñòüþ C.Ïðè óñëîâèè, ÷òî èíäóêòèâíîñòü öåïè ïðåíåáðåæèìî ìàëà, �ëóêòóàöèèíàïðÿæåíèÿ X(t) íà êîíäåíñàòîðå õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûììàðêîâñêèì ïðîöåññîì è

pñò1 (x) =√C/2πkT exp (−Cx2/2kT ).Âåêòîðíûé äè��óçèîííûé ïðîöåññ. Ïîíÿòèå äè��óçèîííî-ãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî è íà âåêòîðíûé ìàðêîâñêèéïðîöåññ X(t), äëÿ êîòîðîãî òåêóùåå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ âåêòîðîì x ñ
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 121êîìïîíåíòàìè xj, j = 1, 2, ..., N . Âåêòîðíûé äè��óçèîííûé ïðîöåññ õà-ðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ñíîñà A(x, t) ñ êîìïîíåíòàìè
Aj(x, t)= lim

∆t→0

1

∆t

∫
(x′j − xj)p(x

′, t+∆t/x, t)dx′, j = 1, 2, ..., N (3.115)è ìàòðèöåé äè��óçèè B̂(x, t) ñ ýëåìåíòàìè
Bjk(x, t)=

1

2
lim
∆t→0

1

∆t

∫
(x′j−xj)(x′k−xk)p(x′, t+∆t/x, t)dx′, j, k=1, 2, ..., N.(3.116)Èíòåãðàëû â ýòèõ âûðàæåíèÿõ áåðóòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿìâåêòîðíîé ïåðåìåííîé x

′. Óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ âåêòîðíîãî äè��óçèîí-íîãî ïðîöåññà X(t), çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âå-ðîÿòíîñòè p1(x, t), ïðèíèìàåò âèä:
∂p1(x, t)

∂t
=−

N∑

j=1

∂Aj(x, t)p1(x, t)

∂xj
+

N∑

j=1

N∑

k=1

∂2Bjk(x, t)p1(x, t)

∂xj∂xk
. (3.117)Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå íåòðóäíî çàïèñàòü îòíîñèòåëüíî p(x, t/x0, t0).Ìîæíî ââåñòè âåêòîð ïîòîêà âåðîÿòíîñòè J(x, t), êîìïîíåíòû êîòî-ðîãî îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Jj(x, t)=Aj(x, t)p1(x, t)−
N∑

k=1

∂Bjk(x, t)p1(x, t)

∂xk
, j = 1, 2, ..., N. (3.118)Òîãäà óðàâíåíèå (3.117) ìîæíî ïåðåïèñàòü â �îðìå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâ-íîñòè, âûðàæàþùåãî çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè:

∂p1(x, t)

∂t
= −divJ(x, t). (3.119)Ïîòîê âåðîÿòíîñòè ÷åðåç ãðàíèöó ýëåìåíòà îáú¼ìà dV â òî÷êå x â ïðî-ñòðàíñòâå RN îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â ýòîé òî÷êåâî âðåìåíè.Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.117) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,ñîîòâåòñòâóþùèìè íåîãðàíè÷åííîìó ïðîöåññó

pñò1 (x)|||x||=∞ = 0,
∂pñò1 (x)
∂xi

∣∣∣∣
||x||=∞

= 0, i = 1, 2, ..., N, (3.120)èìååò âèä:
pñò1 (x) = exp (−φ(x)), (3.121)ãäå êâàçèïîòåíöèàë φ(x) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(x) = φ(x0)−
∫ x

x0

Z(x′)dx′. (3.122)
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122 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÊîìïîíåíòû âåêòîðà Z(x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå
Zj(x) =

N∑

i=1

B−1
ij (x)

[
Ai(x)−

N∑

k=1

∂Bik(x)

∂xk

]
. j = 1, 2, ..., N. (3.123)Çäåñü B−1

ij (x) � ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû B̂
−1(x). Óñëîâèåì ñóùå-ñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÔÏÊ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâî-âàíèå êâàçèïîòåíöèàëà φ(x), ÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ ïîòåíöèàëü-íîñòè ïîëÿ Z(x): rotZ(x) = 0.3.6.4. Äè��óçèîííûé ïðîöåññ Âèíåðà-ËåâèÏðèìåð äè��óçèîííîãî ïðîöåññà � ïðîöåññ Âèíåðà � Ëåâè. �àññìîò-ðèì áðîóíîâñêóþ ÷àñòèöó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ â ïëîñêîñòè, òðàíñ-âåðñàëüíîé ñèëå òÿæåñòè â ðàçðÿæåííîé ñðåäå. �àçðÿæåííîñòü ñðåäûîçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Òîãäà óðàâ-íåíèå äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

m
d2X

dt2
= f(t), (3.124)ãäå X(t0) = x0 � çàäàííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ñèëà f(t) îáóñëîâëå-íà ñëó÷àéíûìè íåçàâèñèìûìè ñòîëêíîâåíèÿìè ÷àñòèöû ñ ìîëåêóëàìèñðåäû. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöûðàâíà íóëþ: p(t0) = dX

dt

∣∣
t=t0

= 0. Èíòåðâàë âðåìåíè dt, íà êîòîðîì ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû, áóäåì ñ÷èòàòü �è-çè÷åñêè ìàëûì (íî íå áåñêîíå÷íî ìàëûì), ò.å ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñìàñøòàáàìè âðåìåíè, õàðàêòåðíûìè äëÿ ýêñïåðèìåíòà è èçìåðèòåëüíîéàïïàðàòóðû. Â òî æå âðåìÿ dt ≫ τ0, ãäå τ0 � ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó ïî-ñëåäîâàòåëüíûìè ñîóäàðåíèÿìè ÷àñòèöû ñ ìîëåêóëàìè ñðåäû. �àçäåëèâîáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.124) íà ìàññó ÷àñòèöû m è ïðîèíòåãðèðîâàâ îäèíðàç ïî t, ïîëó÷àåì
dX

dt
=

1

m

∫ t

t0

f(θ)dθ. (3.125)Îáîçíà÷èì
1

m

∫ t

t0

f(θ)dθ = ξ(t),ãäå ξ(t) � ñëó÷àéíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû, êîòîðóþ ìîæíî ïðèáëèæ¼ííîïðåäñòàâèòü êàê
ξ(t) ≈ 1

m

imax∑

i=1

f(θi)∆θ, ∆θ = θi+1 − θi.Òàê êàê∆θ ≫ τ0, òî çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ ñóììû ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòèñòè-÷åñêè íåçàâèñèìûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîéòåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòè âåëè÷èíà ξ(t) èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèç-êîå ê ãàóññîâñêîìó. Â ñèëó èçîòðîïíîñòè ñðåäû < ξ(t) >≡ 0. Êðîìå òîãî,
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 123èç-çà ñëó÷àéíîãî è íåçàâèñèìîãî õàðàêòåðà è áîëüøîé ÷àñòîòû âîçäåé-ñòâèé íà ÷àñòèöó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ êîððåëÿöèè ïðîöåññà ξ(t)î÷åíü ìàëî (ìåíüøå, ÷åì �èçè÷åñêè ìàëûé èíòåðâàë dt). Òàêèì îáðàçîì,ìû ïðèõîäèì ê ìîäåëè ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà. Ïîñëå íîðìèðîâàíèÿèñòî÷íèêà øóìà ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.125) â âèäå
dX

dt
=

√
2Dn(t), (3.126)ãäå n(t) � íîðìèðîâàííûé íîðìàëüíûé áåëûé øóì (< n(t) >≡ 0,

<n(t)n(t+ τ)>=δ(τ)), D � êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòüñëó÷àéíûõ òîë÷êîâ (èíòåíñèâíîñòü øóìà). Âåëè÷èíà D îïðåäåëÿåòñÿêàê
D =

∫ ∞

0

Ψξ(τ)dτ, (3.127)ãäåΨξ(τ) � àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà ξ(t). Óðàâíåíèå (3.126)îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ èëè ïðîöåññ Âèíåðà �Ëåâè. Ïðîèíòåãðèðîâàâ (3.126), ïîëó÷àåì
X(t) = x0 +

√
2D

∫ t

t0

n(θ)dθ, t > t0. (3.128)�àññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.1. Îí ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì (â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé(3.126), (3.128) è ãàóññîâñêîãî õàðàêòåðà âîçäåéñòâèÿ n(t)).2. Åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì(< X(t) >= x0) (÷òî ñëåäóåò èç (3.128)).3. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì è åãî äèñïåðñèÿðàñòåò ëèíåéíî âî âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî,
σ2
X(t) =< (X(t)− x0)

2 >=

〈
2D

∫ t

t0

∫ t

t0

n(θ1)n(θ2)dθ1dθ2

〉
=

= 2D

∫ t

t0

∫ t

t0

< n(θ1)n(θ2) > dθ1dθ2.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî < n(θ1)n(θ2) >= δ(θ2−θ1), è ñâîéñòâ �óíêöèè Äèðàêàïîëó÷àåì
σ2
X(t) = 2D · (t− t0). (3.129)Ñêîðîñòü ëèíåéíîãî ðîñòà äèñïåðñèè ïîñòîÿííà è îïðåäåëÿåòñÿ èíòåí-ñèâíîñòüþ ñëó÷àéíîãî âîçäåéñòâèÿ D. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êîý�-�èöèåíò äè��óçèè B âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ðàâåí âåëè÷èíå D.4. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ � ýòî ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìèíà íåïåðåêðûâàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòüýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Îáîçíà÷èì

∆Xi = X(ti+1)−X(ti) =
√
2D

∫ t

t0

n(θ)dθ
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124 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíû� ïðèðàùåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà çà âðåìÿ ∆ti = ti+1 − ti. Î÷åâèä-íî ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ∆Xi ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, ñðåäíåå çíà÷åíèå
< ∆Xi > ðàâíî íóëþ, à äèñïåðñèÿ σ2

∆Xi
= 2D∆ti. Ñîâìåñòíîå ðàñïðå-äåëåíèå ïðèðàùåíèé íà ðàçëè÷íûõ íåïåðåêðûâàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ òàê-æå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Íàéäåì âçàèìíóþ êîððåëÿöèþ ïðèðàùåíèé íàíåïåðåêðûâàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ ∆ti = ti+1 − ti è ∆tj = tj+1 − tj, j 6= i:

〈∆Xi∆Xj〉 = 2D

∫ tj+1

tj

∫ ti+1

ti

δ(θ2 − θ1)dθ1dθ2 = 0(òàê êàê èíòåðâàëû èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïåðåêðûâàþòñÿ è çíà÷åíèå θ2 íè-ãäå íå ðàâíî θ1). Èòàê, äëÿ ñîâìåñòíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè-ðàùåíèé èç íåêîððåëèðîâàííîñòè ∆Xi è ∆Xj ñëåäóåò èõ ñòàòèñòè÷åñêàÿíåçàâèñèìîñòü.5. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì. Ñâîéñòâî ìàðêîâîñòèñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé.6. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äè��óçèîííûì ïðîöåññîì ñ ïîñòî-ÿííûì êîý��èöèåíòîì äè��óçèè B(x, t) ≡ onst è êîý��èöèåíòîì ñíî-ñà A(x, t) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ÷èñòî äè��óçèîííûé ïðîöåññ. Ïîêà-æåì ýòî, íàéäÿ ïðåäåëû
Ck(x, t) = lim

∆t→0

1

∆t
〈(∆X)k〉,ãäå ∆X = X ′ − x � ñëó÷àéíîå ïðèðàùåíèå çà âðåìÿ ∆t = t′ − t ê çàäàí-íîìó çíà÷åíèþ x â ìîìåíò t. Íàéäåì 〈(∆X)k〉:

〈(∆X)k〉 =
∫ ∞

−∞
(∆x)kp(∆x)d(∆x), (3.130)ãäå p(∆x) � ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé

σ2
∆X = 2D∆t:

p(∆x) =
1√

2πσ2
∆X

exp

[
−(∆x)2

2σ2
∆X

]
.Â ñèëó íå÷¼òíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â (3.130) äëÿ âñåõ íå÷¼ò-íûõ çíà÷åíèé k ïîëó÷àåì, ÷òî 〈(∆X)k〉 = 0, k = 1, 3, 5, ... . ×òîáûíàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷¼òíûõ ñòåïåíåé ïðèðàùåíèé, èñïîëüçóåìçàìåíó ïåðåìåííûõ z = ∆x√

2σ2
∆X

è ïðèìåíèì â (3.130) èíòåãðèðîâàíèå ïî÷àñòÿì íóæíîå ÷èñëî ðàç. Â èòîãå ïîëó÷èì:
〈(∆X)k〉 =

√
(4D∆t)k√

π
· [(k − 1) · (k − 3) · (k − 5) · · · 1]

2k−1

∫ ∞

−∞
exp (−z2)dz,

k = 2, 4, ...Ìû ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó Ïóàññîíà: ∫∞
−∞ exp (−z2)dz = √

π. Äëÿ ïðåäå-ëîâ Ck(x, t) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ:
C1(x, t) ≡ 0; C2(x, t) = 2D; Ck(x, t) ≡ 0, k > 2.
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 125Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äè��ó-çèîííûì, ïðè÷¼ì åãî êîý��èöèåíò ñíîñà åñòü A(x, t) = C1(x, t) ≡ 0, àêîý��èöèåíò äè��óçèè � B(x, t) = 1
2C2(x, t) ≡ D = onst.3.6.5. Ñòîõàñòè÷åñêèåäè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÑÄÓ)Îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü ïîâåäåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû îïèñû-âàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà (åãî ÷àñòî íà-çûâàþò óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà), èìåþùèì âèä

dX

dt
= f(X, t) + g(X, t)n(t), (3.131)ãäå f è g � äåòåðìèíèðîâàííûå ãëàäêèå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåí-òîâ; n(t) � íîðìèðîâàííûé ãàóññîâñêèé áåëûé øóì (< n(t) >≡ 0,

<n(t)n(t+ τ)>= δ(τ)). Ìíîæèòåëü g õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü øó-ìà. Åñëè g íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ X, à ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé�óíêöèåé âðåìåíè èëè êîíñòàíòîé, òî øóì, âîçäåéñòâóþùèé íà ñèñòåìó,íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì, åñëè æå èíòåíñèâíîñòü øóìîâîãî âîçäåéñòâèÿçàâèñèò îò X, òî � ìóëüòèïëèêàòèâíûì.Ïðîñòåéøåå ÑÄÓ âèäà
dX

dt
= gn(t), X(t0) = X0, g = onst (3.132)îïèñûâàåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ v(t) ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè

Bv = g2/2. Åñëè âèíåðîâñêèé ïðîöåññ v(t) îáëàäàåò íóëåâûì íà÷àëüíûìçíà÷åíèåì è êîý��èöèåíòîì äè��óçèè 1/2 (g = 1), òî dv = n(t)dt,ò.å. ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ðàâíà ïëîòíîñòèíîðìèðîâàííîãî áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà. Ýòî óòâåðæäåíèå ÷àñòî èñ-ïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà.Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ÑÄÓ (3.131)ìîæíî ïåðåïèñàòü â äè��åðåíöèàëàõ êàê
dX = f(X, t)dt+ g(X, t)dv (3.133)èëè â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êàê

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(X(θ), θ)dθ+

∫ t

t0

g(X(θ), θ)dv(θ). (3.134)Â ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî øóìà âòîðîé èíòåãðàë â (3.134) ÿâëÿåò-ñÿ òàê íàçûâàåìûì ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïî âèíåðîâñêîìó ïðî-öåññó. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïðåäåë îò èíòåãðàëüíûõñóìì ∫ t

t0

g(X(θ), θ)dv(θ) =

= l.i.m.m→∞

m−1∑

i=0

g(X(θ
′

i), θi)[v(θi+1)− v(θi)] (3.135)îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì òî÷åê θ′

i ∈ [θi, θi+1).
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126 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÑòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë (3.135) ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïî-ðàçíîìó.Ïóñòü θ′

i = (1− ν)θi + νθi+1, ãäå ν ∈ [0, 1). Ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè
ν ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë (3.135) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì ñòîõàñòè÷å-ñêèì èíòåãðàëîì, à óðàâíåíèå (3.131) (èëè (3.133)) îáîáù¼ííûì ÑÄÓ.Åñëè ïîëîæèòü ν = 0, òî ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå Èòî è ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë Èòî. Â ñëó÷àå ν = 1/2ïðèõîäèì ê ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à è ñòîõàñòè÷åñêîìó èíòåãðàëó Ñòðà-òîíîâè÷à.Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Èòî è èíòåãðàëà Ñòðàòîíîâè÷à. Ñòîõà-ñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì â ñìûñëå Èòî íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ñõîäÿùèõñÿ âñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì (3.135) ïðè θ′i = θi. Äëÿèíòåãðàëà Èòî íå ïðèìåíèìû ïðàâèëà îáû÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà-ïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∫ t

t0

v(θ)dv =
1

2

(
v2(t)− v2(t0)− (t− t0)

)
,à íå 1

2

(
v2(t)− v2(t0)

), êàê â ¾îáû÷íîì¿ ñëó÷àå.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Èòî â ÑÄÓ (3.133) ââîäèòñÿ çàìåíà ïå-ðåìåííûõ ïî ïðàâèëó Èòî, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ëþáîé íåïðåðûâ-íîé �óíêöèè Φ(x, t), îáëàäàþùåé íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂Φ
∂t , ∂Φ

∂x ,
∂2Φ
∂x2 , äè��åðåíöèàëüíîå ïðèðàùåíèå ïðîöåññà Φ(x(t), t) â �èêñèðîâàííîéòî÷êå x â ìîìåíò t áóäåò

dΦ(x, t) =
∂Φ(x, t)

∂t
dt +

∂Φ(x, t)

∂x
f(x, t)dt+

∂Φ(x, t)

∂x
g(x, t)dv +

+
1

2

∂2Φ(x, t)

∂x2
g2(x, t)dt. (3.136)Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò, åñëè X(t) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë Èòî, îïðåäåë¼ííûé äëÿ ïðÿìîãî âðåìåíè,íå ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì Èòî â îáðàòíîì âðåìåíè, ò.å.

∫ t

t0

g[X(θ), θ]dv(θ) 6= −
∫ t0

t

g[X(θ), θ]dv(θ). (3.137)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè èíâåðñèè âðåìåíè òî÷êè θ′i áóäóò óæå íå íà÷àëüíû-ìè òî÷êàìè èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ, à êîíå÷íûìè. Ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëèíòåãðàëüíîé ñóììû â âûðàæåíèè (3.135) èçìåíèòñÿ.Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà Ñòðàòîíîâè÷à, íàçûâàåìîãî òàêæåñèììåòðèçîâàííûì èíòåãðàëîì (ïîñêîëüêó θ′i = (θi + θi+1)/2 áåðóòñÿñèììåòðè÷íî � â ñåðåäèíå èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ), âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðà-âèëà îáû÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, èìååì
∫ t

t0

v(θ)dv =
1

2

(
v2(t)− v2(t0)

)
.
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 127Ïðàâèëî çàìåíû ïåðåìåííûõ òàêæå áóäåò ¾îáû÷íûì¿, à çíà÷åíèå èíòå-ãðàëà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè âðåìåíè.Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ ñíîñà è äè��óçèè ñëó÷àéíîãîïðîöåññà X(t) îò âèäà ÑÄÓ. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), ÿâëÿþùèéñÿðåøåíèåì îáîáù¼ííîãî ÑÄÓ (3.133) è óäîâëåòâîðÿþùèé äåòåðìèíèðî-âàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ X(t0) = x0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè��ó-çèîííûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Íå ïðèâîäÿ äîêàçàòåëüñòâà ìàðêîâîñòè,îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äëÿ íåãî èñïîëüçóþòñÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé
f(x, t), g(x, t) è ñâîéñòâà ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Äëÿ äî-êàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ äè��óçèîííûì, íàéäåìïðåäåëû

Ck(x, t) = lim
∆t→0

1

∆t
〈(∆X)k〉,ãäå ∆t = t′ − t � ïðèðàùåíèå âðåìåíè; X(t) = x � çàäàííîå çíà÷åíèåïåðåìåííîé â ìîìåíò t; X(t′) = X ′ � ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé âìîìåíò t′; ∆X = X ′−x � ïðèðàùåíèå ïðîöåññà íà èíòåðâàëå ∆t = t′− t.Äëÿ ìàëûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ïðèáëèæ¼ííî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

∆X ≈ f(x, t)∆t+ g(X(θ), t)∆v,ãäå ∆v = v(t′)− v(t) � ïðèðàùåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà; θ = t+ ν ·∆t.Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
X(θ) = X(t+ ν∆t) ≈ x+

dX(t)

dt
ν∆t = x+ νδX,ãäå

δX ≈ dX(t)

dt
∆t ≈ g(x, t)∆v(çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì ïëàâíûì èçìåíåíèåì ïðîöåññà ïîä äåéñòâèåìñèëû f è ñ÷èòàåì, ÷òî èçìåíåíèå ñâÿçàíî òîëüêî ñî ñëó÷àéíûìè ñêà÷êà-ìè). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ ∆X ïîëó÷àåì ñëåäóþùååïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå:

∆X ≈ f(x, t)∆t+ g(x+ νg(x, t)∆v, t)∆v ≈
≈ f(x, t)∆t+ g(x, t)∆v + νgx(x, t)g(x, t)(∆v)

2,ãäå gx(x, t) = ∂g(x,t)
∂x .Íàéäåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ïðèðàùåíèÿ ∆X:

〈(∆X)k〉 ≈ 〈
[
f(x, t)∆t+ g(x, t)(∆v + νgx(x, t)(∆v)

2
]k〉.Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, ïîëó÷àåì

〈(∆X)k〉 ≈ [f(x, t)∆t]k +
k∑

j=1

k!

j!(k − j)!
[f(x, t)∆t]k−jgj(x, t)Zj,ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Zj = 〈[∆v + ν(∆v)2gx(x, t)]
j〉.Åù¼ ðàç ïðèìåíÿÿ �îðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, íàõîäèì

Zj =

j∑

i=0

j!

i!(j − i)!
νigix(x, t)〈(∆v)i+j〉.
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128 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÂ ñëó÷àå j + i = 1 èìååì 〈∆v〉 = 0. Èñïîëüçóÿ äè��óçèîííûé õàðàêòåðñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà v(t), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ìàëîìïðèðàùåíèè ∆t → 0 äëÿ j + i = 2 ïîëó÷àåì çíà÷åíèå 〈(∆v)2〉 = ∆t.Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî r > 2

lim
∆t→0

〈(∆v)r〉
∆t

= 0.Ïîýòîìó, åñëè j + i = r > 2, òî âåëè÷èíà 〈(∆v)i+j〉 ïðè ∆t → 0 óáûâà-åò áûñòðåå, ÷åì ∆t. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñóììå, âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòüâûðàæåíèÿ äëÿ Zj, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âñåìè ñëàãàåìûìè, êðîìå ñëàãà-åìûõ, ñîäåðæàùèõ ñðåäíèé êâàäðàò ïðèðàùåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà(äëÿ êîòîðûõ i+ j = 2). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì:
Z1 ≈ νgx(x, t)∆t, Z2 ≈ ∆t, Zj>2 ≈ 0.Íàêîíåö, íàõîäèì ïðåäåëû Ck(x, t):
C1(x, t) = f(x, t) + νgx(x, t)g(x, t);

C2(x, t) = g2(x, t); (3.138)
Ck(x, t) ≡ 0, k > 2.Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ X(t), çàäàâàåìûé îáîáù¼ííûì ÑÄÓ (3.133), ÿâ-ëÿåòñÿ äè��óçèîííûì ïðîöåññîì, ïðè÷¼ì åãî êîý��èöèåíò ñíîñà îïðå-äåëÿåòñÿ êàê
A(x, t) = f(x, t) + νgx(x, t)g(x, t), (3.139)à êîý��èöèåíò äè��óçèè � êàê

B(x, t) =
1

2
g2(x, t). (3.140)Âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (3.139) ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå ìóëü-òèïëèêàòèâíîãî øóìà. Îíî íàçûâàåòñÿ ëîæíûì ñíîñîì. Åñëè ïðîöåññ

X(t) îïèñûâàåòñÿ ÑÄÓ Èòî, òî ëîæíûé ñíîñ îòñóòñòâóåò.Çíàÿ âèä ÑÄÓ, ìîæíî íàéòè êîý��èöèåíòû ñíîñà è äè��óçèè è çàïè-ñàòü óðàâíåíèå ÔÏÊ. �åøàÿ åãî, íàõîäèì âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèåïðîöåññà X(t). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîì øóìå îäíî è òîæå ïî �îðìå ÑÄÓ, ïîíèìàåìîå êàê ÑÄÓ Èòî èëè ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à,îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå ïðîöåññû, òàê êàê ðàçíèöà â îïðåäåëåíèè êîý��è-öèåíòà ñíîñà ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ñòàòèñòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàìïðîöåññîâ. Íåëüçÿ ñêàçàòü, êàêîå èç îïðåäåëåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòå-ãðàëà ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè îáå êîíöåïöèè (Èòîè Ñòðàòîíîâè÷à) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Îäíàêî ÑÄÓ Èòî è ÑÄÓ Ñòðà-òîíîâè÷à ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, è âûáîðìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è äàííûõ ýêñïåðèìåí-òà. Òàê, åñëè ïðîöåññ ÑÄÓ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ äèñêðåòíûìâðåìåíåì è äèñêðåòíûì áåëûì øóìîì, ïóò¼ì ïåðåõîäà ê íåïðåðûâíîìóâðåìåíè, òî áîëåå ïîäõîäÿùèì îêàçûâàåòñÿ ÑÄÓ Èòî. Åñëè ðàññìàòðè-âàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì øóìà, è
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 129ðåàëüíûé øèðîêîïîëîñíûé øóì çàìåíÿåòñÿ áåëûì, òî ïðîöåññ â òàêîéñèñòåìå ïðàâèëüíåå îïèñûâàòü èñïîëüçóÿ ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à.Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ïðîùå èìåòü äåëî ñ ÑÄÓ Èòî. Ïî-ýòîìó, åñëè íåêîòîðûé ïðîöåññ X(t) îïèñûâàåòñÿ ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à, òîðàññìàòðèâàþò ýêâèâàëåíòíîå ÑÄÓ Èòî, çàäàþùåå òîò æå ñàìûé ïðî-öåññ (ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê). Îíî èìååò âèä:
dX = [f(X, t) + f̃(X, t)]dt+ g(X, t)dv, (3.141)ãäå f̃(x, t) � ëîæíûé ñíîñ.Îáîáùåíèå ÑÄÓ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòå-ìà N îáîáù¼ííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâî-ãî ïîðÿäêà

dXj

dt
=fj(X1, ..., XN , t)+

N∑

k=1

gjk(X1, ..., XN , t)nk(t), j=1, 2, ..., N, (3.142)ãäå nk(t), k = 1, 2, ..., N � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå íîðìèðîâàííûåèñòî÷íèêè íîðìàëüíîãî áåëîãî øóìà. Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëî-âèÿõ Xj(t0) = x0j , j = 1, 2, ..., N ñèñòåìà (3.142) îïèñûâàåò âåêòîðíûéäè��óçèîííûé ïðîöåññ X(t) = X1(t), X2(t), ..., XN(t), êîòîðûé õàðàê-òåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ñíîñà ñ êîìïîíåíòàìè
Aj(x, t)=fj(x, t) + ν

N∑

i=1

N∑

k=1

gik(x, t)
∂gjk(x, t)

∂xi
, j = 1, 2, ..., N (3.143)è ìàòðèöåé äè��óçèè ñ ýëåìåíòàìè

Bjk(x, t) =
1

2

N∑

i=1

gji(x, t)gki(x, t), j, k = 1, 2, ..., N. (3.144)Çíàÿ âåêòîð ñíîñà è ìàòðèöó äè��óçèè äè��óçèîííîãî ïðîöåññà
X(t), ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà (3.117)äëÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p1(x, t) è àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèåäëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà p(x, t/x0, t0). �åøèâ ýòè óðàâíåíèÿè íàéäÿ �óíêöèè p1(x, t) è p(x, t/x0, t0), ìû ìîãëè áû îïðåäåëèòü âñåñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà.Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì íåçàâèñèìûõèñòî÷íèêîâ ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà, ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê ñòîõà-ñòè÷åñêèìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òàê è óðàâíåíèåì ÔÏÊ.Îáà ñïîñîáà îïèñàíèÿ ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû. Åñëè ñèñòåìà èññëåäó-åòñÿ òåîðåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, òî ýòî ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä ê óðàâíå-íèþ ÔÏÊ è åãî ñòðîãîå èëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. �åøèòü óðàâíåíèåÔÏÊ àíàëèòè÷åñêè óäàåòñÿ òîëüêî â íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ èëè ñ ïî-ìîùüþ êàêèõ-òî ñóùåñòâåííî óïðîùàþùèõ çàäà÷ó ïðåäïîëîæåíèé. Ïðèïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áîëåå ïðîñòûì è óäîáíûì îêàçû-âàåòñÿ ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÑÄÓ è îïðåäåëåíèÿ òåõèëè èíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà ïî ðåçóëüòàòàì èíòå-ãðèðîâàíèÿ. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÔÏÊ óæå äëÿ äâóìåðíûõ
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130 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûíåëèíåéíûõ ñèñòåì ñâÿçàíî ñ ðÿäîì òðóäíîñòåé è òðåáóåò çíà÷èòåëüíîáîëüøèõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè.Ïðèìåðû äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ, çàäàâàåìûõ ÑÄÓ. Êðî-ìå ïðîöåññà Âèíåðà � Ëåâè, çàäàâàåìîãî ïðîñòåéøèì ÑÄÓ (3.132), ðàñ-ñìîòðèì åù¼ äâà ïðèìåðà ãàóññîâñêèõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ, ÷àñòîïðèìåíÿåìûõ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì ñ öâåòíûì øóìîì.1. Îäíîìåðíûé ïðîöåññ Îðíøòåéíà � Óëåíáåêà. Ýòîò ïðîöåññ îïèñû-âàåò äâèæåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ñ ó÷åòîì ñèëû òðåíèÿ (ýòî òàê íà-çûâàåìàÿ ðåëååâñêàÿ ÷àñòèöà). Îí çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ÑÄÓïåðâîãî ïîðÿäêà:
dX

dt
= −γX +

√
2Dn(t), D = onst, X(t0) = x0. (3.145)�àóññîâñêèé áåëûé øóì n(t) âõîäèò â óðàâíåíèå àääèòèâíî. Òàê êàêóðàâíåíèå (3.145) çàäàåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èñòî÷íèêà n(t), òîïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Â ñèëó ñ�îðìóëèðîâàííûõ ðàíååñâîéñòâ ðåøåíèÿ ÑÄÓ ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ äè��óçèîííûì, ïðè÷¼ì

A(x, t) = −γx; B(x, t) ≡ D = onst. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿÔÏÊ íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è èìååò âèä
pñò1 (x) =√ γ

2πD
exp

(
−γx

2

2D

)
.Ñòàöèîíàðíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîöåññà ðàâíî íóëþ, à äèñïåðñèÿ

σ2
X=D/γ. ×òîáû ãàóññîâñêèé ïðîöåññ X(t) áûë ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí,íóæíî íàéòè êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ΨX(τ), τ = t2 − t1. �åøåíèåëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (3.145) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ââèäå

X(dt) = x0e
−γ(t−t0) +

√
2D

∫ t

t0

e−γ(t−θ)n(θ)dθ.Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå (ïðè t0 → −∞) èìååì
ΨX(τ) = KX(τ) =< X(t1)X(t2) >=

= 2De−γ(t1+t2)

∫ t2

−∞

∫ t1

−∞
eγ(θ1+θ2)δ(θ2 − θ1)dθ1dθ2Â ïðåäïîëîæåíèè t2 > t1 ëåãêî ïîëó÷èòü

∫ t2

−∞

∫ t1

−∞
eγ(θ1+θ2)δ(θ2 − θ1)dθ1dθ2 = e2γt1.Åñëè t1 > t2, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

∫ t2

−∞

∫ t1

−∞
eγ(θ1+θ2)δ(θ2 − θ1)dθ1dθ2 = e2γt2.Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1 è t2 èìååì
ΨX(τ) =

D

γ
e−γ|τ |.
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3.6. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 131Òàêèì îáðàçîì,ñòàöèîíàðíûé îäíîìåðíûé ïðîöåññ Îðíøòåéíà � Óëåí-áåêà � ýòî íîðìàëüíûé ýêñïîíåíöèàëüíî-êîððåëèðîâàííûé äè��óçèîí-íûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, äèñïåðñèåé σ2
X = D/γ èäåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, ðàâíûì γ. Ñîîòâåò-ñòâåííî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãîïðîöåññà Îðíøòåéíà � Óëåíáåêà èìååò �îðìó ëîðåíöèàíà ñ ìàêñèìóìîìíà íóëåâîé ÷àñòîòå è øèðèíîé 2γ íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè:

WX(ω) =
2D

γ2 + ω2
.2. Äâóìåðíûé ïðîöåññ Îðíøòåéíà � Óëåíáåêà. Ýòîò ïðîöåññ îïèñûâà-åò ñòîõàñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ëèíåéíîì äèññèïàòèâíîì êîíòóðå, íàõî-äÿùåìñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì àääèòèâíîãî ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà. Ïðî-öåññ îïèñûâàåòñÿ ÑÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

d2X

dt2
+ γ

dX

dt
+ ω2

0X =
√
2Dn(t), D = const, X(t0) = x0 (3.146)èëè ñèñòåìîé ÑÄÓ

dX

dt
= Y,

dY

dt
= −γY − ω2

0X +
√
2Dn(t). (3.147)Çäåñü èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñëó÷àéíûé èñòî÷íèê, âõîäÿùèé âî âòîðîåóðàâíåíèå ñèñòåìû. Äâóõêîìïîíåíòíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (X(t), Y (t))ÿâëÿåòñÿ äè��óçèîííûì. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñíîñà åñòü A1(x, y, t) = y,

A2(x, y, t) = −γy − ω2
0x, à ìàòðèöà äè��óçèè èìååò òîëüêî îäèí îòëè÷-íûé îò íóëÿ ýëåìåíò B22(x, y, t) = D. Ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèåÔÏÊ, îäíàêî åãî ðåøåíèå äàæå â ýòîì ïðîñòîì ïðèìåðå îêàçûâàåòñÿäîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Â òî æå âðåìÿ â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðà-çîâàíèÿ ãàóññîâñêîãî èñòî÷íèêà n(t) ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ

X(t) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Íàëè÷èå çàòóõàíèÿ â êîíòóðå îáåñïå÷èâà-åò ðàâåíñòâî íóëþ ñòàöèîíàðíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ: <X(t)>→ 0 ïðè
t0 → −∞. Íàõîäèì êîý��èöèåíò ïåðåäà÷è ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
n(t) → X(t):

S(ω) =

√
2D

jωγ + ω2
0 − ω2

.Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòèïðîöåññîâ íà âõîäå è âûõîäå ñèñòåìû ñâÿçàíû ÷åðåç êâàäðàò ìîäóëÿ êî-ý��èöèåíòà ïåðåäà÷è, ò.å. WX(ω) = |S(ω)|2Wn(ω). Çíàÿ êîý��èöèåíòïåðåäà÷è è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Wn(ω) = 1, íàõîäèì
WX(ω) =

2D

ω2γ2 + (ω2 − ω2
0)

2
.
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132 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÏðè âûñîêîé äîáðîòíîñòè êîíòóðà ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîëó÷èòü ñïåêòðïðîöåññà X(t) â âèäå ñóììû ëîðåíöèàíîâ ñ ìàêñèìóìàìè íà ÷àñòîòàõ
±ω0:

WX(ω) =
D/2ω2

0

(γ/2)2 + (ω − ω0)2
+

D/2ω2
0

(γ/2)2 + (ω + ω0)2
.Øèðèíà ñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè ðàâíà ïàðàìåòðó γ.Ïîëó÷åííîìó ¾ñïåêòðó¿ ñîîòâåòñòâóåò îñöèëëèðóþùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ�óíêöèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùåé îãèáàþùåé:

ΨX(τ) = σ2
Xe

− γ|τ |
2 cosω0τ , τ = t2 − t1.Äèñïåðñèÿ σ2

X (ñðåäíèé êâàäðàò) îïðåäåëÿåòñÿ êàê σ2
X = D

γω2
0
.3.7. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ñëó÷àéíûå âîëíûÖåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õà-ðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ïîëåé è âîëí. Ïîëåâûå è âîëíîâûå ðàäèî�èçè-÷åñêèå çàäà÷è âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ àíàëîãè÷íû çàäà÷àì, ðåøàåìûì âòåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü è îáîáùèòüìíîãèå õàðàêòåðèñòèêè, ââåäåííûå äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.3.7.1. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è èõ õàðàêòåðèñòèêèÂî ìíîãèõ çàäà÷àõ ðàäèî�èçèêè ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿX çàâèñèò íåòîëüêî îò âðåìåíè t, íî è îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ, îáû÷íî îò ïðîñòðàí-ñòâåííûõ êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñëó÷àéíîì ïîëå X(r, t),ãäå âåêòîð r ∈ RM çàäàåò òî÷êó â àðè�ìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåð-íîñòè M . Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé �óíê-öèåé (â îáùåì ñëó÷àå âåêòîð-�óíêöèåé) îò âåêòîðíîé ïåðåìåííîé r èñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé t.Ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ X è r â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íû. Äàæå â òåõñëó÷àÿõ, êîãäà îáà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ àðè�ìåòè÷åñêèìè (R3), îíèìîãóò èìåòü íåîäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü è ðàçíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò,íàïðèìåð, äëÿ îäíîãî � äåêàðòîâà, äëÿ äðóãîãî � ïîëÿðíàÿ. Òàê, ïðî-ñòðàíñòâî òð¼õìåðíûõ âåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ïðåîá-ðàçîâàíî â øåñòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî àìïëèòóä è �àç. Â çàäà÷àõ ñòàòèñ-òè÷åñêîé ðàäèî�èçèêè ïðîñòðàíñòâî, â òî÷êàõ êîòîðîãî çàäàåòñÿ ñëó÷àé-íàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, êàê ïðàâèëî, îáû÷íîå òð¼õìåðíîååâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (R3).Â êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà r0 ñëó÷àéíîå ïîëå

X(r, t) ïðåâðàùàåòñÿ â ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(r0, t), à â �èêñèðîâàííîéòî÷êå r0 äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 ïîëó÷àåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
X(r0, t0). Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïåðåìåííîé X ïîëå ìîæåò áûòüâåùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíûì, ñêàëÿðíûì èëè âåêòîðíûì.Ïðèìåðàìè ñëó÷àéíûõ ïîëåé ìîãóò ñëóæèòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïî-ëå îò íåëàçåðíîãî èñòî÷íèêà ñâåòà, ïîëå èçëó÷åíèÿ ðàäèîïåðåäàò÷èêà(ñ ó÷åòîì âíóòðåííèõ øóìîâ è øóìîâ â àíòåííå), ïîëå òåìïåðàòóðû,
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3.7. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ñëó÷àéíûå âîëíû 133äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè â ðåàëüíûõ òóðáóëåíòíûõ ñðåäàõ, òåï-ëîâûå ïîëÿ â îáú¼ìíûõ ðåçîíàòîðàõ è êàíàëèçèðóþùèõ ñèñòåìàõ.Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíîâûå ïî-ëÿ.Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé è ìîìåíòíûå �óíêöèè ïîëåé. �àñ-ñìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñêàëÿðíîå âåùåñòâåííîå ïîëå X(r, t). Äëÿ åãîîïèñàíèÿ ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:
pn(x1, r1, t1, x2, r2, t2, ..., xn, rn, tn) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, õàðàêòå-ðèçóþùóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü çíà÷åíèé ïîëÿ â n òî÷êàõ ïðî-ñòðàíñòâà â n ìîìåíòîâ âðåìåíè;
pn(r, x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â îäíîé òî÷êåïðîñòðàíñòâà äëÿ n ìîìåíòîâ âðåìåíè;
p1(x1, r1, x2, r2, ..., xn, rn, t) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, õàðàêòåðèçóþ-ùóþ çíà÷åíèÿ ïîëÿ â n òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà â îäèí ìîìåíò âðåìåíè. Êàêè äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-ñòåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû è óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì íîðìèðîâêè è ñàìîñîãëàñîâàííîñòè (ñì. ðàçä. 3.1).�àññìàòðèâàþò òàêæå ìîìåíòíûå �óíêöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Îñíîâ-íûå èç íèõ ñëåäóþùèå:1) ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

X(r, t) =

∫ ∞

−∞
xp1(x, r, t)dx; (3.148)2) ñðåäíèé êâàäðàò ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

X2(r, t) =

∫ ∞

−∞
x2p1(x, r, t)dx; (3.149)3) äèñïåðñèÿ ïîëÿ

σ2
X(r, t) =

〈
(X(t)−X(r, t))2

〉
= X2(r, t)−X

2
(r, t); (3.150)4) êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ äëÿ çíà÷åíèé ïîëÿ â äâóõ òî÷êàõ ïðî-ñòðàíñòâà â äâà ìîìåíòà âðåìåíè

KX(r1, t1, r2, t2) = 〈X(r1, t1)X(r2, t2)〉 =
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2p2(x1, r1, t1, x2, r2, t2)dx1dx2; (3.151)5) êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ äëÿ çíà÷åíèé ïîëÿ â äâóõ òî÷êàõ ïðî-ñòðàíñòâà â äâà ìîìåíòà âðåìåíè

ΨX(r1, t1, r2, t2) =
〈(
X(r1, t1)−X(r1, t1)

) (
X(r2, t2)−X(r2, t2)

)〉
=

= KX(r1, t1, r2, t2)−X(r1, t1)X(r2, t2). (3.152)Íîðìèðîâàííóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ äëÿ çíà÷åíèé ïîëÿ â äâóõòî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà â äâà ìîìåíòà âðåìåíè
RX(r1, t1, r2, t2) =

ΨX(r1, t1, r2, t2)√
σ2
X(r1, t1)σ

2
X(r2, t2)

(3.153)
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134 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûíàçûâàþò êîý��èöèåíòîì êîððåëÿöèè èëè êîý��èöèåíòîì êîãåðåíòíî-ñòè çíà÷åíèé ïîëÿ.Ñòàöèîíàðíîñòü, îäíîðîäíîñòü è ýðãîäè÷íîñòü ïîëåé. Êàê èäëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèåñòàöèîíàðíîñòè âî âðåìåíè. Ñëó÷àéíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàð-íûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà r0 ñëó÷àéíûé ïðîöåññX(r0, t)ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì (â ñòðîãîì (óçêîì) èëè â øèðîêîì ñìûñëå).Êðîìå òîãî, äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàþò ñâîéñòâî, àíàëî-ãè÷íîå ñòàöèîíàðíîñòè âî âðåìåíè, íî òîëüêî êàñàþùååñÿ òî÷åê â ïðî-ñòðàíñòâå � ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè (¾ñòàöèîíàðíîñòü â ïðîñòðàíñòâå¿).Ñëó÷àéíîå ïîëå X(r, t) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì â óç-êîì (ñòðîãîì) ñìûñëå, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà R è ëþáîãî ÷èñëà nâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
pn(x1, r1 ±R, t1, x2, r2 ±R, t2, ... xn, rn ±R, tn) =

= pn(x1, r1, t1, x2, r2, t2, ... xn, rn, tn). (3.154)Ñòðîãàÿ îäíîðîäíîñòü îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õà-ðàêòåðèñòèê ïîëÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò â ïðîñòðàí-ñòâå. Èç ñòðîãîé îäíîðîäíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîëÿîäèíàêîâî âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà: X(r, t) = X(t), à êîâàðè-àöèîííàÿ è êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèè çíà÷åíèé ïîëÿ â äâóõ òî÷-êàõ ïðîñòðàíñòâà çàâèñÿò íå îò ïîëîæåíèÿ òî÷åê â îòäåëüíîñòè, àîò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê: KX(r1, t1, r2, t2) = KX(s, t1, t2),
ΨX(r1, t1, r2, t2) = ΨX(s, t1, t2), ãäå s = r2 − r1.Ñëó÷àéíîå ïîëå X(r, t) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì â øèðîêîì ñìûñëå,åñëè åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò òî÷åê, à êîâàðèàöè-îííàÿ è êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ëèøü ðàçíîñòèêîîðäèíàò s = r2 − r1, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

X(r, t) = X(t),

ΨX(r1, t1, r2, t2) = ΨX(s, t1, t2),

KX(r1, t1, r2, t2) = KX(s, t1, t2). (3.155)Èç îäíîðîäíîñòè ïîëÿ â ñòðîãîì ñìûñëå âñåãäà ñëåäóåò åãî îäíîðîäíîñòüâ øèðîêîì ñìûñëå. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíî.Ïîëå ìîæåò áûòü îäíîðîäíûì, íî íå ñòàöèîíàðíûì èëè ñòàöèîíàð-íûì, íî íå îäíîðîäíûì. Äëÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ âîçìîæíà îäíî-ðîäíîñòü íà îòäåëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ.Åñëè ïîëå îäíîðîäíî è ñòàöèîíàðíî (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå), òî
X(r, t)=X≡onst, KX(r1,t1, r2,t2)=KX(s,τ), ΨX(r1,t1, r2,t2)=ΨX(s,τ),ãäå s=r2 − r1, τ= t2 − t1.Îäíîðîäíîå ïîëå X(r, t) íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè äëÿ ëþáûõìîìåíòîâ âðåìåíè t1, t2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ΨX(s, t1, t2) = ΨX(s, t1, t2), ãäå s = ||s||, (3.156)ò.å. êîððåëÿöèÿ çíà÷åíèé ïîëÿ â äâóõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà çàâèñèòíå îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê, à òîëüêî îò ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó íèìè. Àíàëîãè÷íî èìååì äëÿ êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè
KX(s, t1, t2) = KX(s, t1, t2).
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3.7. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ñëó÷àéíûå âîëíû 135Åñëè äëÿ èçîòðîïíîãî ïîëÿ ïðè ëþáûõ t1, t2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùååñâîéñòâî:
lim
s→∞

ΨX(s, t1, t2) = 0,òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî ðàñöåïëåíèå êîððåëÿöèé â ïðîñòðàíñòâå èëèïðîñòðàíñòâåííîå ïåðåìåøèâàíèå.Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñêîðîñòè çàòóõàíèÿ êîððåëÿöèè â ïðî-ñòðàíñòâå ïðè óäàëåíèè äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê ïîëÿ äðóã îò äðóãà÷àñòî ââîäèòñÿ ðàäèóñ êîãåðåíòíîñòè. �àäèóñ êîãåðåíòíîñòè ïîëíîñòüþàíàëîãè÷åí âðåìåíè êîððåëÿöèè è òàêæå, êàê èíòåðâàë êîððåëÿöèè, ìî-æåò áûòü ââåäåí äâóìÿ ñïîñîáàìè.1. �àäèóñ êîãåðåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, íà êîòîðîì îãèáà-þùàÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè γX(s,t1,t2) óáûâàåò íå ìåíåå ÷åì â e ðàç(e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðè�ìà) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t1 è t2:
γX(s

′, t1, t2) =
γX(0, t1, t2)e , sêîã = sup

t1,t2

s′(t1, t2). (3.157)2. �àäèóñ êîãåðåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
sêîã = sup

t1,t2

1

γX(0, t1, t2)

∫ ∞

0

γX(s, t1, t2)ds. (3.158)�àäèóñ êîãåðåíòíîñòè èìååò ñëåäóþùèéïðîñòîé ñìûñë: åñëè ‖ r2 − r1 ‖< sêîã (ðèñ.3.10), òî çíà÷åíèÿ X(r1, t1) è X(r2, t2) ìîæíîñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè äëÿ ëþ-áûõ t1 è t2.Äëÿ îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ìîæíî îïðå-äåëèòü ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâåííîé ýðãîäè÷íî-ñòè ïî àíàëîãèè ñ âðåìåíí�îé ýðãîäè÷íîñòüþñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýðãîäè÷íîñòü ïåðâîãî ïî-ðÿäêà îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùåãî ïðå-äåëà: �èñ. 3.10.Ïîÿñíåíèå ïî-íÿòèÿ ðàäèóñà êîãåðåíò-íîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿl.i.m.V→∞
1

V

∫

D

f [X(r, t)]dMr = 〈f [X(r, t)]〉, (3.159)ãäå ñëåâà ñòîèò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïðåäåë ñëó÷àéíîé �óíêöèè àðãó-ìåíòà V ; V � îáúåì îáëàñòè D, â êîòîðîé çàäàíî ñëó÷àéíîå ïîëå; f(x)� ïðîèçâîëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, óãëîâûåñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé.Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýðãîäè÷íîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò ñóùåñòâî-âàíèå ïðåäåëà:l.i.m.V→∞
1

V

∫

D

f [X(r, t1), X(r + s, t2)]d
Mr =

= 〈f [X(r, t1), X(r + s, t2)]〉, (3.160)
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136 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûãäå f(x1, x2) � ïðîèçâîëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãó-ìåíòîâ.Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâåííóþ ýðãîäè÷íîñòü 3-ãî,4-ãî, ..., k-ãî ïîðÿäêà è ñòðîãóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ýðãîäè÷íîñòü (åñ-ëè ïîëå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîñòðàíñòâåííîé ýðãîäè÷íîñòè k-ãî ïîðÿä-êà äëÿ ëþáîãî, ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî, k). Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àé-íûõ ïîëåé ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ýðãîäè÷-íîñòè.Õàðàêòåðèñòèêè êîìïëåêñíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Âî ìíîãèõ çà-äà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêè è îïòèêè èñïîëüçóþòñÿ êîìïëåêñíûåñëó÷àéíûå ïîëÿ Z(r, t) = X(r, t) + jY (r, t), ãäå X(r, t) è Y (r, t) � ñêà-ëÿðíûå âåùåñòâåííûå, â îáùåì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûå, ñëó÷àé-íûå ïîëÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ êîìïîíåíòûêîìïëåêñíîãî ïîëÿ Z(r, t). Ïîëíîå ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñëó÷àéíîãîïîëÿ Z(r, t) çàäàåòñÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïîëåé X(r, t)è Y (r, t). ò.å. pXY
n (x1, y1, r1, t1, x2, y2, r2, t2, ... xn, yn, rn, tn).Äëÿ êîìïëåêñíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé (òàê æå, êàê è â ñëó÷àå êîìïëåêñ-íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ) ìîæíî ââåñòè ìîìåíòíûå �óíêöèè äåéñòâè-òåëüíûõ è ìíèìûõ êîìïîíåíò, à òàêæå ìîìåíòíûå �óíêöèè êîìïëåêñ-íûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé Z(r, t). Êàê è â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ, äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîëåé ââîäÿòñÿ äâå êîâàðèàöèîííûå è äâåêîððåëÿöèîííûå �óíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ ñâîåé ñòðóêòóðîé:

KI
Z(r1,t1, r2,t2) =〈Z(r1, t1)Z∗(r2, t2)〉,

ΨI
Z(r1,t1, r2,t2) =

〈(
Z(r1,t1)− Z(r1,t1)

)(
Z∗(r2,t2)− Z

∗
(r2,t2)

)〉
, (3.161)ãäå ñèìâîë ∗ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííóþ âåëè÷èíó, è

KII
Z (r1,t1, r2,t2) =〈Z(r1,t1)Z(r2,t2)〉,

ΨII
Z (r1,t1, r2,t2) =

〈(
Z(r1,t1)− Z(r1,t1)

)(
Z(r2,t2)− Z(r2,t2)

)〉
. (3.162)Äëÿ îäíîðîäíîãî êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ìíèìàÿ è âåùåñòâåííàÿ êîìïî-íåíòû åñòü îäíîðîäíûå è îäíîðîäíî-ñâÿçàííûå ïîëÿ. Äâà ïîëÿ, X(r, t) è

Y (r, t), íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíî-ñâÿçàííûìè â ñòðîãîì ñìûñëå, åñëè äëÿëþáîãî âåêòîðà R è ëþáîãî ÷èñëà n
pXY
nn (x1, y1, r1 ±R, t1, x2, y2, r2 ±R, t2, ... xn, yn, rn ±R, tn) =

= pXY
nn (x1, y1, r1, t1, x2, y2, r2, t2, ... xn, yn, rn, tn). (3.163)Äâà ïîëÿ, X(r, t) è Y (r, t), íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíî-ñâÿçàííûìè â øèðî-êîì ñìûñëå, åñëè

ΨXY (r1, t1, r2, t2) = ΨXY (s, t1, t2), s = r2 − r1. (3.164)Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Êàê ïîêàçàíîâûøå, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âðåìåííûõ �óíêöèé, â òîì ÷èñëå è ñëó÷àé-íûõ, çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ðåøåíèå ðàçíîîáðàçíûõ ðàäèî�èçè÷åñêèõ
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3.7. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ñëó÷àéíûå âîëíû 137çàäà÷. Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé èñïîëüçîâàíèå òîé æå ìå-òîäèêè âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Âî-ïåðâûõ, ïðèõîäèòñÿ èñ-ïîëüçîâàòü ìåíåå ïðèâû÷íîå ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Âî-âòîðûõ, âìåñòî âðåìåííûõ ÷àñòîòíûõ ãàðìîíèê ïîÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-ñòâåííûå ãàðìîíèêè ïîëÿ èëè â ðàçëîæåíèè îäíîâðåìåííî ñ ïðîñòðàí-ñòâåííûìè �îðìèðóþòñÿ è âðåìåííûå ãàðìîíèêè. Ïîýòîìó â çàäà÷àõ ñîñëó÷àéíûìè ïîëÿìè ïðèìåíÿþò ïðîñòðàíñòâåííîå è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ïîëåé.1. Ïðîñòðàíñòâåííîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå. Ïóñòü X(r, t) � ñêà-ëÿðíîå âåùåñòâåííîå ñëó÷àéíîå ïîëå, çàäàííîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìî-ìåíòà âðåìåíè t â ïðîñòðàíñòâå RM . Âîñïîëüçóåìñÿ êðàòíûì ïðåîáðà-çîâàíèåì Ôóðüå è ïðåäñòàâèìM -ìåðíûé (êîìïëåêñíûé) ïðîñòðàíñòâåí-íûé ñïåêòð ïîëÿ X(r, t) â âèäå:
X(k, t) =

∫

D

X(r, t)e−jkrdMr, (3.165)ãäå k �M -ìåðíûé âîëíîâîé âåêòîð;D � îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîéçàäàíî ñëó÷àéíîå ïîëå; kr � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ; dMr �
M -êðàòíûé äè��åðåíöèàë ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà r. Åñëè ñóùåñòâóåòñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé èíòåãðàë (3.165), òî ìîæíî ââåñòè îãðàíè÷åííóþïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîìïëåêñíóþ �óíêöèþ

GX(k1,k2, t) = 〈X(k1, t)X
∗(k2, t)〉 , (3.166)êîòîðóþ íàçûâàþò îáîáùåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîò-íîñòüþ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ X(r, t). Ïîäñòàâëÿÿ (3.165) â (3.166), ïðèõîäèìê âûðàæåíèþ

GX(k1,k2, t)=

∫

D

∫

D

KX(r1, r2, t)e
−j(k1r1−k2r2)dMr1d

Mr2. (3.167)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî ïîëÿ èç (3.167) ñëåäóåò
GX(k,k

′, t) =WX(k, t)δ(k
′ − k), (3.168)ãäå

WX(k, t) =

∫

D

KX(s, t)e
−jksdMs, s = r2 − r1 (3.169)åñòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñëó÷àéíî-ãî ïîëÿ X(r, t). Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(k, t) � âåùå-ñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷å-íèé àðãóìåíòîâ çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, îòäåëüíûõ òî÷åê. Èñïîëüçóÿîáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì

KX(s, t) =
1

(2π)M

∫
WX(k, t)e

jksdMk. (3.170)Ôîðìóëû (3.169) è (3.170) ïî ñóùåñòâó ïðåäñòàâëÿþò îáîáùåíèå òåîðå-ìû Âèíåðà � Õèí÷èíà íàM -ìåðíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë
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138 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûïðîñòðàíñòâåííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè óäîáíî ðàññìîò-ðåòü íà ïðèìåðå òð¼õìåðíîãî ïîëÿ (M =3), ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåìîãî âðàäèî�èçèêå.2. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå. Äî ñèõ ïîðçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíîãî ïîëÿ îò âðåìåíè èãíîðèðîâàëàñü. Îáðàòèìñÿ òå-ïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ è ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå âåùåñòâåííîå ñëó÷àéíîåïîëå, çàäàííîå â ïðîñòðàíñòâå RM , íî èñïûòûâàþùåå �ëóêòóàöèè âîâðåìåíè. Èñïîëüçóåì òó æå ìåòîäèêó, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè ïðîñòðàí-ñòâåííîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, íî äîáàâèì îäíîêðàòíîå ïðåîáðà-çîâàíèå Ôóðüå ïî âðåìåíè. Òîãäà
X(k, ω) =

∫

D

∫ ∞

−∞
X(r, t)e−j(ωt−kr)dMrdt,

X(r, t) =
1

(2π)M+1

∫ ∫ ∞

−∞
X(k, ω)ej(ωt−kr)dMkdω, (3.171)ãäå X(k, ω) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî ïîëÿ X(r, t). Òåïåðüïîëå X(r, t) ðàñêëàäûâàþò ïî ïëîñêèì âîëíàì ej(ωt−kr).Îáîáù¼ííàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòüïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

GX(k1, ω1,k2, ω2) = 〈X(k1, ω1)X
∗(k2, ω2)〉 . (3.172)Î÷åâèäíî, ÷òî

GX(k1, ω1,k2, ω2) =

=

∫

D

∫

D

∞∫

−∞

∞∫

−∞

KX(r1,t1, r2,t2)e
−j(ω1t1−ω2t2−k1r1+k2r2)dMr1d

Mr2dω1dω2. (3.173)Äëÿ îäíîðîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ èç (3.173) ñëåäóåò
GX(k, ω,k

′, ω′) =WX(k, ω)δ(k
′ − k)δ(ω′ − ω), (3.174)ãäå

WX(k, ω) =

∫

D

∫ ∞

−∞
KX(s, τ)e

−j(ωτ−ks)dMsdτ ,

s = r2 − r1, τ = t2 − t1 (3.175)åñòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñëó-÷àéíîãî ïîëÿ X(r, t). Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòüWX(k, ω) � âåùåñòâåííàÿíåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé àðãó-ìåíòîâ çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, îòäåëüíûõ òî÷åê. Äëÿ âåùåñòâåííûõïîëåé WX(k, ω) � ÷¼òíàÿ ïî àðãóìåíòó ω. Èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðà-çîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì
KX(s, τ) =

1

(2π)M+1

∫ ∫ ∞

−∞
WX(k, ω)e

j(ωτ−ks)dMkdω. (3.176)
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3.7. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ñëó÷àéíûå âîëíû 139Äëÿ èçîòðîïíûõ ñòàöèîíàðíûõ âåùåñòâåííûõ ïîëåéWX(k,ω)=WX(k,ω)� ÷¼òíàÿ ïî ω, k ≥ 0. Âûðàæåíèÿ (3.175) � (3.176) ïðåäñòàâëÿþò åù¼îäíî îáîáùåíèå òåîðåìû Âèíåðà � Õèí÷èíà íà ïåðåìåííûå âî âðåìåíèìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ïîëó÷èëî íàçâàíèå îáîáùåííîé òåîðåìûÂèíåðà � Õèí÷èíà.3.7.2. Ñëó÷àéíûå âîëíû è èõ õàðàêòåðèñòèêèÑëó÷àéíûå âîëíû � ýòî ñïåöè�è÷åñêèé âèä ñëó÷àéíûõ ïîëåé, èëè, ãî-âîðÿ èíà÷å, ñëó÷àéíûå âîëíû ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àéíûå ïîëÿ, èìåþùèåâîëíîâóþ ïðèðîäó. Â îáùåì ñëó÷àå èõ àìïëèòóäû, ÷àñòîòû è �àçû ÿâ-ëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè �óíêöèÿìè. Ïîýòîìó îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õà-ðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷åííûå âûøå äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, áóäåì êîíêðåòè-çèðîâàòü äëÿ ñëó÷àéíûõ âîëí.Äëÿ ðàäèî�èçèêè íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñïåöèàëüíûéêëàññ ñëó÷àéíûõ âîëí � êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû. Ñëó÷àéíàÿ êâà-çèìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ î ãàðìîíè÷åñêîé (ìîíîõðîìàòè÷åñêîé) âîëíå.Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì êâàçèïëîñêóþ êâàçèìîíîõðî-ìàòè÷åñêóþ âîëíó:
E(r, z, t) = Ėm(r, z, t) exp [j(ωt− k0z)], (3.177)ãäå E(...) � îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿE, à Ėm(r, z, t)� å¼ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà.Âîëíà (3.177) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè Oz ñî ñêîðîñòüþ v�=ω/k0,ãäå k0 � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âîëíîâîãî âåêòîðà k0, íàïðàâëåííîãî ïîîñè Oz. �àäèóñ-âåêòîð r çàäàåò òî÷êó â ïëîñêîñòè �ðîíòà, ïåðïåíäèêó-ëÿðíîé îñè Oz. Òàê êàê êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà Ėm(r, z, t) ñëó÷àéíûìîáðàçîì çàâèñèò îò ðàäèóñ-âåêòîðîâ òî÷åê �ðîíòà âîëíû è îò z, òî âîë-íà íåîäíîðîäíàÿ. Òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò, íàïðèìåð, ïëîñêàÿ îäíî-ðîäíàÿ âîëíà ïîñëå ïðîïóñêàíèÿ ÷åðåç áåçãðàíè÷íûé òîíêèé ñëîé, ïðî-çðà÷íîñòü è çàïàçäûâàíèå â êîòîðîì ñëó÷àéíûì îáðàçîì èçìåíÿþòñÿ îòòî÷êè ê òî÷êå, èëè ñëó÷àéíûå âîëíû â âîëíîâîäàõ. Êîìïëåêñíàÿ àìïëè-òóäà âîëíû Ėm(r, z, t) ñëó÷àéíûì îáðàçîì çàâèñèò òàêæå îò ïðîäîëüíîéêîîðäèíàòû z è âðåìåíè t, ïðè÷¼ì èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû â ïðîäîëüíîìíàïðàâëåíèè (âäîëü îñè z) ÿâëÿþòñÿ ãîðàçäî áîëåå ¾ìåäëåííûìè¿, ÷åìâ ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îò âðåìåíè òàêæåïðåäïîëàãàåòñÿ ìåäëåííîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì T = 2π/ω. Òàêèìîáðàçîì, â êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà r0, z0 ïðîöåññ

E(r0, z0, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèé øóì. Âåùåñòâåííàÿ âîë-íîâàÿ ïåðåìåííàÿ X(r, z, t) = Re [E(r, z, t)] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàêàê
X(r, z, t) = ρ(r, z, t) cos (ωt− k0z + ϕ(r, z, t)).Ôóíêöèè ρ(r, z, t) è ϕ(r, z, t), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âåùåñòâåííóþ àì-ïëèòóäó âîëíû è �ëóêòóàöèîííóþ êîìïîíåíòó �àçû ñîîòâåòñòâåííî,

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



140 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûòàê æå, êàê êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà, ÿâëÿþòñÿ ¾ìåäëåííûìè¿ ñëó÷àé-íûìè �óíêöèÿìè z è t, ÷òî îáåñïå÷èâàåò êâàçèìîíîõðîìàòè÷íîñòü âîë-íû. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé X(r, z, t) (òàê æå, êàê êîì-ïëåêñíîé ïåðåìåííîé E(r, z, t)) ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè ëþáûõ
r, z è t.

k0
k

yk
xk

0 x

y k

z

�èñ. 3.11. Âîëíî-âîé âåêòîð âîëíû
Äëÿ êâàçèïëîñêîé êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîë-íû �àçà ϕ â òðàíñâåðñàëüíîé ïëîñêîñòè ìåíÿåòñÿíåçíà÷èòåëüíî íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà äëèíû âîë-íû λ = 2π

k0
. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîå ïîëå (3.177)ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëó÷àéíîé ñóïåðïîçèöèåé ïëîñ-êèõ âîëí, âîëíîâûå âåêòîðû êîòîðûõ ðàñïîëàãàþò-ñÿ âáëèçè îñè Oz è ñîñòàâëÿþò ñ íåé ìàëûå óãëû(ðèñ.3.11).Ââåäåì óãîë α ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè âåêòîðîâ kè k0. Òîãäà k0=k cosα, k=k0 + k⊥=k0 + kx + ky.Äëÿ ñëó÷àéíûõ âîëí òèïà (3.177) óäîáíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî ïî-ïåðå÷íóþ è ïðîäîëüíóþ êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè. Ïîïåðå÷íàÿ êîððåëÿ-öèîííàÿ �óíêöèÿ â çàäàííîì ñå÷åíèè z ñëó÷àéíîé âîëíû (ñ ó÷åòîì íó-ëåâîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ΨE⊥(r1, r2, z, t)=〈E(r1, z, t)E∗(r2, z, t)〉=〈Ėm(r1, z, t)Ė∗
m(r2, z, t)〉, (3.178)ãäå ¾∗¿ � ñèìâîë êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Ïðè r1=r2=r ïîïåðå÷íàÿêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ äàåò èíòåíñèâíîñòü (äèñïåðñèþ) ïîëÿ ñëó÷àé-íîé âîëíû

I(r, z, t) = ΨE⊥(r, r, z, t) = 〈|E(r, z, t)|2〉 = 〈|Ėm(r, z, t)|2〉. (3.179)Ïîïåðå÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííîéõàðàêòåðèñòèêîé ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîëíû. Êðîìå íå¼ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âîëíû îïèñûâà-þòñÿ ïðîäîëüíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé:
ΨE‖(z1, z2, r, t) = 〈E(r, z1, t)E∗(r, z2, t)〉 =

= 〈Ėm(r, z1, t)Ė∗
m(r, z2, t)〉 exp [jk0(z2 − z1)]. (3.180)Åñëè ïðåäïîëîæèòü ñòàöèîíàðíîñòü àìïëèòóäû Ėm(r, z, t) âî âðåìåíè,òî ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè, à òàêæå èíòåí-ñèâíîñòü ïîëÿ âîëíû îêàæóòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Òàêèå ñëó-÷àéíûå âîëíû íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âîëíà (3.177) � ñòàöèîíàðíàÿ. Ìåæäó òî÷êàìè r1 è

r2 â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñòåïåíü ïðîñòðàí-ñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè RE⊥(r1, r2, z), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íîðìèðî-âàííîé ïîïåðå÷íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé:
RE⊥(r1, r2, z) =

∣∣∣∣∣
ΨE⊥(r1, r2, z)√
I(r1, z)I(r2, z)

∣∣∣∣∣ . (3.181)
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3.7. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ñëó÷àéíûå âîëíû 141Î÷åâèäíî, ÷òî RE⊥(r1, r2, z) ∈ [0, 1]. Åñëè äëÿ ëþáûõ r1, r2, z âûïîë-íÿåòñÿ ðàâåíñòâî RE⊥(r1, r2, z) = 1, òî ñëó÷àéíàÿ âîëíà íàçûâàåòñÿ êî-ãåðåíòíîé. Åñëè, íàïðîòèâ, RE⊥(r1, r2, z) ≡ 0, òî çíà÷åíèÿ ïîëÿ âîëíûâ ðàçíûõ òî÷êàõ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Òàêèåâîëíû íàçûâàþòñÿ íåêîãåðåíòíûìè.Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå îäíîðîäíîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû å¼ñëó÷àéíàÿ àìïëèòóäà çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè èíå ìåíÿåòñÿ íè âäîëü îñè z, íè âî âðåìåíè: Ėm(r, z, t) = Ėm(r). Â ïðåä-ïîëîæåíèè îäíîðîäíîñòè ïîëÿ âîëíû â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè, ïîïåðå÷íàÿêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ s ìåæäó ðàñ-ñìàòðèâàåìûìè òî÷êàìè r1 è r2 â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè: s=r2 − r1, è å¼ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåãî ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ:
ΨE⊥(s) =

1

(2π)2

∫
WE(k⊥) exp (jk⊥s)d

2k⊥,ãäå k⊥ � ïîïåðå÷íûé âîëíîâîé âåêòîð;WE(k⊥) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü(ìîùíîñòè) ïîïåðå÷íûõ �ëóêòóàöèé. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïîâñåì òî÷êàì ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè z.Ââåäåì â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû(k⊥⇒kx, ky, s⇒sx, sy). Òîãäà
ΨE⊥(sx, sy)=

1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
WE(kx, ky) exp [j(kxsx + kysy)]dkxdky, (3.182)

WE(kx, ky)=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ΨE⊥(sx, sy) exp [−j(kxsx + kysy)]dsxdsy. (3.183)Ñîîòíîøåíèÿ (3.182) è (3.183) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå äëÿ ïåðåìåííûõ kx, ky è sx, sy. Ïåðåìåííûå sx, sy õàðàêòåðèçó-þò êîîðäèíàòû òî÷åê â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíû è èìåþò ðàçìåð-íîñòü äëèíû, à ðàçìåðíîñòü ïåðåìåííûõ kx, ky îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàäëèíå. Ïåðåìåííûå ñ òàêîé ðàçìåðíîñòüþ ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïðîñòðàí-ñòâåííûõ ÷àñòîò. Ïîýòîìó �óíêöèþ WE(kx, ky) áóäåì íàçûâàòü ïðî-ñòðàíñòâåííûì ñïåêòðîì èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ ñëó÷àéíîé âîëíû.Â íåêîòîðûõ ðàäèî�èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîëå â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèèâîëíû ìîæíî ñ÷èòàòü íå òîëüêî îäíîðîäíûì, íî è èçîòðîïíûì. Òîãäàñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ïîïåðå÷íûõ �ëóêòóàöèé çàâèñèò òîëü-êî îò ìîäóëÿ âåêòîðà k⊥. Ïîêàæåì ýòî, ïåðåõîäÿ â (3.183) ê ïîëÿðíûìêîîðäèíàòàì. Êàê èçâåñòíî, ïåðåõîä îò äåêàðòîâûõ ê ïîëÿðíûì êîîðäè-íàòàì âûïîëíÿåòñÿ ïî �îðìóëàì:

sx=s cosϑ, sy=s sinϑ, dsxdsy=sdsdϑ, ãäå s= |s|, s ≥ 0, ϑ ∈ [0, 2π].Îáîçíà÷èì kx = k⊥ cosϕ, ky = k⊥ sinϕ, ãäå k⊥= |k⊥|. Òîãäà ïîëó÷èì
kxsx + kysy=k⊥s(cosϕ cosϑ+ sinϕ sinϑ)=k⊥s cos(ϕ− ϑ).Ïîäñòàâëÿÿ íîâûå ïåðåìåííûå â (3.183), íàõîäèì

WE(k⊥, ϕ)=

∫ ∞

0

sds

∫ 2π

0

ΨE⊥(s, ϑ)ejk⊥s cos(ϑ−ϕ)dϑ.
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142 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûÈñïîëüçóåì èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó äëÿ �óíêöèé Áåññåëÿ
Jm(z) =

(−j)m
2π

∫ 2π

0

ejz cosϑ cosmϑdϑè, ïîäñòàâëÿÿ ýòîò èíòåãðàë ïðè m=0 â WE(k⊥, ϕ), ïðèõîäèì ê
WE(k⊥)=2π

∫ ∞

0

sΨE⊥(s)J0(k⊥s)ds. (3.184)Ýòî ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿèìååò âèä:
ΨE⊥(s)=

∫ ∞

0

k⊥WE(k⊥)J0(k⊥s)dk⊥.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàçèïëîñêèõ ñëó÷àéíûõ âîëí, îäíîðîäíûõ è èçî-òðîïíûõ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïîëÿðíûåêîîðäèíàòû, à ïðîñòðàíñòâåííûå ñïåêòðû ïðåäñòàâëÿòü ïðåîáðàçîâàíè-ÿìè Õàíêåëÿ âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.Âîëíîâîé ñïåêòð WE(k⊥)=WE(k sinα) (ñì. ðèñ. 3.11) ÷àñòî íàçûâàþòóãëîâûì ñïåêòðîì, òàê êàê îí îïðåäåëÿåò ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü èçëó-÷åíèÿ ïîä óãëîì α ê îñè Oz. Ïîñêîëüêó âîëíîâîå ÷èñëî k0 îïðåäåëÿåòñÿ÷àñòîòîé êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû (k0= ω
v� , ãäå v� � �àçîâàÿ ñêî-ðîñòü), à k⊥ îò ÷àñòîòû íå çàâèñèò, òî óãëîâûå ñïåêòðû îêàçûâàþòñÿðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò: ÷åì âûøå ÷àñòîòà, òåì �óæå óãëîâîéñïåêòð.Ïîëÿðèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåêòîðíîé âîëíû. Ó âåêòîðíûõ ñëó-÷àéíûõ ïîëåé íå òîëüêî êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà Ėm(r, z, t), íî è ñîñòîÿ-íèå ïîëÿðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Ïîëÿðèçàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîéâîëíû (â îáùåì ñëó÷àå ñëó÷àéíîé) ÿâëÿåòñÿ âàæíîé å¼ õàðàêòåðèñòèêîé.Ïîýòîìó èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü, êàê âëèÿåò ñòàòèñòèêà íà ïîëÿðèçàöè-îííóþ ñòðóêòóðó è õàðàêòåðèñòèêè âîëíû.Ïóñòü çàäàíà êâàçèïëîñêàÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà (3.177).Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îñü Oz ñîâïàëà ñ íà-ïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, à âåêòîðû E(r, z, t) è H(r, z, t) ëå-æàëè â ïëîñêîñòè xOy. Òîãäà â ïëîñêîñòè �ðîíòà âîëíû (z = onst) äëÿïðîåêöèé âåêòîðà E(r, z, t) èìååì:

Ex(r,z,t) = Ėmx(r,t) exp [j(ωt− k0z)]=Emx(r,t) exp [j(ωt− k0z + ϕx(r,t))],

Ey(r,z,t) = Ėmy(r,t) exp [j(ωt− k0z)]=Emy(r,t) exp [j(ωt− k0z + ϕy(r,t))],ãäåEmx(r, t), ϕx(r, t) è Emy(r, t), ϕy(r, t) � ñëó÷àéíûå àìïëèòóäû è íà÷àëü-íûå �àçû ïðîåêöèé âåêòîðà E(r, z, t) íà îñè Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî.Áóäåì îïèñûâàòü ïîëÿðèçàöèþ ñëó÷àéíîé âîëíû ýíåðãåòè÷åñêèìè ïà-ðàìåòðàìè (ñì. ðàçä. 2.7). Äëÿ ýòîãî ââåäåì íàáîð êîâàðèàöèîííûõ �óíê-öèé, óñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé îáå ïðîåêöèè âåêòîðà E(r, z, t)
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3.7. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ è ñëó÷àéíûå âîëíû 143â îäíîé òî÷êå è â îäèí ìîìåíò âðåìåíè, è ïîñòðîèì ìàòðèöó êîãå-ðåíòíîñòè Âèíåðà � Âîëü�à. Òîãäà
Kxx(r) = <Ex(r, z, t)E

∗
x(r, z, t)>=<E

2
mx(r)>,

Kxy(r) = <Ex(r, z, t)E
∗
y(r, z, t)>=<Emx(r)Emy(r) exp[jϑ(r)]>,

Kyx(r) = <Ey(r, z, t)E
∗
x(r, z, t)>=<Emx(r)Emy(r) exp[−jϑ(r)]>,

Kyy(r) = <Ey(r, z, t)E
∗
y(r, z, t)>=<E

2
my(r)>, (3.185)ãäå ϑ(r)=ϕx(r) − ϕy(r), à ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà Âèíåðà � Âîëü�àïðèíèìàåò âèä:Ĵ(r)=(Kxx(r), Kxy(r)

Kyx(r), Kyy(r)

)
=

(
<E2

mx(r)>, <Emx(r)Emy(r) exp[jϑ(r)]>
<Emx(r)Emy(r) exp[−jϑ(r)]>, <E2

my(r)>

)
.(3.186)Ñëó÷àéíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ïîëÿðèçîâàíû ëèøü ÷àñòè÷íî,ò.å. îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè ïîëÿðèçîâàííîé ÷àñòè âîëíû ê ïîëíîé èí-òåíñèâíîñòè âîëíû, íàçûâàåìîå ñòåïåíüþ ïîëÿðèçàöèè P, ìåíüøå åäè-íèöû (0 < P < 1). Åñëè ââåñòè ñëåä ìàòðèöû Âèíåðà � Âîëü�àSp Ĵ(r)=Kxx(r) +Kyy(r)=<E

2
mx(r)> + <E2

my(r)>è å¼ äåòåðìèíàíòdet Ĵ(r)=Kxx(r)×Kyy(r)− |Kxy(r)×Kyx(r)| ,òî ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè P ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
P =

√
(Sp Ĵ(r)2 − 4det Ĵ(r)Sp Ĵ(r) .Ñ ó÷åòîì ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ïàðàìåòðû Ñòîêñà ïðèíèìàþò âèä:

S0(r) = Kxx(r) +Kyy(r)=<E
2
mx> + <E2

my>= Sp Ĵ(r),
S1(r) = Kxx(r)−Kyy(r)=<E

2
mx> − <E2

my>=PS0 cos 2χ̃ cos 2β̃,

S2(r) = Kxy(r) +Kyx(r)=<2EmxEmy cosϑ>=PS0 cos 2χ̃ sin 2β̃,

S3(r) = −j(Kxy(r)−Kyx(r))=<2EmxEmy sinϑ>=PS0 sin 2χ̃, (3.187)ãäå χ̃ è β̃ � ýêâèâàëåíòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîëÿðèçîâàííîé÷àñòè âîëíû. Âñå ïàðàìåòðû Ñòîêñà èìåþò òîò æå �èçè÷åñêèé ñìûñë,÷òî è â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîé âîëíû. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòî-èò â òîì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé âîëíû ñóììà êâàäðàòîâ òð¼õ ïîñëåäíèõïàðàìåòðîâ íå ðàâíà êâàäðàòó ïåðâîãî ïàðàìåòðà, à ðàâíà (PS0)
2.Ïðè ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèè ñëó÷àéíûõ âîëí êîý��èöèåíò âçàèì-íîé êîððåëÿöèè ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ âîëíû îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

Rxy(r) =

√
Kxy(r)Kyx(r)

Kxx(r)Kyy(r)
, 0 < Rxy(r) < 1,
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144 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûà ìîäóëü êîý��èöèåíòà âçàèìíîé êîððåëÿöèè ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ íåïðåâûøàåò êîý��èöèåíòà ïîëÿðèçàöèè âîëíû: |Rxy(r)| ≤ P(r).Êðóã çàäà÷, ðåøàåìûõ â ðàäèî�èçèêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíûéïîëåé è ñëó÷àéíûõ âîëí, ÷ðåçâû÷àéíî øèðîê. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåéðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî íà ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåò-ðàìè è òåïëîâûå �ëóêòóàöèè â ñïëîøíûõ ñðåäàõ è â ýëåêòðîìàãíèòíûõïîëÿõ.Äëÿ ðàäèîèçëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûå íåîäíîðîäíîñòè áîëüøèõ ðàçìåðîâ íåèãðàþò ðîëè, ïîýòîìó îáû÷íî èñõîäÿò èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëüíîé îä-íîðîäíîñòè èëè äàæå ëîêàëüíîé èçîòðîïíîñòè ïîëåé. Áîëüøîé èíòåðåñïðåäñòàâëÿþò ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñðåäàõñî ñëó÷àéíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè, â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñî ñëó÷àéíû-ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èëè îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè ñî ñëó÷àé-íûìè ñâîéñòâàìè (íåðîâíîñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, ñëó÷àéíî ðàñïðå-äåë¼ííûå ó÷àñòêè ñ ðàçëè÷íûìè êîý��èöèåíòàìè îòðàæåíèÿ, ðàçðûâûãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé), à òàêæå î ïðîïóñêàíèè âîëí ÷åðåç ñëîèñòûåñðåäû, ó êîòîðîãî ïðîçðà÷íîñòü è íàáåã �àçû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíÿ-þòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ðàäèî�èçèêè ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå âîçäåé-ñòâèé ñëó÷àéíûõ ïîëåé òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêè ìîíî-õðîìàòè÷åñêèõ âîëí, â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëåíèå öåëîé ïîëîñû ÷àñòîò |∆ω|â îêðåñòíîñòè ω, âîçíèêíîâåíèå êîòîðîé îáóñëîâëåíî õàîòè÷åñêîé ìîäó-ëÿöèåé ïåðâè÷íîé âîëíû ìåíÿþùèìèñÿ íåîäíîðîäíîñòÿìè.3.8. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ1. ßâëÿåòñÿ ëè ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììó ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àé-íîãî ïðîöåññà è íåçàâèñèìîé îò íåãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ îãðàíè÷åí-íûì ñðåäíèì êâàäðàòîì?2. Çàïèñàòü, ÷åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t)=X(t)+αt,ãäå X(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñïåðñèåé σ2
X = 1, à α � íå çàâèñÿùàÿîò X(t) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì < α >= α è ñðåäíèìêâàäðàòîì < α >= α2.3. Èçâåñòíà îäíîìåðíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ΘX(u, t) ñëó÷àé-íîãî ïðîöåññà X(t). Êàê íàéòè ñðåäíèé êâàäðàò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, íåâû÷èñëÿÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè?4. ×òî îçíà÷àåò òåðìèí ¾íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ¿?5. Êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

X(t) = A cos (ω0t+ φ),ãäå A è ω0 � çàäàííûå êîíñòàíòû; φ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíîðàñïðåäåë¼ííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π]. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå X, êîð-ðåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ΨX(t1, t2) è êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè RX(t1, t2)ïðîöåññà X(t).6. Êàêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íàçûâàþòñÿ ïðîöåññàìè ñ ïåðåìåøèâàíè-åì? Êàê õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòü ïåðåìåøèâàíèÿ?7. Ïîêàçàòü, ÷òî ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå íîðìàëüíûé ïðîöåññ
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3.8. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ 145ñ îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåé ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â ñòðîãîì ñìûñëå.8. Ïðîöåññ Y (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó Y (t) = aX1(t) + bX2(t), ãäå
X1(t) è X2(t) ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ñòàöèîíàðíûìèñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè ñî ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ìîùíîñòè
WX1

(ω) è WX2
(ω), a è b � çàäàííûå êîíñòàíòû. Íàéòè ñïåêòðàëüíóþïëîòíîñòü ìîùíîñòè ïðîöåññà Z(t).9. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-ñà X(t) ðàâíà êîíñòàíòå W0 â îãðàíè÷åííîé ïîëîñå ÷àñòîò [−ω1; ω1] èîáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåõ äðóãèõ ÷àñòîòàõ. Íàéòè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíî-ãî ïðîöåññà.10. ×åìó ðàâíû äèñïåðñèÿ è âðåìÿ êîððåëÿöèè áåëîãî øóìà?11. ×òî íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé (îãèáàþùåé) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãîïðîöåññà?12. Êàêîé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ k-ñâÿçàííûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì?13. Îäíîøàãîâàÿ ìàòðèöà ïðîñòîé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè èìååòâèä

π̂1 =

[
1/2 1/3 1/6
1/2 1/3 1/6
1/2 1/3 1/6

]
.Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P ñò

m , m = 1, 2, 3 è ñîîò-âåòñòâóþùåå åìó ñðåäíåå çíà÷åíèå X, åñëè öåïü èìååò ñëåäóþùèå ñîñòî-ÿíèÿ: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2.14. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè P ñò
m , m = 1, 2, 3, 4 îäíîøàãîâîãîïðîöåññà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ñõåìå.

x1 x 2
x 3

r4

g 3g 2g 1

2r

x 415. Çàïèñàòü óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà.16. Äè��óçèîííûé ïðîöåññ X(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè êîý��è-öèåíòàìè ñíîñà è äè��óçèè: A(x, t) ≡ 0, B(x, t) = B ≡ onst. ×åìóðàâíà äèñïåðñèÿ ïðîöåññà σ2
X?17. ßâëÿåòñÿ ëè âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ãàóññîâñêèì?18. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ÑÄÓ:

dX

dt
+X(X − 1) = Xn(t), X ≥ 0,ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1. Íàéòè ñòàöèî-íàðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pñò1 (x) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàX(t) â ñëó÷àå,êîãäà ÑÄÓ ïîíèìàåòñÿ êàê: à) ÑÄÓ Èòî; á) ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à. Áóäóòëè ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûìè?19. Çàïèñàòü óðàâíåíèå Èòî, ýêâèâàëåíòíîå ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ Ñòðà-òîíîâè÷à:
dX

dt
= X +X2

√
2Dn(t),ãäå n(t) � íîðìèðîâàííûé íîðìàëüíûé áåëûé øóì, D ≡ onst.20. Êàêîå ñëó÷àéíîå ïîëå íàçûâàþò îäíîðîäíûì â ñòðîãîì ñìûñëå?21. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàë êîððåëÿöèè (êîãåðåíòíîñòè) îäíîðîäíîãî
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146 �ëàâà 3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîëÿ è âîëíûèçîòðîïíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ?22. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë ïîíÿòèé ¾ïðîñòðàíñòâåí-íàÿ ãàðìîíèêà¿ è ¾ñïåêòð ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê¿?23. Êàê ðàçëè÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîåñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ?24. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îáîáù¼ííàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ?25. ×òî ïîíèìàþò ïîä ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé êîððåëÿöèîííûìè �óíê-öèÿìè ñëó÷àéíûõ âîëí?26. Â ÷åì ñîñòîèò äâîéíîé �èçè÷åñêèé ñìûñë ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò?27. Ïî÷åìó ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ óãëîâîé ñïåêòð ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê âîëíû ñóæàåòñÿ?28. Êàêîé �èçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò êîý��èöèåíòû ìàòðèöû Âèíåðà �Âîëü�à ÷àñòè÷íî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû?29. Ñëó÷àéíàÿ ÷àñòè÷íî ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà èìååò ñòåïåíü ïîëÿðèçà-öèè 0.5, óãîë ýëëèïòè÷íîñòè 22.5◦, óãîë îðèåíòàöèè ýëëèïñà � 15◦. Îïðå-äåëèòü ïàðàìåòðû Ñòîêñà âîëíû.30. Ïàðàìåòðû Ñòîêñà ÷àñòè÷íî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû ðàâíû 8,
√
3, 1,

2
√
3. �àññ÷èòàòü ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè âîëíû è ïàðàìåòðû ïîëÿðèçàöè-îííîãî ýëëèïñà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðûÑòðàòîíîâè÷, �. Ë. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.Èæåâñê : Èçä-âî ÈÊÈ, ÍÈÖ�ÕÄ, 2009.�ûòîâ, Ñ. Ì. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèî�èçèêó. ×. I: Ñëó÷àé-íûå ïðîöåññû. Ì. : Íàóêà, 1976.Àõìàíîâ, Ñ. À., Äüÿêîâ, Þ. Å., ×èðêèí, À. Ñ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèî-�èçèêà è îïòèêà. Ñëó÷àéíûå êîëåáàíèÿ è âîëíû â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ.Ì. : Ôèçìàòëèò, 2010.Òèõîíîâ, Â. È., Ìèðîíîâ, Ì. À. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Ì. : Ñîâ. ðà-äèî, 1977.Òèõîíîâ, Â. È., Õàðèñîâ, Â. Í. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç è ñèíòåç ðà-äèîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ è ñèñòåì. Ì. : �àäèî è ñâÿçü, 2004.Øàõòàðèí, Á. È. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû â ðàäèîòåõíèêå: â 2 ò. Ò.1:Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ò.2: Íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ì. : �åëèîñÀ�Â, 2006.Ëåâèí, Á. �. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîòåõíèêè.Ì. : �àäèî è ñâÿçü, 1989.Òèõîíîâ, Â. È., Øàõòàðèí, Á. È., Ñèçûõ, Â. Â. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.Ïðèìåðû è çàäà÷è : â 4 ò. Ò.1 : Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîöåññû. Ì. :�àäèî è ñâÿçü, 2003.�àðäèíåð, Ê. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ. Ì. :Ìèð, 1986.Êàçàêîâ, Â. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è íåêîòîðûåðàäèîòåõíè÷åñêèå çàäà÷è. Ì. : Ñîâ.ðàäèî, 1977.Âàí Êàìïåí, Í. �. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû â �èçèêå è õèìèè. Ì. :Âûñø. øê., 1990.
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3.8. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ 147Õîðñòõåìêå, Â., Ëå�åâð, �. Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû. Ì. :Ìèð, 1987.Âåíòöåëü, À. Ä., Ôðåéäëèí, Ì. È. Ôëóêòóàöèè â äèíàìè÷åñêèõ ñè-ñòåìàõ ïîä äåéñòâèåì ìàëûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Ì. : Íàóêà, 1979.Àíèùåíêî, Â. Ñ., Àñòàõîâ, Â. Â., Âàäèâàñîâà, Ò. Å., Íåéìàí, À. Á.,Ñòðåëêîâà, �. È., Øèìàíñêèé-�àéåð, Ë. Íåëèíåéíûå ý��åêòû â õàîòè-÷åñêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ì. ; Èæåâñê : Èíñòèòóò êîìïüþòåð-íûõ èññëåäîâàíèé, 2003.Çâåðåâ, Â. À. �àäèîîïòèêà (ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâ â ðàäèî è îïòè-êå). Ì. : Ñîâ.ðàäèî, 1975.Àñòàõîâ, Â. Â., Âàäèâàñîâà, Ò. Å., Õîõëîâ, À. Â. �àäèî�èçèêà. Çà-äà÷è è óïðàæíåíèÿ: ó÷åá. ïîñîáèå. Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2008.Ïîçäíÿê, Ñ. È., Ìåëèòèöêèé, Â. À. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ òåî-ðèþ ïîëÿðèçàöèè ðàäèîâîëí. Ì. : Ñîâ.ðàäèî, 1974.Õîõëîâ À. Â., Ïåðåëüìóòåð �. È. Ìàòðè÷íîå îïèñàíèå ïîëÿðèçàöèèòð¼õìåðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí // Ëåêöèè ïî ýëåêòðîíèêå ÑÂ× èðàäèî�èçèêå: 9-ÿ çèìíÿÿ øê.-ñåìèíàð èíæåíåðîâ: â 3 êí. Êí.1.Ñàðàòîâ : Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 1992.
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�ëàâà 4Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû.Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêè4.1. Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâÊàê ïîêàçàíî â ðàçä. 1.1, ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèãíàëû ìîæíî ðàçäåëèòüíà àíàëîãîâûå, äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå. Çíà÷åíèÿ àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâçàäàþòñÿ â ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè è ïðèíèìàþò ëþáûå çíà÷å-íèÿ â çàäàííûõ ïðåäåëàõ. Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, çàêëþ÷åííîé â òàêèõñèãíàëàõ, íèêîãäà íå èñïîëüçóåòñÿ ïîëíîñòüþ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåéäîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèÿ ñèãíàëîâ â îòäåëüíûå äèñêðåòíûå ìîìåíòûâðåìåíè.Äèñêðåòèçàöèåé áóäåì íàçûâàòü ïðîöåññ ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëîãîâîãîñèãíàëà x(t), çàäàííîãî íà âðåìåííîé îñè t ∈]∞,∞[, ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòüþ îòñ÷¼òîâ {xi} â âèäå áåñêîíå÷íî-êîðîòêèõ èìïóëüñîâ ñ àìïëèòó-äàìè, ðàâíûìè çíà÷åíèÿì ñèãíàëà â âûáðàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ti :
xi = x(ti). Îïåðàöèþ äèñêðåòèçàöèè ìîæíî çàäàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãîîïåðàòîðà:

xi =

∫ ∞

−∞
x(t)δ(t− ti)dt, i ∈ Z, (4.1)à ñàì äèñêðåòèçîâàííûé ñèãíàë çàïèñàòü â �îðìå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà:

xd(t) =

∞∑

i=−∞
x(t)ξ(t− ti), (4.2)ãäå ξ(t) = { 1, t = 0

0, t 6= 0 � �óíêöèÿ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà.Äèñêðåòèçàöèÿ ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíîé (ðåãóëÿðíîé) èëè íåðàâíî-ìåðíîé (àäàïòèâíîé), êîãäà íà èíòåðâàëàõ áûñòðîãî èçìåíåíèÿ çíà÷åíèéñèãíàëîâ îòñ÷¼òû áåðóòñÿ ÷àùå, ÷åì íà èíòåðâàëàõ ìåäëåííîãî èçìåíå-íèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàâíîìåðíóþ (ðåãóëÿð-íóþ) äèñêðåòèçàöèþ.Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ñèãíàëîâ ðåãóëÿðíûìè îòñ÷¼òàìè âîçíèêàåò âî-ïðîñ î âåëè÷èíå øàãà äèñêðåòèçàöèè ∆t. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè
∆t è óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/∆t èñêàæåíèÿ èí-�îðìàöèè óìåíüøàþòñÿ, íî îäíîâðåìåííî ðàñòåò îáúåì îáðàáàòûâàåìûõäàííûõ. Ïîýòîìó îïòèìàëüíûì ωd ñëåäóåò ñ÷èòàòü òàêîå ìèíèìàëüíîå
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4.1. Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâ 149çíà÷åíèå ω(min)
d , ïðè êîòîðîì åù¼ ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî âîññòàíîâèòüàíàëîãîâûé ñèãíàë ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ.Ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàìè àíàëîãîâîãî è äèñêðåòíîãî ñèãíà-ëîâ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà, ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ âûáîð øàãà äèñêðåòèçàöèèïî âðåìåíè. ×òîáû îöåíèòü òå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè äèñêðå-òèçàöèè ñèãíàëà, óäîáíî ïåðåéòè îò âðåìåíí�îãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâê ñïåêòðàëüíîìó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà, êàê ñâÿçàíû ñïåêòðûàíàëîãîâîãî è äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëîâ. Ïóñòü äëÿ −∞ < t < ∞çàäàí íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé àíàëîãîâûé ñèãíàë x(t), êîòîðîìó ñîîò-âåòñòâóåò �óíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè X(ω):

X(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp (−jωt) dt.Ïîñòðîèì äðóãîé ñèãíàë xd(t), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âûáîðêó èñõîä-íîãî ñèãíàëà x(t) â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t = 0,∆t, 2∆t, 3∆t, ...àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.1.

-

6

- ��∆t t

xd(t)

x(t)

0

x(t)

� ~

-

6

- ��

� ~

�èñ. 4.1. Äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ñðàâíîìåðíûì øàãîì ∆tÄëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü xd(t) àíàëèòè÷åñêè, èñïîëüçóåì �îðìóëó(4.2), ãäå â êà÷åñòâå ìîìåíòîâ âðåìåíè ti âîçüì¼ì çíà÷åíèÿ, êðàòíûåøàãó äèñêðåòèçàöèè: ti = i∆t. Òîãäà
xd(t) =

∞∑

i=−∞
x(t)ξ(t− i∆t), (4.3)ãäå

ξ(t) =
{

1, t = 0,
0, t 6= 0.Åñëè ìû ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü �óíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè îò(4.3) îáû÷íûì îáðàçîì, êàê

Xd(ω) =

∫ ∞

−∞
xd(t) exp (−jωt) dt,
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150 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèòî îáíàðóæèì, ÷òî îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëèîáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñèãíàë xd(t) âñþäó ðàçðûâåí: îí ðàâåí íóëþïî÷òè âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷¼òíîãî ÷èñëà òî÷åê. ×òîáû îáîéòè ýòóíåïðèÿòíîñòü, ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ñèãíàë
y(t) =

∞∑

i=−∞
x(t)δ(t− i∆t), (4.4)ãäå δ(t) � äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà, ðàâíàÿ íóëþ âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì

t = 0, ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ñèãíàë y(t) îòëè÷àåòñÿ îòäèñêðåòíîé âûáîðêè xd(t) òîëüêî ñâîåé àìïëèòóäîé � îíà ó íåãî áåñêî-íå÷íî âåëèêà. Îäíàêî, êàê èçâåñòíî, �îðìà ñïåêòðà íå çàâèñèò îò àìïëè-òóäû ñèãíàëà, ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ëèíåéíàÿîïåðàöèÿ. Ïîýòîìó �îðìà ñïåêòðà äëÿ ñèãíàëà y(t) áóäåò ñîâïàäàòü ñ�îðìîé ñïåêòðà äëÿ ñèãíàëà xd(t), ïðè òîì, ÷òî âåëè÷èíà ýòîãî ñïåêòðà,êàê ìû óâèäèì äàëåå, áóäåò íåíóëåâîé.Ïîñòðîèì �óíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ äèñêðåòèçîâàííîãîñèãíàëà y(t) è ñðàâíèì å¼ ñ X(ω):
Y (ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)

[ ∞∑

n=−∞
δ(t− n∆t)

]
exp (−jωt) dt. (4.5)Îáîçíà÷èì ñóììó äåëüòà-�óíêöèé ÷åðåç ϕ(t): ϕ(t) =∑∞

n=−∞ δ(t−n∆t).Ïîñêîëüêó ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé âðåìåíè ñ ïåðèîäîì
∆t, îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå êîìïëåêñíîãî ðÿäà Ôóðüå:

ϕ(t) =

∞∑

k=−∞
Ċk exp

(
j
2π

∆t
kt

)
, (4.6)ãäå

Ċk =
1

∆t

∫ ∆t/2

−∆t/2

δ(t) exp (−j2πkt/∆t) dt = 1

∆t
.Òàê êàê â èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ (−∆t/2,∆t/2) ïîïàäàåò òîëüêî δ(0),èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó.Ïîäñòàâëÿÿ Ċk è (4.6) â (4.5) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòå-ãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì:

Y (ω) =
1

∆t

∞∑

k=−∞

∫ ∞

−∞
x(t) exp

(
−j
[
ω − 2π

∆t
k

]
t

)
dt.Âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íè ÷òî èíîå, êàê ñïåê-òðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñèãíàëà x(t) íà ÷àñòîòå ω−2πk/∆t, ãäå 2π/∆t = ωd.Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Y (ω) =
1

∆t

∞∑

k=−∞
X

(
ω − 2π

∆t
k

)
=

1

∆t

∞∑

k=−∞
X(ω − kωd) . (4.7)
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4.1. Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâ 151Òàêèì îáðàçîì, èç (4.7) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñ ðàâíî-ìåðíûì øàãîì ∆t ñèãíàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾íàëîæåíèå¿ íà ñïåêòðàíàëîãîâîãî ñèãíàëà X(ω) (ðèñ. 4.2, à) åãî êîïèé, ñäâèíóòûõ íà ÷àñòî-òû, êðàòíûå ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/∆t. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòüíåñêîëüêî âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèëîæåíèÿ âûâîäîâ.1. Ñïåêòð äèñêðåòíîãî ñèãíàëà åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèî-äîì, ðàâíûì ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè. Ïîýòîìó ñïåêòðû äèñêðåòíûõ ñèã-íàëîâ èìååò ñìûñë èçìåðÿòü â ïîëîñå ÷àñòîò îò 0 äî ωd èëè â ãëàâíîì÷àñòîòíîì äèàïàçîíå �óíêöèè Xd(ω).2. Åñëè ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé ωh,ïðè÷¼ì 2ωh ≤ ωd, òî ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà áóäåò ïðåä-ñòàâëÿòü ñîáîé ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñïåêòðà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà(ðèñ. 4.2,á ).

�èñ. 4.2. Ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà (à) è ñïåêòðû äèñêðåòèçî-âàííîãî ñèãíàëà ïðè 2ωh < ωd (á ) è 2ωh > ωd (â)3. Åñëè ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà èìååò ñêîëü óãîäíî âûñîêèå ÷à-ñòîòû èëè æå îí îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé ωh, íî ïðè ýòîì ÷àñòîòàäèñêðåòèçàöèè ìåíüøå óäâîåííîé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ñïåêòðà 2ωh > ωd,ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íàëîæåíèå íàñïåêòðX(ω) åãî êîïèé, ñîïðîâîæäàþùååñÿ ïåðåêðûòèåì ÷àñòåé ñïåêòðà,êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.2,â.
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152 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèÈç âòîðîãî è òðåòüåãî ïóíêòîâ ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé âûâîä: äëÿòîãî ÷òîáû ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà íå èñêàæàëñÿ çà ñ÷¼ò íà-ëîæåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè áûëà êàê ìèíè-ìóì âäâîå âûøå ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû â ñïåêòðå àíàëîãîâîãî ñèãíà-ëà. Äàííîå ïðàâèëî íàçûâàþò êðèòåðèåì Êîòåëüíèêîâà (à â àíãëîÿçû÷-íîé ëèòåðàòóðå � êðèòåðèåì Íàéêâèñòà).Èòàê, ðàññìîòðåâ ñâîéñòâà ñïåêòðà äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà, ìûîïðåäåëèëè óñëîâèå äëÿ øàãà äèñêðåòèçàöèè, êîòîðîå äîñòàòî÷íî äëÿîáðàáîòêè ñèãíàëîâ ñ îïðåäåë¼ííûì õàðàêòåðîì ñïåêòðà:
ω
(min)
d = 2ωh. (4.8)×òî ïðîèçîéäåò, åñëè äàííûé êðèòåðèé íå áóäåò âûïîëíåí? Â ýòîì ñëó-÷àå, êàê âèäíî èç ðèñ. 4.2,â, ïðîèçîéäåò ïåðåêðûòèå ñïåêòðà ñ ñîáñòâåí-íûì ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì òàêèì îáðàçîì, ÷òî íèçêî÷àñòîòíûåñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðà íàêëàäûâàþòñÿ íà âûñîêî÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþ-ùèå. Òàêîå ÿâëåíèå íàçûâàþò ¾ïðîñà÷èâàíèåì¿ âûñîêî÷àñòîòíûõ êîì-ïîíåíò ñïåêòðà â îáëàñòü íèçêèõ ÷àñòîò (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå �aliasing).Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ïðè çàïèñè àêóñòè÷åñêîãî ñèãíà-ëà, ñïåêòð êîòîðîãî ïðîñòèðàåòñÿ äî 20 ê�ö, â ïîìåùåíèè îò êàêîãî-òîóñòðîéñòâà ïðèñóòñòâóåò óëüòðàçâóêîâîé ñèãíàë ñ ÷àñòîòîé 30 ê�ö. Çà-ïèñü âûïîëíÿåòñÿ ñ äèñêðåòèçàöèåé ñèãíàëà íà âûõîäå ìèêðî�îíà ñîñòàíäàðòíîé ÷àñòîòîé 44.1 ê�ö, ò.å. áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ïðåâûøàåòìàêñèìàëüíóþ ÷àñòîòó àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà. Åñëè áû èñïîëüçîâàëàñüàíàëîãîâàÿ çâóêîçàïèñûâàþùàÿ àïïàðàòóðà, òî ñèãíàë óëüòðàçâóêîâîé÷àñòîòû ïîñëå çàïèñè è ïîñëåäóþùåãî âîñïðîèçâåäåíèÿ íå ïðèâåë áû êèñêàæåíèÿì, ïîñêîëüêó îí íå âîñïðèíèìàåòñÿ ÷åëîâå÷åñêèì óõîì. Èíà÷åîáñòîèò äåëî ïðè çàïèñè äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà. Ïðè ïðîñëóøè-âàíèè òàêîé çàïèñè ìû óñëûøèì øóìîâîé ñèãíàë íà ðàçíîñòíîé ÷àñòîòå

44.1− 30 = 14.1 ê�ö, ò.å. âîññòàíîâëåííûé ñèãíàë áóäåò âûãëÿäåòü òàê,êàê åñëè áû ÷àñòîòû, ëåæàùèå âûøå ïîëîâèíû ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè,çåðêàëüíî îò íå¼ îòðàçèëèñü â íèæíþþ ÷àñòü ñïåêòðà è ñëîæèëèñü ñïðèñóòñòâóþùèìè òàì ãàðìîíèêàìè. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ý��åêò ïîÿâ-ëåíèÿ ëîæíûõ (êàæóùèõñÿ) ÷àñòîò. Ý��åêò àíàëîãè÷åí âñåì èçâåñò-íîìó ý��åêòó îáðàòíîãî âðàùåíèÿ êîëåñ àâòîìîáèëÿ íà ýêðàíàõ êèíî èòåëåâèçîðîâ, êîãäà ñêîðîñòü èõ âðàùåíèÿ íà÷èíàåò ïðåâûøàòü ÷àñòîòóñìåíû êàäðîâ. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîÿâëåíèÿ ëîæíûõ ÷àñòîò ñëåäóåòïîâûøàòü ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè èëè îãðàíè÷èòü ñïåêòð ñèãíàëà ïå-ðåä äèñêðåòèçàöèåé �èëüòðàìè íèæíèõ ÷àñòîò, êîòîðûå ïðîïóñêàþò áåçèçìåíåíèÿ âñå ÷àñòîòû íèæå ÷àñòîòû ñðåçà è ïîäàâëÿþò â ñèãíàëå ÷à-ñòîòû âûøå ÷àñòîòû ñðåçà. ×àñòîòà ñðåçà àíòèàëèàñèíãîâûõ �èëüòðîâóñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîé ïîëîâèíå ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè.Èòàê, èññëåäóÿ ñâîéñòâà ñïåêòðà äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ, ìû îáíàðóæè-ëè, ÷òî âûáîð ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè îáóñëîâëåí ñâîéñòâàìè ñïåêòðàèñõîäíîãî ñèãíàëà: ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äîëæíà áûòü êàê ìèíèìóìâäâîå âûøå âåðõíåé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ñïåêòðà.Äèñêðåòèçàöèÿ ïîëîñîâûõ ñèãíàëîâ. ×àñòîòà äèñêðåòèçàöèè �îñíîâíîé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïðîöåññ äèñêðåòèçàöèè. Ñóùåñòâóþò
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4.1. Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâ 153ëè ñèãíàëû, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî îáîéòè ïðàâèëî (4.8)? Îòâåò íà ýòîòâîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé.Åñëè îáðàáàòûâàåìûé ñèãíàë èìååò ïîëîñîâîé ñïåêòð, ò.å. êðîìå âåðõ-íåé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ωh îí èìååò è íèæíþþ ãðàíè÷íóþ ÷àñòîòó ωl,äëÿ åãî äèñêðåòèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä, èçâåñòíûé êàê ïîëî-ñîâàÿ äèñêðåòèçàöèÿ. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè è, êðîìå òîãî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, îñóùå-ñòâèòü ïåðåíîñ ñïåêòðà ñèãíàëà â íèçêî÷àñòîòíóþ îáëàñòü.Ïîëîñîâàÿ äèñêðåòèçàöèÿ â ëèòåðàòóðå óïîìèíàåòñÿ ïîä ðàçëè÷íû-ìè äðóãèìè íàçâàíèÿìè, òàêèìè êàê äèñêðåòèçàöèÿ Ï×, ãàðìîíè÷åñêàÿäèñêðåòèçàöèÿ, ñóáíàéêâèñòîâñêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ è äèñêðåòèçàöèÿ ñ ïî-íèæåííîé ÷àñòîòîé. Êîãäà øèðèíà ñïåêòðà è öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà íåïðå-ðûâíîãî âõîäíîãî ñèãíàëà ïîçâîëÿþò, ïîëîñîâàÿ äèñêðåòèçàöèÿ íå òîëü-êî îáåñïå÷èâàåò ñíèæåíèå ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè, íî è óìåíüøàåò îáúåìïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ õðàíåíèÿ ñèãíàëà íà çàäàííîì èíòåðâàëå.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ ñèãíàëà ñ îãðàíè-÷åííûì ñïåêòðîì. Ïóñòü ñïåêòð ñèãíàëà èìååò ïîëîñó ÷àñòîò øèðèíîé
∆f=5 Ì�ö è ëîêàëèçîâàí â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû
fc=20 Ì�ö, ò.å. çàíèìàåò äèàïàçîí ÷àñòîò îò fa = 17.5 äî fb = 22.5Ì�ö(ðèñ. 4.3, à). Çàìåòèì, ÷òî ïîëíûé êîìïëåêñíûé ñïåêòð ñèãíàëà, êàê ýòîñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñïåêòðà âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ, ñîñòîèò èç ïîëîæè-òåëüíûõ ÷àñòîòíûõ ãàðìîíèê è çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ èì ãàðìîíèêíà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ. Ïîýòîìó íà ðèñ. 4.3, à êðîìå òðåóãîëüíèêà âäèàïàçîíå ÷àñòîò îò 17.5 äî 22.5 Ì�ö ïîêàçàí çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûéåìó òðåóãîëüíèê ñ ÷àñòîòàìè îò −17.5 äî −22.5 Ì�ö.

�èñ. 4.3. Ïðèìåð ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà ñ îãðàíè÷åí-íûì ñïåêòðîì
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154 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèÄëÿ äèñêðåòèçàöèè òàêîãî ñèãíàëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Íàé-êâèñòà (äèñêðåòèçàöèÿ ñ ÷àñòîòîé, ïðåâûøàþùåé â äâà ðàçà íàèâûñøóþ÷àñòîòó â ñïåêòðå ñèãíàëà), íàì íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ÷àñòîòó âûáîð-êè áîëåå 45 Ì�ö (èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè ∆t ∼= 22.2 íñ). Îêàçûâàåòñÿ,îäíàêî, ÷òî äëÿ ïîëîñîâûõ ñèãíàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ìåíüøóþ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè.�àññìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò ïðè ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè fd=17.5 Ì�ö.Êàê ñëåäóåò èç �îðìóëû (4.7) ïðè äèñêðåòèçàöèè â ñïåêòðå ñèãíàëà, êðî-ìå òåõ êîìïîíåíò, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â ñïåêòðå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà,áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü èõ ¾êîïèè¿ íà ÷àñòîòàõ, îòñòîÿùèõ íà ±fd, ±2fdè ò.ä. Â ðåçóëüòàòå â ñïåêòðå äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà ïîÿâÿòñÿ êîì-ïîíåíòû, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 4.3, à øòðèõîâûìè ëèíèÿìè.Èç ðèñóíêà õîðîøî âèäíî, ÷òî íàëîæåíèÿ îñíîâíîãî ñïåêòðà è êî-ïèé íå ïðîèñõîäèò � êîïèè îñíîâíîé ÷àñòè ñïåêòðà ¾ïðîìàõèâàþòñÿ¿îòíîñèòåëüíî íå¼, ïîïàäàÿ â òå ÷àñòîòíûå îáëàñòè, ãäå ñïåêòðàëüíûåêîìïîíåíòû àíàëîãîâîãî ñèãíàëà îòñóòñòâóþò. Äåéñòâèòåëüíî, îáëàñòüîñíîâíîé ÷àñòè ñïåêòðà, ðàñïîëàãàþùàÿñÿ â ïîëîñå ÷àñòîò îêîëî ÷àñòî-òû −fc, ¾êîïèðóåòñÿ¿ â îáëàñòè îêîëî ÷àñòîò fd − fc = −2.5 Ì�ö è
2fd − fc = 15 Ì�ö. Àíàëîãè÷íî ýòîìó îáëàñòü îñíîâíîé ÷àñòè ñïåêòðà,ðàñïîëàãàþùàÿñÿ â ïîëîñå ÷àñòîò îêîëî ÷àñòîòû fc, ¾êîïèðóåòñÿ¿ â îáëà-ñòè îêîëî ÷àñòîò fc−fd = 2.5Ì�ö è fc−2fd = −15Ì�ö. Äèñêðåòèçàöèÿíå ïðèâîäèò ê íàëîæåíèþ, íî ïåðåíîñèò ñïåêòð ñèãíàëà â îáëàñòü íèçêèõ÷àñòîò.Äèñêðåòèçàöèÿ ñ ïîíèæåííîé ÷àñòîòîé ìîæåò íå òîëüêî ïåðåíîñèòüñïåêòð èñõîäíîãî ñèãíàëà â íèçêî÷àñòîòíóþ îáëàñòü, íî è çåðêàëüíî îò-ðàæàòü åãî. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, äèñêðåòèçàöèþ òîãî æå ñèãíàëà ñ÷àñòîòîé fd = 22.5 Ì�ö. Àìïëèòóäíûé ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñèã-íàëà ïîêàçàí íà ðèñ. 4.3,á. Ìû âèäèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ¾çåðêàëüíàÿ¿÷àñòü ñïåêòðà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ïåðåíîñèòñÿ â îáëàñòü ïîëîæèòåëü-íûõ ÷àñòîò îò 0 äî 5 Ì�ö, à ñîñòàâëÿþùèå íà ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîòàõ� â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò îò 0 äî −5 Ì�ö. Â èòîãå ñïåêòð âíèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè îêàçûâàåòñÿ çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûì ñïåêòðóàíàëîãîâîãî ñèãíàëà.Èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ÿñíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ÷àñòîòó äèñ-êðåòèçàöèè, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ êðèòåðèþ Íàéêâèñòà è ìåíüøóþ,÷åì
ω
(min)
d = 2ωh, ïðè êîòîðîé íàëîæåíèÿ ñïåêòðîâ íå ïðîèçîéäåò. Òàêîâû-ìè îêàçàëèñü fd = 22.5 Ì�ö è fd = 17.5 Ì�ö. Ïîñëåäíÿÿ ïî÷òè â òðèðàçà ìåíüøå f (min)

d . À ìîæíî ëè åù¼ óìåíüøèòü ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèèïîëîñîâîãî ñèãíàëà, âûáðàâ, íàïðèìåð, fd = 16 Ì�ö èëè fd = 14 Ì�ö?Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè fd=16Ì�ö îáëàñòè ñïåêòðà îò 1.5 äî 6.5 Ì�öè îò 9.5 äî 14.5 Ì�ö íå ïåðåêðûâàþòñÿ, à ïðè fd = 14 Ì�ö íàëîæåíèåñïåêòðîâ áóäåò èìåòü ìåñòî (íåîáõîäèìûå ðàñ÷¼òû ïðåäëàãàåòñÿ âûïîë-íèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Êàêèì æå îáðàçîì ñëåäóåò âûáèðàòü ÷àñòîòó ïî-ëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè? Ïðîâåäåì �îðìàëüíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî âî-ïðîñà.Ïóñòü ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîâûì, ò.å. çàêëþ-÷¼í â îáëàñòè ÷àñòîò ìåæäó fA > 0 è fB > fA. Îáîçíà÷èì öåíòðàëü-íóþ ÷àñòîòó ñïåêòðà fc = (fB + fA)/2 è åãî øèðèíó ∆f = fB − fA.
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4.2. Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâ 155Â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò ñîîòâåòñòâåííî áóäåò íàõîäèòüñÿ çåð-êàëüíîå îòðàæåíèå â äèàïàçîíå ÷àñòîò −fB ≤ f ≤ −fA. �àññìîòðèì¾ðàçìíîæåíèå¿ îòðèöàòåëüíîé ïîëîñû ñïåêòðà ïðè äèñêðåòèçàöèè ñ ÷à-ñòîòîé fd (ðàçìíîæåíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîëîñû áóäåò ïðîèñõîäèòü ñèì-ìåòðè÷íûì îáðàçîì). Çà ñ÷åò äèñêðåòèçàöèè â ñïåêòðå ïîÿâÿòñÿ êîïèèîòðèöàòåëüíîé ïîëîñû ñïåêòðà íà ÷àñòîòàõ −fB + fd ≤ f ≤ −fA + fd,
−fB + 2fd ≤ f ≤ −fA + 2fd, −fB + 3fd ≤ f ≤ −fA + 3fd è ò.ä. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî âíóòðè äèàïàçîíà ÷àñòîò, çàíèìàåìîãî ñïåêòðîì àíàëîãî-âîãî ñèãíàëà −fB ≤ f ≤ fB ïîìåùàåòñÿ k êîïèé îòðèöàòåëüíîé ïîëîñûñïåêòðà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî k-àÿ êîïèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ â äèàïàçîíå ÷àñòîò
−fB + kfd ≤ f ≤ −fA + kfd. ×òîáû íå áûëî ïåðåêðûòèÿ ñ ïîëîæèòåëü-íîé ïîëîñîé ñïåêòðà (fA ≤ f ≤ fB), âåðõíÿÿ ÷àñòîòà êîïèè −fA + kfdäîëæíà áûòü ìåíüøå íèæíåé ÷àñòîòû îñíîâíîé ïîëîñû fA:

−fA + kfd ≤ fA. (4.9)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóþùàÿ êîïèÿ ñ íîìåðîì k+1 äîëæíà ¾ïåðåñêî-÷èòü¿ ÷åðåç îñíîâíóþ ïîëîñó, íå ïåðåñåêàÿñü ñ íåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîíèæíÿÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà ÷àñòîò ýòîé êîïèè −fB + (k + 1)fd äîëæíàáûòü âûøå, ÷åì âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà ÷àñòîò îñíîâíîé ïîëîñû fB:
−fB + (k + 1)fd ≥ fB. (4.10)Ïîäñòàâëÿÿ â íåðàâåíñòâà (4.9) è (4.10) çíà÷åíèÿ fA = fc − ∆f/2 è

fB=fc +∆f/2 è îáúåäèíÿÿ èõ â îäíî, ïîëó÷èì êðèòåðèé ¾ïðàâèëüíîñ-òè¿ âûáîðà ÷àñòîòû ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè:
2fc +∆f

k + 1
≤ fd ≤

2fc −∆f

k
, (4.11)ãäå k � íåêîòîðîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èç (4.11) ëåãêî ïîëó÷èòüóñëîâèå äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ k:

2fc +∆f

kmax + 1
≤ 2fc −∆f

kmax
,èëè

0 < kmax ≤
fc
∆f

− 1

2
. (4.12)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìîòðåííîãî íàìè ñëó÷àÿ íà ðèñ. 4.3, à ìàêñè-ìàëüíîå çíà÷åíèå k ñîñòàâëÿåò 20/5 � 0.5 = 3. Ïîýòîìó âîçìîæíûå çíà÷å-íèÿ k äëÿ ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè k = {1, 2, 3}. Â ïåðâîì ñëó÷àå (k=1)÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äîëæíà ëåæàòü â äèàïàçîíå 22.5 ≤ fd ≤ 35 Ì�ö,âî âòîðîì ñëó÷àå (k = 2) � 15 ≤ fd ≤ 17.5 Ì�ö, à â òðåòüåì (k = 3) �

11.25 ≤ fd ≤ 11.66 Ì�ö.Ïîëîñîâàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ïîíè-æåíèÿ ÷àñòîòû âûáîðêè, íî è â ðÿäå îïåðàöèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîíèæåíèåì÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà ñèãíàëà, íàïðèìåð ïðè äåòåêòèðîâàíèè.
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156 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêè4.2. Âîññòàíîâëåíèå àíàëîãîâîãî ñèãíàëàïî åãî ðàâíîìåðíîé âûáîðêåÂîññòàíîâëåíèå íåïðåðûâíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ïî åãî äèñêðåòíîéâûáîðêå ïðåäñòàâëÿåò îäíó èç âàæíûõ ïðîáëåì ðàäèîýëåêòðîíèêè. Ïî-ñêîëüêó ïðîöåäóðû ðàñ÷¼òà ñïåêòðà è âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà èç ñïåê-òðà (ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) âçàèìíî îäíîçíà÷íû, òî èèñõîäíûé àíàëîãîâûé ñèãíàë ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí. �ëàâíûé âîïðîññîñòîèò â òîì, íàñêîëüêî òî÷íî ìîæíî âîññòàíîâèòü àíàëîãîâûé ñèãíàëïî åãî âûáîðêå, âåäü ïðè äèñêðåòèçàöèè íåîáðàòèìî òåðÿåòñÿ èí�îð-ìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ ñèãíàëà â ìîìåíòû âðåìåíè, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäóòî÷êàìè îòñ÷¼òà. Â îáùåì ñëó÷àå îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñÿò îò èí-òåðâàëà äèñêðåòèçàöèè, ñòðóêòóðû è ñïåêòðà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà, âû-áðàííîé ñèñòåìû áàçèñíûõ �óíêöèé. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî îñóùåñòâèòüïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ïî äèñêðåòíîé âûáîðêå.�ÿä Êîòåëüíèêîâà è òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà � Øåíîíà.Òåîðåìà. Àíàëîãîâûé íåïðåðûâíûé ñèãíàë x(t), ñïåêòð êîòîðîãî îãðà-íè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé ωh, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t îäíîçíà÷íî îïðåäå-ëÿåòñÿ åãî âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè, îòñ÷èòûâàåìûìè ÷åðåç èíòåðâà-ëû ∆t, óäîâëåòâîðÿþùèìè êðèòåðèþ Íàéêâèñòà ωd = 2π/∆t ≥ 2ωh:
x(t)=

∞∑

k=−∞
x(k∆t)

sin(ωd(t− k∆t)/2)

ωd(t− k∆t)/2
=

∞∑

k=−∞
x(k∆t)sin(πt/∆t−πk). (4.13)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèãíàë x(t) îáëàäàåò êîíå÷íîé ýíåðãèåé èïðèíàäëåæèò ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó H(t), ñïåêòð ñèãíàëà îãðà-íè÷åí ÷àñòîòàìè îò íóëÿ äî ωh, à xd(k) = xd(k∆t) � åãî âûáîðêà ñ øà-ãîì äèñêðåòèçàöèè ∆t, ò.å. ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/∆t. Ïðåäïî-ëîæèì òàêæå, ÷òî âûáîð øàãà äèñêðåòèçàöèè ñîîòâåòñòâóåò êðèòåðèþÍàéêâèñòà ωd ≥ 2ωh. Çàïèøåì âûðàæåíèå ñèãíàëà ÷åðåç îáðàòíîå ïðå-îáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè:

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω) exp (jωt) dω.Ïîñêîëüêó â ñèëó êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà âåñü ñïåêòð ñèãíàëà ñîäåðæèòñÿâ ïîëîñå îò −0.5ωd äî 0.5ωd, ïðåäåëû â èíòåãðàëå ìîæíî çàìåíèòü:

x(t) =
1

2π

∫ ωd/2

−ωd/2

X(ω) exp (jωt) dω. (4.14)Òåïåðü ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ X1(ω), ÿâëÿþùóþñÿ ïåðèî-äè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì X(ω), è ïîäñòàâèì å¼ â (4.14) âìåñòî X(ω)(X1(ω) = X(ω), åñëè ω ∈ [−0.5ωd; 0.5ωd]):
x(t) =

1

2π

∫ ωd/2

−ωd/2

X1(ω) exp (jωt) dω. (4.15)
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4.2. Âîññòàíîâëåíèå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ïî åãî ðàâíîìåðíîé âûáîðêå 157Äàííàÿ çàìåíà ïðàâîìåðíà, ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ îáå�óíêöèè ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, X1(ω), â îòëè÷èå îò X(ω) � ïå-ðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ωd. Ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ìîæíîðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:
X1(ω) =

∞∑

k=−∞
Ċk exp

(
j
2πk

ωd
ω

)
=

∞∑

k=−∞
Ċk exp (jkω∆t) , (4.16)ãäå

Ċk=
1

ωd

∫ ωd/2

−ωd/2

X1(ω) exp

(
−j2πk

ωd
ω

)
dω=

∆t

2π

∫ ωd/2

−ωd/2

X1(ω) exp (−jkω∆t) dω.Ñðàâíèâàÿ èíòåãðàëû â ýòîì âûðàæåíèè è â �îðìóëå (4.15), ïîëó÷èìäëÿ Ċk:
Ċk = ∆t · x(−k∆t).Òåïåðü ïîäñòàâèì Ċk â (4.16), à (4.16) â (4.15) è ïîìåíÿåì ìåñòàìèïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà

x(t) =
∆t

2π

∞∑

k=−∞
x(−k∆t)

∫ ωd/2

−ωd/2

exp (jω(t+ k∆t)) dω =

=
∞∑

k=−∞
x(−k∆t)exp(jωd(t+ k∆t)/2)− exp(−jωd(t+ k∆t)/2)

jωd(t+ k∆t))
=

=
∞∑

k=−∞
x(−k∆t)sin(ωd(t+ k∆t)/2)

ωd(t+ k∆t)/2
=

∞∑

k=−∞
x(−k∆t)sin(ωd(t+ k∆t)/2).(4.17)Èíâåðòèðóÿ çíàêè ïåðåä k∆t, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

x(t) =
∞∑

k=−∞
x(k∆t)sin(ωd(t− k∆t)/2) =

∞∑

k=−∞
x(k∆t)sin(πt/∆t− πk).(4.18)Òåîðåìà äîêàçàíà.Òàêèì îáðàçîì, âîññòàíîâëåíèå íåïðåðûâíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëàïðè îïòèìàëüíîì èíòåðâàëå äèñêðåòèçàöèè ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ(4.18), ò.å. ïðè äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè ñ ¾ïðàâèëüíûì¿ øàãîì íå ïðî-èñõîäèò íåîáðàòèìîé ïîòåðè èí�îðìàöèè àíàëîãîâîãî ñèãíàëà. Ïðàâäà,íà ñàìè ñèãíàëû íàêëàäûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííîå îãðàíè÷åíèå: èõ ñïåêòðäîëæåí áûòü îãðàíè÷åí ñâåðõó ïî ÷àñòîòå. Îäíàêî äëÿ ýêñïåðèìåíòàëü-íûõ ñèãíàëîâ ýòî îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñäåðæèâàþùèì � ëþáûå ñèã-íàëû ñ îãðàíè÷åííîé ýíåðãèåé èìåþò îãðàíè÷åííûé ïî ÷àñòîòå ñïåêòð.Ïîýòîìó ëþáûå ðàäèîñèãíàëû ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû äèñêðåòèçàöèèáåç ïîòåðè èõ êà÷åñòâà. Îäèí èç ïðèìåðîâ âîññòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâîãîñèãíàëà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.4. Ïî ñóùåñòâó, òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà �
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158 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèØåíîíà èëëþñòðèðóåò âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà îò èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðà-çîâàíèé Ôóðüå x(t) ê ðÿäàì Ôóðüå.

-

6

� -∆t
t

y(t)

x(t)

0

x(t)

x̃(t)

� j

=
9

-

6

� -

� j

=
9

�èñ. 4.4. Ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëàÏðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (4.18) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Êîòåëüíèêîâà1. Áà-çèñíûå �óíêöèè
ϕk(t) =

sin(ωd(t− k∆t)/2)

ωd(t− k∆t)/2
= sin(ωd(t− k∆t)/2) (4.19)òàêæå íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Êîòåëüíèêîâà èëè �óíêöèÿìè îòñ÷¼-òîâ, ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà èíòåðâàëå [−∞,∞] è ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíî ñäâèíóòûå �óíêöèè sin t/t.Èñïîëüçóÿ äóàëüíîñòü âðåìåíè è ÷àñòîòû (ñì. ãë. 2, ðàçä. 2.4), ìîæ-íî ñ�îðìóëèðîâàòü ¾äóàëüíóþ òåîðåìó¿ Êîòåëüíèêîâà � Øåíîíà èëèòåîðåìó îòñ÷¼òîâ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè:êîìïëåêñíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü X(ω) îãðàíè÷åííîãî âî âðåìåíèèíòåðâàëîì [−T/2, T/2] àíàëîãîâîãî ñèãíàëà íà ëþáîé ÷àñòîòå ω îäíî-çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè åãî ñïåêòðà, îòñ÷èòû-âàåìûå ÷åðåç èíòåðâàë ω = 2π/T , íàçûâàåìûé ÷àñòîòîé ðàçðåøåíèÿñïåêòðà:

X(ω)=

∞∑

k=−∞
X

(
k
2π

T

)
sin(ω − k 2π

T )T2
(ω − k 2π

T )T2
=

∞∑

k=−∞
X

(
k
2π

T

)sin(ωT
2

− πk

)
. (4.20)Ýòó òåîðåìó ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.Çàìåòèì, ÷òî ïî �îðìóëå Êîòåëüíèêîâà öåëîå ÷èñëî k, ñîîòâåòñòâó-þùåå íîìåðó áàçèñíîé �óíêöèè è íîìåðó îòñ÷¼òà ïðè äèñêðåòèçàöèèñèãíàëà, äîëæíî èçìåíÿòüñÿ â èíòåðâàëå (−∞,∞), ò.å. âûáîðêà äîëæ-íà ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî îòñ÷¼òîâ, ÷òî íåâîçìîæíî íàïðàêòèêå.Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëîâ ñ ¾óñå÷åííûì¿ ñïåêòðîì. Â îáùåìñëó÷àå äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà è øèðèíà åãî ñïåêòðà íå ìîãóò áûòü îäíî-âðåìåííî îãðàíè÷åíû êîíå÷íûìè èíòåðâàëàìè. Åñëè ñèãíàë íåäîñòàòî÷-íî áûñòðî çàòóõàåò, òî ñïåêòð ñèãíàëà íåîãðàíè÷åí. Êîíå÷íî, åãî ìîæíîèñêóññòâåííî îãðàíè÷èòü ñâåðõó äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòîòîé ωh òàê,1Òàêîé ðÿä âïåðâûå ââåë â 1915 ã. Å. Ò. Óèòòàêåð â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè.
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4.3. Ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ â öè�ðîâîé �îðìå 159÷òîáû ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðà çà ãðàíèöåé ωh áûëè ïðåíåáðåæèìî ìàëû-ìè, íî ïðè ýòîì âñå ðàâíî âîçíèêàþò ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ.Ïóñòü ñèãíàë x(t) çàäàí â èíòåðâàëå [0, T ] è ðàâåí íóëþ çà åãî ïðåäå-ëàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòð ¾óñå÷åí¿ íà ÷àñòîòå ωh èäåàëüíî, ò.å. áåçèñêàæåíèé äëÿ ÷àñòîò ω ≤ ωh. Âûáèðàåì èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè ∆t.×òîáû èçáåæàòü ïåðåêðûòèÿ ñïåêòðîâ, çàäàåì ωd = 2ωh, ãäå ωd = 2π/∆t.Ïîëó÷àåì ÷èñëî îòñ÷¼òîâ N=T/∆t.�àññìîòðèì òåïåðü, êàê ïðåäñòàâèòü âîññòàíîâëåííûé ñèãíàë x̃(t) ñóñå÷¼ííûì ñïåêòðîì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî �óíêöèÿì Êîòåëüíèêîâà. Ïîóñëîâèÿì çàäà÷è ∆t = 2π/ωd = π/ωh, ÷èñëî îòñ÷¼òîâ N = Tωh/π èñîâïàäàåò ñ óäâîåííîé áàçîé ñèãíàëà D = T∆f , ãäå ∆f = ωh/2π (ñì.ðàçä. 2.4.2), à
x̃(t) =

2D∑

k=1

x(k∆t)sin(ωd(t− k∆t)). (4.21)Ôóíêöèÿ
ξ(t) = x(t)− x̃(t)ïðåäñòàâëÿåò ëîêàëüíûå ïîãðåø-íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ (ðèñ. 4.5).Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ ξ(t) îá-ðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ îòñ÷¼òàè ìàêñèìàëüíà â öåíòðàõ èíòåð-âàëîâ äèñêðåòèçàöèè. Èíòåãðàëü-íóþ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿöåëåñîîáðàçíî îöåíèâàòü ñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì íà �èñ. 4.5. Ëîêàëüíûå ïîãðåøíîñòè âîñ-ñòàíîâëåíèÿ ñèãíàëàèíòåðâàëå [0, T ]:

ξ =

√
1

T

∫ T

0

(x(t)− x̃(t))2dt. (4.22)Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòèçàöèÿ óñå÷¼ííûõ ñèãíàëîâ âîçìîæíà, íî ïðèîáðàáîòêå ïîñëåäíèõ ñëåäóåò êîíòðîëèðîâàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îøèá-êè èñêàæåíèé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñ-íîçíà÷íûõ �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ðÿä (4.18) ðàâíîìåðíîñõîäèòñÿ ê x(t) ïðè 2D → ∞.4.3. Ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîââ öè�ðîâîé �îðìåÖè�ðîâàÿ �îðìà ïðåäñòàâëåíèÿ îáóñëîâëåíà îñîáåííîñòÿìè ìèêðî-ïðîöåññîðíîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Èñïîëüçîâàíèå ìèêðîïðîöåññîðíîéòåõíèêè äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ � îñíîâíàÿ òåíäåíöèÿ ñîâðåìåííîé ðà-äèîýëåêòðîíèêè, ïîñêîëüêó:1) ëåãêî ðåàëèçîâàòü ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûå àëãîðèòìû îáðàáîòêè ñèã-íàëîâ;2) îäíî è òî æå óñòðîéñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâîáðàáîòêè ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïðîãðàììû.
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160 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèÁîëüøèíñòâî ñèãíàëîâ, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ïðè îá-ðàáîòêå äàííûõ, ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîâûìè ïî ñâîåé ïðèðîäå, äèñêðåòèçè-ðîâàííûìè è êâàíòîâàííûìè â ñèëó ìåòîäè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé èçìåðå-íèé èëè òåõíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ðåãèñòðàöèè, ò.å. ïðåîáðàçîâàííûìè âöè�ðîâûå ñèãíàëû. Ïðîöåññîðû ìîãóò âûïîëíÿòü àðè�ìåòè÷åñêèå îïå-ðàöèè íàä ÷èñëàìè, çàäàííûìè ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ, à òî÷íîñòü çàäà-íèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü ÷èñëîì äâîè÷íûõðàçðÿäîâ ðåãèñòðîâ ïðîöåññîðà.Íî ñóùåñòâóþò è ñèãíàëû, êîòîðûå èçíà÷àëüíî îòíîñÿòñÿ ê êëàññóöè�ðîâûõ, êàê, íàïðèìåð, îòñ÷¼òû êîëè÷åñòâà ãàììà-êâàíòîâ, çàðåãè-ñòðèðîâàííûõ ïî ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåðâàëàì âðåìåíè, ÷èñëî ïîñåùå-íèé èíòåðíåò-ñàéòà â òå÷åíèå çàäàííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, ñåçîííûåèçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé æèâîòíûõ è ò.ä.Öè�ðîâûå ñèãíàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè, ýëåìåíòû êîòîðûõ � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, çàäàííûå ñ êîíå÷íîé òî÷-íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé èíòåðâàëîì êâàíòîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå äåëàåò èõèçîìîð�íûìè öåëûì ÷èñëàì.Íåïðåðûâíûå ñèãíàëû ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â öè�ðîâóþ �îðìó, ïî-ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ îïåðàöèè äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è êâàíòî-âàíèÿ ïî óðîâíþ. Îïåðàöèÿ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè îïèñàíà â ïðåäû-äóùèõ ðàçäåëàõ.Êâàíòîâàíèå ñèãíàëîâ. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ñèãíà-ëà xd(n∆t) = x(n) ñ íèì ïðîèçâîäèòñÿ îïåðàöèÿ êâàíòîâàíèÿ ïî óðîâ-íþ. Êâàíòîâàíèå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõçíà÷åíèé íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà, â îáùåì ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî, êîíå÷íûììíîæåñòâîì äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. Âûáèðàåòñÿ âåëè÷èíà øàãà êâàíòîâàíèÿ ∆x.2. Ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî îòñ÷¼òîâ ñèãíàëà xi = i∆x, ãäå i � öåëîå:
Q = {...x−3, x−2, x−1, x0 = 0, x1, x2, ...} .3. Èñõîäíûé äèñêðåòíûé ñèãíàë x(n) çàìåùàåòñÿ ñèãíàëîì xi(n) òàê,÷òîáû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n çíà÷åíèå xi èç ìíîæåñòâà îòñ÷¼-òîâ Q áûëî íàèáîëåå áëèçêèì ê x(n):

x(n) → xi, òàê ÷òî |xi − x(n)| ≤ |xj − x(n)| äëÿ âñåõ j 6= i.Ïðåäñòàâëåííàÿ îïåðàöèÿ êâàíòîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè ìîæåò áûòüâûðàæåíà �îðìóëîé:
xi(n) = ∆x INT(x(n)

∆x
+

1

2

)
,ãäå INT(...) � öåëàÿ ÷àñòü âåëè÷èíû, ñòîÿùåé â ñêîáêàõ. ×èñëî óðîâ-íåé êâàíòîâàíèÿ âñåãäà êîíå÷íî. Åñëè èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèéïðîñòèðàåòñÿ îò xmin äî xmax, òî ÷èñëî èíòåðâàëîâ êâàíòîâàíèÿ ðàâíî

(xmax − xmin)/∆x, à êîëè÷åñòâî äèñêðåòíûõ óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ îïðå-äåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:
Nx =

[
xmax − xmin

∆x

]
+ 1.
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4.3. Ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ â öè�ðîâîé �îðìå 161Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòñ÷¼òîâ xi(n), ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå àíàëîãîâî-ãî ñèãíàëà x(t), ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåùåñòâåí-íûõ ÷èñåë. Ïî ñóùåñòâó, ñèãíàë xi(n) ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì (îòñ÷¼òàì)ÿâëÿåòñÿ �îðìàëèçîâàííîé ðàçíîâèäíîñòüþ äèñêðåòíîãî ñèãíàëà xd(n)ïðè îêðóãëåíèè îòñ÷¼òîâ ïîñëåäíåãî äî îïðåäåë¼ííîãî êîëè÷åñòâà öè�ð.Ïðè êâàíòîâàíèè ñèãíàëà, â îòëè÷èå îò äèñêðåòèçàöèè, ïðîèñõîäèò íåîá-ðàòèìàÿ ïîòåðÿ èí�îðìàöèè. Ýòà ïîòåðÿ ìîæåò áûòü ó÷òåíà êàê äîáàâ-ëåíèå ê èñõîäíîìó ñèãíàëó âíåøíåãî øóìà, íàçûâàåìîãî øóìîì êâàí-òîâàíèÿ. Ïóñòü x(t) � èñõîäíûé àíàëîãîâûé ñèãíàë, à xi(t) � ñèãíàë,êâàíòîâàííûé ñ øàãîì ∆x. Òîãäà ðàçíèöà ìåæäó íèìè
ξ(t) = x(t)− xi(t)è ïðåäñòàâëÿåò øóì êâàíòîâàíèÿ. Íà ðèñ. 4.6,à èçîáðàæåíî êâàíòîâàíèåãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà åäèíè÷íîé àìïëèòóäû ñ øàãîì ∆x = 0.25.

�èñ. 4.6 . Êâàíòîâàíèå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà(à) è øóì êâàíòîâàíèÿ(á )Èç ïðîöåäóðû êâàíòîâàíèÿ ÿñíî, ÷òî âåëè÷èíà ξ(t) ïðåäñòàâëÿåò ïî-ãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ è ëåæèò â ïðåäåëàõ îò −0.5∆x äî 0.5∆x(ðèñ.4.6, á ), ïðè÷¼ì âñå çíà÷åíèÿ ξ ðàâíîâåðîÿòíû. Ïîýòîìó ñ÷èòàåòñÿ,÷òî îøèáêà êâàíòîâàíèÿ � øóìîâîé ïðîöåññ ñ ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòè p(ξ) = 1/∆x. Õàðàêòåð ýòîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò êâàíòóå-ìîãî ñèãíàëà. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñèãíàëîâ îøèáêà êâàíòîâàíèÿ òàêæå ðå-ãóëÿðíûé ñèãíàë. Îäíàêî â ðàäèîýëåêòðîíèêå òèïè÷íûå ñèãíàëû � ñëó-÷àéíûå, òàê êàê èìåííî ñëó÷àéíûå ñèãíàëû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåäà÷èèí�îðìàöèè.
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162 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèÑòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà øóìà êâàíòîâàíèÿ áóäóò îïðåäåëÿòñÿ ñòàòè-ñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè èñõîäíîãî ñèãíàëà. Äëÿ áîëüøèíñòâà îöåíîê âëè-ÿíèÿ ýòîãî øóìà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî øóì êâàíòîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîð-ðåëèðîâàííûì, ò.å. îáëàäàåò ñâîéñòâàìè áåëîãî øóìà.Ïóñòü îøèáêà êâàíòîâàíèÿ ξ(t) � áåëûé øóì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-äåëåíèåì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (p(ξ)=1/∆x) è íóëåâûì ñðåäíèì. Äèñ-ïåðñèÿ òàêîãî ïðîöåññà σ2
ξ îïðåäåëÿåòñÿ øàãîì êâàíòîâàíèÿ ∆x:

σ2
ξ =

∫ 0.5∆x

−0.5∆x

ξ2p(ξ)dξ =
x3

3∆x

∣∣∣∣
0.5∆x

−0.5∆x

=
∆2

x

12
, (4.23)à ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòîé ïîãðåøíîñòè

σ = ∆x/2
√
3.�àññìîòðåííîå êâàíòîâàíèå íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, òàê êàê øàã∆xîñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì íà âñåì èíòåðâàëå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé xd(n). Ïðèêâàíòîâàíèè ñèãíàëîâ â áîëüøîì äèíàìè÷åñêîì äèàïàçîíå øàã êâàíòî-âàíèÿ ìîæåò áûòü è íåðàâíîìåðíûì, íàïðèìåð ëîãàðè�ìè÷åñêèì, ò.å.ïðîïîðöèîíàëüíûì ëîãàðè�ìó çíà÷åíèé âõîäíîãî ñèãíàëà. Íåðàâíîìåð-íîå êâàíòîâàíèå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíî ñëîæíåå â ðåàëèçàöèè, ÷åìðàâíîìåðíîå, äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóþò, íàïðèìåð, ïðè êâàíòîâàíèèñèãíàëîâ ðàçãîâîðíîé ðå÷è.Êîäèðîâàíèå êâàíòîâàííûõ ñèãíàëîâ. Êîäîâûå êîìáèíàöèè.¾Êîäèðîâàíèå ñîîáùåíèé¿ � âåñüìà åìêîå ïîíÿòèå. Â ìàòåìàòèêå êîäè-ðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A â ìíîæå-ñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (êîäîâûõ êîìáèíàöèé), ñîñòàâëåííûõ èç ñèì-âîëîâ íåêîòîðîãî àë�àâèòà B. Ïðèìåðîì êîäèðîâàíèÿ ìîæåò ñëó-æèòü ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â m-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-ëåíèÿ, êîãäà ÷èñëó N ñîîòâåòñòâóåò êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿ â àë�àâèòå

B={0, 1, ..., m− 1} òàêàÿ, ÷òî bk−1m
k−1+bk−2m

k−2+...+b1m
1+b0m

0 = N ,ãäå m � îñíîâàíèå êîäà, k � ÷èñëî ðàçðÿäîâ m-è÷íîãî (íàïðèìåð, äåñÿ-òè÷íîãî, âîñüìåðè÷íîãî èëè äâîè÷íîãî) ÷èñëà.Ïðè ïåðåäà÷å äèñêðåòíûõ ñîîáùåíèé êâàíòîâàííûå îòñ÷¼òû ÷àùå âñå-ãî ïðåäñòàâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè. Êîäîâûå êîìáèíàöèè ñîäèíàêîâûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (ñ îäèíàêîâîé äëèíîé) íàçûâàþòñÿ ðàâ-íîìåðíûìè. Õîòÿ óâåëè÷åíèå îñíîâàíèÿ êîäà âûçûâàåò ðîñò ïðîïóñêíîéñïîñîáíîñòè çà ñ÷¼ò ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ðàçðÿäîâ êîäà, á�îëüøåå ÷èñëîèñïîëüçóåìûõ ñèìâîëîâ óñëîæíÿåò ëèíèþ ïåðåäà÷è. Â îòñóòñòâèè ïî-ìåõ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äîëæíà áûëà áû ðàñòè ïðîïîðöèîíàëüíîîñíîâàíèþ êîäà, íî ïðè íàëè÷èè ïîìåõ ýòîãî íå ïðîèñõîäèò (óõóäøàåòñÿðàçëè÷èìîñòü îòäåëüíûõ ñèìâîëîâ êîäà).Âûáîð äâîè÷íûõ êîäîâ îáúÿñíÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî ïðîñòîòîé ðåàëè-çàöèè öè�ðîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ. Íàèáîëüøåå ðàñ-ïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè íàòóðàëüíûé äâîè÷íûé êîä, ñèììåòðè÷íûé äâî-è÷íî-÷èñëîâîé êîä è êîä �ðåÿ (ñì. ðàçä. 1.2). Êîìáèíàöèè íàòóðàëüíîãîäâîè÷íîãî êîäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîìåðà óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ. Ñèì-ìåòðè÷íûé äâîè÷íî-÷èñëîâîé êîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áèïî-ëÿðíûõ êâàíòîâàííûõ îòñ÷¼òîâ. Ïðè ýòîì âûñøèé ðàçðÿä íåñåò èí�îð-ìàöèþ î çíàêå îòñ÷¼òà, à îñòàëüíûå ðàçðÿäû � îá àáñîëþòíîì çíà÷åíèè â
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4.3. Ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ â öè�ðîâîé �îðìå 163íàòóðàëüíîì äâîè÷íîì êîäå. Åñëè êîëè÷åñòâî äèñêðåòíûõ óðîâíåé êâàí-òîâàíèÿ ðàâíî Nx, òî ÷èñëî ðàçðÿäîâ m-è÷íîãî êîäà âûáèðàåòñÿ òàêèì,÷òîáû mk ≥ Nx, à äëÿ íàòóðàëüíîãî äâîè÷íîãî êîäà � 2k ≥ Nx.Òàêèì îáðàçîì, ðàçðÿäíîñòü k îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü êîäèðîâàíèÿêâàíòîâàííûõ ñèãíàëîâ, à çíà÷èò, è òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ äèñêðåò-íûõ ñèãíàëîâ â öè�ðîâîé �îðìå.Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåæäóíàðîäíûìè ñîãëàøåíèÿìè àíàëîãîâîìóðå÷åâîìó ñèãíàëó â òåëå�îíèè îòâîäèòñÿ äèàïàçîí ÷àñòîò 4 ê�ö, è ñî-ãëàñíî òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà � Øåíîíà ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äîëæ-íà ñîñòàâëÿòü 8 ê�ö. Ïðè êâàíòîâàíèè îòñ÷åòîâ àìïëèòóä èñïîëüçóåòñÿ256 ñòàíäàðòíûõ óðîâíåé, êîòîðûå êîäèðóþòñÿ 8-ðàçðÿäíûìè äâîè÷íû-ìè ñèìâîëàìè (ñëîâàìè). Îòñþäà ñêîðîñòü ïîòîêîâ äàííûõ, ïåðåäàþùèõðå÷ü, ñîñòàâëÿåò 64êáèò/ñ. ×àñòîòà 8 ê�ö, 8-áèòîâàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿè ñêîðîñòü ïîòîêà äàííûõ 64 êáèò/ñ ñîñòàâëÿþò ñòàíäàðò äëÿ öè�ðîâûõñåòåé âñåõ âèäîâ. Ïîñëåäóþùèå ñêîðîñòè êðàòíû 64 êáèò/ñ.Êîä �ðåÿ [(aΓk−1a
Γ
k−2...a

Γ
0)℄ ñâÿçàí ñ íàòóðàëüíûì äâîè÷íûì êîäîì[(ak−1ak−2...a0)℄ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè aΓ0 = a0⊕a1, aΓ1 =a1⊕a2, ...,

aΓk−2=ak−2⊕ak−1, a
Γ
k−1=ak−1, ãäå (aΓk−1a

Γ
k−2...a

Γ
0) � êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿêîäà �ðåÿ; ñèìâîë⊕ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî ìîäóëþ äâà. Îí îáëàäàåò,ïî ñðàâíåíèþ ñ íàòóðàëüíûì êîäîì, äâóìÿ îñîáåííîñòÿìè: 1) ëþáûå äâåêîäîâûå êîìáèíàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñåäíèì óðîâíÿì êâàíòîâàíèÿ,îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî â îäíîì ðàçðÿäå; 2) ïðè ïåðåõîäå îòîäíîé êîìáèíàöèè ê äðóãîé ñìåíà çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ â êàæäîì ðàçðÿäåïðîèñõîäèò âäâîå ðåæå, ÷åì â íàòóðàëüíîì äâîè÷íîì êîäå.�àññìîòðåííûå êîäû îáåñïå÷èâàþò îäèíàêîâóþ ïîãðåøíîñòü âîññòà-íîâëåíèÿ èç-çà ïîìåõ ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè âîçíèêàþò íåçàâèñèìî îòïåðåäàâàåìîãî ñèãíàëà è ñîñåäíèå îøèáêè íåçàâèñèìû.Òî÷íîñòü êîäèðîâàíèÿ � íå åäèíñòâåííàÿ îïðåäåëÿþùàÿ õàðàêòåðè-ñòèêà öè�ðîâûõ êîäîâ. Íå ìåíåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷èäàííûõ, øèðèíà ïîëîñû èñïîëüçóåìûõ ÷àñòîò, ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü. Âñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè òðåáîâàíèÿìè ðàçëè÷àþò íåñêîëüêî ìåòîäîâ (âà-ðèàíòîâ) öè�ðîâîãî êîäèðîâàíèÿ.Ïðîñòåéøèé ìåòîä NRZ (Non Return to Zero áåç âîçâðàòà ê íóëþ) èñ-ïîëüçóåò ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå V êàê áèò 1 è V = 0 êàê áèò 0. Ïðèïåðåäà÷å íåñêîëüêèõ åäèíèö êîíåö îäíîãî èìïóëüñà ñîåäèíÿåòñÿ ñ íà÷à-ëîì ñëåäóþùåãî åäèíè÷íîãî èìïóëüñà è ñèãíàë íå âîçâðàùàåòñÿ ê íóëþ.Òàêèå êîäû íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè. Ñïåêòð ñèãíàëà ïîñòîÿííîèçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðûäàííûõ. Ïðè ÷åðåäîâàíèè åäèíèö è íóëåéè ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè n áèò/ñïåðèîä ïåðâîé ãàðìîíèêè ñèãíàëà T =2/n,à åå ÷àñòîòà n/2 �ö. Ñðåäíåå íàïðÿæåíèå(ðèñ. 4.7, à) îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îò íó-ëÿ, ñïåêòð ñèãíàëà ñìåùàåòñÿ â îáëàñòüíèçêèõ ÷àñòîò, à äëèííûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè íóëåé è åäèíèö çàòðóäíÿþò ñèíõðî-íèçàöèþ. �èñ. 4.7. Öè�ðîâîå êîäèðîâà-íèå ìåòîäîì NRZ(à)è NRZI(á )Äðóãîé ïîòåíöèàëüíûé êîä ïðåäñòàâëÿåò ìåòîä NRZI ñ èíâåðñèåé
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164 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèóðîâíÿ ïðè ïåðåäà÷å åäèíèöû (Non Return to Zero with ones Inverted).Ïåðåäà÷å íóëÿ ñîõðàíÿåò ðàíåå óñòàíîâëåííûé óðîâåíü ñèãíàëà, à ïðèïåðåäà÷å åäèíèöû ïðîèñõîäèò èíâåðñèÿ óðîâíÿ (ðèñ. 4.7, á ): åñëè ïðåäû-äóùåå çíà÷åíèå ñèãíàëà áûëî ðàâíî íóëþ, åäèíèöà óñòàíàâëèâàåòñÿ êàêíàïðÿæåíèå +V , åñëè æå ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå áûëî +V , òî óñòàíàâëè-âàåòñÿ V =0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåäà÷å äëèííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé åäèíèö ñðåäíåå çíà÷åíèå V ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè ÷åðåäîâàíèè åäèíèö èíóëåé ÷àñòîòà ïåðâîé ãàðìîíèêè ðàâíà n/4 �ö. Îáà ïîòåíöèàëüíûõ êîäàîáëàäàþò õîðîøåé ïîìåõîçàùèù¼ííîñòüþ.

�èñ. 4.8. Èñõîäíàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü (à) è êîäèðîâàíèå ìå-òîäîì 2B1Q (á )

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èí-�îðìàöèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìíîãîóðîâ-íåâûå êîäû. Â äàííîì ñëó÷àå ïðàâèëüíååãîâîðèòü íå îá óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïå-ðåäà÷è, à îá óâåëè÷åíèè èí�îðìàöèîííî-ãî ñîäåðæàíèÿ êàæäîãî ñèìâîëà. Ïðèìå-ðîì ìíîãîóðîâíåâîãî ïîòåíöèàëüíîãî êî-äà ìîæåò ñëóæèòü ïîïóëÿðíûé êîä 2B1Q(2 áèòà çà 1 òàêò). Ïðè ýòîì êàæäîé ïàðåáèòîâ (äèáèòó) ïðèñâàèâàåòñÿ îäíî èç ÷å-òûðåõ íàïðÿæåíèé: �3 Â äëÿ äèáèòà 00,�1 Â äëÿ 01, +1 Â äëÿ 11, +3 Â äëÿ 10(ðèñ. 4.8). Ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ñîêðàùàåò-ñÿ âäâîå, à ÷àñòîòà ïåðâîé ãàðìîíèêè íåïðåâûøàåò n/4 �ö.Åùå îäíó ãðóïïó êîäîâ îáðàçóþò èìïóëüñíûå êîäû, ïðåäñòàâëÿåìûå

�èñ. 4.9. Èñõîäíàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü (à) è êîäèðîâàíèå ìå-òîäîì AMI (á ) è ìàí÷åñòåðñêèìêîäîì (â)

ïåðåïàäàìè ïîòåíöèàëîâ (ðèñ. 4.9). Ïðèýòîì èñïîëüçóåòñÿ âåñü èìïóëüñ âìåñòå ñåãî �ðîíòàìè. Ïðèìåðîì èìïóëüñíîãî êî-äà ìîæåò ñëóæèòü ìåòîä áèïîëÿðíîãî èì-ïóëüñíîãî êîäèðîâàíèÿ AMI (AlternatingMark Inversion), èñïîëüçóþùèé òðè óðîâ-íÿ ñèãíàëà: 0, +1 è �1. Ëîãè÷åñêîìó íó-ëþ ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ïîòåíöèàë, à ëî-ãè÷åñêàÿ åäèíèöà êîäèðóåòñÿ ïîïåðåìåííîïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì ïî-òåíöèàëîì (ðèñ. 4.9, á ). Äëÿ ëþáîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè áèòîâ ñèãíàë íå ñîäåðæèòïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé, à ÷àñòîòà ïåð-âîé ãàðìîíèêè ÷åðåäóþùèõñÿ èìïóëüñîâðàâíà n/4 �ö. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû,ñïåêòð AMI îêàçûâàåòñÿ åùå �óæå.Îñíîâ-íîé íåäîñòàòîê AMI ñîñòîèò â ïîòåðå ñèí-õðîíèçàöèè, êîãäà âñòðå÷àþòñÿ äëèííûåïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé.Ïðèìåðîì ñàìîñèíõðîíèçèðóþùåãîñÿ èìïóëüñíîãî êîäà ÿâëÿåòñÿ àá-ñîëþòíî áèèìïóëüñíûé (ìàí÷åñòåðñêèé) êîä (ðèñ. 4.9, â), â êîòîðîì åäè-íèöû è íóëè êîäèðóþòñÿ ïåðåïàäàìè óðîâíåé â ñåðåäèíå òàêòîâûõ èí-òåðâàëîâ: íóëü � ïåðåïàäîì îò âûñîêîãî óðîâíÿ (+V ) ê íèçêîìó (−V ), àåäèíèöà � îò íèçêîãî óðîâíÿ ê âûñîêîìó. Ìàí÷åñòåðñêèé êîä èìååò âñåãî
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4.3. Ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ â öè�ðîâîé �îðìå 165äâà óðîâíÿ, à ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðè ëþáûõ ñèãíàëàõ îòñóòñòâó-åò. Äëèòåëüíîñòü êàæäîãî èìïóëüñà ðàâíà ïîëîâèíå áèòîâîãî èíòåðâà-ëà. ×àñòîòà ïåðâîé ãàðìîíèêè îêàçûâàåòñÿ ñàìîé âûñîêîé ïðè ïåðåäà÷åäëèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åäèíè÷íûõ èëè íóëåâûõ ñèìâîëîâ.Êðîìå ïðîñòûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ïðè êîäèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ òàêíàçûâàåìûå ïîìåõîóñòîé÷èâûå êîäû, ïîçâîëÿþùèå îáíàðóæèâàòü è èñ-ïðàâëÿòü îøèáêè, âîçíèêàþùèå èç-çà äåéñòâèÿ ïîìåõ. Ïîìåõîóñòîé÷è-âûå êîäû ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè, òàê êàê ñîäåðæàò êðîìå èí�îðìàöè-îííûõ ñïåöèàëüíûå ïðîâåðî÷íûå ñèìâîëû, à çíà÷èò, è äîïîëíèòåëüíûåðàçðÿäû â êîäîâûõ êîìáèíàöèÿõ. Íàëè÷èå èçáûòî÷íûõ ñèìâîëîâ ïðèäà-åò êîäàì êîððåêòèðóþùèå ñâîéñòâà.Â çàêëþ÷åíèå îöåíèì êîëè÷åñòâåííî âëèÿíèå îøèáîê êâàíòîâàíèÿ íàïðîöåññ îáðàáîòêè ñèãíàëà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìîéâ ðàäèîýëåêòðîíèêå õàðàêòåðèñòèêîé � îòíîøåíèåì ñèãíàë/øóì (SNR� signal-to-noise ratio), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ìîùíîñòåéñèãíàëà ê øóìà.Ïóñòü ñëó÷àéíûé ñèãíàë x(t) èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò xmin = −xmaxäî xmax è ýòîò èíòåðâàë ðàçäåëåí íà Nx óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ. Ïîñêîëüêóè ñèãíàë, è øóì êâàíòîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå ïðîöåññû,âìåñòî ìîùíîñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ ñòàòèñòè÷åñêèå ýêâèâàëåíòû� äèñïåðñèè σ2
x è σ2

ξ . Òîãäà äëÿ SNR â äåöèáåëàõ èìååì:SNR = 10 lg
σ2
x

σ2
ξ

(äÁ).Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (4.23) è ó÷èòûâàÿ,÷òî ïðè äâîè÷íîì êîäèðîâàíèèóðîâíåé êâàíòîâàíèÿ ∆x = 2xmax/Nx = 2xmax/2
k, ïîëó÷àåì äèñïåðñèþøóìà êâàíòîâàíèÿ â âèäå:

σ2
ξ =

∆x2

12
=

1

12

(
2Xmax

2k

)2

=
X2

max

3× 22k
. (4.24)Îöåíèòü äèñïåðñèþ ïîëåçíîãî ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà òðóäíî, òàê êàê íóæ-íî çíàòü è �îðìó ñèãíàëà, è åãî �àêòè÷åñêóþ àìïëèòóäó Xm. Åñëè æåèññëåäóåìûé ñèãíàë ãàðìîíè÷åñêèé, òî îòíîøåíèå ïèêîâîãî çíà÷åíèÿñèãíàëà ê äåéñòâóþùåìó ñîñòàâëÿåò √

2. Ïîýòîìó äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãîñèãíàëà σx = Xmax√
2
, à SNR = 10 lg(1.5 · 22k). ÎòñþäàSNR = 10 lg 1.5 + 20

log2 2
k

log2 10
= 6.02k + 1.76. (4.25)Äëÿ ñèãíàëîâ äðóãîé �îðìû (íåãàðìîíè÷åñêèõ) ýòî ñîîòíîøåíèå áó-äåò íàðóøàòüñÿ, îäíàêî ðàçëè÷èå áóäåò íåâåëèêî, è ñîîòíîøåíèå (4.25)âïîëíå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåíêè SNR ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ.Î ÷åì æå ñâèäåòåëüñòâóåò �îðìóëà (4.25)?Åñëè äëÿ êîäèðîâàíèÿ êâàíòîâàííîãî ñèãíàëà èñïîëüçîâàí 8-ðàçðÿä-íûé äâîè÷íûé êîä (SNR = 50 äÁ), à ìîùíîñòü èññëåäóåìîãî ñèãíàëà âìèëëèîí ðàç ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòü øóìà (SNR = 60 äÁ), òî â ðåçóëüòà-òå êîäèðîâàíèÿ è øóì, è ñàìûå ñëàáûå ñèãíàëû áóäóò óòåðÿíû â øóìåêâàíòîâàíèÿ, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîòåðå êà÷åñòâà ñèãíàëà. Íå ìåíåå ñåðü¼ç-íûå ý��åêòû âîçíèêàþò è â äðóãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ.Ïóñòü îáðàáàòûâàåìûé àíàëîãîâûé ñèãíàë íå ñîäåðæèò øóìîâîé êîì-ïîíåíòû, îäíàêî ñîäåðæèò â ñâî¼ì ñïåêòðå ãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû
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166 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèìàëîé èíòåíñèâíîñòè. Òîãäà øóì êâàíòîâàíèÿ ìîæåò ≪çàìàñêèðîâàòü≫ýòè êîìïîíåíòû òàê, ÷òî îíè ïåðåñòàíóò áûòü ðàçëè÷èìû â ñïåêòðåîöè�ðîâàííîãî ñèãíàëà. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ òàêîãî ñèã-íàëà â öè�ðîâîì âèäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òî æå ñîîòíîøåíèå (4.25):SNR íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü îòíîøåíèå ìåæäó ìîùíîñòüþ îñíîâíîéãàðìîíèêè è òåõ ãàðìîíèê, êîòîðûå äîëæíû áûòü ðàçëè÷èìû â ñïåê-òðå îöè�ðîâàííîãî ñèãíàëà. Íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìå-ðàõ, 8-ðàçðÿäíîå äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå ïîçâîëèò ðàçëè÷èòü â ñïåêòðåâûõîäíîãî ñèãíàëà ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, ìîùíîñòü êîòîðûõ ñî-ñòàâëÿåò �50 äÁ îò ìîùíîñòè áàçîâîé ãàðìîíèêè.Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûé ñèãíàë x(t) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí âöè�ðîâîé. Ïîãðåøíîñòè, âíîñèìûå ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, îïðåäå-ëÿþòñÿ �îðìóëàìè (4.22) è (4.23), ìîãóò áûòü óìåíüøåíû äî òðåáóåìîéâåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì øàãîâ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíèè êâàíòîâàíèÿ ïî óðîâíþ.4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèçÑðåäè ìíîæåñòâà ìåòîäîâ àíàëèçà ðàäèîñèãíàëîâ ñïåêòðàëüíûå ìå-òîäû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûìè. Ïîä ñïåêòðîì àíàëîãîâîãîñèãíàëà x(t) çà÷àñòóþ ïîíèìàþò ïîëó÷àþùóþñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëü-íîãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÈÏÔ):
X(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt (4.26)êîìïëåêñíîçíà÷íóþ �óíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè X(ω). Ñâîéñòâàñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â ãëàâå 2. Ïîëó÷åíû ñïåê-òðàëüíûå ïëîòíîñòè äëÿ èíòåãðèðóåìûõ è íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-âèÿì àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèé, äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è êîì-ïëåêñíûõ ñèãíàëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî êâàäðàò ìîäóëÿ �óíêöèèX(ω) ìîæíîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèãíàëà x(t), ïðèõîäÿùóþñÿ íà÷àñòîòó ω. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî x2(t) � ìîùíîñòü ñèãíàëà2â ìîìåíò âðåìåíè t, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ

∫ ∞

−∞
x2(t)dt =

∫ ∞

−∞
|X(ω)|2dω (4.27)çíà÷åíèå ∫∞

−∞ |X(ω)|2dω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèãíàëà E,à |X(ω)|2 = dE/dω.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî �îðìóëà (4.26) ïðèãîäíà ëèøü äëÿ òåîðå-òè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîñòûõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ, íî íèêàê íåìîæåò ñëóæèòü ñðåäñòâîì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðîâ ïîñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:
• íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî íàáëþäàòü çà ñèãíàëîì ñêîëü óãîäíî äîëãî,ëþáûå èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âî âðåìåíè;2Íà ñàìîì äåëå, åñëè x(t) � íàïðÿæåíèå èëè òîê â êàêîé-ëèáî ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, òî x2(t) �âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìîùíîñòè ñ êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â âèäå ïðîâîäèìîñòèèëè ñîïðîòèâëåíèÿ.
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 167
• ïðè ðàñ÷¼òå ñïåêòðîâ ïî �îðìóëå (4.26) äàæå äëÿ ñèãíàëîâ êîíå÷íîéäëèòåëüíîñòè íåîáõîäèìû çíà÷åíèÿ ñèãíàëà â áåñêîíå÷íîì ÷èñëåòî÷åê t, ò.å. x(t) äîëæíà çàäàâàòüñÿ íà êîíòèíóàëüíîì ìíîæåñòâåìîìåíòîâ âðåìåíè;
• åñëè ñèãíàë x(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (à èìåííî ñëó÷àéíûå ñèãíàëûïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ àíàëèçà), òî è X(ω) îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé-íîé �óíêöèåé ÷àñòîòû, è íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû óñðåä-íåíèÿ ñïåêòðîâ, ðàññìîòðåííûå â ãëàâå 3.Èòàê, íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü (4.26) äëÿ àíàëèçà ðåàëüíûõ ñèã-íàëîâ íåâîçìîæíî, îäíàêîX(ω) ìîæåò ñëóæèòü èñõîäíîé âåëè÷èíîé äëÿïîñòðîåíèÿ âñåõ äðóãèõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, ïðèìåíÿåìûõ íàïðàêòèêå.Êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ãëàâû, ïðè äèñêðåòèçàöèè àíà-ëîãîâûõ ñèãíàëîâ ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, íî ýòîãî íåäîñòà-òî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Êàê è â ñëó÷àå àíàëîãîâûõñèãíàëîâ, äèñêðåòíûå ñèãíàëû áûëî áû æåëàòåëüíî ïðåäñòàâèòü â âèäåðàçëîæåíèé ïî äèñêðåòíûì áàçèñíûì �óíêöèÿì, ò.å. ââåñòè äèñêðåòíûåñïåêòðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ�óíêöèé ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå äèñêðåòíûå ýêñïîíåíöè-àëüíûå �óíêöèè, à òàêæå äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà è Õààðà. �àñ-ñìîòðèì äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.4.4.1. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåÍà÷í¼ì ðàññìîòðåíèå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ ¾èäåàëèçèðîâàííûõ ñèãíà-ëîâ¿, çàäàííûõ íà âñåé âðåìåííîé îñè (t ∈ (−∞,∞)) è ðàâíîìåðíî äèñ-êðåòèçîâàííûõ ñ èíòåðâàëîì ∆t (òàê íàçûâàåìîå äèñêðåòíî-âðåìåíí�îåïðåîáðàçîâàíèå), à çàòåì çàéì¼ìñÿ ñïåêòðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì îãðà-íè÷åííûõ âî âðåìåíè ñèãíàëîâ.Äèñêðåòíî-âðåìåíí�îå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü çíà÷åíèÿ äèñêðåò-íîãî ñèãíàëà çàäàíû â ìîìåíòû âðåìåíè tn = n∆t:

x(n) = xd(n∆t), n = 0,±1,±2,±3, ...Åñëè èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè äîñòàòî÷íî ìàë, òî èíòåãðàë â (4.26) ìîæ-íî çàìåíèòü ñóììîé:
X(ω) ≃

∞∑

n=−∞
xd(n∆t)e−jωn∆t∆t.Çíàê ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ñòðîãîå ðàâåíñòâî,åñëè ∆t óñòðåìèòü ê íóëþ.Ñîâåðøèì ïåðåõîä îò ¾îáû÷íîé¿ ÷àñòîòû ω ê áåçðàçìåðíîé ÷à-ñòîòå ω̄, íîðìèðîâàâ ω íà ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/∆t,

ω̄=2πω/ωd=ω∆t, è ââåäåì íîâóþ êîìïëåêñíóþ �óíêöèþ F(ω̄)=X(ω̄)/∆t.Òîãäà �óíêöèþ
F (ω̄) =

∞∑

n=−∞
x(n)e−jω̄n (4.28)
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168 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèìîæíî íàçâàòü êîìïëåêñíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ äèñêðåòíîãî ñèã-íàëà xd(t), à �îðìóëó (4.28) � ¾äèñêðåòíî-âðåìåííûì ïðåîáðàçîâàíèåìÔóðüå¿ (ÄÂÏÔ).Èç (4.28) ëåãêî âûâåñòè îñíîâíûå ñâîéñòâà ÄÂÏÔ.1. Ëèíåéíîñòü:
F∑

i αixi
(ω̄) =

∑

i

αiFxi
(ω̄)ãäå αi � ëþáûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà.2. Ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî íóëåâîé ÷àñòîòû (äëÿ âåùåñòâåííûõñèãíàëîâ): F (−ω̄) = F ∗(ω̄).3. Ïðè ñìåùåíèè ñèãíàëà íà ïîñòîÿííûé èíòåðâàë âðåìåíè åãî àì-ïëèòóäíûé ñïåêòð |F (ω̄)|, êîòîðûé â îñíîâíîì è èíòåðåñóåò èññëå-äîâàòåëåé, èíâàðèàíòåí ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, à�àçîâûé � èíâàðèàíòåí ñ òî÷íîñòüþ äî ëþáîé ëèíåéíîé �óíêöèè÷àñòîòû:

Fx(n−N)(ω̄) = Fx(n)(ω̄)e
−jNω̄.4. Ïåðèîäè÷íîñòü ñ ïåðèîäîì 2π: F (ω̄ + 2π) = F (ω̄).5. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû ω̄ = π (òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííûõñèãíàëîâ): F (π − ω̄) = F ∗(π + ω̄).Ñâîéñòâà (1) � (3) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ÈÏÔ è ÄÂÏÔ, à âîò ñâîéñòâà (4), (5)� òîëüêî äëÿ ÄÂÏÔ. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî íåò ñìûñëà èçìåðÿòü ñïåêòðâî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò, à äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ èíòåðâàëîì

ω̄ ∈ [0 : π], ïîñêîëüêó äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé åãî ëåãêî ïîëó÷èòü ïðèïîìîùè ñâîéñòâ ñèììåòðèè è ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ìåòîäû öè�ðîâîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äà-þò çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òîëüêî â äèàïàçîíå íîðìè-ðîâàííûõ ÷àñòîò ω̄ ∈ [0 : π]. Ïðè ýòîì íîðìèðîâàííîé ÷àñòîòå ω̄ = πñîîòâåòñòâóåò ¾ðåàëüíàÿ¿ ÷àñòîòà, ðàâíàÿ ïîëîâèíå ÷àñòîòû äèñêðåòè-çàöèè ω = ωd/2.Âûðàæåíèå (4.28), êàê è èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òðóäíîèñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèãíàëîâ.Äèñêðåòíîå è îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Îáðàòèìñÿ ê ðåàëüíûì äèñêðåòíûì ñèãíàëàì, îáëàäàþùèì îãðàíè-÷åííîé äëèòåëüíîñòüþ T âî âðåìåíè è êîíå÷íûì ÷èñëîì îòñ÷¼òîâ
n ∈ [0, N − 1], ãäå N = T/∆t. Ïî òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà (ñì. ðàçä. 4.2,�îðìóëó (4.20)) íåïðåðûâíûé ñïåêòð îãðàíè÷åííîãî ïî âðåìåíè ñèãíàëàìîæåò áûòü òî÷íî âîññòàíîâëåí ïî çíà÷åíèÿì ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè âäèñêðåòíîì ÷èñëå òî÷åê ωk = kωT , ãäå ωT = 2π/T . Ïîýòîìó íà ïðàêòèêåäîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñïåêòð â ýòèõ òî÷êàõ: Xk = X(kωT ).Ñ ýòîé (ïðèêëàäíîé) òî÷êè çðåíèÿ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòðîãðàíè÷åííûõ âî âðåìåíè ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì. �àññòîÿíèåïî ÷àñòîòå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ãàðìîíèêàìè ñïåêòðà ðàâíî ωT , ïî-ýòîìó ýòó ÷àñòîòó áóäåì íàçûâàòü ÷àñòîòîé ðàçðåøåíèÿ ñïåêòðà.
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 169Ñïåêòð ïðîèçâîëüíûõ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòî-òîé Íàéêâèñòà ωd = 2π/∆t. Ïîýòîìó ñïåêòð ñèãíàëà êîíå÷íîé äëèòåëü-íîñòè áóäåò ñîäåðæàòü îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ãàðìîíèê íà ÷àñòîòàõ:
0, ωT , 2ωT , ..., (N − 1)ωT . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ðàçäåëèì ÷àñòîòíûéèíòåðâàë 2π/∆t íà ÷àñòîòó ðàçðåøåíèÿ 2π/T = 2π/N∆t, òî ïîëó÷èì,÷òî ñïåêòð ñîäåðæèò N ãàðìîíèê.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ãàðìîíèê, âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (4.26) èîïðåäåëèì çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íà ÷àñòîòå ωk = kωT :

X(kωT ) =

∫ T

0

x(t)e−jkωT tdt.Çàìåíÿÿ èíòåãðàë èíòåãðàëüíîé ñóììîé, à ïåðåìåííóþ t íà n∆t,
T = N∆t, è ñ÷èòàÿ èíòåðâàë ∆t äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì

X(kωT ) ≃ ∆t
N−1∑

n=0

x(n∆t)e−jkωTn∆t.Çàìåíèâ çíàê ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà íà ñòðîãîå ðàâåíñòâî (ò.å. ñ÷èòàÿèíòåðâàë ∆t ≪ T è îáîçíà÷àÿ X(kωT )/∆t ÷åðåç Xk, ïîëó÷èì âûðàæå-íèå:
Xk =

N−1∑

n=0

x(n)e−j2πkn/N , (4.29)êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷¼òà ñïåêòðîâ äèñêðåòíûõ è îãðàíè÷åííûõâî âðåìåíè ñèãíàëîâ è íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå(ÄÏÔ). Èíîãäà åãî òàêæå íàçûâàþò äèñêðåòíûì ðÿäîì Ôóðüå. Âåëè-÷èíà X(k) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé k-îé ãàðìîíèêè ñïåêòðà. Èíäåêñó kñîîòâåòñòâóåò �èçè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ωk = 2πk/N∆t èëè íîðìèðîâàííàÿ÷àñòîòà ωk = 2πk/N . Íàáîð âåëè÷èí Xk, k=0, 1, ..., N − 1 áóäåì â äàëü-íåéøåì íàçûâàòü êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì äèñêðåòíîãî, îãðàíè÷åííîãî âîâðåìåíè ñèãíàëà x(n). Ìîäóëè ýòèõ âåëè÷èí |Xk| îáðàçóþò åãî àìïëè-òóäíûé, à àðãóìåíòû ϕk = artg(ImXkReXk

) � �àçîâûé ñïåêòð.Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü äèñ-êðåòèçèðîâàííûå àíàëîãîâûå ñèãíàëû, èìåþùèå îãðàíè÷åííóþ ïîëîñó÷àñòîò. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì �îðìóëó (2.27) îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé
x(t) =

1

2π

∞∫

−∞

X(ω)ejωtdωè ïîëó÷åííûé äèñêðåòíûé ñïåêòð X(kωT ). Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûéñïåêòð ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ãàðìîíèê, ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàë èí-òåãðàëüíîé ñóììîé. Çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ t íà n∆t è dω íà ωT = 2π/N∆t(èíòåðâàë ìåæäó ãàðìîíèêàìè ñïåêòðà ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì), ïîëó÷èì
x(n∆t) ≃ 1

N∆t

N−1∑

k=0

X(kωT )ejkωTn∆t =
1

N∆t

N−1∑

k=0

X(kωT )ej2πkn/N .
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170 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèÂâîäÿ âìåñòî ïðèáëèæåííîãî ñòðîãîå ðàâåíñòâî è îáîçíà÷àÿ∆tx(n∆t)÷åðåç xn = x(n), ïîëó÷èì îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå(ÎÄÏÔ) â âèäå:
xn = x(n) =

1

N

N−1∑

n=0

Xkej2πkn/N . (4.30)Ôîðìóëû (4.29) è (4.30)3 ïðåäñòàâëÿþò ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ x(n) è
X(k) ïî ñèñòåìå äèñêðåòíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé è âûðàæàþòâçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îòñ÷¼-òîâ äèñêðåòíîãî ñèãíàëà x(n) è åãî ñïåêòðà Xk.Ôóíêöèè W kn

N = ej2πkn/N ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè:
N−1∑

i=0

W ki
N W ni

N =

{
N, (k − n) = mN, m− öåëîå ÷èñëî,
0, â äðóãèõ ñëó÷àÿõè ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïåðåìåííîé n è ïåðåìåííîé k ñ ïåðèîäîì N :

W kn
N =W

(k+N)n
N =W

k(n+N)
N .Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-íèåì âåêòîð âðåìåííûõ îòñ÷¼òîâ â âåêòîð ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷¼òîâ òàêîéæå äëèíû. Ïîýòîìó ñâÿçü ýòèõ âåêòîðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòðè÷íûìóðàâíåíèåìXk = ‖W‖xn, ãäå ‖W‖ =




1 1 1 ... 1
1 e−j 2π

N e−j 4π
N ... e−j 2π

N
(N−1)

1 e−j 4π
N e−j 8π

N ... e−j 2π
N
2(N−1)... ... ... . . . ...

1 e−j 2π
N
(N−1) e−j 4π

N
(N−1) ... e−j 2π

N
(N−12)


(4.31)� ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýëåìåíò k-é ñòðîêè è n-ãî ñòîëáöà ìàòðèöûW(k, n) = e−j 2π

N
(k−1)(n−1), 1 ≤ k ≤ N, 1 ≤ n ≤ N.�àññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ÄÏÔ. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ìíîãèå èçíèõ ïîâòîðÿþò ñâîéñòâà ÄÂÏÔ. Èç ñâîéñòâ äèñêðåòíûõ ýêñïîíåíöèàëü-íûõ �óíêöèé ñëåäóþò:1. Ëèíåéíîñòü: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì xi(n) ñ îäèíàêîâûì ïåðè-îäîì N ñîîòâåòñòâóþò ñïåêòðû Xi(k), òî ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè x(n) = ∑

i aixi(n), ãäå ai � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, îòâå÷àåò ñïåêòð
X(k) =

∑
i aiXi(k).2. Ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî íóëåâîé ÷àñòîòû (äëÿ âåùåñòâåííûõñèãíàëîâ): X(−k) = X∗(k).Êàê âèäíî èç (4.29), ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñïåêòðà X(0) ÿâëÿ-åòñÿ ñóììîé îòñ÷¼òîâ x(n) íà îäíîì ïåðèîäå

X(0) =
N−1∑

n=0

x(n).3Ìíîæèòåëü 1/N â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ �èãóðèðóåò â �îðìóëå ÄÏÔ è îòñóòñòâóåò â �îðìóëåÎÄÏÔ.
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 1713. Ïðåîáðàçîâàíèå ÄÏÔ ïðè ñìåùåíèè ñèãíàëà íà ïîñòîÿííûé èíòåð-âàë âðåìåíè:
Xx(n−n0)(k) = Xx(n)(k)e

−j2πkn0/N .4. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãàðìîíèêè ñ íîìåðîì N/2 (òîëüêî äëÿ âå-ùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ è ÷¼òíîãî N): X(N2 + k) = X∗(N2 − k).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ äîñòàòî÷íî ïîñòðî-èòü N/2 ãàðìîíèê, à îñòàâøèåñÿ N/2 ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ñ ïîìîùüþñâîéñòâà ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì è ñïåêòð, è ñèãíàë ñîäåðæàò îäèíàêî-âîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, òàê êàê ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü N âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à ñïåêòð � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
N/2 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâà âåùå-ñòâåííûõ ÷èñëà (äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü). Ïîýòîìó áîëü-øèíñòâî ìåòîäîâ öè�ðîâîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ïî ñèãíàëó èç
N îòñ÷¼òîâ îïðåäåëÿåò N/2 ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñïåêòðà.5. Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé ñâ¼ðòêîé äâóõ àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ (ñì.ðàçä. 2.4, �îðìóëà (2.29)) ìîæíî ââåñòè ëèíåéíóþ ñâ¼ðòêó äèñ-êðåòíûõ ñèãíàëîâ {x(k)} è {y(m)} êàê âåùåñòâåííûé äèñêðåòíûéñèãíàë {s(m)}, îòñ÷¼òû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:

s(m) =

N−1∑

k=0

x(k)y(m− k), m = 0, 1, ..., N − 1.Ïðè ýòîì äèñêðåòíûé ñïåêòð ñâ¼ðòêè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñïåê-òðîâ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ
S(k) = X(k) · Y (k).ßâëåíèå ¾ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà¿. �àññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó ïî-ñòðîåíèÿ ñïåêòðà äëÿ îãðàíè÷åííîãî âî âðåìåíè ñèãíàëà ñ äðóãîé ñòîðî-íû. Íà ïðàêòèêå ìû îáû÷íî ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà èññëåäóå-ìûé ñèãíàë x(t) äîñòóïåí äëÿ àíàëèçà â òå÷åíèå îãðàíè÷åííîãî èíòåð-âàëà âðåìåíè T , ìåíüøåãî, ÷åì äëèòåëüíîñòü ñàìîãî ñèãíàëà. Äàííûéèíòåðâàë ïðèíÿòî íàçûâàòü âðåìåííûì îêíîì. Êàê âûãëÿäèò ñèãíàë çàïðåäåëàìè ýòîãî îêíà, ìû íå çíàåì. Î÷åâèäíî, ÷òî ââåäåíèå âðåìåíí�îãîîêíà âëèÿåò è íà ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. �àññìîòðèì ýòóïðîáëåìó ïîäðîáíåå.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòîé ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë x(t) = cosΩt (ðèñ.4.10, à), �óíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî (ñì.ðàçä. 2.4.3), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ äåëüòà-�óíêöèé Äèðàêà:

X(ω) = π[δ(ω − Ω) + δ(ω + Ω)].Ïóñòü âðåìåíí�îåîêíî, â òå÷åíèå êîòîðîãî ñèãíàë äîñòóïåí äëÿ íàáëþ-äåíèÿ, èìååò äëèòåëüíîñòü T . Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ðàçìåñòèì åãîñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî ìîìåíòà âðåìåíè è ââåäåì �óíêöèþïðÿìîóãîëüíîãî âðåìåíí�îãî îêíàW (t), ðàâíóþ åäèíèöå íà èíòåðâàëå íà-áëþäåíèÿ è íóëþ âíå åãî,
W (t) =

{
1, åñëè t ∈ [−T/2 : T/2] ,
0, åñëè t /∈ [−T/2 : T/2] .

(4.32)
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172 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêè

�èñ. 4.10. �àðìîíè÷åñêèé ñèãíàë âî âðåìåíí�îì îêíå (à)è åãî �óíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (á )Ïðè ýòîì íàáëþäàåìûé ñèãíàë y(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì èñõîäíî-ãî ñèãíàëà x(t) è �óíêöèè îêíà: y(t) = x(t)W (t), à åãî ñïåêòðàëüíàÿïëîòíîñòü Y (ω) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:
Y (ω)=

∞∫

−∞

y(t)e−jωtdt=

T/2∫

−T/2

x(t)e−jωtdt=π
T

2

[sin((ω−Ω)
T

2

)
+sin((ω+Ω)

T

2

)]
.(4.33)Òàê êàê ñïåêòð ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íóëåâîé ÷àñòîòû, îãðàíè-÷èìñÿ îáëàñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò: Y +(ω) = πT

2 sin ((ω − Ω)T2
)
. Õà-ðàêòåðíàÿ �îðìà ñïåêòðà ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.10, á : ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-íèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè äîñòèãàåòñÿ íà ÷àñòîòå Ω. ¾�îðá¿ �óíêöèè

Y (ω) íà ýòîé ÷àñòîòå íàçûâàåòñÿ ¾îñíîâíûì ëåïåñòêîì¿. Îñíîâíîé ëå-ïåñòîê îãðàíè÷åí ñïðàâà è ñëåâà ¾íóëÿìè¿ �óíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîò-íîñòè íà ÷àñòîòàõ Ω+ 2π/T è Ω− 2π/T . Àìïëèòóäà îñíîâíîãî ëåïåñòêàïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà äëèòåëüíîñòè âðåìåíí�îãî îêíà T . Êðîìå îñ-íîâíîãî ëåïåñòêà ñïåêòð ñîäåðæèò ¾áîêîâûå ëåïåñòêè¿, êîòîðûå ïðè-ìûêàþò ê îñíîâíîìó. Èõ øèðèíà ðàâíà 2π/T , à àìïëèòóäû áûñòðîñïàäàþò ïî îòíîøåíèþ ê àìïëèòóäå îñíîâíîãî ëåïåñòêà ñ ðîñòîì íîìåðà:
2/3π, 2/5π, 2/7π, ..., 2/(2m+ 1)π, ... (m � íîìåð ëåïåñòêà).Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè äëèòåëüíîñòè âðåìåíí�îãî îêíà(T → ∞) àìïëèòóäà îñíîâíîãî ëåïåñòêà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, àåãî øèðèíà � ê íóëþ. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñòàíîâèòñÿ âñå áîëüøå èáîëüøå ïîõîæà íà äåëüòà-�óíêöèþ: Y +(ω) → δ(ω − Ω).Åñëè àíàëîãîâûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêèì, íàïðèìåð ïå-ðèîäè÷åñêèì, åãî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü (ñì. ãë. 2, �îðìóëà (2.43)) ñСА
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 173ó÷åòîì �óíêöèè ïðÿìîóãîëüíîãî âðåìåíí�îãîîêíà W (t) ïðèíèìàåò âèä:
Y (ω)=

∞∫

−∞

W (t)

[ ∞∑

n=−∞
Ċn cosnΩt

]e−jωtdt=
∞∑

n=−∞
Ċn

T/2∫

−T/2

cosnΩt e−jωtdt=

=π
T

2

∞∑

n=−∞
Ċn

[sin((ω − nΩ)
T

2

)
+ sin((ω + nΩ)

T

2

)]
. (4.34)Ïîëó÷åííûé ñïåêòð, êàê è â ñëó÷àå ïðîñòîãî êîñèíóñîèäàëüíîãî ñèã-íàëà, ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íóëåâîé ÷àñòîòû. Íî òåïåðü â îáëàñòèïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, êàê è â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò, îí èìååòâèä ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé sin(...) ñ îñíîâíûìè ëåïåñòêàìè, ðàñïîëî-æåííûìè íà ÷àñòîòàõ ±kΩ. Â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû Ω è ïðîòÿæ¼ííî-ñòè âðåìåíí�îãî îêíà �óíêöèè sin(...) â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíèïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè äëèòåëü-íîñòè âðåìåíí�îãî îêíà sin(...) ñæèìàþòñÿ, àìïëèòóäû ëåïåñòêîâ ñòðå-ìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðèáëèæàåòñÿ ê (2.43).Èòàê, ââåäåíèå âðåìåíí�îãî îêíà, îãðàíè÷èâàþùåãî äëèòåëüíîñòü íà-áëþäåíèé, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èñêàæåíèþ ñïåêòðîâ äàæå ïðî-ñòûõ àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ: ñïåêòðàëüíûå ëèíèè òðàíñ�îðìèðóþòñÿ âìíîãîëåïåñòêîâûå ñòðóêòóðû òèïà sin(...), íî íîâûå ëèíèè íå ïîÿâëÿ-þòñÿ. À ÷òî æå ïðîèñõîäèò ñî ñïåêòðàìè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ?Áóäåì èññëåäîâàòü âëèÿíèå âðåìåíí�îãî îêíà íà ñïåêòðû äèñêðåòíûõñèãíàëîâ íà ïðèìåðå âñå òîãî æå ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà. Ïðè äèñêðåò-íîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòñ÷¼òîâ ñèãíàëà x(t) ïå-ðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàëàñü ïî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì äëèòåëüíîñòèâðåìåíí�îãîîêíà. Ïîëó÷åííûé ñïåêòð ïðåäñòàâëÿë ñîáîé íàáîð ãàðìîíèêíà ÷àñòîòàõ ωk = 2πk/T , k = 0, 1, 2, ..., àìïëèòóäû êîòîðûõ áûëè ïðî-ïîðöèîíàëüíû çíà÷åíèÿì ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè Y (ω).Òåïåðü ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ õàðàêòåðèñòèê âðåìåíí�îãî îêíàñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà õàðàêòåðíûõ ñëó÷àÿ.1. Äëèòåëüíîñòü âðåìåíí�îãî îêíà êðàòíà ïåðèîäó ñèãíàëà

T = m
2π

Ω
=
m

F
, F =

Ω

2π
, (4.35)ãäå m � öåëîå ÷èñëî. Èç (4.35) ñëåäóåò, ÷òî ãàðìîíèêà ñïåêòðà ñíîìåðîì k = m ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé F ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà:

fm=m/T=F (ðèñ. 4.8, à, ã). Âñå æå îñòàëüíûå ãàðìîíèêè, ñîîòâåòñò-âóþùèå ÷àñòîòàì fm±1=F± 1/T , fm±2=F± 2/T , fm±3=F± 3/T , ...,èìåþò íóëåâûå àìïëèòóäû, òàê êàê ïîïàäàþò â ¾íóëè¿ �óíêöèèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ñèãíàëà â äàííîìñëó÷àå ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ãàðìîíèêó íà ÷àñòîòå F è êà÷åñòâåí-íî ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì èñõîäíîãî ñèãíàëà x(t).2. Äëèòåëüíîñòü âðåìåíí�îãî îêíà íå ðàâíà öåëîìó ÷èñëó ïåðèîäîâ ñèã-íàëà x(t), íî ñîîòâåòñòâóåò öåëîìó ÷èñëó ïåðèîäîâ äðóãîé ÷àñòîòû
F +∆F , ãäå ∆F ≪ F , ò.å.

T =
m

F +∆F
, (4.36)
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174 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèãäåm � öåëîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå íè îäíà èç ãàðìîíèê fk íå ñîâïà-äàåò ñ ÷àñòîòîé ñèãíàëà F . Áëèæàéøàÿ ê íåé ãàðìîíèêà ñ íîìåðîì
m ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå F+∆F , à îñòàëüíûå � fm±1=F+∆F ± 1/T ,
fm±2=F +∆F±2/T , fm±3=F +∆F±3/T , ... òàêæå ¾ïðîìàõèâàþò-ñÿ¿ ìèìî íóëåé �óíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íà òó æå âåëè÷è-íó ∆F . Ïîýòîìó ñïåêòð àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà êðîìå îñíîâíîéãàðìîíèêè íà ÷àñòîòå F +∆F áóäåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå ìíîæå-ñòâî äîïîëíèòåëüíûõ (áîêîâûõ) ãàðìîíèê íà ÷àñòîòàõ F+∆F±k/T(ðèñ. 4.11, á, â).

�èñ. 4.11. Âëèÿíèå äëèòåëüíîñòè âðåìåíí�îãî îêíà T íà ñïåêòð ñèãíàëà.
T êðàòíà ïåðèîäó ñèãíàëà: T =0.1 ñ, F =100 �ö, m=10 (à); T ñîîòâåòñòâó-åò ÷àñòîòå 110 �ö, m = 11 (ã); T íå êðàòíà ïåðèîäó ñèãíàëà: T ∼= 0.097 ññîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå 103 �ö (á ), T ∼=0.095 ñ � ÷àñòîòå 105 �ö (â)Èòàê, äèñêðåòíûé ñïåêòð îäíîãî è òîãî æå ñèãíàëà êàðäèíàëüíûìîáðàçîì ìåíÿåòñÿ ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè äëèòåëüíîñòè âðåìåíí�îãîîêíà. Îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêîå âðåìåíí�îå îêíî, äëèòåëüíîñòü êîòî-ðîãî ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå îêíî íåèñêàæàåò ñïåêòð (ñì. ðèñ. 4.11, à). Îò÷åãî òàê ïðîèñõîäèò? Ýòî ëåãêîïîíÿòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ñòðîèòñÿ ïî ïåðèîäè-÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ ñèãíàëà. Ëåãêî óâèäåòü (ñì. ðèñ. 4.11, ã), ÷òî åñ-ëè ïåðèîä ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ ñèãíàëà(m = 11), òî ïðîäîëæåííûé ñèãíàë ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì, åñëè æå íåò,òî íà ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âîçíèêàþò ðàç-ðûâû. Â ðåçóëüòàòå ñèãíàë y(t) áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ êîïèåé ñèãíàëà x(t), àçíà÷èò, è âèä åãî ñïåêòðà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñïåêòðà èñõîäíîãî ñèãíàëà:
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 1751) ÷àñòîòà îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñïåêòðà îêàæåòñÿ ñäâèíóòîé îòíîñè-òåëüíî ¾èñòèííîé¿ ÷àñòîòû ñèãíàëà;2) ñïåêòð áóäåò ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿ-þùèå, îòñóòñòâîâàâøèå â ñïåêòðå èñõîäíîãî ñèãíàëà (áîêîâûå ëåïåñòêè).Èñêàæåíèå ñïåêòðà, âûçâàííîå îãðàíè÷åííîñòüþ âðåìåíí�îãî îêíà, íà-çûâàþò ðàñòåêàíèåì ñïåêòðà. Ïðè÷èíîé ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿñîâïàäåíèå èñõîäíîãî ñèãíàëà ñ åãî ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì.ßâëåíèå ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà ìåøàåò ïðîâåäåíèþ ñïåêòðàëüíûõ èçìå-ðåíèé. Îäèí è òîò æå ñèãíàë ìîæåò äàâàòü ñóùåñòâåííî ðàçíûå ñïåêòðûïðè ðàçíûõ ïàðàìåòðàõ ðàñ÷¼òà. Êàê áîðîòüñÿ ñ ýòèì ÿâëåíèåì? ßñíî,÷òî óâåëè÷åíèå äëèòåëüíîñòè âðåìåíí�îãî îêíà óìåíüøàåò ðàñòåêàíèå,îäíàêî íå âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü íàáëþäàòü çà ñèãíàëîì ñêîëü óãîäíîäîëãî. Åñëè äëèòåëüíîñòü îêíà óâåëè÷èòü íåëüçÿ, òî ìîæíî óñòðàíèòüðàñòåêàíèå, ïîäîáðàâ åãî äëèòåëüíîñòü êðàòíîé ïåðèîäó ñèãíàëà. Áåäàçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñíîâíóþ ìàññó îáðàçóþò íåïåðèîäè÷åñêèå ñèã-íàëû, è ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü ðàñòåêàíèå íå óäàåòñÿ. Åãî ìîæíî óìåíü-øèòü, åñëè ó ñèãíàëà åñòü íåêîòîðûé ¾õàðàêòåðíûé ïåðèîä¿ T ′, ò.å. èí-òåðâàë âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðûé îí ïî÷òè ïîâòîðÿåòñÿ: x(t + T ′)≃ x(t).Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âûáðàòü âðåìÿ íàáëþäåíèÿ êðàòíîå T ′.Åñëè èññëåäóåìûé ñèãíàë � øóìîâîé áåç ÿñíî âûðàæåííîãî ïåðèî-äà êîëåáàíèé, òî ðàñòåêàíèå ñèãíàëîâ êîðîòêîé äëèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿíåóñòðàíèìûì ÿâëåíèåì. Ïðè ýòîì, êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, â ñïåê-òðå ¾óêîðî÷åííîãî¿ ñèãíàëà ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ãàð-ìîíèê, îòñóòñòâîâàâøèõ â ñïåêòðå èñõîäíîãî. ×àñòü ýòèõ ãàðìîíèê (îäíàèëè äâå) ðàñïîëàãàþòñÿ â îñíîâíîì ëåïåñòêå, ÷àñòü � �îðìèðóþò áîêî-âûå ëåïåñòêè (ïî îäíîé ãàðìîíèêå íà êàæäûé ëåïåñòîê). Îñíîâíîé èáîêîâûå ëåïåñòêè ïî-ðàçíîìó ìîãóò âëèÿòü íà ðåçóëüòàò èçìåðåíèé. Íà-ïðèìåð, øèðîêèé îñíîâíîé ëåïåñòîê íåæåëàòåëåí, åñëè íóæíî ðàçëè÷èòüâ ñïåêòðå äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëà ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè è ïî÷òè ðàâ-íûìè àìïëèòóäàìè, òàê êàê ïåðåêðûòèå îñíîâíûõ ëåïåñòêîâ ïîìåøàåòèõ ðàçäåëåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå áîêîâûõ ëåïåñòêîâ â äàííîì ñëó-÷àå íå ñòîëü âàæíî.Åñëè æå íåîáõîäèìî ðàçëè÷èòü ñëàáûé ñèãíàë íà �îíå ñèëüíîãî, ÷à-ñòîòû êîòîðûõ ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, òî ñóùåñòâåííî ¾íåéòðàëèçîâàòü¿åãî áîêîâûå ëåïåñòêè, òàê êàê ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñëàáîãî ñèã-íàëà ëåãêî ìîãóò áûòü çàìàñêèðîâàíû èìè.Ñóùåñòâóåò ìåòîä ¾ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ¿ ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà ìåæäóîñíîâíûì è áîêîâûìè ëåïåñòêàìè. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ¾âûáîðîì�îðìû âðåìåííîãî îêíà¿ è çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèàëüíîì ïîäáîðå �óíê-öèè W (t). Âðåìåíí�îåîêíî ïðîñòåéøåé �îðìû (4.32), î êîòîðîì ãîâîðè-ëîñü âûøå, íàçûâàåòñÿ ¾ïðÿìîóãîëüíûì îêíîì¿. Êðîìå íåãî âîçìîæíûòðåóãîëüíîå îêíî, îêíî �àóññà è äðóãèå. Êàæäîå èç ýòèõ îêîí õàðàêòåðè-çóåòñÿ ñâîèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: øèðèíîé îñíîâíîãî ëåïåñòêà, âûñîòîéáîêîâûõ ëåïåñòêîâ îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãî, ñêîðîñòüþ ñïàäàíèÿ âûñîòûáîêîâûõ ëåïåñòêîâ ñ óâåëè÷åíèåì èõ íîìåðà. Äëÿ óêàçàííûõ îêîí ýòèõàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåíû â òàáë. 4.1 (�óíêöèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà
w(n) =

{
1, n ∈ [0, N − 1],
0, n /∈ [0, N − 1],

α(n) =

∣∣∣∣
n− (N − 1)/2

N − 1

∣∣∣∣).
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176 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèÒàáëèöà 4.1Õàðàêòåðèñòèêè âðåìåííûõ îêîíÂèä îêíà Ïðÿìîóãîëüíîå Òðåóãîëüíîå �àóññàÂèä �óíêöèè W (n) w(n) (1−2α(n))w(n) exp
[
−12.5 (1−2α(n))2

]Øèðèíà ãëàâíîãî ëå-ïåñòêà (íà óðîâíå ïî-ëîâèííîé ìîùíîñòè,èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîìãàðìîíèê ÄÏÔ) 0.89 1.28 1.33Îòíîñèòåëüíàÿ âûñî-òà áîêîâûõ ëåïåñò-êîâ (äÁ) -13.3 -26.5 -42Ñêîðîñòü ñïàäàíèÿáîêîâûõ ëåïåñòêîâ(äÁ) -6 -12 -6Êàê âèäíî èç òàáëèöû, íè îäíî èç îêîí íå äàåò âîçìîæíîñòü óëó÷øèòüâñå ðàñ÷¼òíûå õàðàêòåðèñòèêè, à ëèøü óëó÷øàåò îäíè èç íèõ çà ñ÷¼òóõóäøåíèÿ äðóãèõ. Ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì: âûáîð �îðìûâðåìåíí�îãî îêíà íå ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÿâëåíèå ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà,à ëèøü óëó÷øàåò îäíó èç õàðàêòåðèñòèê çà ñ÷¼ò óõóäøåíèÿ äðóãèõ.4.4.2. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåÄèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâîëÿåò ïî çàäàííîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè îòñ÷¼òîâ ñèãíàëà x(t) âû÷èñëÿòü åãî ñïåêòðàëüíûå ãàðìîíèêè.Åñëè èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (4.30) ñî-ñòîèò èç N êîìïëåêñíûõ îòñ÷¼òîâ, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ íåîáõîäèìîâûïîëíèòü 4N2 óìíîæåíèé è N(4N − 2) ñëîæåíèé âåùåñòâåííûõ ÷èñåëèëè N2 óìíîæåíèé è N(N − 4) ñëîæåíèé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äåéñòâè-òåëüíî, ïðåäñòàâëÿÿ êîìïëåêñíûé îòñ÷¼ò êàê x(n)=ax+jbx, à êîìïëåêñ-íóþ �óíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê W kn
N =aW+jbW è èñïîëüçóÿ �îðìóëó(4.29), ïîëó÷èì

X(k)=
N−1∑

n=0

[(axaW−bxbW) + j(axbW+bxaW)], k = 0, 1, 2, ..., N − 1, (4.37)ò.å. äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî Xk âûïîëíÿåòñÿ 4N îïåðàöèé óìíîæå-íèÿ. Óæå ïðè N = 210 (âñåãî 1024 îòñ÷¼òà) ê áûñòðîäåéñòâèþ ìèêðîïðî-öåññîðà ïðåäúÿâëÿþòñÿ íàñòîëüêî âûñîêèå òðåáîâàíèÿ, ÷òî ïðîâåäåíèåñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà â ðåàëüíîì âðåìåíè ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì.Ïî-âèäèìîìó, ïðîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà â ðåàëüíîì âðåìåíè èèíèöèèðîâàëî ðàçâèòèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ äèñêðåò-íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå áûñòðîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ).Áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü àëãîðèò-ìîâ ìíîãîêðàòíîãî ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé, îñíîâàííûõ íà ñèììåò-ðèè è ïåðèîäè÷íîñòè êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé â �îðìó-ëàõ ÄÏÔ. Äëÿ íàñ âàæíî íå àíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ÁÏÔ,à ïîíÿòü îñíîâíûå ïðèíöèïû óñêîðåíèÿ öè�ðîâûõ âû÷èñëåíèé êîý��è-öèåíòîâ ÄÏÔ.
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 177Àëãîðèòìû ÁÏÔ îñíîâàíû íà ëèíåéíîñòè �îðìóë ÄÏÔ è èñïîëüçî-âàíèè ñâîéñòâ ñèììåòðèè è ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèé W kn
N = e±j2πkn/N .Êîãäà óìíîæåíèå ïî �îðìóëå (4.31) âûïîëíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, âû-÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïîëíîì îáú¼ìå. Åñëè æå ðàçìåð N ìàòðèöû ïðå-îáðàçîâàíèÿ ‖W‖ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì ÷èñëîì, òî ìàòðèöà ìîæåò áûòü�àêòîðèçîâàíà, ò.å. ïðåäñòàâëåíà ïðîèçâåäåíèåì áîëåå ïðîñòûõ ìàòðèö,ñîäåðæàùèõ áîëüøîå êîëè÷åñòâî íóëåé. Îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ýòîì çà-ìåòíî ñîêðàùàåòñÿ.Øèðîêî èçâåñòåí è äðóãîé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè îä-íîìåðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòñ÷¼òîâ ñèãíàëà äâóìåðíûì ìàññèâîì.×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ñ ïðîðåæèâàíèåìïî âðåìåíè è ïî ÷àñòîòå. Ýòè ìåòîäû íàèáîëåå ïðîñòû è óäîáíû äëÿâûÿâëåíèÿ ñóùíîñòè ÁÏÔ.Àëãîðèòìû ïðîðåæèâàíèÿ äëÿ N = 8 èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4.12. Ïðèïðîðåæèâàíèè ïî âðåìåíè (ðèñ. 4.12, à) èç N -îòñ÷¼òíîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè �îðìèðóþòñÿ äâå N/2-òî÷å÷íûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿ-ùèå èç ÷ëåíîâ ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè. Ïðè ïðîðåæèâàíèèïî ÷àñòîòå îäíó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóþò ïåðâûå N/2 îòñ÷¼òîâ,à äðóãóþ � îñòàëüíûå îòñ÷¼òû (ðèñ. 4.12, á ). Â íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 4.12ïîêàçàíî, êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå ïðîðåæèâàíèå ñ îáðàçîâàíè-åì äâóõ N/4-òî÷å÷íûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðîöåññ äðîáëåíèÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè îòñ÷¼òîâ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà êàæäàÿ èçïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî äâà îòñ÷¼òà.

�èñ. 4.12. Àëãîðèòìû ïðîðåæèâàíèÿ ñèãíàëîâ ïî âðåìå-íè (à) è ïî ÷àñòîòå (á )ÁÏÔ ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî âðåìåíè. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüîòñ÷¼òîâ äèñêðåòíîãî ñèãíàëà {x(n)} îäåðæèò N = 2m îòñ÷¼òîâ, ãäå
m � öåëîå ÷èñëî. �àçîáü¼ì å¼ íà äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, {x1(n)}è {x2(n)}, ñîñòîÿùèå èç ÷ëåíîâ ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè, ò.å.
x1(n)=x(2n), n=0, 1, 2, ..., N2 − 1; x2(n)=x(2n+ 1), n=0, 1, 2, ..., N2 − 1.Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1(n) è x2(n) ïîëó÷åíû èç x(n) ñ ïðîïóñêîì ÷å-ðåç îäèí îòñ÷¼ò, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò ïðîðåæèâàíèþ ïî âðåìåíè.Èñïîëüçóåì �îðìóëó (4.29) è ïðåäñòàâèì Xk â âèäå ñóììû äâóõ ñëà-ãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì îòñ÷¼òîâ x1(n) è x2(n):
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178 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêè
Xk =

N/2−1∑

m=0

x(2m)e−j2π2km/N +

N/2−1∑

m=0

x(2m+ 1)e−j2πk(2m+1)/N =

=

N/2−1∑

m=0

x1(m)e−j2πkm/(N/2) + e−j2πk/N

N/2−1∑

m=0

x2(m)e−j2πkm/(N/2). (4.38)Ýòî ñóììà äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îòñ÷¼òîâ ñ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè äëÿ 0 ≤ k ≤ N/2− 1, ò.å.
X(k) = X1(k) +X2(k)e−j2πk/N . (4.39)Êîý��èöèåíòû X1(k) è X2(k) îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ 0 ≤k≤N/2−1.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ X(k) ïðè N/2 ≤ k ≤ N − 1 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùè-ìè ñîîáðàæåíèÿìè. ÄÏÔ X1(k) è X2(k) ïðè N/2 ≤ k ≤ N − 1 ïåðè-îäè÷åñêè ïîâòîðÿþò êîý��èöèåíòû, íàéäåííûå äëÿ 0 ≤ k ≤ N/2 − 1.Äåéñòâèòåëüíî, x1(m) è x2(m) îò k íå çàâèñÿò, à W km

N/2 = e−j2πkm/(N/2) �ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïåðèîäîì N/2. Ïîýòîìó äëÿ
0 ≤k≤N/2− 1 èìååì:

X(k) = X1(k −N/2) +X2(k −N/2)e−j2πk/N =

= X1(k −N/2)−X2(k −N/2)e−j2π(k−N/2)/N , (4.40)òàê êàê−e−j2π(k−N/2)/N=−e−j2πk/Ne−j2π−(N/2)/N=−e−j2πk/Ne−j2π=e−j2πk/N.Èòàê, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ Xk ïîëó÷åí ñëå-äóþùèé àëãîðèòì:
X(k)=

{
X1(k) +X2(k)W

k
N , 0 ≤k≤N/2− 1,

X1(k −N/2)−X2(k −N/2)W
k−N/2
N , N/2≤k≤N − 1.

(4.41)ÁÏÔ ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî ÷àñòîòå. Â äàííîì ñëó÷àå ïðîðåæè-âàíèÿ ïî âðåìåíè íå ïðîèçâîäèòñÿ, à â êà÷åñòâå N/2-òî÷å÷íûõ ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòåé âûáèðàþòñÿ ïåðâûå N/2 îòñ÷¼òîâ (ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü X1(n)) è N/2 îòñ÷¼òîâ, ñëåäóþùèõ çà íèìè (ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü x2(n)).Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåííîãî ðàçáèåíèÿ ïðåäñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-ðüå äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòñ÷¼òîâ {x(n)} â âèäå:
X(k) =

N/2−1∑

m=0

x(m)e−j2πkm/N +
N−1∑

m=N/2

x(m)e−j2πkm/N =

=

N/2−1∑

m=0

x1(m)e−j2πkm/N +

N/2−1∑

m=0

x2(m)e−j2πk(m+N/2)/N =

=

N/2−1∑

m=0

[
x1(m) + x2(m)e−j2πk

] e−j2πkm/N . (4.42)
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 179�àññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (4.42) ðàçäåëüíî äëÿ ÷¼òíûõ (2k) è íå÷¼òíûõ(2k + 1) íîìåðîâ ãàðìîíèê:
X(2k) =

N/2−1∑

m=0

[x1(m) + x2(m)] e−j2π2km/N =

=

N/2−1∑

m=0

[x1(m) + x2(m)] e−j2πkm/(N/2), k = 0, 1, ...,
N

2
− 1,

X(2k + 1) =

N/2−1∑

m=0

[
(x1(m)− x2(m))e−j2πm/N

] e−j2π2km/N =

=

N/2−1∑

m=0

[
(x1(m)− x2(m))e−j2πm/N

] e−j2πkm/9N/2), k = 0, 1, ...,
N

2
− 1.Èòàê, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ Xk ïðè

k = 0, 1, ..., N2 − 1 ïîëó÷åí ñëåäóþùèé àëãîðèòì:
X(k)⇒

{
X(2k) =

∑N/2−1
m=0 [x1(m) + x2(m)] e−j2πkm/(N/2),

X(2k + 1) =
∑N/2−1

m=0

[
(x1(m)− x2(m))e−j2πm/N

] e−j2πkm/(N/2),(4.43)ò.å. èìååò ìåñòî ïðîðåæèâàíèå ïî ÷àñòîòå, àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåííîìóâûøå ïðîðåæèâàíèþ ïî âðåìåíè. Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòüòàêæå èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ÄÏÔ (ÎÄÏÔ).Ôîðìóëû ïðÿìîãî ÄÏÔ (4.29) è ÎÄÏÔ (4.30) èìåþò îäèíàêîâóþñòðóêòóðó è îòëè÷àþòñÿ çíàêîì ýêñïîíåíò â �óíêöèÿõW kn
N è êîý��èöè-åíòîì 1/N . Â ñîîòíîøåíèè (4.30) âåëè÷èíû x(n) è X(k) â îáùåì ñëó÷àåêîìïëåêñíûå. Åñëè çàïèñàòü (4.30) äëÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ âåëè-÷èí, òî ïîëó÷èì:

x∗(n)=
1

N

N−1∑

n=0

X∗(k)[ej2πkn/N ]∗= 1

N

N−1∑

n=0

X∗(k)e−j2πkn/N , n = 0, 1, ..., N − 1,èëè x(n) =
1

N

[
N−1∑

n=0

X∗(k)e−j2πkn/N

]∗
, n = 0, 1, ..., N − 1.Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ÄÏÔ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè X∗(k) è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííîé n ñ ïî-ìîùüþ îäíîãî èç àëãîðèòìîâ ÁÏÔ.�ðà�û ÁÏÔ. �àññìîòðèì ÁÏÔ ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî âðåìåíè è îãðà-íè÷èìñÿ 8-òî÷å÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòñ÷¼òîâ. Ïîêàæåì ñíà÷àëà,êàê ãðà�è÷åñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì (4.41) âû÷èñëÿåòñÿ N -òî÷å÷íàÿ (8-òî÷å÷íàÿ) èçN/2-òî÷å÷íûõ (4-òî÷å÷íûõ) ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé X1(k) è X2(k). Êàê ïîíÿòíî èç àëãîðèòìà (4.41), ïîëíàÿ ïðî-öåäóðà âû÷èñëåíèÿ ÁÏÔ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîñòóïåí÷àòîé (â íàøåì ñëó÷àåòð¼õñòóïåí÷àòîé). Íà ðèñ. 4.13 ðàññìîòðåíà òîëüêî îäíà ñòóïåíü. Çäåñü
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180 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèïðÿìîóãîëüíèêàìè èçîáðàæåíû N/2-òî÷å÷íûå ÄÏÔ äëÿ ïîäïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè, à äëÿ k = 0 â ñîîòâåòñòâèèñ àëãîðèòìîì (4.41) íà ðèñ. 4.13, à ïîñòðîåíû X(0) è X(N/2−k) = X(4).

�èñ. 4.13. �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåäóðû ïîëó÷åíèÿ X(0)è X(4) (à) è ïîëíîãî íàáîðà ãàðìîíèê (á )Ïðè ýòîì ãðà�û âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèè ïî âèäó íàïîìèíàþò ïîâåð-íóòóþ íà 90◦ ¾áàáî÷êó¿4. Åñëè âíåñòè �1 â ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöè-åíòû WN , à ñóììàòîðû çàìåíèòü óçëàìè ñ íàïðàâëåííûìè ê íèì âåòâÿ-ìè, òî ãðà� ÄÏÔ ïðèíèìàåò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 4.13, á. �àñêðû-âàÿ N/2-òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî èçîáðàçèòü òð¼õñòóïåí÷àòûéãðà� (ðèñ. 4.14) äëÿ ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ 8-òî÷å÷íîãî ÄÏÔ. Êàæäàÿ ñòó-ïåíü ãðà�à ïðåäñòàâëÿåò ñîâîêóïíîñòü ÷åòûð¼õ ¾áàáî÷åê¿.

�èñ. 4.14. �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ 8-òî-÷å÷íîãî ÄÏÔ ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî âðåìåíè4Íàçâàíèå îïåðàöèÿ ¾áàáî÷êà¿ ïîëó÷èëî ðàñïðîñòðàíåíèå â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ïî öè�ðî-âîé îáðàáîòêå èí�îðìàöèè.
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4.4. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç 181Íà÷í¼ì ñ ïåðâîé ñòóïåíè. Êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè W 0
N/4=W

0
N =1,

W 1
N/4 = W 4

N = e−j2π4/N = e−jπ = −1, ò.å. ïðè âû÷èñëåíèè 2-òî÷å÷-íûõ ÄÏÔ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îòñóòñòâóþò è âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ñóì-ìèðîâàíèå è âû÷èòàíèå. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îïåðàöèÿì âòîðîé ñòóïå-íè. Ìíîæèòåëè W 0
N/2 = W 0

N = 1, W 2
N/2 = W 4

N = e−j2π2/N = e−jπ = −1,

W 1
N/2 = W 2

N = e−j2π2/N = e−jπ/2 = −j, W 3
N/2 = ejπ/2 = j, ò.å. ïðè âû-ïîëíåíèè îïåðàöèé âòîðîé ñòóïåíè èñïîëüçóåòñÿ åäèíñòâåííûé ìíîæè-òåëü ±j, ïðè÷¼ì îòðèöàòåëüíûé çíàê ó÷èòûâàåòñÿ çàìåíîé ñóììèðîâà-íèÿ âû÷èòàíèåì. Íàêîíåö, íà ïîñëåäíåé ñòóïåíè èç âîñüìè êîý��èöèåí-òîâ îñòàþòñÿ òîëüêî òðè, òàê êàê W 0

N = 1, W 4
N = −1, à êîý��èöèåíòû

W 5
N , W

6
N , W

7
N îòëè÷àþòñÿ îò W 1

N , W
2
N , W

3
N òîëüêî çíàêîì.Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè ÁÏÔ îáùåå êîëè÷åñòâî êîìïëåêñ-íûõ óìíîæåíèé ñóùåñòâåííî ñîêðàùåíî: ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî êîì-ïëåêñíûõ óìíîæåíèé ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì N log2N âìåñòî N2. Êðîìå òî-ãî, óïðîùàåòñÿ çàïîìèíàíèå ñèãíàëîâ, ò.å. äàííûå, ïîëó÷åííûå íà êàæ-äîé ñòóïåíè ÁÏÔ, çàñûëàþòñÿ â òå æå ðåãèñòðû, èç êîòîðûõ áåðóòñÿèñõîäíûå äàííûå.Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðîðåæèâàíèè ïî ÷àñòîòå.�ðà� ÁÏÔ ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî ÷àñòîòå (ðèñ. 4.15) ïîäîáåí ãðà�ó ñïðîðåæèâàíèåì ïî âðåìåíè. Îáà îíè ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñòóïåíåé, îáà ñîäåðæàò ñîâîêóïíîñòè îïåðàöèé òèïà ¾áàáî÷êà¿. Îòëè÷à-þòñÿ îíè äðóã îò äðóãà ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõäàííûõ.

�èñ. 4.15. �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ 8-òî÷å÷íîãîÄÏÔ ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî ÷àñòîòåÅñëè ïîðÿäêîâûå íîìåðà îòñ÷¼òîâ âõîäíîãî ñèãíàëà ïðåäñòàâèòü â
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182 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèíîðìàëüíîì äâîè÷íîì ïîðÿäêå (ðèñ. 4.15), òî íîìåðà ñïåêòðàëüíûõ ãàð-ìîíèê îêàæóòñÿ ðàñïîëîæåííûìè â äâîè÷íî-èíâåðñíîì ïîðÿäêå, êîãäàñòàðøèé ðàçðÿä ñòàíîâèòñÿ ìëàäøèì è íàîáîðîò, ò.å.
x(0) = x(000) ⇒ X(0) = X(000), x(1) = x(001) ⇒ X(4) = X(100),

x(2) = x(010) ⇒ X(2) = X(010), x(3) = x(011) ⇒ X(6) = X(110),

x(4) = x(100) ⇒ X(1) = X(001), x(5) = x(101) ⇒ X(5) = X(101),

x(6) = x(110) ⇒ X(3) = X(011), x(7) = x(111) ⇒ X(7) = X(111).Åñëè æå ïîðÿäêîâûå íîìåðà îòñ÷¼òîâ âõîäíîãî ñèãíàëà ïðåäñòàâëåíû âäâîè÷íî-èíâåðñíîì ïîðÿäêå, òî íîìåðà ñïåêòðàëüíûõ ãàðìîíèê îêàæóò-ñÿ ðàñïîëîæåííûìè â íîðìàëüíîì äâîè÷íîì ïîðÿäêå (ñì. ðèñ. 4.14).Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ÁÏÔ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì àëãî-ðèòìîì è äàåò òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê ÄÏÔ. Óñêîðåíèå ïðîèñõîäèò çàñ÷¼ò îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé.4.5. Ñïåêòð ìîùíîñòèäèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâÊëàññè�èêàöèÿ è ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-ñîâ, â òîì ÷èñëå è äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàññìîò-ðåíû â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîäðîá-íåå ðàññìîòðåòü îñîáåííîñòè ðàñ÷¼òà ñïåêòðîâ ìîùíîñòè ñëó÷àéíûõ ñèã-íàëîâ â çàâèñèìîñòè îò îáú¼ìà âûáîðêè íà ìîäåëè ýðãîäè÷åñêèõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé.Îäíà èç òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè îáðàáîòêå òàêèõ ñèãíàëîâ, ñî-ñòîèò â òîì, ÷òî îíè íå îáëàäàþò êîíå÷íîé ýíåðãèåé. Íåîñóùåñòâèìè îáû÷íî èñïîëüçóåìûé ïîäõîä, êîãäà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüòðàêòóåòñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ è âûäåëÿåòñÿ îäèí å¼ ïåðèîä,ýíåðãèÿ êîòîðîãî êîíå÷íà. Ïðèìåðîì ñèãíàëîâ, êîòîðûå íå îáëàäàþòêîíå÷íîé ýíåðãèåé è íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ïåðèîäè÷åñêèå,ÿâëÿþòñÿ ðå÷åâûå ñèãíàëû.Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðàñ÷¼òó ñïåêòðîâ ìîùíîñòè ñëó÷àé-íûõ ñèãíàëîâ. �àññìîòðèì îäèí èç íèõ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèèýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé xi(n) äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà, ãäå i � íîìåð ðåàëèçàöèè (i = 1, 2, ...,M), n � íîìåð îòñ÷¼òà(n = 0, 1, 2, ..., N − 1). Ïóñòü âñå ðåàëèçàöèè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó èïîëó÷åíû â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ïðè íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèÿõ. Äëÿ ýð-ãîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü äåëåíèåìåäèíñòâåííîé äëèííîé ðåàëèçàöèè íà M áîëåå êîðîòêèõ.Âîçüì¼ì îäíó èç ðåàëèçàöèé è ïîñòðîèì å¼ ÄÏÔ. Òîãäà äëÿ k-é ãàð-ìîíèêè ñïåêòðà èìååì
Xi(k) =

N−1∑

n=0

xi(n)e−j2πkn/N .
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4.5. Ñïåêòð ìîùíîñòè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ 183Òàêîé ñïåêòð èíîãäà íàçûâàþò ïåðèîäîãðàììîé îòäåëüíîé ðåàëèçàöèèñëó÷àéíîãî ïðîöåññà5. Òàê êàê ïðîöåññ ñëó÷àéíûé, âñå âðåìåííûå ðåà-ëèçàöèè xi(n) ðàçëè÷íû, à çíà÷èò, ðàçíûìè áóäóò è ñîîòâåòñòâóþùèåïåðèîäîãðàììû Xi(k). Ôóíêöèÿ Xi(k) õàðàêòåðèçóåò íå ñïåêòð ñëó÷àé-íîãî ñèãíàëà, à ëèøü ñïåêòð îäíîé åãî ðåàëèçàöèè è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé�óíêöèåé ÷àñòîòû. Ïðè äðóãîì âûáîðå âðåìåíí�îé ðåàëèçàöèè ìû ïîëó-÷èì äðóãóþ ïåðèîäîãðàììó.Èñïîëüçîâàíèå ïåðèîäîãðàììû Xi(k) â êà÷åñòâå ñïåêòðà ñëó÷àéíî-ãî ñèãíàëà � õàðàêòåðíàÿ îøèáêà ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Äëÿ ïîëó÷å-íèÿ ñïåêòðà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè îïåðàöèþ ñòàòè-ñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ïåðèîäîãðàìì {Xi(k)}Mi=1. Îäíàêîóñðåäíÿòü ïåðèîäîãðàììû íåëüçÿ, òàê êàê îíè íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíò-íûìè ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè: êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ íà÷è-íàåòñÿ ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïðåäûäóùåé, è ïåðèîäîãðàììû â ñîîòâåòñòâèèñî ñìåùåíèåì ñèãíàëîâ áóäóò îòëè÷àòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòå-ëåì e−j2πkn0/N . Ïîýòîìó óñðåäíÿþò ëèáî ìîäóëè |Xi(k)| (àìïëèòóäíûéñïåêòð), ëèáî, ÷àùå âñåãî êâàäðàòû ìîäóëåé |Xi(k)|2 (ñïåêòð ìîùíîñòè).�àññìîòðèì ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè P (k) ñëó÷àéíî-ãî äèñêðåòíîãî ñèãíàëà, èñïîëüçóÿ âûâîäû ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè òî-÷å÷íûõ îöåíîê, ñîãëàñíî êîòîðîé �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà G(n) (â íàøåìñëó÷àå P (k)), ïîñòðîåííàÿ ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó âûáîðî÷íûõ òî÷åê, íà-çûâàåòñÿ îöåíêîé ýòîé âåëè÷èíû è îáîçíà÷àåòñÿ êàê Ĝ(n). Èñòèííàÿ âå-ëè÷èíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè n→ ∞:
G(n) = lim

n→∞
Ĝ(n).Îöåíêà Ĝ(n) âåëè÷èíû G(n) íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè îíà ñõî-äèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè P{}̇ ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó ïðè óâåëè÷åíèèîáú¼ìà âûáîðêè, ò.å.

lim
n→∞

P{|Ĝ−G| < ε} = 1,ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî.1. Ïóñòü ðåàëèçàöèÿ çàäàííîé âûøå ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèäëèííîé L îòñ÷¼òîâ ðàçäåëåíà íà M áîëåå êîðîòêèõ ïîäðåàëèçàöèéäëèòåëüíîñòüþ N òî÷åê, òàê ÷òî L =M ×N :

x(0), x(1), ..., x(N−1)︸ ︷︷ ︸

1−ÿ ðåàëèçàöèÿ , x(N), x(N+1), ..., x((M−1)N), ..., x(L−1)︸ ︷︷ ︸
M−ÿ ðåàëèçàöèÿ 


.Ïîëó÷àåì àíñàìáëü ðåàëèçàöèé xi(n), i=1, 2, ...,M, n=0, 1, ...,N−1.2. Âûáèðàåì �óíêöèþ âðåìåíí�îãî îêíà W (n) è äîìíîæàåì êàæäóþèç ðåàëèçàöèé íà ýòó �óíêöèþ6:

yi(n) = xi(n)W (n).5Â áîëüøèíñòâå èñòî÷íèêîâ ïåðèîäîãðàììîé ïðèíÿòî íàçûâàòü îöåíêó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòèìîùíîñòè, ïîëó÷àåìóþ ïî N îòñ÷¼òàì îäíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.6Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü îïóùåíà, åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîå îêíî. Â ýòîì ñëó÷àå
yi(n) = xi(n).
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184 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêè3. Ïî êàæäîé ðåàëèçàöèè ïîñðåäñòâîì ÄÏÔ ñòðîèì ïåðèîäîãðàììó:
Yi(k) =

N−1∑

n=0

yi(n)e
−j2πkn/N .4. Ïîäñ÷èòûâàåì âûáîðî÷íûå ñïåêòðû ìîùíîñòè:

Pi(k) = Yi(k)Y
∗
i (k).5. Ïîäñ÷èòûâàåì îöåíêó ñïåêòðà ìîùíîñòè, óñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþâûáîðî÷íûå ñïåêòðû:

P̂ (k) = 〈Pi(k)〉 =
1

M

M∑

i=1

Pi(k). (4.44)Ïðè ðåàëüíûõ èçìåðåíèÿõ äëèòåëüíîñòü ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà âñåãäàêîíå÷íà, à çíà÷èò, êîíå÷íû äëèòåëüíîñòü îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè N è÷èñëî ðåàëèçàöèé M. ßñíî, ÷òî ñèãíàë îãðàíè÷åííîé äëèòåëüíîñòè
L=M ×N ìîæíî ðàçáèòü íà ïîäðåàëèçàöèè ìíîæåñòâîì ðàçíûõ ñïî-ñîáîâ. Íàïðèìåð, åñëè îáùàÿ äëèòåëüíîñòü äèñêðåòíîãî ñèãíàëà ñîñòàâ-ëÿåò 1000 îòñ÷¼òîâ, ìîæíî ¾íàðåçàòü¿ 100 âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé ïî 10òî÷åê â êàæäîé, ìîæíî � 10 ðåàëèçàöèé ïî 100 òî÷åê, à ìîæíî îñòàâèòüîäíó äëèííóþ ðåàëèçàöèþ â 1000 îòñ÷¼òîâ. Êàêîå èç òàêèõ ðàçáèåíèéëó÷øå? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íàäî ïîíÿòü, çà ÷òî îòâå÷àþòïàðàìåòðû M è N . ×òî êàñàåòñÿ äëèòåëüíîñòè ïîä-ðåàëèçàöèè N , òîîòâåò óæå áûë äàí â ðàçäåëå 4.4.1: îíà îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó ðàçðåøåíèÿñïåêòðà ωT = 2π/N . �àññìîòðèì òåïåðü ïàðàìåòð M .Åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ¾èñòèííî¿ ñëó÷àéíûì, íà-ïðèìåð áåëûì øóìîì ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî â òåîðèè ñïåê-òðîâ ïîêàçàíî, ÷òî äèñïåðñèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè, ïîäñ÷èòàííîãî ïî îä-íîé ðåàëèçàöèè, ïðè áîëüøèõ N ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ êâàäðàòà ñïåêòðàìîùíîñòè:

Dpi(k) =
〈
P 2
i (k)− P 2(k)

〉
−→M→∞ P 2(k).Èíûìè ñëîâàìè, ¾îøèáêà¿ ïðè ðàñ÷¼òå ñïåêòðà ìîùíîñòè ïî îäíîé ðå-àëèçàöèè ñîïîñòàâèìà ñî çíà÷åíèåì ñàìîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè. Èìåííîïîýòîìó ñïåêòð ìîùíîñòè, ïîäñ÷èòàííûé ïî îäíîé ïåðèîäîãðàììå, êàêóæå áûëî ñêàçàíî âûøå, íå ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü ñïåêòð ìîùíîñòèñëó÷àéíîãî ïðîöåññà: îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ïî îäíîé ïåðèîäîãðàììå, ÿâ-ëÿåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíîé.Íàðÿäó ñ ÄÏÔ ïðè öè�ðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ èñïîëüçóþòñÿ äèñ-êðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ìîäè�èêàöèÿ � z-ïðåîáðàçîâàíèå.4.6. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñàè z-ïðåîáðàçîâàíèåÎáðàòèìñÿ ê �îðìóëå (4.4) äëÿ äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà xd(n∆t)è, èñïîëüçóÿ äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (2.58), íàéäåì èçî-
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4.6. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è z-ïðåîáðàçîâàíèå 185áðàæåíèå ñèãíàëà xd(n∆t). Òîãäà
F (s)=

∫ ∞

−∞
xd(n∆t)e−stdt=

∫ ∞

−∞

∞∑

n=−∞
x(t)δ(t− n∆t)e−stdt =

=

∞∑

n=−∞
x(t)

∫ ∞

−∞
δ(t− n∆t)e−stdt =

∞∑

n=−∞
x(n∆t)e−sn∆t, (4.45)ãäå s = σ + jω. Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî �èëüòðóþùåå ñâîéñòâî

δ-�óíêöèé.Ýòî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Åñëè â âûðàæåíèè (4.45) çà-ìåíèòü �óíêöèþ es∆t êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = es∆t, òî ïîëó÷èì ìî-äè�èöèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, èçâåñòíîå êàê z-ïðåîáðàçîâà-íèå, è àíàëèç äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ óïðîùàåòñÿ.Ïîäñòàâëÿÿ z â (4.45), ïîëó÷èì äâóñòîðîííåå z-ïðåîáðàçîâàíèå
X(z) =

∞∑

n=−∞
x(n∆t)z−n. (4.46)Âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó z-ïðåîáðàçîâàíèåì X(z) è ïðåîáðàçîâà-íèåì Ëàïëàñà F (s) ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

X(z) = F

(
1

∆t
ln z

)
, F (s) = X(es∆t).Ïî-âèäèìîìó, â �îðìóëàõ äëÿ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî òàê èç-ìåíèòü îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû îíè ñîîòâåòñòâîâàëè ïðèíÿòûì ïðè ðàññìîò-ðåíèè ÄÏÔ, ò.å. çàìåíèòü x(n∆t) íà x(n). Òîãäà

X(z) =
∞∑

n=−∞
x(n)z−n. (4.47)�àññìîòðèì òåïåðü, êàê z-ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçàíî ñ ÄÏÔ. Ïðåäñòà-âèì z â âèäå z = ̺ejω è ïîëó÷èì

X(z) =

∞∑

n=−∞

[
x(n)e−jωn

]
̺−n.Åñëè â ýòî âûðàæåíèå ïîäñòàâèòü ω = 2πk/N 0 ≤ k ≤ N−1, òî ïîëó÷èì

X(z) =
∞∑

n=−∞

[
x(n)e−j2πkn/N

]
̺−n. (4.48)Âûáèðàÿ ðàâíîóäàë¼ííûå âûáîðêè èç X(z) äëÿ 0 ≤ n ≤ N − 1 èïîëàãàÿ ̺ = 1 (|z| = 1), âèäèì, ÷òî (4.48) ñîâïàäàåò ñ (4.29). Òàêèìîáðàçîì, z-ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñøèðåííîå ÄÏÔ.Â çàêëþ÷åíèå ïîëó÷èì �îðìóëó îáðàòíîãî z-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè (4.47) íà (1/2πj)Zk−1 è ïðîèíòåãðèðóåì ïîêîíòóðó C, ëåæàùåìó â îáëàñòè ñõîäèìîñòè è ñîäåðæàùåìó íà÷àëî êîîð-äèíàò. Ñîãëàñíî òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé â ðåçóëüòàòåîáõîäà êîíòóðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïîëó÷èì

1

2πj

∫

C

X(z)zk−1dz =

∞∑

n=−∞
x(n)

[
1

2πj

∫

C

z(k−n)−1dz

]
. (4.49)
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186 �ëàâà 4. Äèñêðåòíûå è öè�ðîâûå ñèãíàëû. Ìåòîäû öè�ðîâîé îáðàáîòêèÑîãëàñíî òåîðåìå Êîøè
1

2πj

∫

C

pm−1dp =
{

1 m = 0,
0 m 6= 0.Èòàê, ïðè k=n èç (4.49) ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà îáðàòíîãî z-ïðåîáðàçîâàíèÿ

x(n) =
1

2πj

∫

C

X(z)zn−1dz. (4.50)4.7. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ1. Êàêèå ïðîöåññû íàçûâàþòñÿ äèñêðåòèçàöèåé àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ?×òî òàêîå ðàâíîìåðíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ?2. Â ÷åì ñîñòîèò ðàçëè÷èå ñïåêòðîâ àíàëîãîâîãî è äèñêðåòèçîâàííîãî ñðàâíîìåðíûì øàãîì ñèãíàëîâ?3. Ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ñ ïåðèîäîì T ìêñ ñîäåðæèò N ãàð-ìîíèê. Êàêîâà äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà âûáîðêè îòñ÷¼òîâ (ââûá/ èëè â �ö)?4. Êàêîâà äîëæíà áûòü âåðõíÿÿ ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà �èëüòðà (â Ì�ö) äëÿíåèñêàæ¼ííîé âûáîðêè ñ ÷àñòîòîé f0 Ì�ö?5. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ìåòîä ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè? Êàê âûáèðàåòñÿ÷àñòîòà ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè?6. Êàê âûáðàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k êîïèé ïîëîñîâîãî ñèãíàëà, ÷òîáûèçáåæàòü ïåðåêðûòèÿ ïîëîñ ñ îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè ÷à-ñòîòàìè? Êàê ðàññ÷èòàòü ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ k?7. Êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ øèðèíà ïîëîñû ñïåêòðà (â ê�ö),÷òîáû áûëà âîçìîæíà äèñêðåòèçàöèÿ ñ ïîíèæåííîé ÷àñòîòîé, åñëè çíà-÷åíèå öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû ñïåêòðà f0 ê�ö?8. Âî ñêîëüêî ðàç øèðèíà ïîëîñû ñïåêòðà ñèãíàëà äîëæíà áûòü ìåíüøåöåíòðàëüíîé ÷àñòîòû ñïåêòðà, ÷òîáû áûëà âîçìîæíà äèñêðåòèçàöèÿ ñïîíèæåííîé ÷àñòîòîé?9. Ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ èìååò äëèòåëüíîñòü 1 ìñ. Ñ êàêîé ÷àñòîòîéíåîáõîäèìî äèñêðåòèçèðîâàòü ýòîò ñèãíàë, ÷òîáû åãî ñïåêòð ñîäåðæàëïåðâûå äâà ëåïåñòêà îãèáàþùåé?10. ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öè�ðîâûå ñèãíàëû? Êàê ïðåîáðàçîâàòü àíà-ëîãîâûé ñèãíàë â öè�ðîâóþ �îðìó?11. Â ÷åì ñîñòîèò êîäèðîâàíèå ñèãíàëîâ? Íàçîâèòå íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-í¼ííûå äâîè÷íûå êîäû. Êàêîâû îñîáåííîñòè ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ?12. Êàêîâî îòíîøåíèå ñèíãàë�øóì ïðè 8-ðàçðÿäíîì äâîè÷íîì êîäèðîâà-íèè?13. Ïîäáåðèòå ÷àñòîòó âûáîðêè è ÷èñëî ðàçðÿäîâ òàê, ÷òîáû ðàáîòàòü ññèãíàëàìè, ñïåêòð êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî 10 Ì�ö, ÷òî-áû â ñïåêòðå ñèãíàëà ðàçëè÷àëèñü ãàðìîíèêè, ñîñòàâëÿþùèå íå ìåíåå�60 dB îò îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñèãíàëà.14. Êàê ðàçëè÷àþòñÿ äèñêðåòíî-âðåìåíí�îå è äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå?15. Êàêîâà íîðìèðîâàííàÿ ÷àñòîòà ω̄, åñëè �èçè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ðàâíà1000 �ö, èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè 100 ìêñ, à àìïëèòóäà ñèãíàëà 5 Â?16. ×òî ïîíèìàþò ïîä ÷àñòîòîé ðàçðåøåíèÿ ñïåêòðà? Êàê îíà ñâÿçàíà ñäëèòåëüíîñòüþ ñèãíàëà?
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4.7. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ 18717. ×åìó ðàâíî ðàçðåøåíèå ñïåêòðà â íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîòàõ ∆ω̄, åñëè÷èñëî òî÷åê ñèãíàëà, ïî êîòîðûì ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñïåêòð, ðàâíî 1000, àèíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè 30 ìêñ?18. Êàêîâî ðàçðåøåíèå ñïåêòðà â �ö äëÿ óñëîâèé, ñ�îðìóëèðîâàííûõ âïðåäûäóùåé çàäà÷å?19. Ñêîëüêî ãàðìîíèê ñîäåðæèò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, åñëè÷èñëî òî÷åê, ïî êîòîðûì îíî ñ÷èòàåòñÿ, ðàâíî 500, à èíòåðâàë äèñêðåòè-çàöèè 10 ìêñ?20. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ¾ðàñòåêàíèå ñïåêòðà¿? Êàê èçìåíÿþòñÿ äèñêðåò-íûå ñïåêòðû ñèãíàëîâ ïðè èçìåíåíèè äëèòåëüíîñòè âðåìåíí�îãî îêíà?21. Íà êàêèõ ñâîéñòâàõ ÄÏÔ áàçèðóþòñÿ àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðà-çîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ)?22. Êàê �îðìèðóþòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè N -îòñ÷¼òíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè â àëãîðèòìàõ ïðîðåæèâàíèÿ ïî âðåìåíè è ïî ÷àñòîòå?23. Èçîáðàçèòå ãðà� ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ 8-òî÷å÷íîãî ÄÏÔ ñ ïðîðåæè-âàíèåì ïî âðåìåíè.24. Êàêîâà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî äèñêðåò-íîãî ïðîöåññà?25. Êàê óïðîùàåòñÿ àíàëèç äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ ïðè ïåðåõîäå îò äèñ-êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê z-ïðåîáðàçîâàíèþ?26. ×åìó ðàâíî z-ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà x(n) = 3(n−2)?27. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå z-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëà x(n) = δ(n − n0) âòî÷êå z = z0?Ñïèñîê ëèòåðàòóðûÑîëîíèíà, À. È., Óëàõîâè÷, Ä. À., Àðáóçîâ, Ñ. Ì., Ñîëîâîâà, Å. Á.Îñíîâû öè�ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. ÑÏá. : DHV-Ïèòåð, 2007.Ñåðãèåíêî, À. Á. Öè�ðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ: ó÷åáíèê. ÑÏá. : Ïè-òåð, 2002.�îëüäåíáåðã, Ë. Ì., Ìàòþøêèí, Á. Ä., Ïîëÿê, Ì. Í. Öè�ðîâàÿ îá-ðàáîòêà ñèãíàëîâ: ó÷åá.ïîñîáèå äëÿ âóçîâ. Ì. : �àäèî è ñâÿçü, 1990.Ëàéîíñ, �. Öè�ðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ. Ì. : Áèíîì-Ïðåññ, 2006.Îïåíãåéì, À., Øà�åð, �. Öè�ðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ. Ì. : Òåõíî-ñ�åðà, 2006.Àêèìîâ, Ï. Ñ., Ñåíèí, À. È., Ñîëåíîâ, Â. È. Ñèãíàëû è èõ îáðàáîòêàâ èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ. Ì. : �àäèî è ñâÿçü, 1994.Çàëìàíçîí, Ë. À. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà è èõ ïðèìå-íåíèå â óïðàâëåíèè, ñâÿçè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ì. : Íàóêà, 1989.Ìàðïë-ìë., Ñ. Ë. Öè�ðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèìåíåíèÿ/ ïåð. ñ àíãë. Ì. : Ìèð, 1990.�àáèíåð, Ë., �îóëä, Á. Òåîðèÿ è ïðèìåíåíèå öè�ðîâîé îáðàáîòêè ñèã-íàëîâ. Ì. : Ìèð, 1978.Òðàõòìàí, À. Ì. Ââåäåíèå â îáîáù¼ííóþ ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ ñèã-íàëîâ. Ì. : Ñîâ. ðàäèî, 1972.СА
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�ëàâà 5Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûåñèãíàëû5.1. Îñíîâíûå çàäà÷è è ìåòîäû ìîäóëÿöèèÑèãíàëû, ïîñòóïàþùèå îò èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé, êàê ïðàâèëî, íèçêî-÷àñòîòíûå. Äëÿ ïåðåäà÷è íà çíà÷èòåëüíûå ðàññòîÿíèÿ ñïåêòð ñîîáùåíèÿíåîáõîäèìî ïåðåíåñòè â îáëàñòü ðàäèî÷àñòîò èëè, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòüâ ðàäèî�èçèêå, îñóùåñòâèòü ìîäóëÿöèþ êîëåáàíèé1. Â òàêîì ïðåîáðàçî-âàíèè íóæäàåòñÿ íå îäíî, à ñîòíè òûñÿ÷ ñîîáùåíèé.Ïîêà ñóùåñòâîâàëà òîëüêî ðàäèîñâÿçü, ïðèõîäèëîñü òðàíñ�îðìèðî-âàòü ñèãíàëû ñ ïîëîñîé ÷àñòîò äî 10 ê�ö. Ïîÿâèëîñü òåëåâèäåíèå è ïî-òðåáîâàëîñü ïåðåíîñèòü â îáëàñòü ðàäèî÷àñòîò ñèãíàëû ñ ïîëîñîé ÷à-ñòîò äî 8 Ìãö. Íîâàÿ ïðîáëåìà ïîðîäèëà íîâûå ìåòîäû ìîäóëÿöèè. Ñðàçâèòèåì Èíòåðíåòà è ìîáèëüíîé ñâÿçè êîìïëåêñ ïðîáëåì ìîäóëÿöèèåù¼ áîëåå ðàñøèðèëñÿ. Õîòÿ îäèí êàíàë ìîáèëüíîé ñâÿçè çàíèìàåò âñå-ãî 3.5-4.0 ê�ö2, íî ÷èñëî êàíàëîâ îãðîìíî. Ïîýòîìó âîçíèêàþò ñåðü¼ç-íûå ïðîáëåìû ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàäèî÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà,âîçìîæíîãî âðåìåííîãî è ÷àñòîòíîãî óïëîòíåíèÿ êàíàëîâ, ìíîãîêðàòíî-ãî èñïîëüçîâàíèÿ îäíèõ è òåõ æå ÷àñòîò, íàêîíåö, ïîâûøåíèÿ ïîìåõî-óñòîé÷èâîñòè. Âñå ýòè çàäà÷è â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ñâÿçàíû ñ ïðîáëå-ìàìè ìîäóëÿöèè.Íåëüçÿ íå ó÷èòûâàòü è ïðîáëåìû äåìîäóëÿöèè, ò.å. îáðàòíîãî ïåðå-íîñà èí�îðìàöèîííîãî ñèãíàëà â îáëàñòü íèçêèõ ÷àñòîò. Íàïîìíèì åù¼ðàç, ÷òî âñå ïåðåäàâàåìûå èí�îðìàöèîííûå ñèãíàëû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-íûìè. Ïîëó÷àòåëü äîëæåí íàéòè íóæíûé èí�îðìàöèîííûé ñèãíàë, âû-äåëèòü åãî, ó÷èòûâàÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèãíàëà è ïîìåõ, è òîëüêîïîñëå ýòîãî äåìîäóëèðîâàòü. Ñïîñîá äåìîäóëÿöèè äîëæåí áûòü ïðåäåëü-íî ïðîñòûì. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, îäíîïîëîñíàÿ è áàëàíñíàÿ àì-ïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ íå ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìåííî èç-çà ñëîæ-íîñòåé äåìîäóëÿöèè.Ìîäóëÿöèÿ è äåìîäóëÿöèÿ ñèãíàëîâ � îäèí èç âàæíûõ àñïåêòîâ òå-1Â øèðîêîì ñìûñëå ïîä ìîäóëÿöèåé (îò ëàò. modulation � ìåðíîñòü, ðàçìåðåííîñòü) ïîíèìàþòçàêîíîìåðíîå èçìåíåíèå èëè ïåðåìåíó ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð ïåðåõîä â äðóãóþ òîíàëüíîñòü â ìóçûêå.Â ðàäèî�èçèêå è òåîðèè èí�îðìàöèè ïîä ìîäóëÿöèåé ïîíèìàåòñÿ ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâäëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ïî �èçè÷åñêîìó êàíàëó ñâÿçè.2Ìåæäóíàðîäíûì ñîãëàøåíèåì íà ñòàíäàðòíûé êàíàë îòâîäèòñÿ èíòåðâàë ÷àñòîò îò 300 äî3400 �ö è ââîäèòñÿ ìåæïîëîñíûé èíòåðâàë ÷àñòîò äëÿ ñíèæåíèÿ âçàèìíûõ ïîìåõ. Ïîëíàÿ ïîëîñà÷àñòîò � 4 ê�ö.
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5.1. Îñíîâíûå çàäà÷è è ìåòîäû ìîäóëÿöèè 189ëåâèçèîííîãî è ñïóòíèêîâîãî âåùàíèÿ, à èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ìåòî-äîâ öè�ðîâîãî òåëåâèäåíèÿ è òåëåâèäåíèÿ âûñîêîé ÷¼òêîñòè çàñòàâëÿåòâçãëÿíóòü íà ïðîáëåìó òåëåâèäåíèÿ ïî-íîâîìó. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäå-ëå ãëàâû àíàëèçèðóåòñÿ ðîëü ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè â ïðîöåññàõóïëîòíåíèÿ êàíàëîâ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé.�àññìîòðåíèå ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè íà÷í¼ì ñ ââåäåíèÿ îäíîãî èç îñíîâ-íûõ ïîíÿòèé � ïîíÿòèÿ íåñóùåãî êîëåáàíèÿ.Íåñóùèì êîëåáàíèåì îáû÷íî íàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå âûñîêî÷à-ñòîòíîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå
xíåñ(t) = A cos(ω0t+ ϕ0) = A cosΨ(t), (5.1)õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå ìîäóëÿöèè.Ìîäóëÿöèåé íàçûâàåòñÿ �èçè÷åñêèé ïðîöåññ âðåìåíí�îãî èçìåíåíèÿîäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ íåñóùåãî êîëåáàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ññèãíàëîì ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ.Íåñóùåå êîëåáàíèå (5.1) èìååò òðè íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà: àìïëè-òóäó A, êðóãîâóþ ÷àñòîòó ω0 è òåêóùóþ �àçó Ψ = ω0t+ ϕ0.Åñëè ïðè íåèçìåííûõ ω0 è ϕ0 äëÿ çàäàííîãî ñîîáùåíèÿ s(t) àìïëèòóäàêîëåáàíèÿ (5.1) èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

A(t) = A+∆A s(t), (5.2)ò.å. ñòàíîâèòñÿ èí�îðìàöèîííûì ïàðàìåòðîì, òî ìîäóëÿöèÿ íàçûâàåòñÿàìïëèòóäíîé, à êîëåáàíèå � àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûì ñèãíàëîì.Åñëè ïðè íåèçìåííûõ A è ϕ0 èí�îðìàöèîííûì ïàðàìåòðîì ñòàíîâèò-ñÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèÿ
ω(t) = ω0 +∆ω s(t), (5.3)òî ìîäóëÿöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòíîé, à êîëåáàíèå � ÷àñòîòíî-ìîäóëèðî-âàííûì ñèãíàëîì. Âåëè÷èíà ∆ω õàðàêòåðèçóåò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíå-íèå ÷àñòîòû è íàçûâàåòñÿ äåâèàöèåé ÷àñòîòû. Íàêîíåö, êîãäà ïðè ïî-ñòîÿííûõ A è ω0 èí�îðìàöèîííûì ïàðàìåòðîì ñòàíîâèòñÿ òåêóùàÿ �à-çà êîëåáàíèÿ

Ψ(t) = Ψ +∆Ψs(t) = ω0t+ ϕ0 +∆Ψ s(t), (5.4)ãäå ∆Ψ � ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå èëè äåâèàöèÿ �àçû, òî ìîäóëÿöèÿíàçûâàåòñÿ �àçîâîé, à ðåçóëüòèðóþùèé ñèãíàë � �àçî-ìîäóëèðîâàííûì.(Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ ÀÌ, ×Ì è ÔÌ.)Åñëè â êà÷åñòâå ñîîáùåíèÿ èñïîëüçîâàòü ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå
s(t)=cosΩt, òî, ïîäñòàâëÿÿ (5.4) â (5.1), ïîëó÷èì äëÿ �àçî-ìîäóëèðîâàí-íîãî ñèãíàëà xÔÌ(t) âûðàæåíèå:

xÔÌ(t) = A cos[ω0t+ ϕ0 +m cosΩt]. (5.5)Èíäåêñ �àçîâîé ìîäóëÿöèè m=∆Ψ, êàê è â îáùåì ñëó÷àå, õàðàêòåðè-çóåò äåâèàöèþ �àçû. Äè��åðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè òåêóùóþ �àçó ÔÌ-ñèãíàëà, ïîëó÷èì
dΨ(t)

dt
= ω0 −∆Ψ · Ω sinΩt = ω0 −∆ω sinΩt,ò.å. â îäíîòîíàëüíîì ÔÌ-ñèãíàëå äåâèàöèÿ ÷àñòîòû ïðîïîðöèîíàëüíàäåâèàöèè �àçû è ÷àñòîòå ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà.
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190 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÂûðàæåíèå (5.3) äëÿ ÷àñòîòû ×Ì-ñèãíàëà íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííîïîäñòàâèòü â (5.1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òîΨ(t)=
∫ t

0 ω(ξ)dξ+ϕ0=ω0t+∆ω
∫ t

0 s(ξ)dξ,è ïîäñòàâëÿÿ Ψ(t) â (5.1), ïîëó÷èì äëÿ ×Ì-ñèãíàëà âûðàæåíèå:
x×Ì(t) = A cos[ω0t+∆ω

∫ t

0

s(ξ)dξ + ϕ0]. (5.6)Èòàê, ñîîòíîøåíèÿ (5.5) è (5.6) èäåíòè÷íû. Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èåÔÌ ×Ì
0 Ω

∆Ψ

∆ω

0 Ω

∆Ψ

∆ω

à á-

6

-

6

�èñ. 5.1. Çàâèñèìîñòè ∆ω è ∆Ψ îò ÷à-ñòîòû Ω ìîäóëèðóþùåãî êîëåáàíèÿ äëÿÔÌ-ñèãíàëà (à) è ×Ì-ñèãíàëà (á )

ñîñòîèò â ñïîñîáå âíåñåíèÿ èí�îð-ìàöèîííîãî ñèãíàëà â òåêóùóþ�àçó. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðè-âàòü îáà ñèãíàëà â ðàìêàõ åäèíîéìîäåëè ìîäóëèðîâàííîãî ïî óãëóêîëåáàíèÿ (ÓÌ-ñèãíàëà). Äåâèà-öèè �àçû è ÷àñòîòû ïî-ðàçíîìóçàâèñÿò îò ÷àñòîòû ìîäóëèðóþùå-ãî ñèãíàëà Ω (ðèñ. 5.1): ó îäíîòî-íàëüíîãî ìîäóëèðîâàííîãî ïî �à-çå êîëåáàíèÿ äåâèàöèÿ �àçû ∆Ψíå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ìîäóëèðóþ-ùåãî ñèãíàëà, à äåâèàöèÿ ÷àñòîòûïðîïîðöèîíàëüíà Ω (ðèñ. 5.1, à), óîäíîòîíàëüíîãî ìîäóëèðîâàííîãî ïî ÷àñòîòå ñèãíàëà äåâèàöèÿ ÷àñòîòû
∆ω íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà, à äåâèàöèÿ �àçû∆Ψîáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà Ω (ðèñ. 5.1, á ).Íåñóùåå êîëåáàíèå ìîæíî îäíîâðåìåííî ìîäóëèðîâàòü è ïî àìïëèòó-äå, è ïî �àçå è, òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî ïåðåäàâàòü äâà íèçêî÷àñòîò-íûõ ñîîáùåíèÿ. Òîãäà ïîëó÷àåì àìïëèòóäíî-�àçîâóþ ìîäóëÿöèþ:

x(t) = A(t) cos[ω0t+ ϕ(t)], (5.7)ãäå A(t), ϕ(t) èçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ s1(t) è s2(t). Ê ñîæàëåíèþ,
s1(t) è s2(t) íåðàâíîïðàâíû. Åñëè ïðåäñòàâèòü x(t) â âèäå

x(t) = A(t) cosϕ(t) cosω0t− A(t) sinϕ(t) sinω0t =

= Ac(t) cosω0t+As(t) sinω0t, (5.8)òî x(t) ïðåâðàùàåòñÿ â ñóììó äâóõ ÀÌ-êîëåáàíèé ñ ìîäóëèðóþùèìè ñèã-íàëàìè Ac(t) è As(t), ó êîòîðûõ íåñóùèå íàõîäÿòñÿ â êâàäðàòóðå (ñäâè-íóòû ïî �àçå íà 90◦) è èìåþò îäèíàêîâóþ ÷àñòîòó ω0. Òàêàÿ ìîäóëÿ-öèÿ íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíîé àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèåé (ÊÀÌ). Íà îñ-íîâå êâàäðàòóðíîé ìîäóëÿöèè â òåëåâèçèîííîé ñèñòåìå NTSC â êàæäîéñòðîêå ïåðåäàþòñÿ äâà öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëà.Ñòðóêòóðà ñïåêòðîâ ìîäóëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ çàâèñèò è îò ñïåê-òðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê èí�îðìàöèîííîãî (ìîäóëèðóþùåãî) ñèãíàëà,è îò âèäà ìîäóëÿöèè. Îáû÷íî ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë ìåäëåííî èçìå-íÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ íåñóùèì êîëåáàíèåì. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî íàèâûñøàÿ ÷àñòîòà â ñïåêòðå ïåðåäàâàåìîãî ñèãíàëà çíà÷èòåëüíîíèæå ÷àñòîòû íåñóùåãî êîëåáàíèÿ è ìîäóëèðîâàííûé ñèãíàë ìîæíîñ÷èòàòü óçêîïîëîñíûì èëè äàæå êâàçèãàðìîíè÷åñêèì.
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5.1. Îñíîâíûå çàäà÷è è ìåòîäû ìîäóëÿöèè 191Ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë s(t) ìîæåò áûòü àíàëîãîâûì èëè öè�ðîâûì.Åñëè ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, ò.å. ñîçäàåò èçìåíå-íèÿ èí�îðìàöèîííîãî ïàðàìåòðà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ â äèñêðåòíûå ìî-ìåíòû âðåìåíè k∆t, k = 0, 1, 2, ..., à ñàì ïàðàìåòð ïðèíèìàåò òîëüêîêîíå÷íîå ÷èñëî îïðåäåë¼ííûõ çíà÷åíèé (2, 4, 8 èëè áîëåå), òî òàêîé òèïìîäóëÿöèè íàçûâàåòñÿ ìàíèïóëÿöèåé. (Â äàëüíåéøåì äëÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíî- è �àçî-ìàíèïóëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ èñïîëüçóþòñÿ ñîêðàù¼í-íûå îáîçíà÷åíèÿ ÀÌí, ×Ìí è ÔÌí.) Êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïå-ðåäàþòñÿ â öè�ðîâîé �îðìå, ìîäóëÿöèÿ íàçûâàåòñÿ öè�ðîâîé. Ñðåäèöè�ðîâûõ ìåòîäîâ íàèáîëåå ïîïóëÿðíà èìïóëüñíî-êîäîâàÿ ìîäóëÿöèÿ,ïîçâîëÿþùàÿ çíà÷èòåëüíî ñíèæàòü ìîùíîñòü ñèãíàëà.Â ñîâðåìåííîé ðàäèîýëåêòðîíèêå ðàçëè÷àþò îäíîñòóïåí÷àòóþ èìíî-ãîñòóïåí÷àòóþ (÷àùå âñåãî äâóõñòóïåí÷àòóþ) ìîäóëÿöèè.Ïðè îäíîñòóïåí÷àòîé ìîäóëÿöèè ïåðåäàâàåìûé ñèãíàë íåïîñðåäñòâåí-íî óïðàâëÿåò îäíèì èç ïàðàìåòðîâ íåñóùåãî êîëåáàíèÿ è ñîçäàåò ÀÌ-,×Ì- èëè ÔÌ-ñèãíàë. Ïðè äâóõñòóïåí÷àòîé ìîäóëÿöèè èí�îðìàöèîííûéñèãíàë ìîäóëèðóåò òàê íàçûâàåìóþ ïîäíåñóùóþ â âèäå ãàðìîíè÷åñêîãîêîëåáàíèÿ èëè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ, êàê ïðà-âèëî, ïðÿìîóãîëüíûõ (ïåðâàÿ ñòóïåíü ìîäóëÿöèè), à ïîëó÷åííûé ñèãíàëèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäóëÿöèè (îáû÷íî àìïëèòóäíîé) âûñîêî÷àñòîòíîãîãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ íåñóùåé (âòîðàÿ ñòóïåíü ìîäóëÿöèè). Åñëèïîäíåñóùàÿ � ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, òî â ðåçóëüòàòå äâóõñòóïåí÷àòîéìîäóëÿöèè ïîëó÷àþòñÿ êîìáèíàöèè ÀÌ-ÀÌ, ×Ì-ÔÌ, ÀÌ-×Ì è äðóãèå.

�èñ. 5.2. �àçíûå âèäû ìîäóëÿöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ
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192 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÅñëè æå ïîäíåñóùàÿ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ (ðèñ. 5.2, à), òîíà ïåðâîé ñòóïåíè âîçìîæíû ÷åòûðå îñíîâíûõ âèäà èìïóëüñíîé ìîäóëÿ-öèè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ ìîæíî ïðîìîäóëèðîâàòü ñèãíàëîì
s(t) (ðèñ. 5.2, á ) ïî àìïëèòóäå (ðèñ. 5.2, â), ïî ÷àñòîòå ñëåäîâàíèÿ (ðèñ.5.2, ã) èëè âðåìåíí�îìó ïîëîæåíèþ èìïóëüñîâ (ðèñ. 5.2, ä ), à òàêæå èçìå-íÿÿ äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ðèñ. 5.2, å) èïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâåííî àìïëèòóäíî-èìïóëüñíóþ (ÀÈÌ), ÷àñòîòíî-èìïóëüñíóþ (×ÈÌ), âðåìÿ-èìïóëüñíóþ èëè �àçî-èìïóëüñíóþ (ÂÈÌèëè ÔÈÌ) è øèðîòíî-èìïóëüñíóþ (ØÈÌ) ìîäóëÿöèþ, à â ðåçóëüòàòåäâóõñòóïåí÷àòîé ìîäóëÿöèè ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè, íàïðè-ìåð ÀÈÌ-ÀÌ. Äâóõñòóïåí÷àòàÿ ìîäóëÿöèÿ ÀÌ-×Ì èñïîëüçóåòñÿ äëÿïåðåäà÷è ñòåðåî�îíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ íà ñòàíöèÿõ ÓÊÂ-âåùàíèÿ. Ñðåäèìåòîäîâ èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëàÀÈÌ, òàê êàê ïðè ìîäóëÿöèè ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ èìïóëüñîâ Tè îñòàåò-ñÿ ïîñòîÿííûì, è ïîñëå ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ìîæíîïåðåäàòü âòîðóþ, çàäåðæàííóþ íà äîëþ ïåðèîäà, çàòåì òðåòüþ è ò.ä.Ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ìíîãîêàíàëüíîé, è îäèí è òîò æå äèàïàçîí ÷àñòîòèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è íåñêîëüêèõ ñîîáùåíèé.5.2. Àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû5.2.1. Ìîäóëÿöèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèéÏóñòü çàäàí àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûé ñèãíàë

xÀÌ(t)=[A+∆A · s(t)]=A(1 +ms(t)) cosω0t, |s(t)| ≤ 1, (5.9)ãäå s(t) � ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë; A � àìïëèòóäà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ; ω0� åãî êðóãîâàÿ ÷àñòîòà; m = ∆A/A � êîý��èöèåíò ìîäóëÿöèè.Êîý��èöèåíò ìîäóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïàðàìåòðîì ÀÌ-êîëåáà-
-

6

-
6

-

6

s(t)

0

xÀÌ(t)

à
á 0

âxÀÌ(t)

t

t

t
0

1

ms(t) > 1

ms(t) < 1

�èñ. 5.3. Ìîäóëèðóþùèé (à) è ÀÌ-ñèãíàëïðè m <1 è m > 1 (á, â), 1 � òî÷êà ðàçðûâà �àçûíåñóùåãî êîëåáàíèÿ

íèÿ, îáû÷íî âûðàæàåòñÿâ ïðîöåíòàõ è õàðàêòåðè-çóåò ý��åêòèâíîñòü ïå-ðåäà÷è ñîîáùåíèÿ. Ïîêà
|ms(t)|< 1 (ðèñ. 5.3, á ),ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë(ðèñ. 5.3, à) âíîñèòñÿ â
xÀÌ(t) áåç èñêàæåíèé. Åñ-ëè æå |ms(t)| > 1 (ðèñ.5.3, â), òî ïðîèñõîäèò ïå-ðåìîäóëÿöèÿ ñèãíàëà. Êàêâèäíî èç ðèñ. 5.3, â, âýòîì ñëó÷àå îãèáàþùàÿÀÌ-ñèãíàëà íå ñîîòâåòñò-âóåò ìîäóëèðóþùåìó ñèã-íàëó, à �àçà íåñóùå-ãî êîëåáàíèÿ ïðåòåðïåâà-åò ðàçðûâû (òî÷êà 1 íàðèñ. 5.3, â). Ïðè âîññòàíîâëåíèè ïåðåäàâàåìîãî èí�îðìàöèîííîãî ñèãíà-ëà èç ïåðåìîäóëèðîâàííîãî íåèçáåæíî âîçíèêàþò îøèáêè.
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5.2. Àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû 193Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûõñèãíàëîâ. Ïóñòü ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë s(t) � ïðîèçâîëüíàÿ èíòåãðèðó-åìàÿ �óíêöèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè xÀÌ(t) çàïè-øåì åãî êàê
xÀÌ(t)=A cosω0t+Ams(t) cosω0tè èñïîëüçóåì ïðÿìîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ñì. ðàçä. 2.4).Òîãäà

XÀÌ(ω)=A∞∫

−∞

cosω0te−jωtdt+ Am

∞∫

−∞

s(t) cosω0te−jωtdt =

=
A

2




∞∫

−∞

e−j(ω−ω0)tdt+

∞∫

−∞

e−j(ω+ω0)tdt+m

∞∫

−∞

s(t)e−j(ω−ω0)tdt+m

∞∫

−∞

s(t)e−j(ω+ω0)tdt


.(5.10)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2.41) äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýêñïîíåíöèàëü-íûõ �óíêöèé è òåîðåìó î ñâåðòêå (ñì. ðàçä. 2.4), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

XÀÌ(ω)=πA[δ(ω−ω0)+δ(ω+ω0)]+
A

2
m[Xs(ω−ω0)+Xs(ω+ω0)], (5.11)ãäå Xs(ω)=

∫∞
−∞s(t)e−jωtdt � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîäóëèðóþùåãî ñèã-íàëà. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, �óíêöèÿ |Xs(ω)| ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî

ω=0 (ðèñ. 5.4, à).
�èñ. 5.4. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîäóëèðóþùåãî (à) è àìïëèòóäíî-ìîäóëèðî-âàííîãî (á ) ñèãíàëîâÒàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ, ïðîìîäóëèðîâàí-íîãî ïî àìïëèòóäå ïðîèçâîëüíûì ìîäóëèðóþùèì ñèãíàëîì s(t), ñîñòîèòèç äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòåé. Êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò äåëüòà-�óíêöèþ íà÷àñòîòå ±ω0

3 è ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîäóëèðóþùåãîñèãíàëà, ó êîòîðîãî âñå ÷àñòîòû ñìåùåíû ê ±ω0, à àìïëèòóäû èçìåíå-íû ïðîïîðöèîíàëüíî êîý��èöèåíòó ìîäóëÿöèè m (ðèñ. 5.4, á ). ×àñòüñïåêòðà, ðàñïîëîæåííàÿ â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, íàçûâàåòñÿîäíîñòîðîííèì �èçè÷åñêèì ñïåêòðîì ÀÌ-ñèãíàëà. Îäíîñòîðîííèé �è-çè÷åñêèé ñïåêòð ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ω0, ò.å. ñîäåðæèò âåðõíþþ(ω>ω0) è íèæíþþ (ω<ω0) áîêîâûå ïîëîñû.Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ÀÌ-ïðîöåññà ìîæåò ñëóæèòü îäíîòîíàëüíûéÀÌ-ñèãíàë. Åãî èçó÷åíèå îáëåã÷àåò àíàëèç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ïðîèçâîëü-íûõ ÀÌ-ñèãíàëîâ.3Ñëàãàåìûå â âèäå δ-�óíêöèé íà ÷àñòîòàõ ±ω0 îáóñëîâëåíû íàëè÷èåì ó �óíêöèè xÀÌ(t) íåèí-òåãðèðóåìîé ãàðìîíè÷åñêîé êîìïîíåíòû A cosω0t ñ êîíå÷íîé àìïëèòóäîé A.
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194 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÎäíîòîíàëüíûé ÀÌ-ñèãíàë è åãî ñâîéñòâà. Ïóñòü ìîäóëèðóþ-ùèé ñèãíàë s(t) � ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå:
s(t) = As cos (Ωt+Φ0),÷àñòîòà êîòîðîãî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ω ≪ ω0. Òîãäà ÀÌ-ñèãíàëíàçûâàåòñÿ îäíîòîíàëüíûì, à åãî ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ïðè ∆A = Asîïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

xÀÌ(t) = A (1 +m cos (Ωt+Φ0)) cosω0t, (5.12)

�èñ. 5.5. Îäíîòîíàëüíûé ÀÌ-ñèãíàë

ãäå m = As/A. �ðà�èê (îñöèëëî-ãðàììà) îäíîòîíàëüíîãî ÀÌ-êî-ëåáàíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 5.5 èïîêàçûâàåò, ÷òî åãî àìïëèòóäà èç-ìåíÿåòñÿ îò Amin = A(1 − m) äî
Amax =A(1 + m), à êîý��èöèåíòìîäóëÿöèè

m =
Amax −Amin

Amax +Amin
.×òîáû íàéòè ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâòàêîãî ñèãíàëà, ò.å. îïðåäåëèòü àì-ïëèòóäû ci è ÷àñòîòû åãî ãàðìîíè-÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ, ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå. Äîñòàòî÷íî ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �îðìóëïðåäñòàâèòü ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé â (5.12) â âèäå ñóììû ãàðìîíè÷åñêèõêîëåáàíèé. Òîãäà

xÀÌ(t)=A cosω0t+
mA

2
cos [(ω0 − Ω)t− Φ0] +

mA

2
cos [(ω0 +Ω)t+ Φ0].(5.13)Òàêèì îáðàçîì, îäíîòîíàëüíûé ÀÌ-ñèãíàë ñîäåðæèò òðè ãàðìîíè-

ω
0

Ω ω
0 ω0

Ω+ ω
0

ci

mA
2

mA
2

A

�èñ. 5.6. Àìïëèòóä-ûé ñïåêòð îäíîòî-íàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà
÷åñêèõ êîëåáàíèÿ ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè, à øèðè-íà ñïåêòðà (ðèñ.5.6) ðàâíà óäâîåííîé ÷àñòîòå ìî-äóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Ïåðâîå êîëåáàíèå ÿâëÿåòñÿíåñóùèì, è åãî àìïëèòóäà A íå çàâèñèò îò êîý��è-öèåíòà ìîäóëÿöèè. Äâà äðóãèõ êîëåáàíèÿ âîçíèêà-þò â ðåçóëüòàòå ìîäóëÿöèè. Îíè èìåþò îäèíàêîâûåàìïëèòóäû, ïðîïîðöèîíàëüíûåm, íà÷àëüíûå �àçû
−Φ0 è +Φ0, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî íåñóùåãîêîëåáàíèÿ, è ÷àñòîòû ω0 −Ω è ω0 +Ω, íàçûâàåìûåíèæíåé è âåðõíåé áîêîâûìè ÷àñòîòàìè.Àíàëèç ñâîéñòâ ìîäóëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî ïðî-âîäèòü ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ äèàãðàìì. Äëÿ ÀÌ-ñèãíàëà âåêòîðíàÿ äèà-ãðàììà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. ðèñ. 5.7.Ïóñòü âåêòîð xÀÌ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t=0 ñîâïàäàåò ñ îñüþ

Ox. Òîãäà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íåñóùåå êîëåáàíèå ìîæíîèçîáðàçèòü âåêòîðîì, èìåþùèì äëèíó A è �àçó ω0t, à êîëåáàíèÿ áîêîâûõ÷àñòîò � âåêòîðàìè îäèíàêîâîé äëèíû mA/2, êîòîðûå âðàùàþòñÿ îòíî-
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5.2. Àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû 195ñèòåëüíî êîíöà âåêòîðà A â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñ óãëîâû-ìè ñêîðîñòÿìè −Ω è Ω è èìåþò �àçû −Ωt−Φ0 è
Ωt+Φ0. �àâíîäåéñòâóþùàÿ ýòèõ âåêòîðîâ âñå âðå-ìÿ îñòàåòñÿ ñîíàïðàâëåííîé ñ âåêòîðîì íåñóùåé, àäëèíà ðàâíîäåéñòâóþùåé èçìåíÿåòñÿ îò (1−m)A äî
(1 +m)A.Âñå ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ¾èäåàëüíîãî¿ÀÌ-ñèãíàëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ (5.13).Åñëè àìïëèòóäû èëè ìîäóëè �àç êîëåáàíèé áîêîâûõ÷àñòîò ðàçëè÷àþòñÿ, òî ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð íåêîëëèíåàðåí âåêòîðó íåñóùåé è áóäåò èñïûòûâàòü

A  Σ

tω
0

x

mA
2

mA
2

0Ω Φt+

0Ω Φt

0�èñ. 5.7.Âåêòîðíàÿäèàãðàììà îäíîòîíà-ëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëàêà÷àíèå îòíîñèòåëüíî íåãî, âûçûâàÿ ñìåøàííóþ àìïëèòóäíî-óãëîâóþìîäóëÿöèþ.Çàìå÷àíèÿ. 1. Ñòðóêòóðà ñïåêòðà ñîõðàíèòñÿ è äëÿ s(t) ñ íåïðåðûâ-íûì ñïåêòðîì, íî ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû çàïîëíÿò áîêîâûå ïîëîñûíåïðåðûâíî.2. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äåìîäóëÿöèÿ ÀÌ-ñèãíàëîâ ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþåãî íèçêî÷àñòîòíîé îãèáàþùåé. ×åì ïðîùå è òî÷íåå òàêîå âûäåëåíèå,òåì ý��åêòèâíåå äåìîäóëÿöèÿ.Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ìîäóëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåò-ñÿ ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ìåæäó èõ ñïåêòðàëüíûìè ñîñòàâëÿþùèìè.Âû÷èñëÿÿ ñðåäíþþ ìîùíîñòü îäíîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà çà âðåìÿ
T , çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùåå ïåðèîä ìîäóëÿöèè (T ≫ 2π/Ω), ïîëó÷èì

Pñð = 1

T

T∫

0

x2ÀÌ(t)dt = A2

2
+
m2A2

8
+
m2A2

8
, (5.14)ò.å. ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü êîëåáàíèé áîêîâûõ ÷àñòîò íå ïðåâûøàåò 1/3(ïðè m=100%) îò ïîëíîé ìîùíîñòè ÀÌ-ñèãíàëà. Ê òîìó æå èí�îðìà-öèÿ, çàêëþ÷¼ííàÿ â âåðõíåé è íèæíåé áîêîâûõ ïîëîñàõ, äóáëèðóåòñÿ.Ïîñêîëüêó âñå ðàäèîâåùàòåëüíûå ñòàíöèè (êðîìå ÓÊÂ-äèàïàçîíà)èñïîëüçóþò ïðèíöèïû àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè, ïðîáëåìà ïîâûøåíèÿý��åêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìîùíîñòè ïåðåäàò÷èêîâ äîëãîå âðåìÿ çà-íèìàëà ðàäèî�èçèêîâ. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé áûëè ðàçðàáîòàíû áî-ëåå ýêîíîìè÷íûå ìåòîäû àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè: ìîäóëÿöèÿ ñ ïîäàâ-ëåííîé íåñóùåé, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå áàëàíñíîé ÀÌ, è ìîäóëÿöèÿ ñïîäàâëåííîé áîêîâîé ïîëîñîé � îäíîïîëîñíàÿ ÀÌ.Ïðè áàëàíñíîé ìîäóëÿöèè â ý�èð ïîñòóïàþò òîëüêî ñèãíàëû âåðõíåéè íèæíåé áîêîâûõ ïîëîñ. ×òîáû ïîíÿòü, êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñòðóê-òóðà ñèãíàëà, îáðàòèìñÿ ê îäíîòîíàëüíîé ìîäóëÿöèè. Â ñïåêòðå ÀÌ-ñèãíàëà òåïåðü îñòàþòñÿ äâå ñîñòàâëÿþùèå (äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â(5.13), ñëîæåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê áèåíèÿì (ïðîèçâåäåíèå ãàðìîíè÷å-ñêèõ �óíêöèé â (5.12)). Â ðåçóëüòàòå îãèáàþùàÿ íå ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-äàâàåìîìó ñèãíàëó è ïåðèîäè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Õîòÿ â ñïåêòðåîòñóòñòâóåò íåñóùåå êîëåáàíèå, âûñîêî÷àñòîòíîå çàïîëíåíèå ñîäåðæèò÷àñòîòó ω0. Ïðè äåìîäóëÿöèè ÀÌ-ñèãíàëà íåñóùàÿ äîëæíà âîññòàíàâ-ëèâàòüñÿ â ïðè¼ìíèêå, ÷òî çíà÷èòåëüíî åãî óñëîæíÿåò.Åù¼ áîëüøàÿ ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìîùíîñòè ïåðåäàò÷èêà

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



196 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûäîñòèãàåòñÿ ïðè îäíîïîëîñíîé àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè, êîãäà â ý�èðïåðåäàåòñÿ íåñóùàÿ è îäíà áîêîâàÿ ïîëîñà ÷àñòîò èëè òîëüêî áîêîâàÿïîëîñà ÷àñòîò. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî óæå íå àìïëèòóäíàÿ, à àìïëèòóäíî-óãëîâàÿ ìîäóëÿöèÿ. Îáðàòèìñÿ ê âåêòîðíîé äèàãðàììå ðèñ. 5.7. Åñëèóäàëèòü îäèí èç âåêòîðîâ mA/2, òî îñòàâøèéñÿ âåêòîð áóäåò ðàâíîìåð-íî âðàùàòüñÿ âîêðóã êîíöà âåêòîðà A, à ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð èçìå-íÿåòñÿ ïî àìïëèòóäå è êîëåáëåòñÿ ïî �àçå.�àçðàáîòêà ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, ïîâûøàþùèõ ý��åêòèâíîñòü ÀÌ, âòîì ÷èñëå êâàäðàòóðíûõ ìîäóëÿòîðîâ Õàðòëè, íå äàëà íåîáõîäèìîãî ðå-çóëüòàòà è ïðîáëåìà îñòàåòñÿ.Àìïëèòóäíî-ìàíèïóëèðîâàííûå ñèãíàëû. Âûñîêî÷àñòîòíîå êî-ëåáàíèå, ïðîìîäóëèðîâàííîå ïî àìïëèòóäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðÿìî-óãîëüíûõ èìïóëüñîâ, íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäíî-ìàíèïóëèðîâàííûì ñèã-íàëîì (ÀÌí) (ðèñ. 5.8).

�èñ. 5.8. Âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àìïëèòóäíî-ìàíèïóëèðîâàííîãî ñèãíàëà (à),ñïåêòð ïðÿìîóãîëüíîé îãèáàþùåé (á ) è ñïåêòð ÀÌí-ñèãíàëà (â)Ïóñòü ñêâàæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè q = 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èì-ïóëüñîâ (ñì. ðàçä. 2.3) ïðåäñòàâëÿåò ïðÿìîóãîëüíîå íàïðÿæåíèå s(t), ààìïëèòóäà èìïóëüñîâ � ðàçìàõ (óäâîåííóþ àìïëèòóäó) ìîäóëèðóþùåãîíàïðÿæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ äëÿ s(t) ñîîòíîøåíèå (2.22), ìîæíî çàïèñàòü êàê
s(t)=

∞∑

i=−∞
ĊiejiΩt, Ċi=

E

T

∫ T/2

−T/2

e−jiΩtdt=E

(
sin(iπ/2)

iπ/2
− sin iπ

iπ

)
,ãäå Ω=2π/T � ÷àñòîòà ïåðâîé ãàðìîíèêè s(t). Êîý��èöèåíòû ðàçëîæå-íèÿ Ċi ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè (â òîì ÷èñëå è Ċ0) îáðàùàþòñÿ â íóëü, èäëÿ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ÀÌí-ñèãíàëà èìååì:СА
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5.2. Àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû 197
xÀÌí(t)=(A+

∞∑

i=−∞
ĊiejiΩt) cosω0t=A


1 +m

∞∑

i=−∞
i6=0

sin(iπ/2)

iπ/2
ejiΩtcosω0t,ãäå m = E/A � êîý��èöèåíò ìîäóëÿöèè. Íàèáîëåå ïîëíî ÀÌí-ñèãíàëîïèñûâàåò ÷àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè:

XÀÌí(ω)=∫ ∞

−∞
xÀÌí(t)e−jωtdt=A

∫ ∞

−∞
[1 +m

∞∑

i=−∞
i6=0

sin iπ/2

iπ/2
ejiΩt cosω0t]e−jωtdt =

=πA{δ(ω−ω0)+δ(ω+ω0)+m

∞∑

i=−∞
i6=0

sin iπ/2

iπ/2
[δ(ω−(ω0−iΩ))+δ(ω+(ω0−iΩ))]}.(5.15)Ñïåêòð ÀÌí-ñèãíàëà (ðèñ. 5.8, â) äèñêðåòíûé, òàê êàê ìîäóëèðóþùèéñèãíàë ïåðèîäè÷åñêèé. Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ÷àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèåñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ω=0. Îäíîñòîðîí-íèé (�èçè÷åñêèé) ñïåêòð ñîäåðæèò δ-�óíêöèþ íà ÷àñòîòå íåñóùåãî êî-ëåáàíèÿ è ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà, âñå ÷àñòîòûêîòîðîãî ñìåùåíû íà ω0. Øèðèíà ñïåêòðà çàâèñèò îò ÷àñòîòû ïåðåêëþ-÷åíèé ìîäóëèðóþùåãî íàïðÿæåíèÿ, ò.å. â êîíå÷íîì ñ÷åòå îò ÷àñòîòû äèñ-êðåòèçàöèè ñèãíàëà ñîîáùåíèÿ. Êîãäà ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë ïðèíèìà-åò íåñêîëüêî äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé, ñïåêòð ÀÌí-ñèãíàëà óñëîæíÿåòñÿ.Ýòîò âîïðîñ áîëåå ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè öè�ðîâîéàìïëèòóäíîé ìàíèïóëÿöèè.5.2.2. Àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿèìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéÏóñòü â êà÷åñòâå ïîäíåñóùåãî êîëåáàíèÿ çàäàíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ âèäåîèìïóëüñîâ è êàæäûé èç èìïóëüñîâîïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé η(t)=Aè(σ(t)− σ(t− tè)) (ñì. ðàçä. 2.7, �îðìóëà(2.68)). Òîãäà

xíåñ(t) = Aè ∞∑

i=−∞
η(t− iTè),ãäå Aè, tè è Tè � àìïëèòóäà, äëèòåëüíîñòü è ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ èìïóëü-ñîâ, à àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûé ñèãíàë ïðèíèìàåò âèä:

xÀÈÌ(t)=Aè[1 +ms(t)]
∞∑

i=−∞
η(t− iTè), (5.16)ãäå s(t) � ìîäóëèðóþùèé (èí�îðìàöèîííûé) ñèãíàë; m � êîý��èöèåíòìîäóëÿöèè. Âðåìåííàÿ äèàãðàììà xÀÈÌ(t) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.2, â.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèã-íàëà ïðîàíàëèçèðóåì (5.16).Íåñóùåå êîëåáàíèå xíåñ(t) êàê ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå:
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198 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû
xíåñ(t) = ∞∑

k=−∞
Ċkej2πkt/Tè = ∞∑

k=−∞
ĊkejkωIt,ãäå Ċk = Aè tè

Tè sin(kωItè/2)
kωItè/2 = Aè tè

Tè sin (kωItè/2) � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäûãàðìîíèê (ñì. ðàçä. 2.3); ωI = 2π/Tè � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ïåðâîé ãàð-ìîíèêè xíåñ(t). Åñëè ñïåêòð ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà s(t) ïðåäñòàâèòüñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ Xs(ω)=
∫∞
−∞s(t)e−jωtdt, òî ñ ó÷åòîì ââåäåííûõîáîçíà÷åíèé ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÀÈÌ-ñèãíàëà ïðèíèìàåò âèä:

XÀÈÌ(ω)=∫ ∞

−∞
xÀÈÌ(t)e−jωtdt=

∫ ∞

−∞
[1 +ms(t)]

∞∑

k=−∞
Ċke−j(ω−kωI)tdt=

=

∞∑

k=−∞
Ċk

∫ ∞

−∞
e−j(ω−kωI)tdt+m

∞∑

k=−∞
Ċk

∫ ∞

−∞
s(t)e−j(ω−kωI)tdt =

=2π

∞∑

k=−∞
Ċkδ(ω − kωI) +m

∞∑

k=−∞
ĊkXs(ω − kωI). (5.17)Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÀÈÌ-ñèãíàëà ñîãëàñíî (5.17) ñîäåðæèò ñïåê-òðàëüíóþ ïëîòíîñòü íåìîäóëèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëü-íûõ èìïóëüñîâ xíåñ(t) è ñìåùåííûå ê ÷àñòîòàì kωI ñïåêòðàëüíûå ïëîòíî-ñòè ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà s(t). Òàêèì îáðàçîì, îêîëî êàæäîé èç ñïåê-òðàëüíûõ ãàðìîíèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ �îðìèðóåòñÿ äâóõ-ïîëîñíûé ñïåêòð ÀÌ-ñèãíàëà. Åñëè íàèáîëüøàÿ ÷àñòîòà ωs â ñïåêòðå

s(t) ìåíüøå ωI/2, òî ñïåêòðû ÀÌ-ñèãíàëîâ íå ïåðåêðûâàþòñÿ è ðåçóëü-òèðóþùèé ñïåêòð èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 5.9. Ëþáîé èç ÀÌ-ñèãíàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äåìîäóëÿöèè èí�îðìàöèîííîãî ñèãíà-ëà. Îäíàêî èç �îðìóëû (5.17) ñëåäóåò è áîëåå ïðèâëåêàòåëüíîå ðåøåíèå.Âî âòîðîé ñóììå îäèí èç èíòåãðàëîâ ïðè k = 0 ïðåäñòàâëÿåò íèçêî÷à-ñòîòíûé ñïåêòð ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà (çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü íàðèñ. 5.9), è äëÿ äåìîäóëÿöèè äîñòàòî÷íî âûäåëèòü ýòó íèçêî÷àñòîòíóþ÷àñòü ñïåêòðà.
�èñ. 5.9. ×àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ÀÈÌ-ñèãíàëàÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, åñëè ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ èìïóëüñîâ òàêîâ, ÷òîìåæäó íèìè ìîæíî ïåðåäàâàòü åù¼ íåñêîëüêî çàäåðæàííûõ íà ñîîòâåò-ñòâóþùåå âðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìîäóëèðîâàííûõ äðóãèìè èí�îð-ìàöèîííûìè ñèãíàëàìè, òî èìååò ìåñòî ìíîãîêàíàëüíàÿ ñâÿçü. Äëÿ ýòèõñèãíàëîâ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îäèí è òîò æå ÷àñòîòíûé äèàïàçîí, è øè-ðèíà ñïåêòðà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ, íå èçìåíèòñÿ.
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5.3. Ñèãíàëû ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé 1995.3. Ñèãíàëû ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåéÓ ïðîèçâîëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ
x(t) = A cos (ω0t+ ϕ0) = A cosΨ(t)íàáåã òåêóùåé �àçû Ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé âðåìåíè. �àðìî-íè÷åñêîå êîëåáàíèå A cos(ω0t+ϕ0) � ïðîåêöèÿ ðàâíîìåðíîãî âðàùàòåëü-íîãî äâèæåíèÿ òî÷êè ïî îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ôàçà Ψ(t) çà-äàåò òåêóùèé óãîë òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñèêîîðäèíàò, åå çíà÷åíèå èçìåðÿåòñÿ â ãðàäóñàõ èëè ðàäèàíàõ. Èçìåíåíèå�àçû â åäèíèöó âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãîäâèæåíèÿ:

ω(t) =
dΨ(t)

dt
, (5.18)íàçûâàåìóþ òàêæå êðóãîâîé ÷àñòîòîé âðàùåíèÿ. Åäèíèöû èçìåðåíèÿêðóãîâîé ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ω è ÷àñòîòû êîëåáàíèé f = ω/2π ðàññìîò-ðåíû â ðàçä. 2.1.Òåêóùåå çíà÷åíèå �àçû ìîæíî âû÷èñëèòü, åñëè èçâåñòíû êðóãîâàÿ÷àñòîòà ω è íà÷àëüíàÿ �àçà ϕ0:

Ψ(t) =

∫ t

0

ω(ξ)dξ + ϕ0. (5.19)Äëÿ íåìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ Ψ � ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè, àêðóãîâàÿ ÷àñòîòà ω � êîíñòàíòà: ω(t) = ω0. Ïðè óãëîâîé ìîäóëÿöèè çíà-÷åíèå �àçû ïåðåñòàåò áûòü ëèíåéíîé �óíêöèåé âðåìåíè è, ñîîòâåòñòâåí-íî, ÷àñòîòà ïåðåñòàåò áûòü ïîñòîÿííîé. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ñîîòíîøå-íèÿìè äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé.5.3.1. Ôàçî-ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðûÔàçîâîé ìîäóëÿöèåé áóäåì íàçûâàòü âèä óãëîâîé ìîäóëÿöèè, ïðè êî-òîðîé �àçà ñèãíàëà èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì:
Ψ(t) = ω0t+ ϕ0 +ms(t), (5.20)ãäå −1 ≤ s(t) ≤ 1 � íîðìèðîâàííûé èí�îðìàöèîííûé ñèãíàë ñ åäè-íè÷íîé àìïëèòóäîé è íóëåâûì ñðåäíèì; ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò m �èíäåêñ (êîý��èöèåíò) �àçîâîé ìîäóëÿöèè. Ó÷èòûâàÿ (5.20), ìîæíî çà-ïèñàòü �àçî-ìîäóëèðîâàííûé ñèãíàë â âèäå:

xÔÌ(t) = A cos[ω0t+ ϕ0 +ms(t)]. (5.21)Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé �àçû ϕ0 äëÿ ðàññìîòðåíèÿ �àçîâîéìîäóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì è â äàëüíåéøåì ïðèíèìàåòñÿ ðàâ-íûì íóëþ.Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �àçî-ìîäóëèðîâàííûõ ñèãíà-ëîâ. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (5.21) ê âèäó
xÔÌ(t) = A cosω0t cos(ms(t))−A sinω0t sin(ms(t)). (5.22)Îáîçíà÷èì x1(t) = A cosω0t cos(ms(t)), x2(t) = A sinω0t sin(ms(t)), íàé-äåì ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ñèãíàëîâ x1(t) è x2(t) ïî îòäåëüíîñòè è
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200 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïîëíîãî ñèãíàëà êàê XÔÌ(ω)=X1(ω)−X2(ω).Òîãäà
X1(ω) = A

∫ ∞

−∞
cosω0t cos(ms(t)) exp(−jωt)dt =

=
A

2

∫ ∞

−∞
cos(ms(t))[exp(−j(ω − ω0)t) + exp(−j(ω + ω0)t)]dt =

=
A

2
[Xc(ω − ω0) +Xc(ω + ω0)]. (5.23)Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèåXc(ω)=

∫∞
−∞ cos(ms(t)) exp(−jωt)dt äëÿñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèãíàëà cos(ms(t)). Àíàëîãè÷íî íàéäåì

X2(ω) =
A

2j
[Xs(ω − ω0)−Xs(ω + ω0)], (5.24)ãäåXs(ω)=

∫∞
−∞ sin(ms(t)) exp(−jωt)dt � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèãíà-ëà sin(ms(t)). Ó÷èòûâàÿ (5.23) è (5.24), ïîëó÷àåì äëÿ ïîëíîé ñïåêòðàëü-íîé ïëîòíîñòè �àçî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà âûðàæåíèå:

XÔÌ(ω)=A

2
[Xc(ω−ω0)+jXs(ω−ω0)]+

A

2
[Xc(ω+ω0)−jXs(ω+ω0)]. (5.25)Âûðàæåíèå (5.25) ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå, åñëè ââå-ñòè êîìïëåêñíûé ñèãíàë z(t) = cos(ms(t)) + j sin(ms(t)) = exp(jms(t)).Òîãäà

XÔÌ(ω) = A

2
Z(ω − ω0) +

A

2
Z̃(ω + ω0), (5.26)ãäå Z(ω) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü z(t); Z̃(ω) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòüñèãíàëà z∗(t).Ïðîàíàëèçèðóåì ñîîòíîøåíèå (5.26). Ìû âèäèì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿïëîòíîñòü ÔÌ-ñèãíàëà ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ: X+ÔÌ = A

2Z(ω − ω0)è X−ÔÌ = A
2 Z̃(ω− ω0). Ïåðâîå èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ñèãíàëó exp(jms(t)),ñìåùåííîìó íà ω0 â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, à âòîðîå � ñîïðÿ-æ¼ííîìó ñèãíàëó exp(−jms(t)), ñìåùåííîìó íà −ω0 â ñòîðîíó îòðè-öàòåëüíûõ ÷àñòîò. Òàêèì îáðàçîì, ïðè �àçîâîé ìîäóëÿöèè, êàê è ïðèàìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè, ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ ñïåêòðà íà ÷àñòîòû ±ω0.Íî â îòëè÷èå îò ÀÌ-ñèãíàëîâ, ó êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èí-�îðìàöèîííîãî (ìîäóëèðóþùåãî) ñèãíàëà òðàíñëèðóåòñÿ áåç èçìåíåíèé,ïðè �àçîâîé ìîäóëÿöèè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîäóëèðóþùåãî ñèãíà-ëà ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âàæíî ïî-íÿòü, êàêèì îáðàçîì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âëèÿåò íà øèðèíó ñïåêòðà? Äëÿòîãî ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ÔÌ-ñèãíàëàì ñìàëûìè èíäåêñàìè ìîäóëÿöèè, à çàòåì ïåðåéäåì ê ÔÌ-ñèãíàëàì ñ áîëü-øèìè çíà÷åíèÿìè èíäåêñà ìîäóëÿöèè.Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÔÌ-ñèãíàëîâ ñ ìàëûì èíäåê-ñîì ìîäóëÿöèè. Êàê èçâåñòíî, ýêñïîíåíöèàëüíóþ �óíêöèþ ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî ñòåïåííîãî ðÿäà:

exp (x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ ...
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5.3. Ñèãíàëû ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé 201Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ââåäåííûé íàìè âñïîìîãàòåëüíûé êîì-ïëåêñíûé ñèãíàë z(t) çàïèøåì êàê
z(t) = 1 + jms(t)− m2

2
s2(t)− j

m3

6
s3(t) + ...+ jn

mn

n!
sn(t) + ... (5.27)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñ ìîäóëÿöèè m ≪ 1. Òîãäà â �îðìóëå (5.27)ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âñåìè, êðîìå ïåðâûõ äâóõ, ñëàãàåìûìè, ò.å.

z(t) ∼= 1 + jms(t).Ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü òàêîãî ñèãíàëà íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü êàê
Z(ω) = 2πδ(ω) + jmS(ω),ãäå S(ω) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Ïîäñòàâëÿÿïîëó÷åííîå âûðàæåíèå Z(ω) â X+ÔÌ(ω), ïîëó÷èì

X+ÔÌ =
A

2
[2πδ(ω − ω0) + jmS(ω − ω0)]. (5.28)Ñîïîñòàâèì âûðàæåíèå (5.28) ñ ïîëó÷åííîé ðàíåå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-ñòüþ ÀÌ-ñèãíàëà. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ñïåêòð ìîäóëèðîâàííîãîñèãíàëà ñîäåðæèò äåëüòà-�óíêöèþ íà ÷àñòîòå íåñóùåé è ïðîèçâåäåíèåêîý��èöèåíòà ìîäóëÿöèè m è ñìåùåííîé íà ýòó ÷àñòîòó ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Åñëè ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë s(t) îá-ëàäàåò îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì S(ω)=0 äëÿ ω /∈ [−ωh : ωh] (ωh � âåðõíÿÿãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà ñïåêòðà), òî øèðèíà ñïåêòðà ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíà-ëà ðàâíà óäâîåííîé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòå4:

∆ω = 2ωh.Îòëè÷èå ñïåêòðîâ ÀÌ- è ÔÌ-ñèãíàëîâ (ïðè ìàëûõm) çàêëþ÷àåòñÿ òîëü-êî â íàëè÷èè ìíîæèòåëÿ j, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó �àçû ñïåêòðà
S(ω) îòíîñèòåëüíî �àçû íåñóùåé íà óãîë â 90◦. Òàêèì îáðàçîì, àìïëè-òóäíûå ñïåêòðû ÀÌ- è ÔÌ-ñèãíàëîâ ïðè ìàëûõ èíäåêñàõ ìîäóëÿöèèñîâïàäàþò, à �àçîâûå ñïåêòðû ðàçëè÷àþòñÿ: â ñëó÷àå àìïëèòóäíîé ìî-äóëÿöèè �àçà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè îãèáàþùåãî ñèãíàëà íå ìåíÿåòñÿ,à â ñëó÷àå �àçîâîé ìîäóëÿöèè ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà π/2.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîòîíàëüíîé ìîäóëÿöèè s(t) = cosΩt. Ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü òàêîãî ñèãíàëà

S(ω) = π[δ(ω − Ω) + δ(ω +Ω)].Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòü ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷àñòî-òàì, áóäåò èìåòü âèä:
X+ÔÌ = πA[δ(ω − ω0) + j

m

2
δ(ω − ω0 − Ω) + j

m

2
δ(ω − ω0 + Ω)].4Â ëèòåðàòóðå èíîãäà óêàçûâàþò, ÷òî øèðèíà ñïåêòðà ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé âäâîå ïðåâîñ-õîäèò øèðèíó ñïåêòðà ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Ýòî íåâåðíî, òàê êàê ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë ìîæåòèìåòü ïîëîñîâîé ñïåêòð (÷àùå âñåãî òàê è áûâàåò) è åãî øèðèíà ìåíüøå, ÷åì ωh.
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202 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÊàê è íà âåêòîðíîé äèàãðàììå îäíîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà (ñì. ðèñ.
A  Σ

tω
0

x

mA
2

mA
2

0

A

�èñ. 5.10. Âåêòîð-íàÿ äèàãðàììà ÔÌ-ñèãíàëà ñ ìàëûì èí-äåêñîì ìîäóëÿöèè

5.7), âåêòîð êîëåáàíèÿ ñ âåðõíåé áîêîâîé ÷àñòîòîéâðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à âåêòîð êîëåáà-íèÿ ñ íèæíåé áîêîâîé ÷àñòîòîé � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêåâîêðóã êîíöà âåêòîðà A, íî èç-çà çàäåðæêè íà 180◦âåêòîð íèæíåãî áîêîâîãî êîëåáàíèÿ ìåíÿåò íàïðàâ-ëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå (íà ðèñ. 5.10 èçîáðàæåíïóíêòèðîì). Ñóììà âåêòîðîâ áîêîâûõ êîëåáàíèéíå ÿâëÿåòñÿ êîëëèíåàðíîé ñ A è âî âñå ìîìåíòûâðåìåíè ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó íåñóùåãî êîëåáà-íèÿ, à ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð xÔÌ(t) áóäåò ïåðèî-äè÷åñêè êà÷àòüñÿ âîêðóã âåêòîðà A. Äëèíà âåêòîðà
xÔÌ(t) ïî îïðåäåëåíèþ ÔÌ-ñèãíàëà äîëæíà îñòà-âàòüñÿ ïîñòîÿííîé. Íà âåêòîðíîé äèàãðàììå (ðèñ.5.10) åãî äëèíà èçìåíÿåòñÿ, òàê êàê äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ðèñóí-êà äëèíû âåêòîðîâ áîêîâûõ êîëåáàíèé âûáðàíû ÷ðåçìåðíî áîëüøèìè èóñëîâèå m≪ 1 íå âûïîëíÿåòñÿ.Èçìåíåíèå ñïåêòðà ïðè óâåëè÷åíèè èíäåêñà ìîäóëÿöèè. Ïðèá�îëüøèõ èíäåêñàõ ìîäóëÿöèè â ðàçëîæåíèè z(t) áóäåì ó÷èòûâàòü ñëàãà-åìîå, êâàäðàòè÷íîå ïî m:
z(t) ∼= 1 + jms(t)− m2

2
s2(t).Â ýòîì ñëó÷àå ê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè âèäà (5.28) íåîáõîäèìî äîáà-âèòü ñëàãàåìîå −0.5m2S2(ω), ãäå S2(ω) � �óíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîò-íîñòè äëÿ ñèãíàëà s2(t). Òîãäà

X+ÔÌ(ω) = A

2
[δ(ω − ω0) + jmS(ω − ω0)−

m2

2
S2(ω − ω0)].Êàê èçâåñòíî (ñì. ðàçä. 2.4), ñïåêòð ïðîèçâåäåíèÿ ñèãíàëîâ ðàâåí èí-òåãðàëüíîé ñâåðòêå ñïåêòðîâ ñîìíîæèòåëåé. Â äàííîì ñëó÷àå

S2(ω) =

∫ ∞

−∞
S(ξ)S(ω − ξ)dξ.Ïóñòü ñïåêòð ñèãíàëà s(t) îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé ωh. Òîãäà

S2(ω) =

∫ ωh

−ωh

S(ξ)S(ω − ξ)dξ.Âåëè÷èíà S(ω − ξ) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â äèàïàçîíå çíà÷åíèé àðãó-ìåíòà −ωh ≤ ω− ξ ≤ ωh, ò.å. −ωh + ξ ≤ ω ≤ ωh + ξ. Òàê êàê ïåðåìåííàÿèíòåãðèðîâàíèÿ ξ ìåíÿåòñÿ â òåõ æå ïðåäåëàõ, ñïåêòð ñèãíàëà s2(t) áóäåòîòëè÷íûì îò íóëÿ â äèàïàçîíå ÷àñòîò ω ∈ [−2ωh : 2ωh].Òàêèì îáðàçîì, âåðõíÿÿ ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà ñïåêòðà ñèãíàëà s2(t) âäâîåáîëüøå âåðõíåé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ñàìîãî ñèãíàëà, ò.å. ïðè ó÷åòå â ðàç-ëîæåíèè (5.27) ñëàãàåìîãî, êâàäðàòè÷íîãî ïî m, ïîëó÷àåì ñïåêòð ÔÌ-ñèãíàëà, îòëè÷íûé îò íóëÿ â äèàïàçîíå ω ∈ [ω0−2ωh : ω0+2ωh]. Øèðèíàñïåêòðà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 4ωh. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ó÷åò êóáè÷åñêîãî ñëà-ãàåìîãî â (5.27) äàñò íàì øèðèíó ñïåêòðà â 6ωh, à ó÷åò ñëàãàåìîãî n-îéñòåïåíè ïî èíäåêñó ìîäóëÿöèè � øèðèíó ñïåêòðà â 2nωh.Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
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5.3. Ñèãíàëû ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé 2031. Øèðèíà ñïåêòðà ÔÌ-ñèãíàëà ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè èíäåêñà ìî-äóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííî áîëüøîé, äàæå åñëè ñïåêòð ìîäó-ëèðóþùåãî ñèãíàëà îãðàíè÷åí.2. Åñëè îãðàíè÷èòü òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ñïåêòðà, ââåäÿ åãî ý��åêòèâíóþøèðèíó, íå ó÷èòûâàþùóþ òå êîìïîíåíòû, àìïëèòóäà êîòîðûõ ìåíü-øå íåêîòîðîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ, òî ý��åêòèâíàÿ øèðèíà ñïåêòðàáóäåò îñòàâàòüñÿ êîíå÷íîé ïðè êîíå÷íîì èíäåêñå ìîäóëÿöèè.3. Ý��åêòèâíàÿ øèðèíà ñïåêòðà ðàñòåò ñ ðîñòîì èíäåêñà ìîäóëÿöèè.5.3.2. ×àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëûè èõ ñïåêòðû×àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûìè ñèãíàëàìè áóäåì íàçûâàòü ñèãíàëû, óêîòîðûõ êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó ïåðåäàâàåìîãîèí�îðìàöèîííîãî ñèãíàëà, ò.å. ω(t) = ω0+ms(t). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿìåæäó ÷àñòîòîé è �àçîé ñèãíàëà ×Ì-ñèãíàë èìååò âèä:
x×Ì(t) = A cos

(
ω0t+m

∫ t

0

s(ξ)dξ + ϕ0

)èëè
x×Ì(t) = A cos (ω0t+mζ(t) + ϕ0) , (5.29)ãäå ζ(t) = ∫ t

0 s(ξ)dξ � ïåðâîîáðàçíàÿ îò èí�îðìàöèîííîãî ñèãíàëà s(t).Èç ñîïîñòàâëåíèÿ (5.20) è (5.29) âèäíî, ÷òî �îðìû ÔÌ- è ×Ì-ñèãíàëîâíè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî, åñëè âñëó÷àå ÔÌ-ñèãíàëîâ èí�îðìàöèîííûé ñèãíàë äîáàâëÿåòñÿ ê �àçå ñèã-íàëà àääèòèâíî, òî â ñëó÷àå ×Ì-ñèãíàëà ê �àçå äîáàâëÿåòñÿ åãî ïåð-âîîáðàçíàÿ. Ïîýòîìó âñå ñâîéñòâà ñïåêòðîâ, êîòîðûå áûëè îïðåäåëåíûäëÿ ÔÌ-ñèãíàëîâ, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ×Ì-ñèãíàëîâ. Îäíàêîâ âûðàæåíèÿõ äëÿ ñïåêòðîâ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü èí�îðìàöèîííîãîñèãíàëà S(ω) ñëåäóåò çàìåíèòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ Sζ(ω) ïåðâîîá-ðàçíîé îò s(t).Â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòð ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëàñîâïàäàåò ïî �îðìå ñî ñïåêòðîì ÔÌ-ñèãíàëà, ò.å.
X×Ì(ω) = A

2
Z(ω − ω0) +

A

2
Z̃(ω + ω0),íî âñïîìîãàòåëüíûé ñèãíàë z(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåïåðü íåëèíåéíîåïðåîáðàçîâàíèå îò ñèãíàëà ζ(t):

z(t) = exp(jmζ(t)).Â ñëó÷àå ìàëûõ èíäåêñîâ ìîäóëÿöèè m ≪ 1 ñïåêòð ñèãíàëà äëÿ ïîëî-æèòåëüíûõ ÷àñòîò áóäåò èìåòü âèä:
X+(ω) =

A

2

[
2πδ(ω − ω0) +

m

ω − ω0
S(ω − ω0)

]
.
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204 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÑïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ×Ì-ñèãíàëîâ ñ ïðîèçâîëüíûìèíäåêñîì ìîäóëÿöèè. Ïóñòü ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå (èí�îðìàöèîí-íûé ñèãíàë) èìååò âèä: s(t) = cosΩt. Òîãäà ÷àñòîòà ìîäóëèðîâàííîãîñèãíàëà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:
ω(t) = ω0 +m

∫ t

0

cosΩξdξ = ω0 +
m

Ω
sinΩt.Îáîçíà÷èì m/Ω ÷åðåç β è íàçîâåì èíäåêñîì ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè äëÿîäíîòîíàëüíîãî ñèãíàëà ñ ÷àñòîòîé Ω. Òîãäà ×Ì-ñèãíàë (5.29) ïðèíèìàåòâèä:

x×Ì(t) = A cos (ω0t+ β sinΩt+ ϕ0) . (5.30)×òîáû îïðåäåëèòü ñïåêòð ýòîãî ×Ì-ñèãíàëà, åãî íóæíî ðàçëîæèòü íàãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå. �àçëîæåíèå ïðîùå îñóùåñòâèòü äëÿ êîì-ïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x×Ì(t)=Re[A exp j(ω0t+ β sinΩt+ ϕ0)].�àññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ �óíêöèþ
z(t) exp j(ω0t+ ϕ0) = exp j(β sinΩt) exp j(ω0t+ ϕ0).Ôóíêöèþ z(t), îáëàäàþùóþ òàêîé ñòðóêòóðîé, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿ-äîì Ôóðüå:

z(t) = ejβ sinΩt =
∞∑

k=−∞
Jk(β)ejkΩt. (5.31)Ïîäñòàâëÿÿ (5.31) â x×Ì(t) è âû÷èñëÿÿ Re(·), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

x×Ì(t) = A
∞∑

k=−∞
Jk(β) cos [(ω0 + kΩ)t+ ϕ0]. (5.32)Èòàê, ñïåêòð îäíîòîíàëüíîãî ìîäóëèðîâàííîãî ïî ÷àñòîòå (èëè â îá-ùåì ñëó÷àå ïî óãëó) êîëåáàíèÿ ýêâèäèñòàíòíûé è ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå÷èñëî áîêîâûõ ãàðìîíèê, ïîïàðíî ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòûíåñóùåãî êîëåáàíèÿ. Àìïëèòóäû âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ, â òîì ÷èñëå è íåñó-ùåé, ïðîïîðöèîíàëüíû çíà÷åíèÿì �óíêöèé Áåññåëÿ. Ôóíêöèè Áåññåëÿïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìåäëåííî çàòóõàþùèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè(ðèñ. 5.11).Çíà÷åíèÿ β, ïðè êîòîðûõ �óíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî, ïåðâîãî è âòî-ðîãî ïîðÿäêà îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5.1, à çíà÷åíèÿ

J0(β), J1(β)− J6(β) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ β � â òàáë. 5.2.Òàáëèöà 5.1Çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ïÿòè êîðíåé �óíêöèéÁåññåëÿ J0(β), J1(β) è J2(β)

β β1 β2 β3 β4 β5
J0(β) 2.405 5.52 8.65 11.79 14.93
J1(β) 3.83 7.01 10.17 13.31 16.47
J2(β) 5.13 8.41 11.62 14.79 17.96
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5.3. Ñèãíàëû ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé 205Òàáëèöà 5.2Çíà÷åíèÿ �óíêöèé Áåññåëÿ J0(β), J1(β)− J6(β) ïðè �èêñèðî-âàííûõ çíà÷åíèÿõ β

β J0(β) J1(β) J2(β) J3(β) J4(β) J5(β) J6(β)
β = 0.5 0.938 0.242 0.03 → 0 → 0 → 0 → 0
β = 1.0 0.765 0.44 0.114 0.02 → 0 → 0 → 0
β = 1.5 0.511 0.558 0.232 0.06 0.008 → 0 → 0
β = 2.0 0.224 0.576 0.352 0.13 0.034 0.007 → 0
β = 2.5 -0.04 0.497 0.446 0.241 0.097 0.29 0.007

�èñ. 5.11. Ôóíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî � òðåòüåãî ïîðÿäêà (à) è ÷åòâåðòîãî �âîñüìîãî ïîðÿäêà (á )Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ β ñóùåñòâåííóþ äëÿ ðàñ÷å-òîâ âåëè÷èíó èìåþò òîëüêî òå �óíêöèè Áåññåëÿ, ïîðÿäîê êîòîðûõ k íåïðåâûøàåò β + 1, ò.å. ðåàëüíàÿ øèðèíà ñïåêòðà ×Ì-ñèãíàëà ñîñòàâëÿåò
2(β + 1)Ω = 2(∆ω + Ω) ≃ 2∆ω = 2βΩ è â 2β ðàç ïðåâûøàåò øèðèíóñïåêòðà àíàëîãè÷íîãî îäíîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà. Ñïåêòðû äâóõ ×Ì-ñèãíàëîâ ïðè β = 1 è β = 2.5 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.12.

ω0ω0-2Ω
ω0-Ω

ω
ω0+Ω
ω0+2Ω

|X×Ì(ω)|
J2

J1

J0

J1

J2
J3 J3

|X×Ì(ω)|
J4
J3

J2 J1

J0

J1 J2
J3
J4

ωà áω0-4Ω
ω0-3Ω

ω0-2Ω
ω0-Ω

ω0

ω0+Ω
ω0+2Ω

ω0+3Ω
ω0+4Ω

-

6

-

6

�èñ. 5.12.Ñïåêòðû ×Ì-ñèãíàëîâ ñ èíäåêñàìè ìîäóëÿöèè β=1 (à) è β=2.5 (á )
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206 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÎòìåòèì, ÷òî àìïëèòóäà íåñóùåé ìîæåò áûòü íå òîëüêî ìíîãî ìåíüøåàìïëèòóä áîêîâûõ êîëåáàíèé, íî è ïðè β=2.405, 5.52, ... (ñì. òàáë. 5.1)âîîáùå îòñóòñòâóåò â ñïåêòðå îäíîòîíàëüíîãî ×Ì-ñèãíàëà.Çàìå÷àíèÿ. 1. Øèðèíà ñïåêòðà îäíîòîíàëüíîãî ×Ì-ñèãíàëà ïðè áîëü-øèõ èíäåêñàõ ìîäóëÿöèè áëèçêà ê óäâîåííîé äåâèàöèè ÷àñòîòû è íå çà-âèñèò îò ÷àñòîòû ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà.2. Îäíîâðåìåííîå ïðèñóòñòâèå ìíîãèõ ñîñòàâëÿþùèõ, ñîäåðæàùèõ èí-�îðìàöèþ î ìîäóëèðóþùåì ñèãíàëå, îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ äîñòîâåð-íîñòü ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé è ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü ïðèåìà.3. Íåîáõîäèìàÿ øèðîêîïîëîñíîñòü ×Ì-ñèãíàëîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ òîëü-êî â îáëàñòè ìåòðîâûõ èëè áîëåå êîðîòêèõ âîëí. Ïîýòîìó ×Ì-ñèãíàëû(èõ ïðîùå ñîçäàâàòü è äåìîäóëèðîâàòü) èñïîëüçóþòñÿ ïðè òðàíñëÿöèèñòåðåîïåðåäà÷ â ÓÊÂ-äèàïàçîíå è çâóêîâîãî ñîïðîâîæäåíèÿ òåëåâèçèîí-íûõ ïåðåäà÷.4. Ïðè äåìîäóëÿöèè ×Ì-ñèãíàë ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåòñÿ â ÀÌ-ñèãíàëñ ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîé íåñóùåé è îãèáàþùåé, ïðîïîðöèîíàëüíîé
∆ωs(t), à çàòåì âûäåëÿåòñÿ åãî íèçêî÷àñòîòíàÿ îãèáàþùàÿ.Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì åùå îäèí ïîäêëàññ ×Ì-ñèãíàëîâ � ðàäèî-èìïóëüñû ñ ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûì çàïîëíåíèåì. Èñïîëüçîâàíèå òà-êèõ ñèãíàëîâ â ðàäèîëîêàöèîííûõ ñèñòåìàõ ñïîñîáñòâóåò çíà÷èòåëüíîìóïîâûøåíèþ èõ ÷óâñòâèòåëüíîñòè.5.3.3. Ñèãíàëû ñ âíóòðèèìïóëüñíîé ëèíåéíîé ×Ì�àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé ðàäèîèìïóëüñ ñ ãëóáîêîé âíóòðèèìïóëüñ-íîé ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé ïî ëèíåéíîìó çàêîíó � Ë×Ì-èìïóëüñ (ðèñ.5.13). Åãî òåêóùàÿ ÷àñòîòà çàäàåòñÿ �îðìóëîé

ω(t) = ω0 +
∆ω

τ
t |t| ≤ τ/2, (5.33)

-

6

0 t−

τ

2

τ

2

xË×Ì(t)

�èñ. 5.13. Âðåìåííàÿ ðàçâåðòêà Ë×Ì-èìïóëüñà

ãäå ω0 � íåñóùàÿ ÷àñòîòà; ∆ω �äåâèàöèÿ ÷àñòîòû; τ � äëèòåëü-íîñòü èìïóëüñà. Íàèáîëüøèé èí-òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò Ë×Ì-èìïóëü-ñû ñ áîëüøîé áàçîé (ñì. ðàçä.2.4.2) D = ∆fτ = ∆ωτ/2π ≫ 1(D = 100 è áîëüøå). Ýòî ïðèìåðñëîæíûõ ñèãíàëîâ.Ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ Ë×Ì-èì-ïóëüñîâ îïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé:
xË×Ì(t) = A cos

(∫ t

0

ω(t)dt

)
.Ïîëàãàÿ ϕ0 = 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

xË×Ì(t) = { 0, t < −τ/2,
A cos

(
ω0t+

∆ω
2τ t

2
)
, −τ

2 ≤ t ≤ τ
2 ,

0, t > τ/2.
(5.34)
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5.3. Ñèãíàëû ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé 207Ë×Ì-èìïóëüñû îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ñïîìîùüþ äèñïåðñèîííîé ëèíèè çàäåðæêè, ó êîòîðîé tçàä îáðàòíî ïðîïîð-öèîíàëüíî ÷àñòîòå ïîñòóïàþùåãî ñèãíàëà, ìîæíî ñóùåñòâåííî ¾ñæàòü¿Ë×Ì-èìïóëüñ âî âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà÷àëî èìïóëüñà ñ ÷à-ñòîòîé ω0 − ∆ω
2

çàäåðæàòü íà 0.8τ è, ïîñòåïåííî óìåíüøàÿ çàäåðæêó,îáåñïå÷èòü tçàä = 0.3τ äëÿ ñåðåäèíû èìïóëüñà ñ ÷àñòîòîé ω0, òî ìîæ-íî ïîëó÷èòü ðåçóëüòèðóþùèé èìïóëüñ ñ äëèòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà 0.2τ èòåì ñàìûì óâåëè÷èòü àìïëèòóäó âûõîäíîãî ñèãíàëà è ÷óâñòâèòåëüíîñòüïðèåìíîé ñèñòåìû.Âòîðàÿ îñîáåííîñòü Ë×Ì-ñèãíàëîâ ñîñòîèò â ñòðóêòóðå èõ ñïåêòðîâ.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü Ë×Ì-èìïóëüñîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè âû÷èñëå-íèè èíòåãðàëà Ôóðüå îò �óíêöèè xË×Ì(t), çàäàííîé �îðìóëîé (5.34):
XË×Ì(ω) = A

∞∫

−∞

cos (ω0t+
∆ω

2τ
t2)e−jωtdt =

=
A

2

τ/2∫

−τ/2

ej[(ω0−ω)t+∆ω
2τ t2]dt+

A

2

τ/2∫

−τ/2

e−j[(ω0+ω)t+∆ω
2τ t2]dt.Ïåðâûé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñ ìàêñèìó-ìîì â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, áûñòðî îñöèëëèðóþùóþ â îáëàñòèîòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò, à âòîðîé, íàïðîòèâ, èìååò ñïåêòðàëüíûé ìàêñè-ìóì â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò è áûñòðî çàòóõàåò â îáëàñòè ïîëî-æèòåëüíûõ ÷àñòîò. Ïðåíåáðåãàÿ ïåðåêðûòèåì ýòèõ ñïåêòðîâ è îãðàíè÷è-âàÿ ðàññìîòðåíèå îáëàñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, ïîëó÷èì:

XË×Ì(ω) ∼= A

2

τ/2∫

−τ/2

ej[(ω0−ω)t+∆ω
2τ t2]dt. (5.35)Ïîêàçàòåëü ýòîé ýêñïîíåíòû ìîæíî äîïîëíèòü äî ïîëíîãî êâàäðàòàè ïðåäñòàâèòü â âèäå j π2x2 − µ, ãäå µ � ïîñòîÿííàÿ:

j[(ω0−ω)t+
∆ω

2τ
t2] = j

∆ω

2τ
[t2+

2τ

∆ω
(ω0−ω)t+

(ω0 − ω)2

∆ω2
τ 2]− (ω0 − ω)2

2∆ω
τ.Îáîçíà÷èì x =

√
2∆f
τ (t+ ω0−ω

∆ω τ). Òîãäà
XË×Ì(ω) ∼= A

2

√
τ

2∆f
e−j

(ω0−ω)2

2∆ω
τ

x2∫

−x1

ej π
2x

2

dx,ãäå −x1 è x2 ñîîòâåòñòâóþò −τ/2 è τ/2, ò.å.
x1 =

√
2∆f

τ

(
−τ
2
+
ω0 − ω

∆ω
τ

)
= −

√
D

2

(
t+ 2

ω − ω0

∆ω

)
, (5.36)

x2 =

√
2∆f

τ

(
τ

2
+
ω0 − ω

∆ω
τ

)
=

√
D

2

(
t− 2

ω − ω0

∆ω

)
, (5.37)
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208 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû
D = ∆fτ � áàçà ñèãíàëà. Êàê èçâåñòíî,

y∫

0

ej π
2x

2

dx =

y∫

0

cos
π

2
x2dx+ j

y∫

0

sin
π

2
x2dx = C(y) + jS(y),ãäå C(y) � êîñèíóñ-èíòåãðàë, à S(y) � ñèíóñ-èíòåãðàë Ôðåíåëÿ.

-0.8

-0.4

0

0.4

0.8

-4 -2 2 4 y
S(y)

C(y)
C, S

-

6

�èñ. 5.14. �ðà�èêè êîñèíóñ- èñèíóñ-èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ

�ðà�èêè èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ(ðèñ. 5.14) ïðåäñòàâëÿþò íå÷åòíûå�óíêöèè, ò.å.
C(−y) = −C(y), S(−y) = −S(y),è ñ óâåëè÷åíèåì àðãóìåíòà ñíà÷àëàáûñòðî âîçðàñòàþò, à çàòåì àñèìïòî-òè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê ±0.5 (ïóíêòèð-íûå ïðÿìûå íà ðèñ. 5.14). Àðãóìåí-òû ýòèõ �óíêöèé â ñîîòâåòñòâèè ñ(5.36) è (5.37) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû-ìè �óíêöèÿìè ÷àñòîòû è â äèàïà-çîíå (ω0−∆ω/2÷ω0+∆ω/2 èçìåíÿ-þòñÿ ëèíåéíî îò 0 äî √

2D (x1) è îò√
2D äî 0 (x2). Ïîýòîìó äëÿ áîëüøèõçíà÷åíèé D ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

C(y)=S(y)= −0.5 ïðè y < 0 è C(y) = S(y) = 0.5 ïðè y > 0.Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ, ïîëó÷èì äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòèË×Ì-èìïóëüñà îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå
XË×Ì(ω)=A

2

√
τ

2∆f
e−j

(ω0−ω)2

2∆ω
τ [C(x1)+C(x2)+jS(x1)+jS(x2)]. (5.38)Åñëè ïðåäñòàâèòü XË×Ì(ω) â ýêñïîíåíöèàëüíîé �îðìå

XË×Ì(ω) = |XË×Ì(ω)|ejϕ(ω),òî äëÿ àìïëèòóäíîãî è �àçîâîãî ñïåêòðîâ Ë×Ì-ñèãíàëà èìååì:
XË×Ì(ω)| = A

√
τ

8∆f

√
[C(x1)+C(x2)]2 + [S(x1)+jS(x2)]2, (5.39)

ϕË×Ì(ω) = −(ω0 − ω)2

2∆ω
τ + artg S(x1) + S(x2)

C(x1) + C(x2)
. (5.40)�ðà�èêè çàâèñèìîñòåé |XË×Ì(ω)| è ϕË×Ì(ω) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé D,ðàññ÷èòàííûå ïî �îðìóëàì (5.39) è (5.40), ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.15 èïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì áàçûD êîëåáàíèÿ àìïëèòóäíîãî ñïåêòðàË×Ì-ñèãíàëà óìåíüøàþòñÿ, à åãî îãèáàþùàÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðÿìî-óãîëüíîé ñ øèðèíîé, ðàâíîé äåâèàöèè ÷àñòîòû ∆ω. Ïîñêîëüêó �îðìóëà(5.40) ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ è ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò âèä êâàäðà-òè÷íîé ïàðàáîëû, íà ãðà�èêàõ ïîêàçàíî òîëüêî âòîðîå ñëàãàåìîå, êîòî-ðîå ïðè áîëüøèõ D ïîñòîÿííî â ïðåäåëàõ ∆ω è ñòðåìèòñÿ ê π/4.
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5.3. Ñèãíàëû ñ óãëîâîé ìîäóëÿöèåé 209

�èñ. 5.15. Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè. Àìïëèòóäíûå ñïåêòðû Ë×Ì-ñèãíàëîâ ïðè
D = 20 (à), D = 200 (â) è îñöèëëèðóþùèå ñîñòàâëÿþùèå �àçîâûõ ñïåêòðîâ ïðè
D = 20 (á ) è D = 200 (ã)Òàêèì îáðàçîì, Ë×Ì-ñèãíàëû ïðè áîëüøèõ áàçàõ îáëàäàþò âàæíîéîñîáåííîñòüþ: îãèáàþùèå ñïåêòðîâ è âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé èäåíòè÷íû.Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò òàêæå ãàóññîâû èìïóëü-ñû è ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåëüòà-èìïóëüñîâ.5.3.4. ×àñòîòíî- è �àçî-ìàíèïóëèðîâàííûå ñèãíàëû×àñòîòíî-ìàíèïóëèðîâàííûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ãàðìîíè÷åñêîå êî-ëåáàíèå, ÷àñòîòà êîòîðîãî ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè â ñîîò-âåòñòâèè ñ çàäàííûì èí�îðìàöèîííûì ñèãíàëîì. Êîììóòèðóåìûõ ÷à-ñòîò ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, íî ÷àùå âñåãî òîëüêî äâå. Äëÿ óïðîùåíèÿàíàëèçà òàêèõ ïðîöåññîâ èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëàïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñ ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ Tè äëèòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ T/2, (q=2) (ðèñ. 5.16, à). Òîãäà

x(t) =

{
A cosωíåñ1t, nT < t < (n+ 1

2
)T (n− öåëîå ÷èñëî),

A cosωíåñ2t, (n+ 1
2)T < t < (n+ 1)T,ò.å. â îäèí ïîëóïåðèîä ÷àñòîòà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ áóäåò ωíåñ1, à â ñëåäó-þùèé � ωíåñ2 è ò.ä. (ðèñ. 5.16, á ). Ýòîò ñèãíàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóììîéäâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðÿìîóãîëüíûõ ðàäèîèìïóëüñîâ (ðèñ. 5.16,â. ã) ñ ðàçëè÷íûì âûñîêî÷àñòîòíûì çàïîëíåíèåì.
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210 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû

�èñ. 5.16.×àñòîòíî-ìàíèïóëèðîâàííûé ñèãíàë, åãî ñîñòàâëÿþùèå è ÷à-ñòîòíûé ñïåêòðÎãèáàþùèå ñïåêòðîâ áóäóò èäåíòè÷íûìè (ðèñ. 5.16, ä ), íî ñäâèíóòû-ìè ïî ÷àñòîòå íà ∆ω = |ωíåñ1 − ωíåñ2|. Êîãäà ∆ω ìàëà, ñïåêòðû ìîäó-ëèðîâàííîãî ñèãíàëà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàäèîèìïóëüñîâ ïðàêòè÷å-ñêè ñîâïàäàþò, à øèðèíà ñïåêòðà ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå êîììóòàöèè
2π/T . Åñëè æå ∆ω âåëèêà, òî øèðèíà ñïåêòðà áëèçêà ê 2∆ω. Òàêèì îá-ðàçîì, ðàçíîñòü ÷àñòîò íåñóùèõ â ÷àñòîòíîé ìàíèïóëÿöèè èìååò òàêîéæå �èçè÷åñêèé ñìûñë, êàê äåâèàöèÿ ÷àñòîòû â îäíîòîíàëüíîé ÷àñòîòíîéìîäóëÿöèè.Ïðåäñòàâëåííûé ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ãðóáîé ìîäåëüþ ×Ìí-ñèãíàëà(õîòÿ â òàêîì âèäå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå ïî ðàäèîýëåêòðîíè-êå). Â îáùåì ñëó÷àå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ â ìîäóëèðóþùèõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòÿõ èçìåíÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, è ñïåêòð ×Ìí-ñèãíàëà(êàê è ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà) ñòàíîâèòñÿ ñïëîøíûì. Ïðè ïåðå-õîäå ñ îäíîé ÷àñòîòû íà äðóãóþ �àçà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ ìîæåò ïðå-òåðïåâàòü ðàçðûâû, âûçûâàþùèå âñïëåñêè èíòåíñèâíîñòè íà ÷àñòîòàõ,êðàòíûõ 2π/T . Åñëè æå èçìåíåíèå �àçû óäàåòñÿ ñäåëàòü íåïðåðûâíûì5,òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðåäñòàâëÿåò íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ, à ååîãèáàþùàÿ íàïîìèíàåò íåñêîëüêî ðàñøèðåííóþ îãèáàþùóþ íåìîäóëè-ðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ.Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê �àçîâîé ìàíèïóëÿöèè è â êà÷åñòâå ìîäóëèðóþ-ùåãî ñèãíàëà áóäåì èñïîëüçîâàòü òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëü-5Ìîäóëÿöèþ ñ ëèíåéíûì íàðàñòàíèåì �àçû èíîãäà íàçûâàþò ×Ìí ñ íåïðåðûâíîé �àçîé(ontinuous phase frequeny shift keying � CPFSK).
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5.4. Ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 211íûõ èìïóëüñîâ ñ ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ T è äëèòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ
T/2 (q=2) (ðèñ. 5.17, à). Òàêîé ÔÌí-ñèãíàë (ðèñ. 5.17, á ) óäîáíî ïðåä-ñòàâèòü â êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé �îðìå

zÔÌí(t) = Aej[ωt+ϕ(t)] = Ȧ(t)ejωt,ãäå Ȧ(t) =Aejπ(σ(t+nT )−σ(t+(2n−1)T2 ) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà (n � öåëîå÷èñëî); A, ω � àìïëèòóäà è ÷àñòîòà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ; σ(t) � �óíêöèÿâêëþ÷åíèÿ Õåâèñàéäà (ñì. ðàçä. 2.7, ïðèìåð èçîáðàæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíî-ãî èìïóëüñà). Êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó ÔÌí-ñèãíàëà ìîæíî ïðåäñòàâèòüíà âåêòîðíîé äèàãðàììå: â ïåðâûå ïîëóïåðèîäû T âåêòîð Ȧ ïðîòèâîíà-ïðàâëåí, à âî âòîðûå � ñîíàïðàâëåí îñè Ox.
�èñ. 5.17.Ôàçî-ìàíèïóëèðîâàííûé ñèãíàëÄëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ â ìîäóëèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, êàêè â ñëó÷àå ÷àñòîòíîé ìàíèïóëÿöèè, èçìåíÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.Ñïåêòð ÔÌí-ñèãíàëà ñòàíîâèòñÿ ñïëîøíûì è ñîäåðæèò âñïëåñêè èíòåí-ñèâíîñòè, ñâÿçàííûå ñî ñêà÷êàìè �àçû. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ñïåê-òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ÔÌí-ñèãíàëîâ îòëè÷íà îò íóëÿ â àíî-ìàëüíî øèðîêîé ïîëîñå ÷àñòîò. Ïðè îãðàíè÷åíèè ÷àñòîò ñ ïîìîùüþ�èëüòðàöèè âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìàÿ ìåæñèìâîëüíàÿ èíòåð�åðåíöèÿ.Ôàçà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ è ñ äðóãèìè èíòåðâàëà-ìè (3π2 , π

2 ,
3π
4 ,

π
4 , ...). Òàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè öè�ðîâîéêâàäðàòóðíîé ìîäóëÿöèè è îïèñàíà íèæå.5.4. Ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâÊîëåáàíèÿ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ (àìïëèòóäà, ÷àñòîòà, �àçà) ïðîìîäó-ëèðîâàíû ñëó÷àéíûì ñèãíàëîì, òèïè÷íû äëÿ çàäà÷ ðàäèî�èçèêè êàêâ ñèëó íåèçáåæíîãî ïðèñóòñòâèÿ ñëó÷àéíûõ ïîìåõ â ñèñòåìàõ ïåðåäà÷èèí�îðìàöèè, òàê è ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ìîäóëèðóþùèå ñèãíàëû íåñóòèí�îðìàöèîííûå ñîîáùåíèÿ è, òàêèì îáðàçîì, íå ìîãóò áûòü äåòåðìè-íèðîâàííûìè (ïðåäñêàçóåìûìè). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåñóùèé ñèã-íàë ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíî-ãî ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà èçâåñòíû, è ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèå õà-ðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà, ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîé ìîäóëÿ-öèè òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà.
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212 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû5.4.1. Ñëó÷àéíàÿ àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ�àññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), ïðåäñòàâèìûé êàê
X(t) = A0(1 + ξ(t)) cos (ω0t+ ϕ0), (5.41)ãäå A0, ω0 � äåòåðìèíèðîâàííûå êîíñòàíòû; ϕ0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π]; ξ(t) � ñòàöèîíàðíûéñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèìûé îò ϕ0. Ïîëîæèì òàêæå,÷òî ξ(t) ≡ 0. Ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà ξ(t) è ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèåíà÷àëüíîé �àçû ϕ0 îáåñïå÷èâàþò ñòàöèîíàðíîñòü ïðîìîäóëèðîâàííûõêîëåáàíèé X(t).Â òîì, ÷òî óäîâëåòâîðÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè â øèðîêîìñìûñëå, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîëó÷èâ âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

X(t) è êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè KX(t1, t2). Ñ ó÷åòîì ñòàòèñòè÷åñêîéíåçàâèñèìîñòè ξ(t) è ϕ0 èìååì:
X(t) = A0 < (1 + ξ(t)) >< cos (ω0t+ ϕ0) >=

=
A0

2π

∫ π

−π

cos (ω0t+ ϕ0)dϕ0 ≡ 0;

KX(t1, t2) = < X(t1)X(t2) >=
A2

0

2
(1+ < ξ(t1)ξ(t2) >)×

× {< cos [ω0(t1 + t2) + 2ϕ0] > +cosω0(t2 − t1)}.Òàê êàê
< cos[ω0(t1 + t2) + 2ϕ0] >=

1

2π

∫ π

−π

cos[ω0(t1 + t2) + 2ϕ0]dϕ0 ≡ 0,òî
KX(t1, t2) = KX(τ) =

A2
0

2
(1 +Kξ(τ)) cosω0τ , τ = t2 − t1, (5.42)ãäå Kξ(τ) � êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ïðîöåññà X(t) åñòü

WX(ω) =

∫ ∞

−∞
KX(τ)e

−jωτdτ =

=
A2

0

2

[∫ ∞

−∞
e−jωτ cosω0τdτ +

∫ ∞

−∞
Kξ(τ)e

−jωτ cosω0τdτ

]
.Ñ ó÷åòîì �îðìóëû Ýéëåðà cosω0τ = 1

2

(
e−jω0τ + ejω0τ

) ïîëó÷èì
WX(ω) =

A2
0

4

[∫ ∞

−∞
e−j(ω+ω0)τdτ +

∫ ∞

−∞
e−j(ω−ω0)τdτ+

+

∫ ∞

−∞
Kξ(τ)e

−j(ω+ω0)τdτ +

∫ ∞

−∞
Kξ(τ)e

−j(ω−ω0)τdτ

]
.

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



5.4. Ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 213Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå δ-�óíêöèè δ(ω)= 1
2π

∫∞
−∞e

±jωτdτ è ñîîòíîøåíèå
Wξ(ω) =

∫ ∞

−∞
Kξ(τ)e

−jωτdτ,ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ
WX(ω)=

A2
0

4
[2πδ(ω + ω0)+2πδ(ω − ω0)+Wξ(ω + ω0)+Wξ(ω − ω0)], (5.43)ãäå Wξ(ω) � ñïåêòð ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Îäíîñòîðîííèé (�èçè÷å-ñêèé) ñïåêòð ïðîöåññà X(t) åñòü
W+

X (ω) =
A2

0

2
[2πδ(ω − ω0) +Wξ(ω − ω0)] . (5.44)Îí ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íåñóùåé ÷àñòîòû ω0 è èìååò äâå êîìïî-íåíòû: äèñêðåòíóþ A2

0πδ(ω−ω0) (δ-ïèê íà íåñóùåé ÷àñòîòå) è íåïðåðûâ-íóþ � A2
0

2
Wξ(ω−ω0), êîòîðàÿ ïîâòîðÿåò ñïåêòð ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà.Îáîçíà÷èì A0(1+ξ(t)) çà ρ(t), à ïîëíóþ �àçó ω0t+ϕ0 � çà Φ(t). Òîãäà

X(t) = ρ(t) cosΦ(t). Ââåäåì ïðîöåññ Y (t) = ρ(t) sinΦ(t). Ïóñòü ïåðåìåí-íûå ρ, Φ è X, Y ñâÿçàíû äåòåðìèíèðîâàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
X = ρ cosΦ, Y = ρ sinΦ. (5.45)Äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èìååì

pXY
1 (x, y) =

pρΦ1 (ρ,Φ)

ρ
,ãäå 1/ρ � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.45). Ó÷òåì ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâè-ñèìîñòü ρ è Φ è ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϕ0. Òîãäà

pXY
1 (x, y) =

pρ1(ρ)

2πρ
.Äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p1(x) ïåðåìåííîé X(t) ïîëó÷àåì

pX1 (x) =

∫ ∞

−∞
pXY
1 (x, y)dy =

1

π

∫ ∞

0

pρ1(ρ)dρ

ρ

∣∣∣∣
ρ=
√

x2+y2
=

=
1

π

∫ ∞

|x|

pρ1(ρ)dρ√
ρ2 − x2

. (5.46)Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîé X îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-íèåì ñëó÷àéíîé àìïëèòóäû ρ(t) = A0(1 + ξ(t)). Ìîæíî ïîêàçàòü6, ÷òî âñëó÷àå ðåëååâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ
pρ1(ρ) =

ρ

λ
e−

ρ2

2λ , λ = onst > 0,êîëåáàíèÿ X(t) èìåþò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå:6�åêîìåíäóåòñÿ ïðîäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
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214 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû
pX1 (x) =

1√
2πλ

e−
x2

2λ , λ = onst > 0.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âîçíèêàþùèéïðè ïåðåäà÷å ðå÷åâûõ ñèãíàëîâ.×àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ðå÷åâîãî ñèãíàëà äëÿ ðóññêîé èàíãëèéñêîé ðå÷è èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5.18 è âíåøíå íàïîìèíàåò ðàñïðåäå-ëåíèå �åëåÿ7. Óðîâåíü ìîùíîñòè ïðåäñòàâëåí â dB SPL (Sound PowerLevel � óðîâåíü çâóêîâîé ìîùíîñòè) â äÁ îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ ðàç-
�èñ. 5.18. Îãèáàþùàÿ ñïåêòðà ìîù-íîñòè ðóññêîé è àíãëèéñêîé ðå÷è (æèð-íàÿ êðèâàÿ)

ëè÷èìîñòè. Íîðìàëüíàÿ ãðîìêîñòüðàçãîâîðà ñîîòâåòñòâóåò 50 ÷ 60 dBSPL. Êàê ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ,íèçêèå ÷àñòîòû äî 300 �ö îòâå÷à-þò çà ðàçáîð÷èâîñòü ãîëîñà è íåñóòâñåãî 3�5% èí�îðìàöèè. Ìàêñèìóìýíåðãèè ïðèõîäèòñÿ íà äèàïàçîí îò300 äî 2000 �ö, ãäå ñîäåðæèòñÿ îêî-ëî 40% ïåðåäàâàåìîé èí�îðìàöèè.×àñòîòû âûøå 1500 �ö õàðàêòåðèçó-þò ÷åòêîñòü è ðàçáîð÷èâîñòü ðå÷è èñîäåðæàò îêîëî 60% âñåé ïåðåäàâàå-ìîé èí�îðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíÿòîå ÌÝÊ îãðàíè÷åíèå ïîëîñû÷àñòîò òåëå�îííûõ ðàçãîâîðîâ ÷àñòîòîé 3400 �ö âïîëíå ñîãëàñóåòñÿñ ðåçóëüòàòàìè òàêèõ èññëåäîâàíèé.

�èñ. 5.19. Âèä ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé àìïëèòóäíîéìîäóëÿöèè ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà ãàóññîâñêèì ïðî-öåññîì ñî ñïåêòðîì (5.47)

Íà ðèñ. 5.19 ïðèâå-äåíà ÷èñëåííî ñìîäåëè-ðîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿïðîöåññà X(t) â âèäåäâóìåðíîãî ïðîöåññàÎðíøòåéíà � Óëåíáå-êà (ñì. ðàçä. 3.6.5),ñîîòâåòñòâóþùåãî àìï-ëèòóäíîé ìîäóëÿöèèãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáà-íèÿ ñòàöèîíàðíûì ãàóñ-ñîâñêèì ñèãíàëîì ξ(t)ñî ñïåêòðîì
Wξ(ω) = ασ2

ξ

[
1

α2 + (ω + ω1)2
+

1

α2 + (ω − ω1)2

]
, (5.47)ãäå α - ïàðàìåòð ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà, çàäàþùèé øèðèíó åãî ñïåê-òðà. Ñïåêòðû è îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñèãíàëîâ ξ(t) è X(t)èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.20.7Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ, ïî-âèäèìîìó, áûëè îòðàæåíû â àêóñòè÷åñêîì ñòàíäàðòå ÑØÀ (USASI-United States Aousti Standart Interferene).
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5.4. Ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ 215

�èñ. 5.20. Õàðàêòåðèñòèêè àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì ñîñïåêòðîì (5.47): íîðìèðîâàííûé ñïåêòð (à) è îäíîðîäíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè(á ) ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà ξ(t); íîðìèðîâàííûé îäíîñòîðîííèé ñïåêòð (â) è îäíî-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (ã) ïðîöåññà X(t) (ïîëó÷åíà ÷èñëåííî). Ïàðàìåòðûñèãíàëîâ: A0 = 1, ω0 = 1, σ2

ξ = 1, α = 0.01, ω1 = 0.255.4.2. Ñëó÷àéíàÿ óãëîâàÿ ìîäóëÿöèÿÓãëîâàÿ ìîäóëÿöèÿ, êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, ïðèìåíèòåëüíî ê äåòåðìè-íèðîâàííîìó ñëó÷àþ ìîæåò áûòü �àçîâîé è ÷àñòîòíîé.Ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿ �àçû. Äëÿ ñëó÷àéíîé �àçîâîé ìîäóëÿöèèèìååì
X(t) = A0 cos (ω0t+ ϕ(t)), (5.48)ãäå A0, ω0 � äåòåðìèíèðîâàííûå êîíñòàíòû, çàäàþùèå àìïëèòóäó è ÷à-ñòîòó ñèãíàëà ñîîòâåòñòâåííî. Ñëàãàåìîå ϕ(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó-÷àéíóþ êîìïîíåíòó �àçû è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäóëèðóþùèéñèãíàë ïðè ñëó÷àéíîé �àçîâîé ìîäóëÿöèè.Íàñ èíòåðåñóåò ïðåæäå âñåãî òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿ �àçû, êîòî-ðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó X(t). Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

X(t) ïðîöåññà (5.48) ëåãêî ïîëó÷èòü
X(t) = A0 < cosϕ(t) > cosω0t− A0 < sinϕ(t) > sinω0t.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîìîäóëèðîâàííûé ïî �àçå ñèãíàë ìîæåò áûòü ñòàöè-îíàðíûì ïðîöåññîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè < cosϕ(t) >≡ 0 è

< sinϕ(t) >≡ 0. Íî è ðàâåíñòâî íóëþ ýòèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé åùå íåîáåñïå÷èâàåò ñòàöèîíàðíîñòè X(t). Òàê, äëÿ êîâàðèàöèîííîé �óíêöèèïðîìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà èìååì
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KX(t, t+ τ) =

A2
0

2
[cos 2ω0t < cosϕ(2ϕ(t) + ∆ϕ) > −

− sin 2ω0t < sinϕ(2ϕ(t) + ∆ϕ) > +

+ cosω0τ < cos∆ϕ > − sinω0τ < sin∆ϕ >],ãäå ∆ϕ = ϕ(t + τ) − ϕ(t). Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå îíà äîëæíà çàâèñåòüòîëüêî îò ïåðåìåííîé τ , ÷òî íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿíà õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ϕ(t).Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîìîäóëèðîâàííûé ñèãíàë ñòàíîâèòñÿ ñòàöè-îíàðíûì, åñëè â êà÷åñòâå ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà ϕ(t) âûáðàòü âèíå-ðîâñêèé ïðîöåññ. Â ýòîì ñëó÷àå ϕ(t) èìååò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäíèì çíà÷åíèåì ϕ = ϕ(0) = ϕ0 è äèñïåðñèåé σ2
ϕ(t) = 2Bϕ · t (t ≥ 0),ãäå Bϕ � êîý��èöèåíò äè��óçèè �àçû. Íà÷àëüíóþ �àçó ϕ0 ñ÷èòàåì äå-òåðìèíèðîâàííîé êîíñòàíòîé. Èç ñâîéñòâ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñëåäóåò,÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ∆ϕ è θ = 2ϕ0 + ∆ϕ ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêè-ìè ñî ñëåäóþùèìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè è äèñïåðñèÿìè: < ∆ϕ >= 0,

σ2
∆ϕ = 2Bϕ|τ |, < θ >= 2ϕ0, σ2

θ = 8Bϕ · tm + 2Bϕ|τ |. Çäåñü ïåðåìåííàÿ tmñîâïàäàåò ñ t ïðè τ > 0 è ðàâíà t+ τ , åñëè τ < 0.Ñ ó÷åòîì ðàñïðåäåëåíèé âåëè÷èí ϕ(t), ∆ϕ è θ ïîëó÷àåì:
<cosϕ(t)>=

1√
2πσ2

ϕ

∫ ∞

−∞
cosϕ exp

[
−(ϕ− ϕ0)

2

2σ2
ϕ

]
dϕ=cosϕ0 exp [−Bϕ · t],

<sinϕ(t)>=
1√
2πσ2

ϕ

∫ ∞

−∞
sinϕ exp

[
−(ϕ− ϕ0)

2

2σ2
ϕ

]
dϕ=sinϕ0 exp [−Bϕ · t],

< cos (2ϕ+∆ϕ) >=< cos θ >=
1√
2πσ2

θ

∫ ∞

−∞
cos θ exp

[
−(θ − 2ϕ0)

2

2σ2
θ

]
dθ =

= cos 2ϕ0 exp [−4Bϕ · tm] exp [−Bϕ|τ |],

< sin (2ϕ+∆ϕ) >=< sin θ >=
1√
2πσ2

θ

∫ ∞

−∞
sin θ exp

[
−(θ − 2ϕ0)

2

2σ2
θ

]
dθ =

= sin 2ϕ0 exp [−4Bϕ · tm] exp [−Bϕ|τ |],

< cos∆ϕ >=
1√

2πσ2
∆ϕ

∫ ∞

−∞
cos∆ϕ exp

[
−(∆ϕ)2

2σ2
∆ϕ

]
d(∆ϕ)=exp [−Bϕ|τ |],

< sin∆ϕ >=
1√

2πσ2
∆ϕ

∫ ∞

−∞
sin∆ϕ exp

[
−(∆ϕ)2

2σ2
∆ϕ

]
d(∆ϕ) ≡ 0.Óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó t, tm → ∞. Ïðè ýòîìïîëó÷àåì, ÷òî < cosϕ(t) >≡ 0, < sinϕ(t) >≡ 0, < cos (2ϕ+∆ϕ) >≡ 0 è
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< sin (2ϕ+∆ϕ) >≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, X(t) ≡ 0, à äëÿ êîâàðèàöèîííîé(êîððåëÿöèîííîé) �óíêöèè ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

KX(τ) =
A2

0

2
e−Bϕ|τ | cosω0τ . (5.49)Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæè-ìå ðàâíî íóëþ, êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò èíòåðâàëà τ ,à äèñïåðñèÿ σ2

X = X2 = A2
0

2 êîíå÷íà, ò.ê. A0 6= ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ
X(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ïî êðàéíåé ìåðå â øèðîêîì ñìûñëå.Êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé îãèáàþùåéñîîòâåòñòâóåò îäíîñòîðîííèé ñïåêòð â âèäå ¾ñäâèíóòûõ¿ ëîðåíöèàíîâ ñìàêñèìóìàìè íà ÷àñòîòàõ ±ω0:

WX(ω) =
A2

0Bϕ

2

[
1

B2
ϕ + (ω − ω0)2

+
1

B2
ϕ + (ω + ω0)2

]
. (5.50)Âðåìÿ êîððåëÿöèè è øèðèíà ñïåêòðà ïðîöåññà X(t) îïðåäåëÿþòñÿ êî-ý��èöèåíòîì äè��óçèè �àçû Bϕ. Åñëè çíà÷åíèå Bϕ ìàëî (Bϕ ≪ ω0),òî ïðîöåññ (5.48) ìîæíî ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêèì øóìîì ñ âðåìåíåì êîð-ðåëÿöèè τ = 1

Bϕ
è øèðèíîé ñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè

∆ω0.5 = 2Bϕ. Â ýòîì ñëó÷àå îäíîñòîðîííèé ñïåêòð èìååò âèä:
W+

X (ω) =
A2

0Bϕ

B2
ϕ + (ω − ω0)2

. (5.51)�åàëèçàöèÿ ñèãíàëà (5.48), ïðîìîäóëèðîâàííîãî ïî �àçå âèíåðîâñêèìïðîöåññîì ϕ(t), è åãî îäíîñòîðîííèé ñïåêòð (5.51) ïðèâåäåíû íà ðèñ.5.21.
�èñ. 5.21. Ôàçîâàÿ ìîäóëÿöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì:à � ðåàëèçàöèÿ ïðîìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà (÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå); á � íîð-ìèðîâàííûé îäíîñòîðîííèé ñïåêòð ïðîìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà, ïîñòðîåííûé ïî�îðìóëå (5.51). Ïàðàìåòðû ñèãíàëîâ: A0 = 1, ω0 = 1, Bϕ = 0.1Ïðè ïðåäñòàâëåíèè �àçî-ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé (5.48) ïåðåìåí-íóþ ϕ(t) ∈ (−∞; ∞) ìîæíî çàìåíèòü íà ñëó÷àéíóþ �àçó φ(t), ïðèíè-ìàþùóþ çíà÷åíèÿ â îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå [−π; π] èëè [0; 2π]:

φ(t) = ϕ(t) + 2πν(t), (5.52)ãäå ν � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ. Â ñèëó 2π-ïåðèî-äè÷íîñòè êîñèíóñà ïðîöåññ X(t) îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ, îäíàêî èñïîëü-çîâàòü îãðàíè÷åííóþ ïåðåìåííóþ φ(t) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåò-ñÿ óäîáíåå. Åñëè äèñïåðñèÿ �àçû σ2
ϕ(t) íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò âî âðå-ìåíè (êàê â ñëó÷àå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà), òî ïðèâåä¼ííàÿ �à-çà φ èìååò â ïðåäåëå t → ∞ ñòàöèîíàðíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
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limt→∞ pφ1(φ, t) = pφ1(φ) = 1/2π. Â ñèëó �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòèòåêóùèõ çíà÷åíèé φ è x = f(φ) èìååì:

pX1 (x)|dx| = pφ1(φ1)|dφ1|+ pφ1(φ2)|dφ2|,ãäå φ1,2 = ± arccos
(

x
a0

)
− ω0t � äâå âåòâè îáðàòíîé �óíêöèè φ = g(x)â èíòåðâàëå çíà÷åíèé φ ∈ [−π; π]. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü îäíîìåðíóþïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà X(t):
pX1 (x) =

1

π
√
A2

0 + x2
. (5.53)Ñëó÷àéíàÿ ìîäóëÿöèÿ ÷àñòîòû. �àññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêóþ íåñó-ùóþ ñî ñëó÷àéíîé ìîäóëÿöèåé ÷àñòîòû:

X(t) = A0 cos

[∫ t

0

(ω0 + η(θ))dθ

]
, (5.54)ãäå àìïëèòóäà ñèãíàëà A0 � äåòåðìèíèðîâàííàÿ êîíñòàíòà, à ìãíîâåí-íàÿ ÷àñòîòà ω(t) ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò: ïîñòîÿííîé ÷àñòîòû ω0 èïåðåìåííîé ÷àñòîòû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèãíàë ñëó÷àéíîé ìîäóëÿ-öèè η(t). Ïîëíàÿ ìãíîâåííàÿ �àçà Φ(t) òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ:äåòåðìèíèðîâàííîé �àçû ω0t è ñëó÷àéíîé �àçû ϕ(t) =

∫ t

0 η(θ)dθ. Òàêèìîáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ðàíåå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ �àçîâîé ìîäóëÿ-öèè, íî òåïåðü ñëó÷àéíûé ñèãíàë ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âõîäèòïîä çíàê èíòåãðàëà.Ïóñòü η(t) � ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñïåðñèåé σ2
η = η2(ïîëàãàåì η ≡ 0). Äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé �àçû èìååì

σ2
ϕ(t) = ϕ2(t) =

〈∫ t

0

∫ t

0

η(θ1)η(θ2)dθ1dθ2

〉
=

=

∫ t

0

∫ t

0

Kη(θ2 − θ1)dθ1dθ2 = 2t

∫ t

0

Kη(τ)dτ − 2

∫ t

0

τKη(τ)dτ,ãäå τ = θ2 − θ1, à Kη(τ) � êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà ϕ(t). (Îíàñîâïàäàåò ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé, ïîñêîëüêó ϕ ≡ 0.) Äèñïåðñèÿñëó÷àéíîé �àçû íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ñ ðîñòîì t, è êðèâàÿ âåðîÿòíîñò-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ pϕ1 (ϕ) äëÿ âûáðàííîãî t ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå øèðî-êîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîé �àçû φ(t) ∈ [−π, π] â èòîãåóñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîìåðíîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.Ïóñòü �óíêöèÿ Kη(τ) äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîì τ , òàê, ÷òî
lim
t→∞

1

t

∫ t

0

τKη(τ)dτ = 0.Òîãäà â ïðåäåëå t→ ∞ ïîëó÷àåì äè��óçèîííûé çàêîí ðîñòà äèñïåðñèè�àçû:
σ2
ϕ(t) ≈ 2Bϕ · t,

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



5.5. Óçêîïîëîñíûå ïðîöåññû è èõ ñïåêòðû 219ãäå
Bϕ

∼=
∫ ∞

0

Kη(τ)dτ = πWη(0) = onståñòü êîý��èöèåíò äè��óçèè �àçû, à Wη(0) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòüìîùíîñòè ñèãíàëà η(t) íà íóëåâîé ÷àñòîòå. Òàêèì îáðàçîì, íà áîëüøèõâðåìåíàõ øèðîêîïîëîñíûé ñèãíàë η(t) (ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè)ìîæíî çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèé áåëûé øóì. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèãàóññîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè η(t), äëÿ ϕ(t) ïðèõîäèì ê ìîäåëè âèíåðîâ-ñêîãî ïðîöåññà. Õàðàêòåðèñòèêè ñèãíàëà ñî ñëó÷àéíîé �àçîé, çàäàâàå-ìîé âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì, óæå áûëè íàìè ðàññìîòðåíû.5.5. Óçêîïîëîñíûå ïðîöåññû è èõ ñïåêòðûÓçêîïîëîñíûìè íàçûâàþòñÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêèå ñèãíàëû, ÷àñòîòíûåñïåêòðû êîòîðûõ ñêîíöåíòðèðîâàíû â óçêîé ïîëîñå ÷àñòîò âîêðóã íåêî-òîðîé ÷àñòîòû ω0, óäàë¼ííîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò:
x(t)=A(t) cos(ω0t+ ϕ(t))=A(t) cosΦ(t). (5.55)Ñ óçêîïîëîñíûìè ñèãíàëàìè ðàáîòàþò ïî÷òè âñå ðåàëüíûå ðàäèîýëåê-òðîííûå ñèñòåìû. Ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå èäåàëèçèðîâàííûå ìîäåëè, íîïðîáëåìà äîñòîâåðíîãî îïèñàíèÿ óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ îñòàåòñÿ àêòó-àëüíîé. Äåëî â òîì, ÷òî èññëåäîâàòåëþ áîëåå èëè ìåíåå äîñòîâåðíî èç-âåñòíû ëèøü ãðàíèöû ñïåêòðà, à ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä èëè ìîùíîñòèñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèåé âðåìåíè è ïîä-ëåæèò îïðåäåëåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ íåîá-õîäèìî óñòàíîâèòü îïîðíóþ ÷àñòîòó ñèãíàëà è íàéòè ñòàòèñòè÷åñêèå õà-ðàêòåðèñòèêè x(t) èëè A(t) è Φ(t). Ñâåäåíèÿ î ñòðóêòóðå �óíêöèé A(t)è Φ(t) ïðåäñòàâëÿþò îñîáóþ öåííîñòü ïðè ïîëó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõíèçêî÷àñòîòíûõ ïðåäñòàâëåíèé.Äëÿ èäåàëèçèðîâàííîãî ÀÌ-ðàäèîñèãíàëà îòûñêàíèå íèçêî÷àñòîòíî-ãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å. äåìîäóëÿöèÿ ñîîáùåíèÿ, ñâîäèòñÿ ê èçìåðåíèþîãèáàþùåé ñèãíàëà. Êîãäà ÀÌ-ðàäèîñèãíàë ïðåòåðïåâàåò èñêàæåíèÿ âñðåäå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íàïðèìåð èç-çà äèñïåðñèè, òî âîññòàíîâèòü íèç-êî÷àñòîòíóþ îãèáàþùóþ ïðîñòûìè ñïîñîáàìè íå óäàåòñÿ. Ñëåäóåò îò-ìåòèòü, ÷òî âûÿâëåíèå íèçêî÷àñòîòíûõ îãèáàþùèõ óçêîïîëîñíûõ ñëó-÷àéíûõ ñèãíàëîâ âåñüìà ïîëåçíû ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ðàäèîýëåê-òðîíèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêè: îïèñàíèå êîëåáàíèé â àâòîãåíå-ðàòîðàõ è ìàçåðàõ, ñòàòèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå øèðèíû ñïåêòðàëüíûõëèíèé è ò.ï.�àññìîòðåíèå ìîäåëåé óçêîïîëîñíûõ ïðîöåññîâ è ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿíèçêî÷àñòîòíûõ ïðåäñòàâëåíèé öåëåñîîáðàçíî íà÷àòü ñ ðåãóëÿðíûõ (äå-òåðìèíèðîâàííûõ) ñèãíàëîâ, ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ çà-äàíû òî÷íî. Ýòî ïîçâîëÿåò íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ îïèñàòü ðàçëè÷íûåñâîéñòâà óçêîïîëîñíûõ ïðîöåññîâ è ââåñòè ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, íåîá-õîäèìûé äëÿ àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê äðóãèõ óçêîïîëîñíûõ ïðîöåññîâ.СА
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220 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû5.5.1. Âåùåñòâåííûå ìîäåëèäåòåðìèíèðîâàííûõ óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ
�èñ. 5.22. Äâà ðàñïðåäåëåíèÿ X(ω) : 1−
X(ω) = onst, 2−X(ω) � òðåóãîëüíîå

Ïóñòü çàäàí äåòåðìèíèðîâàí-íûé ñèãíàë x(t), ñïåêòðàëüíûå êîì-ïîíåíòû êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíûâ ïîëîñå ÷àñòîò îò ω1 äî ω2 ïðè÷¼ì
2∆ω=ω2−ω1≪ω0=(ω1+ω2)/2, ò.å.ñïåêòð êîíöåíòðèðóåòñÿ âîêðóã ω0,óäàë¼ííîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò.�àñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîò-íîñòè óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.22.Ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè x(t) íåòðóäíî íàé-òè, èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

x(t) =
1

2π

∞∫

−∞

X(ω)ejωtdω. (5.56)Ïðè ýòîì íà ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè X(ω) íå íàêëàäû-âàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.Ïóñòü êîìïëåêñíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèãíàëà ïîñòîÿííà â óç-êîé ïîëîñå ÷àñòîò (ñì. ðèñ. 5.22) è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:
X(ω) =





0, ω < −ω0 −∆ω,
X0, −ω0 −∆ω < ω < −ω0 +∆ω,
0, −ω0 +∆ω,< ω < ω0 −∆ω,
X0, ω0 −∆ω < ω < ω0 +∆ω,
0, ω > ω0 +∆ω.

(5.57)Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèãíàëà, îáëàäàþùåãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ(5.57), ïðèíèìàåò âèä:
x(t) =

1

2π

ω0+∆ω∫

−ω0−∆ω

X(ω)ejωtdω =
1

2π

−ω0+∆ω∫

−ω0−∆ω

X(ω)ejωtdω+ 1

2π

ω0+∆ω∫

ω0−∆ω

X(ω)ejωtdω. (5.58)Ïåðåõîäÿ ê âåùåñòâåííîé ïëîòíîñòè è îáúåäèíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíûå�óíêöèè ïî �îðìóëå Ýéëåðà, ïîëó÷èì:
x(t)=

X0

π

ω0+∆ω∫

ω0−∆ω

cosωtdω=
X0

π

sinωt

t

∣∣∣∣
ω0+∆ω

ω0−∆ω

=
X0

πt
[sin (ω0+∆ω)−sin (ω0−∆ω)]=

=
2X0∆ω

π

sin∆ωt

∆ωt
cosω0t =

2X0∆ω

π
sin (∆ωt) cosω0t. (5.59)Êîëåáàíèå x(t) ïðåäñòàâëÿåò âðåìåííóþ ðàçâåðòêó äåòåðìèíèðîâàííîãîóçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà

x(t) = A(t) cosω0t, A(t) =
2X0∆ω

π
sin (∆ωt) = A0 sin (∆ωt).
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5.5. Óçêîïîëîñíûå ïðîöåññû è èõ ñïåêòðû 221Âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü
x1(t) =

X0∆ω

π
sin2 (∆ωt/2) cosω0t. (5.60)Ýòè êîëåáàíèÿ îïðåäåëåíû äëÿ−∞<t<∞ è èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.Íà ðèñ. 5.23 ïðåäñòàâëåíû èõ âðåìåííûå ðàçâåðòêè.
-

6

-

6

t

x(t)

t

x1(t)

à á�èñ. 5.23. Âðåìåííûå ðàçâåðòêè óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ
x(t) (à) è x1(t) (á )Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü äâà âûâîäà.1. Âðåìåííûå ðàçâåðòêè óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ ñ îäèíàêîâûìè ∆ω èñðåäíåé ÷àñòîòîé ω0 ðàçëè÷àþòñÿ èç-çà îñîáåííîñòåéX(ω). Èçîáðàæåíèÿðàçâåðòîê íà ðèñ. 5.23 èìåþò óïðîù¼ííóþ �îðìó è ïðèâåäåíû òîëüêîäëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòó çàâèñèìîñòü. Åñëè ðàññìîòðåòüâñåãî 100 ÷ 200 ïåðèîäîâ íåñóùåãî êîëåáàíèÿ, òî ïðè ∆ω/ω0

∼= 10−4âàðèàöèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé x(t) è x1(t) îêàæóòñÿ íåçàìåòíûìè, ÷òîñâèäåòåëüñòâóåò î ìåäëåííîñòè åå èçìåíåíèÿ.2. Àìïëèòóäû óçêîïîëîñíûõ ïðîöåññîâ A(t) = 2X0∆ω
π sin (∆ωt) è

A1(t) = X0∆ω
π sin2(∆ωt/2) åñòü íèçêî÷àñòîòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ óçêîïî-ëîñíûõ ñèãíàëîâ.Òåïåðü ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü A(t) � óçêîïîëîñíûé íèç-êî÷àñòîòíûé ñèãíàë. Åãî ñïåêòð ñîñðåäîòî÷åí â îêðåñòíîñòè ω = 0. Ïðèóìíîæåíèè A(t) íà cosω0t èëè íà sinω0t, ãäå ω0 � âûñîêàÿ ïî ñðàâíåíèþñî âñåìè ãàðìîíèêàìè A(t) ÷àñòîòà, íèçêî÷àñòîòíûé ñïåêòð A(t) â ñîîò-âåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ñìåùåíèè ïåðåìåùàåòñÿ â îáëàñòü âûñîêèõ ÷àñòîò,à êîëåáàíèÿ
x1(t)=A(t) cosω0t è x2(t)=A(t) sinω0tâ ðàâíîé ñòåïåíè ïðèîáðåòàþò ïðèçíàêè óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà, îòëè÷à-ÿñü ëèøü íà÷àëüíîé �àçîé âûñîêî÷àñòîòíîãî êîëåáàíèÿ. Íàèáîëåå îáùååâûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîñëåä-íèõ. Òîãäà

x(t)=Ac(t) cosω0t− As(t) sinω0t. (5.61)Êîëåáàíèÿ Ac(t) cosω0t è As(t) sinω0t íàçûâàþòñÿ êâàäðàòóðíûìè êîì-ïîíåíòàìè óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà, à �óíêöèè Ac(t) èAs(t) � åãî ñèí�àç-íîé è êâàäðàòóðíîé àìïëèòóäàìè. Ñîïîñòàâëÿÿ (5.61) ñ (5.55), ïîëó÷èì
Ac(t) = A(t) cosϕ(t), As(t) = A(t) sinϕ(t).
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222 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÄëÿ ðåàëüíîãî óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà �óíêöèè Ac(t) è As(t) ìîæ-íî îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñèãíàëû
cosω0t, sinω0t, ïåðåìíîæåíèå ñèãíàëîâ è �èëüòðàöèþ íèæíèõ ÷àñòîò(ÔÍ×). Òîãäà

x(t) cosω0t=Ac(t) cos
2 ω0t−As(t) sinω0t cosω0t=

=
Ac(t)

2
+
Ac(t)

2
cos 2ω0t−

As(t)

2
sin 2ω0t⇒ ÔÍ× ⇒ Ac(t)

2
,

x(t) sinω0t=Ac(t)cosω0t sinω0t−As(t)sin
2 ω0t=

Ac(t)

2
sin 2ω0t−

−As(t)

2
+
As(t)

2
cos 2ω0t⇒ ÔÍ× ⇒ − As(t)

2
.Ïîñëå �èëüòðàöèè âîçíèêàþò íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, ïðîïîðöèî-íàëüíûå ñèí�àçíîé èëè êâàäðàòóðíîé àìïëèòóäå, ò.å. �îðìèðóåòñÿ íèç-êî÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà.Çàìåòèì, ÷òî îïîðíàÿ ÷àñòîòà âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî è ïîýòîìó ýêñ-ïåðèìåíòàëüíî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ Ac(t) è As(t), à ñëåäîâàòåëüíî, èíèçêî÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå A(t) îêàçûâàþòñÿ íåîäíîçíà÷íûìè: äàæåíåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå îïîðíîé ÷àñòîòû ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõçíà÷åíèé Ac(t) è As(t). Íåîäíîçíà÷íîñòü óäàåòñÿ óñòðàíèòü ïðè ââåäåíèèêîìïëåêñíîãî îïèñàíèÿ óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ è õîðîøî ðàçðàáîòàííîãîàïïàðàòà àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé (ñì. ðàçä. 2.5). Íî ñíà÷àëà ðàññìîòðèìêîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ.5.5.2. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèåäåòåðìèíèðîâàííûõ óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâÊîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ åñòåñ-òâåííûì ðàçâèòèåì ñèìâîëè÷åñêîãî ìåòîäà: âìåñòî êîìïëåêñíûõ àìïëè-òóä èñïîëüçóþòñÿ ìåäëåííî èçìåíÿþùèåñÿ êîìïëåêñíûå �óíêöèè âðå-ìåíè Ȧ(t). Çàïèøåì â êîìïëåêñíîé �îðìå óçêîïîëîñíûé ñèãíàë (5.55) èïîëó÷èì:

x(t) = Re[Ȧ(t)ejω0t], (5.62)ãäå Ȧ(t) = A(t)ejϕ(t) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà. Ôóíêöèÿ Ȧ(t) íàçûâàåòñÿåùå êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé, à âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ
A(t) � �èçè÷åñêîé îãèáàþùåé óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà x(t). Êîìïëåêñíàÿîãèáàþùàÿ ñîäåðæèò ïîëíóþ èí�îðìàöèþ î ñèãíàëå. Äåéñòâèòåëüíàÿ èìíèìàÿ êîìïîíåíòû êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé èìåþò âèä:Re[Ȧ(t)] = A(t) cosϕ(t) = Ac(t),Im[Ȧ(t)] = A(t) sinϕ(t) = As(t), (5.63)ò.å. ñîâïàäàþò ñ ñèí�àçíîé è êâàäðàòóðíîé àìïëèòóäàìè, à �àçà ñèãíàëà
ϕ ∈ [−π, π] è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:

ϕ(t) = artg[Im[Ȧ(t)]Re[Ȧ(t)]] = artg [As(t)

Ac(t)

]
± π

2
. (5.64)
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5.5. Óçêîïîëîñíûå ïðîöåññû è èõ ñïåêòðû 223Ôèçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà è åå ñâîéñòâà.Ôèçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ ñâÿçàíà ñ åãî ñèí�àçíîé è êâàäðàòóðíîé àìïëè-òóäàìè ðàâåíñòâîì
A(t) =

√
A2

c(t) +A2
s(t). (5.65)�àññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà �èçè÷åñêîé îãèáàþùåé.1. Âåëè÷èíû åå ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé, â îòëè÷èå îò êîìïëåêñíîé îãè-áàþùåé, íå çàâèñÿò îò âûáîðà îïîðíîé ÷àñòîòû.Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü óçêîïîëîñíûé ñèãíàë çàäàí �îðìóëîé (5.62). Åñ-ëè â êà÷åñòâå îïîðíîé ÷àñòîòû âìåñòî ω0 âûáðàòü ÷àñòîòó ω′

0 = ω0+ δω,òî (5.62) ïðèíèìàåò âèä:
x(t) = Re[Ȧ(t)ejω′

0t] == Re[Ȧ(t)ejδωtejω0t].Íîâàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé Ȧ′(t)=Ȧs(t)ejδωt, à åå ìîäóëü(�èçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ) îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, òàê êàê |ejδωt| = 1.2. Ôèçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà îïðåäåëÿåò åãî ìãíî-âåííóþ àìïëèòóäó. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè ââåñòè ïðîèçâîäíóþ îòêâàäðàòà �èçè÷åñêîé îãèáàþùåé:
A(t)

dA(t)

dt
= Ac(t)

dAc(t)

dt
+ As(t)

dAs(t)

dt
.Â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà As(t) = 0, ñèí�àçíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Ac(t),ò.å. èñõîäíûé ñèãíàë, ñîâïàäàåò ñ �èçè÷åñêîé îãèáàþùåé è íàñòóïàåòðàâåíñòâî èõ âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ê òîìó æå ïî îïðåäåëåíèþ â ëþ-áîé ìîìåíò âðåìåíè |x(t)| ≤ A(t), à ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ìîìåíòûâðåìåíè, êîãäà cos(ω0t+ ϕ(t)) = ±1.Òàêèì îáðàçîì, �èçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ è èñõîäíûé ñèãíàë íèêîãäàíå ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò îáùèå êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ, ãäå As(t) = 0.Ôèçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ äåéñòâèòåëüíî ¾îãèáàåò¿ óçêîïîëîñíûé ñèãíàëè ñëóæèò åãî ìãíîâåííîé àìïëèòóäîé.Âçàèìíàÿ ñâÿçü ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé óçêîïîëîñíîãî ñèã-íàëà è åãî êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé. Ïóñòü X(ω) � ñïåêòðàëüíàÿïëîòíîñòü óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà x(t), à G(ω) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòüåãî êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé Ȧ(t). Ïðåäñòàâèì X(ω) â âèäå ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå îò x(t) = Re[Ȧ(t)ejω0t] è âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøå-íèåì Re[Ȧ]=(Ȧ+ Ȧ∗)/2. Òîãäà

X(ω) =

∞∫

−∞

Re[Ȧ(t)ejω0t]e−jωtdt =

=
1

2

∞∫

−∞

Ȧ(t)e−j(ω−ω0)tdt+
1

2

∞∫

−∞

Ȧ∗(t)e−j(ω+ω0)tdt.Ïîñëåäíèå èíòåãðàëû ïðåäñòàâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îäíîé è òîéæå �óíêöèè Ȧ(t), ñìåùåííûå â îêðåñòíîñòè ÷àñòîò ±ω0, ò.å.
X(ω) =

1

2
G(ω − ω0) +

1

2
G(ω + ω0). (5.66)
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224 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÒàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà îá-ðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñìåùåíèÿ íèçêî÷àñòîòíîãî ñïåêòðà êîìïëåêñíîéîãèáàþùåé â îêðåñòíîñòè ±ω0.Àíàëèòè÷åñêèå ñèãíàëû è íèçêî÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå óç-êîïîëîñíûõ êîëåáaíèé. Åñëè ïðè ââåäåíèè êîìïëåêñíîé ìîäåëè óç-êîïîëîñíîãî ñèãíàëà ê âåùåñòâåííîìó �èçè÷åñêîìó ñèãíàëó äîáàâèòü âêà÷åñòâå ìíèìîé ÷àñòè ñîïðÿæåííûé ïî �èëüáåðòó ñèãíàë, òî êîìïëåêñ-íûé ñèãíàë ñòàíîâèòñÿ àíàëèòè÷åñêèì (ñì. ðàçä. 2.5):
z(t)=x(t) + jy(t)=A(t)ejΦ(t), Z(ω)=2X(ω), ω ≥ 0, (5.67)ãäå A(t)=√x2(t) + y2(t) � �èçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ óçêîïîëîñíîãî ñèãíà-ëà; Φ(t)=Artg [y(t)/x(t)] � ìãíîâåííàÿ �àçà ñèãíàëà.Ôóíêöèÿ Artg(...) ïðèíèìàåò ëþáûå çíà÷åíèÿ îò −∞ äî ∞ (â îò-ëè÷èå îò ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ artg(...), ñóùåñòâóþùåãî â èíòåðâàëå

[−π/2, π/2]), è çàäàåò ïîëíûé óãîë âðàùåíèÿ òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè
xOy çà âðåìÿ t (ðèñ. 5.24).Ìîæíî ââåñòè ìãíîâåííóþ ÷àñòîòó óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà êàê

ω(t)=
dΦ(t)

dt
=
y′(t)x(t)− x′(t)y(t)

A2(t)
.

�èñ. 5.24. Èëëþñòðàöèÿ ê îïðåäåëåíèþ îãèáàþùåé A(t),ïîëíîé �àçû Φ(t) (à), �àçû ϕ(t) è êâàäðàòóðíûõ êîìïî-íåíòîâ Ac(t), As(t) (á ) óçêîïîëîñíîãî ïðîöåññàÏîñòîÿííóþ êîìïîíåíòó ÷àñòîòû ω(t) íàçûâàþò îïîðíîé ÷àñòîòîé ωîïóçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëèòü îïîð-íóþ ÷àñòîòó ωîï. Íàïðèìåð, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü ïîëîñó ÷àñòîò íèç-êî÷àñòîòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå ωîï ¾öåíòð òÿæåñòè¿êâàäðàòà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Ïîëàãàÿ ðàâíîé íóëþ ïðîèçâîäíóþâûðàæåíèÿ ∫ ∞

0

(ω − ωîï)2|Z(ω)|2dω,
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5.5. Óçêîïîëîñíûå ïðîöåññû è èõ ñïåêòðû 225ïîëó÷èì
ωîï=∫ ∞

0

ω|Z(ω)|2dω
[∫ ∞

0

|Z(ω)|2dω
]−1

.Âûâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ íåòðóäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðîñòîì ïðè-ìåðå. Â íà÷àëå ðàçäåëà ïîëó÷åíà âåùåñòâåííàÿ ìîäåëü óçêîïîëîñíîãîñèãíàëà ñ ïîñòîÿííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ X0. Åìó ñîîòâåòñòâî-âàë ñèãíàë x(t) = A0 sin (∆ωt) cosω0t. Ñîïðÿæåííûé ñèãíàë ïî ñâîé-ñòâó ìîäóëÿöèè y(t) = A0 sin (∆ωt) sinω0t. Îòñþäà �èçè÷åñêàÿ îãèáàþ-ùàÿ A(t) = A0 sin (∆ωt), ìãíîâåííàÿ �àçà Φ(t) = ω0t, îïîðíàÿ ÷àñòîòà
ωîï = ω0, à íèçêî÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå åñòü �èçè÷åñêàÿ îãèáàþùàÿ èîáëàäàåò ïîñòîÿííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ â äèàïàçîíå îò 0 äî ∆ω.Ââîäÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îïîðíóþ ÷àñòîòó ωîï, ìîæíî îïðåäå-ëèòü êâàäðàòóðíûå ñîñòàâëÿþùèå óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà:

Ac(t) = A(t) cosϕ(t), As(t) = A(t) sinϕ(t),ãäå ϕ(t) = Φ(t)− ωîït � ìåäëåííàÿ êîìïîíåíòà �àçû.Ôàçà ϕ(t) òàê æå, êàê Φ(t), ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷å-íèÿ. ×àñòî âìåñòî íåå ââîäÿò ïðèâåäåííóþ �àçó ϕ0(t) ∈ [−π, π] (èëè
ϕ0(t) ∈ [0, 2π]) : ϕ0(t) = ϕ(t) + 2πk(t), ãäå k � ñëó÷àéíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ�óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0, ±1, ±2, ... Î÷åâèäíî, ïðè ïåðåõîäåîò ϕ(t) ê ϕ0(t) çíà÷åíèÿ êîñèíóñà è ñèíóñà íå èçìåíÿþòñÿ. Ñîîòâåòñòâåí-íî, Ac(t) = A(t) cosϕ0(t) è As(t) = A(t) sinϕ0(t). �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-ïðåòàöèÿ êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò è óãëà ϕ0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.24, á.Ïîíÿòíî, ÷òî

x(t) = Re[z(t)] = Ac cosωîït− As(t) sinωîït,
y(t) = Im[z(t)] = As(t) cosωîït+ Ac(t) sinωîït. (5.68)Êâàäðàòóðíûå ñîñòàâëÿþùèå óçêîïîëîñíîãî ïðîöåññà òàê æå, êàê îãèáà-þùàÿ A(t) è �àçà ϕ(t), ÿâëÿþòñÿ ¾ìåäëåííûìè¿ �óíêöèÿìè ïî ñðàâíå-íèþ ñ ïåðèîäîì T =2π/ωîï.Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà óçêîïîëîñíîãî ïðîöåññà x(t) ïîçâî-ëÿåò ââåñòè àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë, îãèáàþùàÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ åãîíèçêî÷àñòîòíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ýòî íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé ñïîñîáîïðåäåëåíèÿ îãèáàþùåé, ìãíîâåííîé �àçû, ìãíîâåííîé ÷àñòîòû è êâàä-ðàòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà, ïîçâîëÿþùèé óñòðà-íèòü îïèñàííûå âûøå íåîäíîçíà÷íîñòè.5.5.3. Îãèáàþùàÿ, �àçà è êâàäðàòóðíûåñîñòàâëÿþùèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàÑðåäè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ òàêæå ìîæíî âûäåëèòü óçêîïîëîñíûå ïðî-öåññû. Ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ óçêîïîëîñ-íûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ∆ωX ≪ ω0, ãäå ∆ωX � øèðèíàñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè∆ω1/2 (èëè ý��åêòèâíàÿ∆ωý��
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226 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûïîëîñà), à ω0 � ÷àñòîòà ñïåêòðàëüíîãî ìàêñèìóìà. �åàëèçàöèÿ óçêîïî-ëîñíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íàïîìèíàåò ñëó÷àéíî ìîäóëèðîâàííûé ãàð-ìîíè÷åñêèé ñèãíàë (ðèñ. 5.25). Ïîýòîìó òàêîé ïðîöåññ ÷àñòî íàçûâàþòêâàçèãàðìîíè÷åñêèì (èëè ãàðìîíè÷åñêèì) øóìîì.

�èñ. 5.25.�åàëèçàöèÿ óçêîïîëîñíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàÒàê êàê ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) ãàðìîíè÷åñêîãîøóìà ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îêðåñòíîñòè ω0, òî êîððå-ëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ΨX(τ) = γX(τ) cosω0τ , (5.69)ãäå îãèáàþùàÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè γX(τ) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî óáû-âàþùåé �óíêöèåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì îñöèëëÿöèé T0=2π/ω0.Ïóñòü X(t) � ñòàöèîíàðíûé óçêîïîëîñíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (îáû÷-íî ïîëàãàþò òàêæå X(t) ≡ 0). Åñëè ñóùåñòâóåò ñîïðÿæåííûé ïî �èëü-áåðòó ïðîöåññ
Y (t) =

1

π

∫ ∞

−∞

X(θ)

t− θ
dθ, (5.70)ãäå áåðåòñÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå Êîøè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî èíòåãðàëà,òî ìîæíî ââåñòè ñëó÷àéíûé àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë

Z(t) = X(t) + jY (t). (5.71)Åãî îãèáàþùàÿ A(t), ïîëíàÿ �àçà Φ(t) = ω0t + ϕ(t), ¾ìåäëåííàÿ¿ �àçà
ϕ(t) è êâàäðàòóðíûå ñîñòàâëÿþùèå îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåò-ñòâóþùèì õàðàêòåðèñòèêàì äåòåðìèíèðîâàííîãî óçêîïîëîñíîãî ñèãíà-ëà. Â êà÷åñòâå îïîðíîé ÷àñòîòû îáû÷íî âûáèðàþò ÷àñòîòó ñïåêòðàëüíî-ãî ìàêñèìóìà (ωîï=ω0) èëè ñðåäíþþ ÷àñòîòó (ωîï=ωñð=< dΦ(t)

dt >)8.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà îãèáàþùàÿ, �àçà Φ(t) è êâàä-ðàòóðíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.Â ïðèíöèïå, åñëè ñóùåñòâóåò ñîïðÿæåííûé ïî �èëüáåðòó ïðîöåññ Y (t),ìîæíî ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãîïðîöåññà X(t), âûáðàâ îïîðíóþ ÷àñòîòó ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Äàííîåïðåäñòàâëåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ óçêîïîëîñíûõ ïðîöåññîâ, òàê êàê8Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòîòà ñïåêòðàëüíîãî ìàêñèìóìà ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåé ÷àñòîòîé, ÷òî îçíà-÷àåò ðàâåíñòâî < ϕ(t) >≡ 0.
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5.6. Ïðèíöèïû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ 227�óíêöèè A(t), ϕ(t), Ac(t) è As(t) îêàçûâàþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì T0 =2π/ω0. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
X(t) = A(t) cos (ω0t+ ϕ(t))è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë, ïðîìîäóëèðîâàí-íûé ïî àìïëèòóäå è �àçå ¾ìåäëåííûìè¿ ñëó÷àéíûìè ñèãíàëàìè.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî (âåùåñòâåííîãî) óçêîïîëîñíî-ãî øóìà X(t) ñ X(t) ≡ 0 êâàäðàòóðíûå ñîñòàâëÿþùèå Ac(t) è As(t)ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíî ãàóññîâñêèìè ¾ìåäëåííûìè¿ ïðîöåññàìè, ïðè÷¼ì

Ac(t) ≡ As(t) ≡ 0 è < Ac(t)As(t) >≡ 0, ò.å. åäèíîâðåìåííûå çíà÷åíèÿ
Ac(t) è As(t) ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíûõ ïðî-öåññîâ â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñ ¾ìåäëåííîé¿ ñëó÷àéíîé ìîäó-ëÿöèåé ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà çàäà÷.Çàìå÷àíèå. Îãèáàþùóþ, �àçó è êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû ìîæíîââåñòè äëÿ ëþáîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t), åñëè ñó-ùåñòâóåò è èçâåñòåí ñîïðÿæåííûé ïðîöåññ Y (t). Îäíàêî êîãäà X(t) íåÿâëÿåòñÿ óçêîïîëîñíûì, ýòè �óíêöèè íå áóäóò ¾ìåäëåííûìè¿ è èõ èñ-ïîëüçîâàíèå íåöåëåñîîáðàçíî.5.6. Ïðèíöèïûöè�ðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâÑîâðåìåííûå èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè âêëþ÷àþò öåëûé êîìïëåêñöè�ðîâûõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè, èñïîëüçîâàíèÿ è ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè.Êàê ïîêàçàíî â ðàçä. 4.3, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ â öè�ðîâóþ �îðìó íåïðå-ðûâíûé ñèãíàë äèñêðåòèçèðóåòñÿ ïî âðåìåíè, êâàíòóåòñÿ ïî óðîâíþ èïîëó÷åííûå îòñ÷åòû êîäèðóþòñÿ âm-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, íàïðèìåðâ k-ðàçðÿäíîì äâîè÷íîì êîäå. Ïðè ýòîì êàæäîìó îòñ÷åòó ñîîòâåòñòâóåòïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, íàçûâàåìàÿ êîäîâîéïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.Ïðè öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè èñïîëüçóþòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ðàâíîìåð-íûå ïîòåíöèàëüíûå êîäû (ñì. ðàçä. 4.3). Çàêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå ââèäå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâûõ ñëîâ ïîñòóïàåò â êà-íàë ñâÿçè è â ïðîâîäíûõ è íåêîòîðûõ êîàêñèàëüíûõ ëèíèÿõ (íàïðè-ìåð â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ) ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ áåç ìîäóëÿöèè. Íî âïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ðàäèîñèñòåì ñâÿçè, èñïîëüçóþùèõ êîàêñèàëüíûå èîïòîâîëîêîííûå ëèíèè, àòìîñ�åðó Çåìëè, îêîëîçåìíîå è êîñìè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî, ìîäóëÿöèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ íåñóùèõ êîëåáàíèé ïðèíöè-ïèàëüíî íåîáõîäèìà.Ïðîñòåéøèå âèäû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè âîçíèêàþò óæå ïðè äèñêðåòè-çàöèè è êîäèðîâàíèè àìïëèòóäíî- ÷àñòîòíî- è �àçî-ìàíèïóëèðîâàííûõñèãíàëîâ. Ïðåäñòàâëåíèå ìîäóëèðóþùèõ ñèãíàëîâ â öè�ðîâîé �îðìåçíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ìîäóëÿöèèè ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü è ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâîâàòü ñèñòåìû ñïóòíèêî-âîé è ìîáèëüíîé ñâÿçè, êàáåëüíîãî òåëåâèäåíèÿ è òåëå�îíèè.�àçíîîáðàçèå öè�ðîâûõ ñèñòåì è ìåòîäîâ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ïîðî-äèëî ìíîæåñòâî âèäîâ öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè (ÖÌ). Ïîýòîìó ìû íå ïû-
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228 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûòàëèñü äàæå êîðîòêî îïèñàòü âñå ìåòîäû è ïðåäëàãàåì îáñóäèòü òîëüêîîñíîâíûå ïðèíöèïû �óíêöèîíèðîâàíèÿ öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ.5.6.1. Öè�ðîâàÿ àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ ñèãíàëîâÖè�ðîâàÿ àìïëèòóäíàÿ è èìïóëüñíî-êîäîâàÿ ìîäóëÿöèÿ.Öè�ðîâîé àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèåé áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíîå èçìå-íåíèå àìïëèòóäû íåñóùåãî êîëåáàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíåíèåì öè�-ðîâîãî ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà.Ïóñòü çàäàí íåïðåðûâíûé ñèãíàë x(t) (ðèñ. 5.26, à) ñ îãðàíè÷åííûìñïåêòðîì 0 ≤ ω ≤ ωh (ñì. ðàçä. 4.2). Ýòèì ñèãíàëîì ìîæíî ìîäóëè-ðîâàòü ïî àìïëèòóäå âûñîêî÷àñòîòíîå íåñóùåå êîëåáàíèå è ïîëó÷èòüÀÌ-ñèãíàë. Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü ñïåêòðà, äèñêðåòèçèðóåì x(t) ñèíòåðâàëîì ∆t (ωd = 2π/∆t ≥ 2ωh) è ïîëó÷èì äèñêðåòíûå îòñ÷åòû
x(n∆t) = x(n), ãäå n - íîìåð îòñ÷åòà (â íàøåì ñëó÷àå n = 0 ÷ 12).Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà ïî x(n) èñõîäíûé àíàëîãîâûé ñèãíàëâîññòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íî.

�èñ. 5.26. Ôîðìèðîâàíèå ÈÊÌ-ñèãíàëà è äåìîäóëÿöèÿ ÈÊÌ-ñèãíàëà, èñ-êàæåííîãî ïîìåõîéÅñëè ïðîèçâåñòè êâàíòîâàíèå ïîëó÷åííûõ îòñ÷åòíûõ çíà÷åíèé â äâî-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, òî ïîëó÷èì èìïóëüñíûé öè�ðîâîé ñèãíàë xi(n),ãäå i � íîìåð óðîâíÿ êâàíòîâàíèÿ. Ïðîëîíãèðóåì êàæäîå çíà÷åíèå x(n)äî ñëåäóþùåãî îòñ÷åòà è ïîëó÷èì ïîòåíöèàëüíûé öè�ðîâîé ñèãíàë �
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5.6. Ïðèíöèïû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ 229ñòóïåí÷àòóþ àïïðîêñèìàöèþ x(t) (ðèñ. 5.26, á ). È xi(n), è ñòóïåí÷àòàÿàïïðîêñèìàöèÿ x(t) ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå öè�ðîâîé ìîäóëèðó-þùèé ñèãíàë, íî â ðàçíîé �îðìå (èìïóëüñíîé èëè ïîòåíöèàëüíîé). Îò�îðìû ïðåäñòàâëåíèÿ, åñòåñòâåííî, çàâèñèò øèðèíà ñïåêòðà ìîäóëèðó-þùåãî ñèãíàëà. Ñòóïåí÷àòûì öè�ðîâûì ñèãíàëîì (åãî ñïåêòð �óæå) òî-æå âîçìîæíî ïðîìîäóëèðîâàòü ïî àìïëèòóäå íåñóùåå êîëåáàíèå è ïîëó-÷èòü öè�ðîâîé àìïëèòóäíî-ìàíèïóëèðîâàííûé ñèãíàë (ÖÀÌí-ñèãíàë).Øèðèíà ñïåêòðà ÀÌí-ñèãíàëà äàæå ìåæäó ïåðâûìè íóëÿìè îãèáàþùåéîêàçûâàåòñÿ âäâîå øèðå, ÷åì ó ñîîòâåòñòâóþùåãî ÀÌ-ñèãíàëà, íî è ïî-ìåõîçàùèù¼ííîñòü âîçðàñòàåò, òàê êàê ïðè íàëè÷èè ïîìåõ çíà÷åíèå x(n)âîññòàíàâëèâàåòñÿ íà èíòåðâàëå ∆t.Öè�ðîâàÿ àìïëèòóäíàÿ ìàíèïóëÿöèÿ íå ïîëó÷èëà ðàñïðîñòðàíåíèÿè î÷åíü áûñòðî áûëà âûòåñíåíà èìïóëüñíî-êîäîâîé ìîäóëÿöèåé (ÈÊÌ).Ïðè ÈÊÌ îòñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ñèãíàëà ïðåîáðàçóþòñÿ â ïîòåíöèàëüíûéNRZ êîä (ñì. ðèñ. 4.7) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõ èìïóëüñîâ uêîä(t)(ðèñ. 5.26, â) � áèòîâ9. Äëèòåëüíîñòè áèòîâ (òàêòîâûé èëè áèòîâûé èí-òåðâàë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Υ) âûáèðàåòñÿ ñ óñëîâèåì, ÷òî èìïóëüñû
uêîä(t) óìåùàþòñÿ äî íàñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî îòñ÷åòà x(k) (Υ ≤ ∆t

k ).Òàêèå ñèãíàëû ìîæíî ïåðåäàâàòü ïî ïðîâîäíûì ëèíèÿì áåç ìîäóëÿöèè.Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êà÷åñòâî äåêîäèðîâàííûõ ñèãíàëîâ çàâèñèò îò÷èñëà óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ, à çíà÷èò, è îò ÷èñëà ðàçðÿäîâ â èìïóëüñíî-êîäîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Êîäèðîâàíèå îòñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ñèãíàëàâûïîëíÿåòñÿ êàê ìèíèìóì 8-ðàçðÿäíûìè êîäàìè. Ïðè 12-, 16-, à â îò-äåëüíûõ ñëó÷àÿõ è 24-ðàçðÿäíîì äâîè÷íîì êîäèðîâàíèè äëèíà êîäîâûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óâåëè÷èâàåòñÿ, è ïðèõîäèòñÿ óìåíüøàòü òàêòîâûéèíòåðâàë Υ. Êðîìå òîãî, â ïðèâåä¼ííîì âèäå ÈÊÌ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñîäåðæèò íåíóæíóþ ïðè ìîäóëÿöèè ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Äëÿ ååóñòðàíåíèÿ ÈÊÌ-ñèãíàë ïðåîáðàçóåòñÿ â ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë uìîä(t)(ðèñ. 5.26, ã): ëîãè÷åñêàÿ åäèíèöà ïðåâðàùàåòñÿ â íàïðÿæåíèå îòðèöà-òåëüíîé ïîëÿðíîñòè, à ëîãè÷åñêèé íóëü � â íàïðÿæåíèå òîé æå àìïëè-òóäû, íî ïîëîæèòåëüíîé ïîëÿðíîñòè.Òàê êàê äëèòåëüíîñòü êîäîâûõ èìïóëüñîâ îïðåäåëÿåòñÿ òàêòîâûì èí-òåðâàëîìΥ, ñïåêòð ñèãíàëà, ìàíèïóëèðîâàííîãî ýòèì íàïðÿæåíèåì (ðèñ.5.26, ä ), çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÀÌí-ñèãíàëîì. Äåìî-äóëÿöèÿ ÈÊÌ-ñèãíàëà âûïîëíÿåòñÿ â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Äåìîäóëèðîâàííûé ÈÊÌ-ñèãíàë, èñêàæåííûé âîçäåéñòâèåì ïîìåõ,ìîæåò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ îò ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà (ðèñ. 5.26, å), íîïðàêòè÷åñêè âñåãäà óäàåòñÿ çàäàòü òàêîé óðîâåíü x0, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèÿåãî ñîîòâåòñòâîâàëè ïåðåõîäó îò íóëÿ ê åäèíèöå è íàîáîðîò.Òàêèì îáðàçîì, ÈÊÌ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè íåäîñòàòêàìè:1) ïîëîñà ÷àñòîò ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà ïðåâûøàåò ïîëîñó ÷àñòîòñîîòâåòñòâóþùèõ ÀÌ- è ÀÌí-ñèãíàëîâ;2) ìîäóëèðóþùèå è äåìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû íóæäàþòñÿ â òî÷íîéñèíõðîíèçàöèè âî âðåìåíè;3) ïðè ìíîãîðàçðÿäíîì êîäèðîâàíèè òàêòîâûé èíòåðâàë Υ óìåíüøà-åòñÿ, à ñïåêòð ñèãíàëà ðàñøèðÿåòñÿ. Îäíîâðåìåííî âîçíèêàþò òðóä-9Ñòðîãî ãîâîðÿ, áèò ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé åäèíèöåé êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè, íî â ðàäèîýëåêòðî-íèêå è â öè�ðîâîé òåõíèêå áèòàìè íàçûâàþò è åäèíè÷íûå èìïóëüñû, ïåðåäàþùèå 0 èëè 1.
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230 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûíîñòè áåçîøèáî÷íîé ïåðåäà÷è äëèííûõ êîäîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Ïîíÿòèå î äè��åðåíöèàëüíîé ÈÊÌ è äåëüòà-ìîäóëÿöèè. Ñî-ñåäíèå îòñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ, íàïðèìåð ñèãíàëà, ïîêà-çàííîãî íà ðèñ. 5.26, à, èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ñïåêòðà íå ìîãóò ðåçêîîòëè÷àòüñÿ ïî âåëè÷èíå. Ïîýòîìó âìåñòî êîäèðîâàíèÿ îòñ÷åòíûõ çíà÷å-íèé ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ìîæíî êîäèðîâàòü ðàçíîñòè çíà÷åíèé ñîñåäíèõîòñ÷åòîâ. Àìïëèòóäû ðàçíîñòåé îêàçûâàþòñÿ ìíîãî ìåíüøå ñàìèõ îòñ÷å-òîâ, è ÷èñëî ðàçðÿäîâ â êîäîâûõ êîìáèíàöèÿõ óìåíüøàåòñÿ â 2�3 ðàçà.Ýòî îñíîâíàÿ èäåÿ ðàçíîñòíîé èëè äè��åðåíöèàëüíîé ÈÊÌ. Åñëè åù¼ èèíòåðâàë ìåæäó îòñ÷åòàìè ñäåëàòü àäàïòèâíûì, ò.å. ¾ïîäñòðàèâàòü¿ êñâîéñòâàì ñèãíàëà: ïðè ìåäëåííîì èçìåíåíèè îòñ÷åòíûõ çíà÷åíèé óâå-ëè÷èâàòü åãî âåëè÷èíó, à ïðè ðåçêîì èçìåíåíèè � óìåíüøàòü, òî ïîëîñà÷àñòîò àäàïòèâíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî ÈÊÌ ñîêðàùàåòñÿ ïî÷òè âäâîå.Åùå áîëåå ý��åêòèâíûì ñïîñîáîì ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãîâûõ ñèãíà-

�èñ. 5.27. Äåëüòà-ìîäóëÿöèÿ

ëîâ â öè�ðîâóþ �îðìó ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìîäóëÿöèÿ. Ïóñòü øàã äèñêðåòèçàöèè íå-ïðåðûâíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ∆δ (ðèñ.5.27, à) çíà÷èòåëüíî ìåíüøå òîãî, êîòî-ðûé íåîáõîäèì ïî êðèòåðèþ Êîòåëüíè-êîâà � Íàéêâèñòà (èíòåðâàë ∆t îòìå÷åíêîðîòêèìè æèðíûìè ëèíèÿìè) è âûáðàíòàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ñîñåäíèõ îòñ÷åòîâ íåïðåâûøàëà øàãà êâàíòîâàíèÿ. Òîãäà ïðè-ðàùåíèå êàæäîãî íîâîãî îòñ÷åòà ∆x áó-äåò åäèíè÷íûì èìïóëüñîì ïîëîæèòåëü-íîé èëè îòðèöàòåëüíîé ïîëÿðíîñòè (ðèñ.5.27, á ) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïðèðàùå-íèÿ. Ýòî èìïóëüñíîå êîäèðîâàíèå. Òàêàÿ ¾ìîäóëÿöèÿ¿ îòëè÷àåòñÿ ïðî-ñòîòîé ðåàëèçàöèè è èñïîëüçóåòñÿ â ïðîâîäíûõ ëèíèÿõ ñâÿçè. Âîññòàíîâ-ëåíèå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ.5.6.2. Öè�ðîâàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ ñèãíàëîâÌíîãîïîçèöèîííàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ. Öè�ðîâîé �àçîâîéìàíèïóëÿöèåé áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíîå èçìåíåíèå �àçû íåñóùåãî êî-ëåáàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âðåìåííûì èçìåíåíèåì öè�ðîâîãî ìîäóëèðó-þùåãî ñèãíàëà. Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé �àçû íåñóùåãî êîëåáà-íèÿ èçìåðÿòü íå óäàåòñÿ, è ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ �àçî-ðàçíîñòíàÿèëè îòíîñèòåëüíàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ (ÎÔÌí), êîãäà èçìåðÿåòñÿ�àçîâûé ñäâèã äâóõ ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ.Ïðîñòåéøèé ïðèìåð öè�ðîâîé �àçîâîé ìàíèïóëÿöèè áûë ðàññìîòðåíâ ðàçä. 5.3, ãäå íåñóùåå êîëåáàíèå ìîäóëèðîâàëîñü ïî �àçå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ îäíîðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Îïèñàííûé ïðèíöèï ìîæíîðàñïðîñòðàíèòü íà ìîäóëÿöèþ �àçû ïðîèçâîëüíûì öè�ðîâûì ñèãíàëîì,íàïðèìåð îïèñàííîé âûøå èìïóëüñíî-êîäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, èí-âåðòèðóÿ �àçó ïîðàçðÿäíî. Ïðåäñòàâëåííûé ñïîñîá íåý��åêòèâåí èç-çàìàëîé äëèòåëüíîñòè åäèíè÷íûõ èìïóëüñîâ (òàêòîâûõ èíòåðâàëîâ) è, êàêñëåäñòâèå, áîëüøîé ïîëîñû ÷àñòîò. Ïîýòîìó îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ìíîãî-ïîçèöèîííàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ.
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5.6. Ïðèíöèïû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ 231Ïóñòü îòñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà ïðåäñòàâëåíû3-ðàçðÿäíûìè äâîè÷íûìè ÷èñëàìè (âñåãî N =23=8ðàçëè÷íûõ ÷èñåë), è êàæäîé êîäîâîé êîìáèíàöèèïðèïèñàíî ñâîå çíà÷åíèå �àçîâîãî ñäâèãà, ïðîïîð-öèîíàëüíîå 2π/8 = π/4. Èíòåðâàëû ìåæäó èç-ìåíåíèÿìè �àçû óâåëè÷èâàþòñÿ, à ïîëîñà ÷àñòîòÔÌí-ñèãíàëà ñîêðàùàåòñÿ â 3 ðàçà. Ïðè �à-çîâîé ìàíèïóëÿöèè àìïëèòóäà íåñóùåãî êîëå-áàíèÿ A ïîñòîÿííà, à êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû
Ȧ(t) = Aej∆ϕ·mN (t) = Aej π

4mN (mN � óñëîâíûé íî-ìåð êîäîâîé êîìáèíàöèè) äëÿ ðàçëè÷íûõ ∆ϕ ìîæíîïðåäñòàâèòü â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîâîêóï-íîñòüþ âåêòîðîâ, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå ñèãíàëüíî- �èñ. 5.28. Ñèã-íàëüíîå ñîçâåçäèåãî ñîçâåçäèÿ (ðèñ. 5.28). Êîäû ñîñåäíèõ âåêòîðîâ âûáèðàþòñÿ â ñîîò-âåòñòâèè ñ êîäîì �ðåÿ (ñì. ðàçä. 1.2) è ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì îäíî-ãî äâîè÷íîãî ðàçðÿäà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïðè äåìîäóëÿöèè çàøóìëåííîãîñèãíàëà óäàåòñÿ èñïðàâëÿòü áîëüøèíñòâî îøèáî÷íûõ ðàçðÿäîâ.Èç âåêòîðíîé äèàãðàììû âèäíî, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ ìíîãîïîçèöèîí-íàÿ ÔÌí ñîäåðæèò ¾ñêà÷êè¿ �àçû íà 180◦, êîòîðûå ìîãóò âûçûâàòüçíà÷èòåëüíûå èñêàæåíèÿ îãèáàþùåé ðàäèîñèãíàëà. Âëèÿíèå ïîñëåäíèõóäàåòñÿ óìåíüøèòü ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòóðíîé ÔÌí.Êâàäðàòóðíàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ. Ïóñòü öè�ðîâîé ñèãíàëçàäàí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åäèíè÷íûõ èìïóëüñîâ uêîä(t) (ðèñ. 5.29, à),ïîëó÷åííîé ïðè ðàññìîòðåíèè ÈÊÌ. Ëþáûå ïàðû ñëåäóþùèõ äðóã çàäðóãîì áèòîâ ñîñòàâëÿåò îäíó èç ÷åòûðåõ êîìáèíàöèé: (0, 0), (0, 1), (1, 0),
(1, 1), è êàæäîìó òàêîìó äâóõáèòîâîìó ÷èñëó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñâîå

�èñ. 5.29.Ôîðìèðîâàíèå êâàäðàòóðíîãî �àçî-ìàíèïóëèðîâàííîãî ñèãíàëàçíà÷åíèå �àçîâîãî ñäâèãà, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü ñ 3-ðàçðÿä-íûìè ÷èñëàìè. Íî ïðè êâàäðàòóðíîé �àçîâîé ìàíèïóëÿöèè ðåçóëüòèðó-þùèé êîìïëåêñíûé âåêòîð �îðìèðóåòñÿ èíà÷å. Ñíà÷àëà âñå íå÷åòíûåáèòû âûäåëÿþòñÿ â îäíó, à ÷åòíûå � â äðóãóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
uêîä1(t), uêîä2(t) (ðèñ. 5.29, á, â). Ïðè ýòîì äëèòåëüíîñòè òàêòîâûõ èí-òåðâàëîâ Υ óäâàèâàåòñÿ. Ìû ïîëó÷àåì ïîòåíöèàëüíîå êîäèðîâàíèå òèïà
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232 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû2B1Q. Çàòåì îáå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçóþòñÿ â ìîäóëèðóþ-ùèå ñèãíàëû uìîä1(t), uìîä2(t) è ìîäóëèðóþò ïî àìïëèòóäå êâàäðàòóðíûåêîìïîíåíòû íåñóùåãî êîëåáàíèÿ. �åçóëüòèðóþùèé êîìïëåêñíûé âåêòîð
zÔÌí óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:

zÔÌí(t) = A√
2
uìîä1(t) cosω0t+ j

A√
2
uìîä2(t) sinω0t,ãäå A � àìïëèòóäà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ.Ýòî è åñòü êâàäðàòóðíàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ (QPSK � QuadraturePhase Shift Keying). Åå ñèãíàëüíîå ñîçâåçäèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.30, à.Âñå êîìïëåêñíûå âåêòîðû èìåþò îäèíàêîâóþ àìïëèòóäó è îáðàçóþò ñîñÿìè êîîðäèíàò óãëû ±45◦. �àçíîñòü �àç äâóõ ñîñåäíèõ âåêòîðîâ ñî-ñòàâëÿþò ±90◦. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿ, óêàçàííàÿ óêîíöà êàæäîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà, ïðè ëþáûõ t ñîîòâåòñòâóåò çíà-÷åíèÿì ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì áèòîâ. Ïîñêîëüêó ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ÷åòíûõ áèòîâ ñäâèíóòà îòíîñèòåëüíî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå÷åò-íûõ íà Υ, òàêóþ �àçîâóþ ìàíèïóëÿöèþ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíîéÔÌí ñî ñäâèãîì.

�èñ. 5.30.Ñèãíàëüíûå ñîçâåçäèÿ êâàäðàòóðíîé �àçîâîé ìàíèïó-ëÿöèè (à) è ÷åòûðåõóðîâíåâîé QAM (á )Êâàäðàòóðíàÿ àìïëèòóäíî-�àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ. Êâàäðàòóð-íóþ àìïëèòóäíî-�àçîâóþ ìàíèïóëÿöèþ (QAM � Quadrature AmplitudeModulation èëè QASK � Quadrature Amplitude Shift Keying) áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå êâàäðàòóðíîé �àçîâîé ìàíèïóëÿöèè:
zQAM(t) =

A√
2
q1uìîä1(t) cosω0t+ j

A√
2
q2uìîä2(t) sinω0t, (5.72)ãäå A � àìïëèòóäà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ; q1, q2 � íåêîòîðûå ìàñøòàáíûåìíîæèòåëè.Ïðè öè�ðîâîé êâàäðàòóðíîé ìàíèïóëÿöèè êîäèðóþòñÿ îäíîâðåìåííîàìïëèòóäà è �àçà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ, ïðè÷åì ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè
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5.6. Ïðèíöèïû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ 233êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíòîâ íåçàâèñèìû è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
q1, q2=±1, ±3, ±5, ... Çíà÷åíèÿ ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé ïîäîáðàíû òàê,÷òîáû îêîí÷àíèÿ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ îáðàçîâàëè íà ïëîñêîñòè ñèã-íàëüíûõ ñîçâåçäèé ðàâíîìåðíóþ êâàäðàòíóþ ñåòêó ñ øàãîì 2.Ïóñòü îòñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà ïðåäñòàâëåíû4-ðàçðÿäíûìè äâîè÷íûìè ÷èñëàìè B(b0, b1, b2, b3). Òàêàÿ QAM íàçûâà-åòñÿ ÷åòûðåõóðîâíåâîé. Êàê è â ÔÌí, èç ýòîãî ñèãíàëà �îðìèðóþòñÿäâóìåðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íå÷åòíûõ è ÷åòíûõ áèòîâ. Äâà ñòàð-øèõ áèòà çàäàþò çíàêè ðåàëüíîé è ìíèìîé êîìïîíåíò âåêòîðà zQAM èòåì ñàìûì óêàçûâàþò êâàäðàíò íà ïëîñêîñòè ñèãíàëüíûõ ñîçâåçäèé, âêîòîðîì ðàñïîëàãàåòñÿ zQAM . Äâà ìëàäøèõ ðàçðÿäà çàäàþò àìïëèòó-äû ðåàëüíîé è ìíèìîé êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, êîìáèíà-öèè áèòîâ 01 ñîîòâåòñòâóþò àìïëèòóäû A/

√
2, 3A/

√
2. Òàêèì îáðàçîì�îðìèðóþòñÿ 16 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíîãî âåêòîðà, îòëè÷àþ-ùèõñÿ ïî àìïëèòóäå è �àçå (îòñþäà è îáîçíà÷åíèå 16-QAM). Êàæäûéèç âåêòîðîâ îòðàæàåò ñîîòâåòñòâóþùåå ñî÷åòàíèå äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ âïàðàìåòðàõ íåñóùåãî êîëåáàíèÿ äëèòåëüíîñòüþ Υ. Êîãäà q1 = q2 =±1,ïîëó÷àåì äâóõóðîâíåâóþ QAM, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòóðíîé ÔÌí.Ñèãíàëüíîå ñîçâåçäèå 16-QAM è îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñ-íîãî âåêòîðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.30, á.Ïðè ñîçäàíèè QAM-ñèãíàëîâ íå ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëîâîçìîæíûõ óðîâíåé. Ïðàêòè÷åñêè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû 128-QAM,256-QAM è ò.ä., íî íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè 16-QAM è64-QAM. Ïî ñóùåñòâó QAM ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ãàðìîíè÷åñêîéàìïëèòóäíî-�àçîâîé ìîäóëÿöèè. Ñïåêòð QAM-ñèãíàëà ñîñðåäîòî÷åí âîêðåñòíîñòè ω0 è íå ïðåâûøàåò ïî øèðèíå ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåãîÀÌ-êîëåáàíèÿ. Ñèñòåìû QAM îáëàäàþò ïîâûøåííîé ïîìåõîóñòîé÷èâî-ñòüþ. Øóìû è ïîìåõè ðàçìûâàþò ñèãíàëüíûå òî÷êè ñîçâåçäèÿ, íî ïðè-åìíèê àíàëèçèðóåò ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå êîìïëåêñíîãî âåêòîðà è îòîæ-äåñòâëÿåò åãî ñ áëèæàéøèì ñòàíäàðòíûì èç áàçû âåêòîðîâ QAM.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ öè�ðîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ìîäóëÿöèÿ ïðèìåíÿåòñÿíå òîëüêî â ðàäèîêàíàëàõ, íî è â âûñîêîñêîðîñòíûõ ñèñòåìàõ àñèììåò-ðè÷íîé öè�ðîâîé àáîíåíòñêîé ñâÿçè ïî äâóõïðîâîäíûì ëèíèÿì (ADSL).5.6.3. Öè�ðîâàÿ ÷àñòîòíàÿ ìàíèïóëÿöèÿ ñèãíàëîâÖè�ðîâîé ÷àñòîòíîé ìàíèïóëÿöèåé áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíîå èç-ìåíåíèå ÷àñòîòû íåñóùåãî êîëåáàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âðåìåííûì èçìå-íåíèåì öè�ðîâîãî ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð öè�-ðîâîé ÷àñòîòíîé ìàíèïóëÿöèè áûë ðàññìîòðåí â ðàçä. 5.3, ãäå ìîäóëè-ðóþùèé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîðàçðÿäíûõ äâîè÷-íûõ ÷èñåë. Ìíîãîóðîâíåâàÿ ÷àñòîòíàÿ ìàíèïóëÿöèÿ, êàê è äðóãèå âèäûöè�ðîâîé ìîäóëÿöèè, èñïîëüçóåò ðàçáèåíèå äâîè÷íîé êîäîâîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè íàm-áèòîâûå ñèìâîëû, ïðåâðàùåíèå èõ â äâóõïîëÿðíûå ìî-äóëèðóþùèå íàïðÿæåíèÿ è ââåäåíèå äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà îïðåäåëåííîé÷àñòîòû íåñóùåãî êîëåáàíèÿ. Òàê ïîëó÷àåòñÿ 4- è 8-óðîâíåâàÿ ÷àñòîòíàÿìàíèïóëÿöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ ðàäèîñâÿçè.Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòíàÿ ìàíèïó-ëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ñäâèãîì (×ÌÌÑ). Ïðè ×ÌÌÑ �àçà ìàíèïóëè-
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234 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûðîâàííîãî ðàäèîñèãíàëà íå èñïûòûâàåò ñêà÷êîâ ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîé ÷à-ñòîòû íà äðóãóþ, ò.å. íà ãðàíèöàõ ðàäèîèìïóëüñîâ. Ýòî âîçìîæíî, åñëèðàçíîñòü ÷àñòîò ωðàç=ω1 − ω2 ïîäîáðàíà òàê, ÷òî êîý��èöèåíò âçàèì-íîé êîððåëÿöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ωðàçΥ= π. Ïðè òàêîé ωðàç �àçàðàäèîñèãíàëà çà âðåìÿ Υ èçìåíÿåòñÿ íà π/2, à ÷àñòîòû ω1,2 óäîâëåòâî-ðÿþò ðàâåíñòâó ω1,2=ω0±π/2Υ. Ïðè äåìîäóëÿöèè ×ÌÌÑ èñïîëüçóåòñÿñèíõðîííîå äåòåêòèðîâàíèå.Ïðèíöèïû ìíîãî÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè. Ìíîãî÷àñòîòíûé ñïîñîáìîäóëÿöèè � îðòîãîíàëüíîå ÷àñòîòíîå ðàçäåëåíèå êàíàëîâ (OFDM � Ortho-gonal Frequeny Division Multiplexing) ïðåäñòàâëÿåò ìîäóëÿöèþ ñ íåñêîëü-êèìè íåñóùèìè. Ïðè ýòîì ïîëîñà ÷àñòîò, îòâåäåííàÿ äëÿ ïåðåäà÷è äàí-íûõ, ðàçáèâàåòñÿ íà óçêîïîëîñíûå ïîääèàïàçîíû (îáû÷íî 256 ïîëîñ ñîñâîèìè íåñóùèìè è øèðèíîé â 4,3 ê�ö). Äëÿ êàæäîãî ïîääèàïàçîíà,èñõîäÿ èç óðîâíÿ ïîìåõ, âûáèðàåòñÿ ìåòîä �àçîâîé èëè êâàäðàòóðíîéìàíèïóëÿöèè. Åñëè íåñóùèå ÷àñòîòû êðàòíû äðóã äðóãó è ÷àñòîòà ïåð-âîé ðàâíà ω, òî ïîñëåäíÿÿ áóäåò èìåòü ÷àñòîòó nω, â 256 ðàç áîëüøóþ.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èí�îðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ ðàçáèâàåòñÿ íà
n ïîäáëîêîâ (ñèìâîëîâ) è êàæäûé ñèìâîë ìîäóëèðóåò ñâîþ íåñóùóþ ìå-òîäîì QAM, èçíà÷àëüíî îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè, ò.å.�àêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ïîñëåäîâàòåëüíîé ê ïàðàëëåëüíîé ïå-ðåäà÷å äàííûõ.Ñèãíàë íåñóùåé ñ ÷àñòîòîé kω îïèñûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì êîëåáàíèåì

zQAM(t) = Ċk exp jkωt,ãäå ω = 2π/(mΥ); mΥ � äëèòåëüíîñòü ñèìâîëà (m áèòîâ). Çäåñü ñèã-íàëû, ìîäóëèðóþùèå êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû íåñóùåãî êîëåáàíèÿ,ñîäåðæàòñÿ â Ċk. Åñëè òåïåðü ïðîñóììèðîâàòü âñå íåñóùèå êîëåáàíèÿ,ïðîìîäóëèðîâàííûå ñâîèìè ñèìâîëàìè, òî ïîëó÷èì
zQAM(mΥ) =

n∑

k=1

Ċk exp jkωmΥ=
n∑

k=1

Ċk exp j2πkm/N, (5.73)ãäå N � êîëè÷åñòâî îòñ÷åòîâ. Âðåìåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òàêèõñèãíàëîâ è îáðàçóåò OFDM-ñèãíàë. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ñèãíàë åùå íåïðèãîäåí äëÿ ïåðåäà÷è ïî ðàäèîêàíàëó, òàê êàê ýòî âñåãî ëèøü ìíîãî-÷àñòîòíàÿ ïîäíåñóùàÿ. Èñïîëüçóÿ åå äëÿ ìîäóëÿöèè âûñîêî÷àñòîòíîãîêîëåáàíèÿ, ïîëó÷èì íóæíûé ðàäèîñèãíàë.Ïðèíÿòûé ðàäèîñèãíàë ïðåæäå âñåãî äåìîäóëèðóåòñÿ è ïðåâðàùàåòñÿâ zQAM(t). Òåïåðü åãî íóæíî ðàçâåðíóòü â èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüöè�ðîâûõ ñèìâîëîâ, è ñäåëàòü ýòî æåëàòåëüíî â ðåàëüíîì âðåìåíè.Ñðàâíèâàÿ (5.73) ñ �îðìóëîé (4.30) äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå (ñì. ðàçä. 4.4.1), ëåãêî óâèäåòü àíàëîãèþ ìåæäó ýòèìè ðàçëî-æåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñõîäíîé öè�ðîâîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå. Êàê è â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, �îðìóëà (5.73) ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñèãíàëà ïðè ñóììèðîâàíèè îðòîãîíàëüíûõ ãàðìî-íè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñ èçâåñòíûìè êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè. Ïî-ýòîìó ðàçðàáîòàííàÿ åùå 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà OFDM-ìîäóëÿöèÿ íå
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5.6. Ïðèíöèïû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ 235ïîëó÷èëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïîêà íå ïîÿâèëèñü àëãîðèòìû ÁÏÔ è ìèê-ðîñõåìû, ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóþùèå ýòè àëãîðèòìû.Ñèñòåìà OFDM îáëàäàåò ìíîãèìè äîñòîèíñòâàìè. Äîñòàòî÷íî óêà-çàòü íà âîçìîæíîñòü òî÷íîé àäàïòàöèè ïðèåìî-ïåðåäàþùèõ óñòðîéñòâê óñëîâèÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà è âûñîêóþ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è äàí-íûõ. �ëàâíûé íåäîñòàòîê � ñëîæíîñòü òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Íåñìîò-ðÿ íà ýòîá ìåòîä OFDM ïðèçíàí îñíîâíûì â âûñîêîñêîðîñòíûõ ñèñòåìàõàñèììåòðè÷íîé öè�ðîâîé àáîíåíòñêîé ñâÿçè ADSL.5.6.4. Ìåòîäû öè�ðîâîé ìîäóëÿöèèè ïåðñïåêòèâû öè�ðîâîãî ðàäèîâåùàíèÿÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû òðè ðàçíîâèäíîñòè öè�ðîâîãî ðàäèîâå-ùàíèÿ: ñàìàÿ áëèçêàÿ ê íàì ïî ìåòîäèêå è òåõíîëîãèÿì åâðîïåéñêàÿñèñòåìà ¾Ýâðèêà-147¿ ñî ñòàíäàðòîì DAB (Digital Audio Broadasting �öè�ðîâîå çâóêîâîå ðàäèîâåùàíèå), àìåðèêàíñêàÿ IBOC è ñèñòåìà Âñå-ìèðíîãî öè�ðîâîãî ðàäèî (DRM � Digital Radio Mondiale) ñ ÷àñòîòà-ìè íåñóùèõ ìåíåå 30 Ì�ö. Âñå ýòè ñèñòåìû èñïîëüçóþò öè�ðîâîå êî-äèðîâàíèå è ñæàòèå ñîîáùåíèé, êâàäðàòóðíóþ àìïëèòóäíóþ ìîäóëÿ-öèþ (QAM), îðòîãîíàëüíîå ÷àñòîòíîå ðàçäåëåíèå êàíàëîâ (OFDM), ìå-òîäû áûñòðîãî Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ (ÁÏÔ). Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ìåòî-äîâ ïîçâîëÿåò ñ�îðìèðîâàòü è îäíîâðåìåííî ïåðåäàâàòü íà îäíîé íåñó-ùåé ÷àñòîòå 6 ðàçëè÷íûõ ðàäèîâåùàòåëüíûõ ïðîãðàìì.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìîòðåííûìè âûøå öè�ðîâûìè ìåòîäàìè ìî-äóëÿöèè ê çàêîäèðîâàííîìó è ñæàòîìó MPEG-êîäåêîì10 èí�îðìàöè-îííîìó àóäèîñèãíàëó äîáàâëÿþòñÿ ñëóæåáíàÿ èí�îðìàöèÿ è äîïîëíè-òåëüíûå äàííûå (íàïðèìåð, íàçâàíèå èñïîëíÿåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðî-ãíîç ïîãîäû è ò.ï.). Êîäèðîâàííûå òàêèì îáðàçîì êàíàëû îáúåäèíÿþòñÿâ îäèí îáùèé êàíàë è ïîñëå êâàäðàòóðíîé ìîäóëÿöèè ïåðåäàþòñÿ äëÿOFDM-ìîäóëÿöèè ðàäèî÷àñòîòíîãî êîëåáàíèÿ.Åñëè ñîâðåìåííàÿ ÓÊÂ-ñòàíöèÿ òðåáóåò äëÿ ïåðåäà÷è îäíîãî êàíàëàïîëîñó ÷àñòîò áîëåå 240 ê�ö, òî öè�ðîâàÿ ðàäèîñòàíöèÿ ìîæåò èñïîëüçî-âàòü îäèí ðàäèîêàíàë ñ ïîëîñîé ÷àñòîò âñåãî 10 ê�ö è ïåðåäàâàòü øåñòüïðîãðàìì ñ êà÷åñòâîì, áëèçêèì ê ÓÊÂ-âåùàíèþ.Öè�ðîâûå ìåòîäû ðàäèîâåùàíèÿ îòêðûâàþò è äðóãèå âîçìîæíîñòè.Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñîçäàíèè ðàçíåñåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ðàäèîñòàíöèé,ðàáîòàþùèõ â ñèíõðîííîì ðåæèìå íà îäíîé è òîé æå ÷àñòîòå, óäàåò-ñÿ ëèêâèäèðîâàòü ¾ý��åêò çàìèðàíèÿ¿ è çîíû ìîë÷àíèÿ íà ìåòðîâûõâîëíàõ. Îäíàêî ðàññìîòðåíèå ýòèõ âîïðîñîâ âûõîäèò çà ïðåäåëû íàøå-ãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî â Åâðîïå óæå ðàáîòàþò äå-ñÿòêè öè�ðîâûõ ðàäèîâåùàòåëüíûõ ñòàíöèé, à ÷èñëî ðàäèîïðèåìíèêîâñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ òûñÿ÷, õîòÿ ñòîèìîñòü ïðèåìíèêîâ ïîêàåùå îñòàåòñÿ âûñîêîé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñåðüåçíóþ êîíêóðåíöèþíàçåìíîìó öè�ðîâîìó ðàäèîâåùàíèþ ñîñòàâëÿåò ñïóòíèêîâîå âåùàíèå10Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû äâà âèäà êîäåðîâ-äåêîäåðîâ MPEG-êîäåêîâ (Moving Piture ExpertsGroup) � MPEG-2 è MPEG-4. MPEG-2 óæå äëèòåëüíîå âðåìÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàïèñè DVD-äèñêîâè èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçðÿäíîñòü 16 áèò. MPEG-4 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñîâåðøåííûì. Îí ñîäåðæèòàäàïòèâíûå ìåõàíèçìû êîìïðåññèè, à ïðè çàïèñè DVD-èí�îðìàöèè èùåò è ñîõðàíÿåò êëþ÷åâûåêàäðû èçîáðàæåíèÿ, à çàòåì ïðîãíîçèðóåò è ñîõðàíÿåò ëèøü èí�îðìàöèþ îá èçìåíåíèÿõ.
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236 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûðàäèîïðîãðàìì â �îðìàòå àíàëîãîâîãî FM. Ñïàñàåò òîëüêî òî, ÷òî äëÿïðèåìà ñïóòíèêîâîãî âåùàíèÿ íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíàÿ àíòåííà è ñîîò-âåòñòâóþùèé ïðèåìíèê, à ñèãíàëû íàçåìíîãî öè�ðîâîãî âåùàíèÿ ïðè-íèìàþòñÿ íà îáû÷íóþ øòûðåâóþ àíòåííó.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â �îññèè â 2001�2003 ãã. ïðîâîäèëîñüîïûòíîå âåùàíèå â Ìîñêâå è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå. Ïðè ýòîì òðàíñëèðî-âàëèñü ñ âûñîêèì êà÷åñòâîì 6 îáùåðîññèéñêèõ ïðîãðàìì, â òîì ÷èñëå¾�àäèî �îññèè¿, ¾Ìàÿê¿ è ¾Îð�åé¿.5.7. Òåëåâèçèîííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðûÑèñòåìû òåëåâèçèîííîãî âåùàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè äåñÿòèëåòèé ðàç-âèâàþòñÿ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì è èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ìåòî-äû ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ. �àçðàáîòàííûå ñòàíäàðòû ðàçëè÷àþòñÿ, â îñ-íîâíîì, ÷èñëîì ñòðîê â êàäðå èçîáðàæåíèÿ, ÷àñòîòîé ñìåíû êàäðîâ èñïîñîáîì ââåäåíèÿ öâåòîâîé èí�îðìàöèè. Ñåé÷àñ íà ñìåíó ñòàðûì ñè-ñòåìàì ïðèõîäèò òåëåâèäåíèå âûñîêîé ÷åòêîñòè (ÒÂ×), èñïîëüçóþùååöè�ðîâóþ îáðàáîòêó ñèãíàëîâ. Èçìåíÿþòñÿ íå òîëüêî ñòàíäàðòû, íî è�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåëåâèçèîííûõ ñèãíàëîâ, ìåòîäû èõ �îð-ìèðîâàíèÿ, ïåðåäà÷è è ïðèåìà. Ïî ñóùåñòâó ÒÂ× ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåìòðàäèöèîííîãî (êëàññè÷åñêîãî) òåëåâèäåíèÿ è èñïîëüçóåò óæå àïðîáè-ðîâàííûå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó íàì ïðåäñòàâëÿëîñü åñòåñòâåííûì ñíà÷àëàðàññìîòðåòü îñíîâíûå ñòðóêòóðû ý�èðíîãî àíàëîãîâîãî òåëåâèäåíèÿ èòîëüêî ïîñëå ýòîãî àíàëèçèðîâàòü ìåòîäû öè�ðîâîãî òåëåâèäåíèÿ, îáðà-ùàÿ îñîáîå âíèìàíèå íà ýâîëþöèþ ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè. Âî Ôðàíöèè, �îñ-ñèè è Êèòàå ïðèíÿò ñòàíäàðò SECAM (�îðìàò êàäðà K =Lx/Ly =4/3,÷èñëî ñòðîê N =625, ÷àñòîòà êàäðîâ â ñåêóíäó � 25, ïîëóêàäðîâ � 50).Íà íåãî, â îñíîâíîì, è áóäåì îðèåíòèðîâàòüñÿ.5.7.1. Ñèãíàëû àíàëîãîâîãî ý�èðíîãî òåëåâèäåíèÿÂ ðåàëüíûõ ðàäèîñèãíàëàõ âñåãäà ïðèñóòñòâóþò ñëó÷àéíûå êîìïî-íåíòû, ñîäåðæàùèå ïåðåäàâàåìûå ñîîáùåíèÿ, è äåòåðìèíèðîâàííûå ýëå-ìåíòû, ïîçâîëÿþùèå ðàñïîçíàòü ïåðåäàâàåìûå ñèãíàëû.Ïîëíûé òåëåâèçèîííûé ñèãíàë òîæå ñîäåðæèò ñëó÷àéíóþ è äåòåðìè-íèðîâàííóþ ñîñòàâëÿþùèå. Ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò òðè âèäàèí�îðìàöèè: ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ýêðàíà, ñâåäå-íèÿ î öâåòîâîé îêðàñêå ýëåìåíòîâ èçîáðàæåíèÿ è ñèãíàëû çâóêîâîãî ñî-ïðîâîæäåíèÿ. Äåòåðìèíèðîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ íåñóùåå êîëåáàíèå ñ ÷à-ñòîòîé òåëåâèçèîííîãî êàíàëà è óïðàâëÿþùèå ïîñòðî÷íîé è ïîêàäðîâîéñèíõðîíèçàöèåé èìïóëüñû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà.Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë èçîáðàæåíèÿ ñîäåðæèò ñëó÷àé-íûå êîìïîíåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè è öâåòà, èäåòåðìèíèðîâàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ äëÿ ñèíõðîíèçàöèèñòðîê è êàäðîâ òåëåâèçèîííîãî èçîáðàæåíèÿ.Ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ñïåêòðû ñèãíàëîâ òåëåâèçè-îííûõ èçîáðàæåíèé. Ïóñòü ïåðåäàâàåìîå äâóìåðíîå èçîáðàæåíèå ñðàñïðåäåëåíèåì ÿðêîñòè E ′(x, y) íåïîäâèæíî, à åãî ðàçìåðû îãðàíè-
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5.7. Òåëåâèçèîííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 237÷åíû ïî øèðèíå (0≤x≤Lx) è âûñîòå (0≤ y≤Ly). Ìíîãîêðàòíî ïîâòî-ðÿÿ îòðåçêè Lx è Ly ïî x è y, ìîæíî ¾ñêîíñòðóèðîâàòü¿ ïåðèîäè÷åñêóþ�óíêöèþ E(x, y), ñóùåñòâóþùóþ äëÿ −∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞ èñîâïàäàþùóþ ñ E ′(x, y) äëÿ 0≤x≤Lx, 0≤y≤Ly, è ïðåäñòàâèòü E(x, y)â âèäå ðàçëîæåíèÿ â äâóìåðíûé ðÿä Ôóðüå.Ôîðìèðîâàíèå ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, àäåêâàòíûõ èçîáðàæåíèÿì,îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàçëè÷-íûõ �îòîýëåêòðè÷åñêèõïðåîáðàçîâàòåëÿõ, íàïðè-ìåð â âèäèêîíàõ. Â ñîâðå-ìåííûõ ñèñòåìàõ òåëåâè-äåíèÿ ïðèíÿòî ïîñëåäîâà-òåëüíîå ïîñòðî÷íîå è ïî-êàäðîâîå ðàçëîæåíèå èçîá-ðàæåíèé (ðèñ. 5.31). Êî-ãäà ýëåêòðîííûé ëó÷ ââèäèêîíå ïåðåõîäèò íà áî-ëåå îñâåùåííûé ýëåìåíòìèøåíè, òîê â ñîïðîòèâ- �èñ. 5.31. Ïðîãðåññèâíàÿ (à) è ÷åðåññòðî÷íàÿ (á )ðàçâåðòêà èçîáðàæåíèé. Îáðàòíûé õîä ðàçâåðòêèèçîáðàæåí ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìèëåíèè íàãðóçêè è íàïðÿæåíèå U(t) íà íåì âîçðàñòàþò. Òàêèì îáðàçîì,ïðè ïîïàäàíèè ýëåêòðîííîãî ëó÷à â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè x, y íà íàãðóç-êå âîçíèêàåò íàïðÿæåíèå U(t), ïðîïîðöèîíàëüíîå ÿðêîñòè E ′(x(t), y(t)).Ïðè ïîñòðî÷íîé (ïðîãðåññèâíîé) ðàçâåðòêå (ñì. ðèñ. 5.31, à) ýëåêòðîí-íûé ëó÷, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî âåðõíåãî óãëà, ïåðåìåùàåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëèîò íà÷àëà äî êîíöà ñòðîêè è îáðàòíî (ïåðèîä ñòðî÷íîé ðàçâåðòêè Tñ) èîäíîâðåìåííî, íî áîëåå ìåäëåííî, ïî âåðòèêàëè (ïåðèîä êàäðîâîé ðàç-âåðòêè Tê). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷åðåñòðî÷íîé ðàçâåðòêè (ðèñ. 5.31, á )èçîáðàæåíèå �îðìèðóåòñÿ èç äâóõ ïîëåé. Ïåðâîå ïîëå îáðàçóþò íå÷åò-íûå ñòðîêè, âòîðîå � ÷åòíûå. Ïðî÷åðòèâ ïîëîâèíó ïîñëåäíåé íå÷åòíîéñòðîêè, ëó÷ ïåðåìåùàåòñÿ â ñåðåäèíó âåðõíåãî êðàÿ êàäðà è ïðî÷åð÷è-âàåò åå âòîðóþ ïîëîâèíó, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ÷åòíûå ñòðîêè.Äîéäÿ äî íèæíåãî ïðàâîãî óãëà ðàñòðà, ýëåêòðîííûé ëó÷ âîçâðàùàåòñÿâ âåðõíèé ëåâûé óãîë è ïðîöåññ ðàçâåðòêè ïîâòîðÿåòñÿ.Åñëè ýëåêòðîííûé ëó÷ ðàâíîìåðíî ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè Ox ñîñêîðîñòüþ vx, à âäîëü îñè Oy � ñî ñêîðîñòüþ vy, òî Tñ=Lx/vx è Tê=Ly/vyïðåâðàùàþòñÿ âî âðåìåííûå ïåðèîäû, à fñ=1/Tñ, fê=1/Tê � â ÷àñòîòûñòðî÷íîé è êàäðîâîé ðàçâåðòêè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü íàïðÿæåíèå
U(t)=Φ[E ′(x(t), y(t))] êàê

U(t)=Φ[E ′(x(t), y(t))]=
1

2

∞∑

i=−∞

∞∑

k=−∞
U̇ike2πj(ifñ+kfê)t,èëè â âåùåñòâåííîì âèäå:

U(t)=Φ[E ′(x(t), y(t))]=
∞∑

i=0

∞∑

k=0

Uik cos [2π(ifñ + kfê)t+ ϕik], (5.74)ãäå Uik è ϕik � àìïëèòóäû è �àçû ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ.Ïîñòîÿííàÿ U00 è íèçêî÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå U0k(i=0) ñ ÷àñòîòà-ìè, êðàòíûìè 50 �ö, áûñòðî çàòóõàþò è õàðàêòåðèçóþò ñðåäíþþ ÿðêîñòü
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238 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûêàäðà, à ñîñòàâëÿþùèå ñ ÷àñòîòàìè ifñ± kfê îáðàçóþò óçêèå ïîëîñû âî-êðóã fñ, 2fñ, ... (ðèñ. 5.32) è õàðàêòåðèçóþò ÿðêîñòü ïîñòðî÷íî.

�èñ. 5.32.Àìïëèòóäíûé ñïåêòð íàïðÿæåíèÿ U(t) íåïîäâèæíîãî èçîáðàæåíèÿ�àçëîæåíèå (5.74) ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì, òàê êàê íå ñîäåðæèò äèñêðåò-íûå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãà-ñÿùèõ è ñèíõðîíèçèðóþùèõ èìïóëüñîâ, êîòîðûå ñîçäàþòñÿ â êîíöå êàæ-äîé ñòðîêè è êàæäîãî êàäðà äëÿ ãàøåíèÿ îáðàòíîãî õîäà ðàçâåðòêè.Ñòðóêòóðà ãàñÿùèõ ñòðî÷íûõ èìïóëüñîâ äëÿ äâóõ ñòðîê, îäíà èç êîòî-
�èñ. 5.33. Ñòðóêòóðà ãàñÿ-ùèõ ñòðî÷íûõ èìïóëüñîâ

ðûõ ñîîòâåòñòâóåò ïëàâíîìó èçìåíåíèþ ÿð-êîñòè, à äðóãàÿ � ÷åðåäîâàíèþ áåëûõ è ÷åð-íûõ ïîëîñ, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.33, à ãàñÿ-ùèå êàäðîâûå èìïóëüñû � íà ðèñ. 5.34. Ìàê-ñèìàëüíîé ÿðêîñòè (óðîâíþ áåëîãî) îáû÷-íî ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà âè-äåîñèãíàëà, óðîâíþ ÷åðíîãî � ìàêñèìàëü-íûé âèäåîñèãíàë, à àìïëèòóäû ãàñÿùèõ èì-ïóëüñîâ ïðåâûøàþò óðîâåíü ÷åðíîãî. Âîâðåìÿ ñèãíàëîâ ãàøåíèÿ äîïîëíèòåëüíî ïå-ðåäàþòñÿ èìïóëüñû, ñèíõðîíèçèðóþùèå ðàçâåðòêè11.

�èñ. 5.34. Ñòðóêòóðà êàäðîâîãî (à) è ïîëóêàäðîâîãî (á ) èìïóëüñîâ:1 � ñòðî÷íûå ñèíõðîèìïóëüñû; 2 � ãàñÿùèå ñòðî÷íûå èìïóëüñû; 3 � âèäåî-ñèãíàë; 4 � óðàâíîâåøèâàþùèå èìïóëüñû; 5 � êàäðîâûå ñèíõðîèìïóëüñûÂñå êàäðîâûå ãàñÿùèå èìïóëüñû ïðîãðåññèâíîé ðàçâåðòêè îäèíàêîâû11Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ íåãàòèâíàÿ ïîëÿðíîñòü ñèãíàëîâ, ïðèíÿòàÿ åùå â ÑÑÑ�. Ñóùåñòâóåò èäðóãàÿ (ïîçèòèâíàÿ) ïîëÿðíîñòü, êîãäà óðîâíþ áåëîãî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà âè-äåîñèãíàëà, à ãàñÿùèå èìïóëüñû �îðìèðóþòñÿ íà óðîâíå ÷åðíîãî.
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5.7. Òåëåâèçèîííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 239(ðèñ. 5.34, à), à êàäðîâûå è ïîëóêàäðîâûå ãàñÿùèå èìïóëüñû ÷åðåññòðî÷-íîé ðàçâåðòêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.34, à, á. Îíè ñîäåðæàò âðåçêè ñïåðèîäîì ñòðî÷íîé ðàçâåðòêè, òàê íàçûâàåìûå óðàâíèâàþùèå èìïóëü-ñû, ñëåäóþùèå ñ èíòåðâàëîì, ðàâíûì ïîëîâèíå äëèòåëüíîñòè ñòðîêè,è ñèíõðîíèçèðóþùèå ðàçâåðòêó â ïîëóêàäðàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûéâèäåîñèãíàë U(t) ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ íàïðÿæåíèé, ìãíîâåííûå çíà-÷åíèÿ êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíû ÿðêîñòè èçîáðàæåíèÿ E ′(x(t), y(t)),ðàçäåëåííûõ ãàñÿùèìè ñòðî÷íûìè è êàäðîâûìè èìïóëüñàìè. Ïðè ýòîìñïåêòð íåïîäâèæíîãî èçîáðàæåíèÿ (ñì. ðèñ. 5.32) îñòàåòñÿ ëèíåé÷àòûì,íî, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, èç-çà ñèíõðîíèçèðóþùèõ èìïóëüñîâ àì-ïëèòóäû ãàðìîíèê (îñîáåííî êðàòíûõ fñ) çàìåòíî óâåëè÷èâàþòñÿ.Ïðè ïåðåäà÷å ïîäâèæíûõ èçîáðàæåíèé ñïåêòðàëüíûå ëèíèè ñìåùà-þòñÿ è ðàñøèðÿþòñÿ. Äèñêðåòíûé õàðàêòåð ñïåêòðà ïðàêòè÷åñêè íå èç-ìåíÿåòñÿ, íî êàæäàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ çàíèìàåò íåêîòîðóþ ïîëîñó÷àñòîò. Ñðåäíÿÿ ÿðêîñòü èçîáðàæåíèé íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ ñ î÷åíüíèçêîé ÷àñòîòîé, è â ñïåêòðå òåëåâèçèîííîãî ñèãíàëà ïîÿâëÿþòñÿ òàêíàçûâàåìûå ¾íóëåâûå¿ ÷àñòîòû â èíòåðâàëå îò 0 äî 2÷ 3 �ö. Ïåðåäà÷àòàêèõ íèçêèõ ÷àñòîò ïî ðàäèîêàíàëàì íåâîçìîæíà, è èçìåíåíèÿ ñðåäíåéÿðêîñòè èçîáðàæåíèé ïåðåäàþòñÿ ïóòåì ìåäëåííîé àìïëèòóäíîé ìîäó-ëÿöèè ñòðî÷íûõ ãàñÿùèõ èìïóëüñîâ.Äëÿ îöåíêè óñðåäíåííûõ ñ ó÷åòîì ðàçíîîáðàçíûõ ñþæåòîâ ñïåêòðàëü-íûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ ýíåðãå-òè÷åñêîãî ñïåêòðà WU(f) è êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè KU(τ):
KU(τ)= l.i.m.T→∞

(
1

T

∫ T

0

U(t)U(t+ τ)dt

)
=

∞∫

−∞

WU(f)ej2πfτdf,
WU(f)=

∞∫

−∞

KU(τ)e−j2πfτdτ.Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, äëÿ ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ òåëåâèçèîííûõèçîáðàæåíèé êîý��èöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìèîäíîé ñòðîêè ñîñòàâëÿþò 0.98, à ìåæäó áëèæàéøèìè ýëåìåíòàìè ñîñåä-íèõ ñòðîê è êàäðîâ � 0.92. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñèãíàëîâ áûñòðîóáûâàåò ñ ðîñòîì ÷àñòîòû (ðèñ. 5.35), à îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ ñïåêòðà ñîñðå-äîòî÷åíà â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò: ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðà â ∼=10%-íîéïîëîñå ÷àñòîò ñèãíàëà ñîäåðæàò áîëåå 90% åãî ïîëíîé ìîùíîñòè, à âäèàïàçîíå ÷àñòîò îò 50 �ö äî 1.25 Ì�ö � äî 95% ïîëíîé ìîùíîñòè.
�èñ. 5.35. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà
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240 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÑòîëü âûñîêàÿ ñòåïåíü êîððåëÿöèè è áûñòðîå óáûâàíèå ýíåðãåòè÷å-ñêîé ïëîòíîñòè ñèãíàëà ïðåäñòàâëÿþò î÷åíü âàæíûå âûâîäû è øèðîêîèñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òåëåâèçèîííûõ ñèñòåì âûñîêîé ÷åòêîñòèäëÿ ïðåäñêàçàíèÿ çíà÷åíèé ñèãíàëîâ è ñîêðàùåíèÿ îáúåìà ïåðåäàâàåìîéèí�îðìàöèè.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê �îðìèðîâàíèþ âèäåîñèãíàëîâ èçîáðàæåíèÿ â ñè-ñòåìå SECAM è ðàññ÷èòàåì ïîëîñó ÷àñòîò, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïåðåäà÷èñèãíàëîâ èçîáðàæåíèÿ.Ôîðìèðîâàíèÿ âèäåîñèãíàëîâ èçîáðàæåíèÿ. Ñèãíàëû öâåò-íîñòè. Ïóñòü ìèíèìàëüíûé ðàçìåð äåòàëåé èçîáðàæåíèÿ ñîñòàâëÿåò1 ïèêñåë (pisel) è ðàâåí øèðèíå ñòðîêè òåëåâèçèîííîãî èçîáðàæåíèÿ.Òîãäà ïî âåðòèêàëè óêëàäûâàåòñÿ 625, ïî ãîðèçîíòàëè 625 · 4/3 ∼= 830ïèêñåëîâ, à îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàäðå ∼= 520000. Íàèâûñøàÿ ÷àñòî-òà ñèãíàëà ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà áåëûå è ÷åðíûå ïèêñåëû ÷åðåäóþòñÿ, ò.å.ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè âäîëü ñòðîêè ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñî ñêâàæíîñòüþ 2. Äëÿ ïåðåäà÷è ñòîëü ìåë-êèõ äåòàëåé îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ ãàðìîíèêó.Ñîñòàâèì èç ÷åðåäóþùèõñÿ áåëûõ è ÷åðíûõ ïèêñåëîâ èçîáðàæåíèå,íàïîìèíàþùåå øàõìàòíóþ äîñêó. ×òîáû òàêîå èçîáðàæåíèå ïîâòîðÿëîñü50 ðàç â ñåêóíäó (ïðîãðåññèâíàÿ ðàçâåðòêà), íåîáõîäèì ñèíóñîèäàëüíûéñèãíàë ñ ÷àñòîòîé
fmax = 625 · 415 · 50 ∼= 13 Ì�ö.Ýòà ÷àñòîòà è îïðåäåëÿåò ïîëîñó ÷àñòîò òåëåâèçèîííûõ êàíàëîâ. Êàêñëåäóåò èç �îðìóëû, ïîëîñó ÷àñòîò ìîæíî ñîêðàòèòü, óìåíüøàÿ ÷èñ-ëî ñòðîê èëè ÷èñëî êàäðîâ â ñåêóíäó. Íî óìåíüøåíèå ÷èñëà ñòðîê âû-çûâàåò óõóäøåíèå êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ, à óìåíüøåíèå ÷èñëà êàäðîâ� ìåðöàíèå ýêðàíà12. Ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó íåîáõîäèìîñòüþ ñîêðàùàòüïîëîñó ÷àñòîò è êà÷åñòâîì èçîáðàæåíèÿ óñòðàíÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè÷åðåñòðî÷íîé ðàçâåðòêè.Ïðè ïîñëåñâå÷åíèè ýêðàíà ∼=20 ìñ êàæäîå íîâîå ïîëå èç íå÷åòíûõñòðîê ñîâìåùàåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì ïîëåì èç ÷åòíûõ ñòðîê è íàîáîðîò,ò.å. ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå ïîñòðî÷íîé ðàçâåðòêè, è fmax=6.5 Ì�ö. �å-àëüíî â ðàçâåðòêå èçîáðàæåíèÿ ó÷àñòâóþò 575�589 ñòðîê, à îñòàëüíûåîáðàçóþò ïîëóêàäðîâûé è êàäðîâûé ãàñÿùèå èìïóëüñû è fmax

∼= 6 Ì�ö.Íå âäàâàÿñü â äåòàëè öâåòîâîãî çðåíèÿ, îòìåòèì, ÷òî êðàñíûé (Red),çåëåíûé(Green) è ñèíèé (Blue) öâåòà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, è ëþáîéöâåò ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå êîìáèíàöèè ýòèõ îñíîâíûõ öâåòîâ. ßðêîñò-íûé ñèãíàë áåëîãî öâåòà (EY ) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé êîìáèíàöèåé îñíîâ-íûõ:
EY = 0.299ER + 0.587EG + 0.114EB,è äëÿ ïåðåäà÷è ëþáûõ öâåòîâ ââîäÿòñÿ äâà äîïîëíèòåëüíûõ öâåòîðàç-íîñòíûõ ñèãíàëà: ER−Y = ER − EY = 0.701ER − 0.587EG − 0.114EB è

EB−Y =EB−EY =−0.299ER−0.587EG+0.886EB. Òîãäà, íàïðèìåð, ñèãíàëçåë¼íîãî öâåòà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì EG=EY −0.51ER−Y −0.19EB−Y .Òðåõöâåòíîñòü õàðàêòåðèçóåò òîëüêî êðóïíûå äåòàëè èçîáðàæåíèé,ïåðåäàâàåìûå îòíîñèòåëüíî íèçêèìè âèäåî÷àñòîòàìè. Ìåëêèå äåòàëè ñ12 Äëÿ ÿðêîñòè ýêðàíà 30 ÷ 100êä/ì2 è ïîñëåñâå÷åíèÿ 0.02 ñ êðèòè÷åñêàÿ ÷àñòîòàìåðöàíèé ñîñòàâëÿåò 46 �ö.
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5.7. Òåëåâèçèîííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 241âèäåî÷àñòîòàìè îò 1.5 Ì�ö ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïî ÿðêîñòè è âîñïðèíè-ìàþòñÿ êàê ÷åðíî-áåëûå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ êðóïíûõäåòàëåé íåîáõîäèìî â êàæäîé ñòðîêå êðîìå ÿðêîñòíîãî ñèãíàëà EY , èìå-þùåãî ïîëîñó ïî êðàéíåé ìåðå 6 Ì�ö, ïåðåäàòü â ïîëîñå ÷àñòîò îò 50 �öäî 1.5 Ì�ö äâà öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëà, ïî÷òè íå îòëè÷àþùèõñÿ ïîñòðóêòóðå îò EY . Âî âñåõ ñòàíäàðòíûõ ñèñòåìàõ öâåòíîãî òåëåâèäåíèÿïðèíÿòî ýòî îòíîøåíèå ïîëîñ ÷àñòîò ñèãíàëîâ êàê 4:1.Èòàê, äëÿ öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëîâ ER−Y è EB−Y íåîáõîäèìà îá-ëàñòü ÷àñòîò, óæå çàíÿòàÿ ÿðêîñòíûì ñèãíàëîì. Ïîýòîìó ñèãíàëû ER−Yè EB−Y ïåðåíîñÿòñÿ â îáëàñòü áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò, ãäå ãàðìîíèêè EYèìåþò ïðåíåáðåæèìî ìàëûå àìïëèòóäû, è â ñèñòåìå SECAM ïîî÷åðåäíî(ER−Y � â íå÷åòíûõ, EB−Y � â ÷åòíûõ ñòðîêàõ) ìîäóëèðóþò ïî ÷àñòîòåðàçíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (ïîäíåñóùèå): f0R = 4.40625 Ì�ö, äå-âèàöèÿ ÷àñòîòû ∆fR = ±0.28Ì�ö, à f0B=4.250Ì�ö, ∆fB=±0.23 Ì�ö.Èíäåêñû ×Ì îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå 0.5, è ñïåêòðû ×Ì-ñèãíàëîâ ïðàêòè-÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò ñïåêòðîâ ïðè ÀÌ (ñì. ðàçä. 5.3.1).Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîöâåòíûõ èçîáðàæåíèé íóæíû îäíîâðåìåííî äâàöâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëà, à �îðìèðóåòñÿ òîëüêî îäèí. Íåäîñòàþùàÿ èí-�îðìàöèÿ âîñïîëíÿåòñÿ ïðè çàäåðæêå äðóãîãî ñèãíàëà, �îðìèðóåìîãî âïðåäûäóùåé ñòðîêå, íà âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó ñòðî÷íîé ðàçâåðòêè Tñ.Îòñþäà è íàçâàíèå ñèñòåìû Sequentiel ouleurs a m�emoire - ¾Ïîñëåäîâà-òåëüíûå öâåòà ñ çàïîìèíàíèåì¿. Ïðèìåíåíèå ëèíèè çàäåðæêè âåäåò êòîìó, ÷òî ñèãíàëû ñòðîê ïîïàðíî ïîâòîðÿþòñÿ, à öâåòîâàÿ ñèíõðîíèçà-öèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñèãíàëîâ îïîçíàâàíèÿ.Â àìåðèêàíñêîé ñèñòåì NTSC öâåòîðàçíîñòíûå ñèãíàëû îäíîâðåìåí-íî ìîäóëèðóþò ïî àìïëèòóäå êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû ãàðìîíè÷åñêîãîêîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 3.58 Ì�ö (ïîäíåñóùóþ) ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð-íîé àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè (ÊÀÌ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ëèøü ïîäíå-ñóùèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå âìåñòå ñ äðóãèìè êîìïîíåíòàìè âèäåîñèãíàëàâ äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäóëÿöèè íåñóùåãî êîëåáàíèÿ.Ïåðåäà÷à òåëåâèçèîííûõ ñèãíàëîâ ïî ðàäèîêàíàëàì. Âèäåî-ñèãíàë èçîáðàæåíèÿ âìåñòå ñ ñèãíàëîì çâóêîâîãî ñîïðîâîæäåíèÿ ïåðå-äàþòñÿ â àíàëîãîâîì âèäå ïî ý�èðíîìó ðàäèîêàíàëó. Ôîðìèðîâàíèå òå-ëåâèçèîííîãî ðàäèîñèãíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àìïëèòóä-íîé è ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè: âèäåîñèãíàë ïåðåäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àìïëè-òóäíîé ìîäóëÿöèè, à öâåòîðàçíîñòíûå ñèãíàëû è àóäèîñèãíàë � ïóòåì÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè.Êàê èçâåñòíî, ïðè ìîäóëÿöèè ÷àñòîòà íåñóùåãî êîëåáàíèÿ ïî êðàéíåéìåðå â 6�8 ðàç äîëæíà ïðåâûøàòü íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó ìîäóëèðóþùå-ãî ñèãíàëà. Ïîýòîìó äëÿ íåñóùèõ fèç ñèãíàëîâ èçîáðàæåíèÿ âûáðàíäèàïàçîí ÷àñòîò âûøå 50 Ì�ö (íåñóùàÿ ÷àñòîòà Ïåðâîãî êàíàëà ðîññèé-ñêîãî òåëåâèäåíèÿ 49.75 Ì�ö). Íåñóùèå fçâ çâóêîâîãî ñîïðîâîæäåíèÿóñòàíàâëèâàþòñÿ íà 6.5 Ì�ö âûøå íåñóùèõ èçîáðàæåíèÿ.Ïîëíîå îïèñàíèå òåëåâèçèîííîãî âèäåîñèãíàëà (îãèáàþùåé ðàäèîñèã-íàëà) èìååò âèä:
U(t)=UY {cos(2πfèçt) + uR cos[2π(f0Rt+∆fRUR−Y (t)]+

+uB cos[2π(f0Bt+∆fBUB−Y (t+ Tñ)]},ãäå uR è uB � ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè.
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242 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûÎáû÷íûé ÀÌ-ñèãíàë ñîäåðæèò äâå áîêîâûå ïîëîñû (ñì. ðàçä. 5.2.1) èâ íàøåì ñëó÷àå çàíèìàåò ñïåêòð øèðèíîé 12÷13 Ì�ö. Äëÿ ñîêðàùåíèÿñïåêòðà íèæíÿÿ áîêîâàÿ ïîëîñà ÷àñòè÷íî ïîäàâëÿåòñÿ.Ïîäàâëåíèå îäíîé áîêîâîé ïîëîñû âûçûâàåò ïàðàçèòíóþ �àçîâóþ
�èñ. 5.36. Ïîëîñû ÷àñòîò òåëåâèçèîííî-ãî ñèãíàëà

ìîäóëÿöèþ è íåëèíåéíûå èñêàæå-íèÿ, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ òåì ñëà-áåå, ÷åì âûøå ÷àñòîòû ãàðìîíèêìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Ïîýòî-ìó ÷àñòîòû âèäåîñèãíàëà U(t) îò50 �ö äî 1.25 Ì�ö, ñîäåðæàùèåäî 95% åãî ìîùíîñòè, ïåðåäàþòñÿäâóìÿ áîêîâûìè ïîëîñàìè (ðèñ.5.36). Èñêàæåíèÿ áîëåå âûñîêèõ÷àñòîò èç-çà îòñóòñòâèÿ âòîðîé áî-êîâîé ïîëîñû îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñ-êè íåçàìåòíûìè. ×Ì-ñèãíàë çâóêîâîãî ñîïðîâîæäåíèÿ îáû÷íî çàíèìàåòïîëîñó 100 ê�ö (äåâèàöèÿ ÷àñòîòû ±50 ê�ö). Åñëè fçâ−fèç=6.5 Ì�ö,òî íîìèíàëüíàÿ øèðèíà ïîëîñû ÷àñòîò ðàäèîêàíàëà ñîñòàâëÿåò 8 Ì�ö.Ïîëíûé ñïåêòð òåëåâèçèîííîãî ðàäèîñèãíàëà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.36.

�èñ. 5.37. Îãèáàþùàÿ ÀÌ-ðàäèîñèãíà-ëà èçîáðàæåíèÿ

Îãèáàþùàÿ ÀÌ-ñèãíàëà äëÿ îä-íîé ñòðîêè èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâ-ëåíà íà ðèñ. 5.37. Ñèãíàë öâåòî-âîé ñèíõðîíèçàöèè íà ðèñóíêå îò-ñóòñòâóåò. Åñëè ðàçìàõ ñèíõðîíè-çèðóþùèõ èìïóëüñîâ ïðèíÿòü çà100% (Uñèí), òî àìïëèòóäà íåñó-ùåé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âèäåîñèã-íàëó, èçìåíÿåòñÿ îò 10÷15%(Uáåë)äî 75÷80%(U÷åðí). Íàïîìíèì, ÷òîàìïëèòóäà ñèíõðîíèçèðóþùèõ èì-ïóëüñîâ ïðåâûøàåò óðîâåíü ãàñÿ-ùèõ îáðàòíûé õîä (Uãàø) è çàâè-ñèò îò ñðåäíåãî óðîâíÿ ÿðêîñòèñþæåòà.5.7.2. Ñèãíàëû öè�ðîâîãî òåëåâèäåíèÿ�àçâèòèå ñîâðåìåííîãî òåëåâèäåíèÿ ñâÿçàíî ñ íåñêîëüêèìè ïðîáëåìà-ìè. Ïðåæäå âñåãî, ýòî íåõâàòêà íåçàíÿòûõ ÷àñòîò äëÿ òðàíñëÿöèè íîâûõòåëåâèçèîííûõ ïðîãðàìì è íåâûñîêîå êà÷åñòâî èçîáðàæåíèÿ è çâóêà. Íà-ñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â �îññèè òîëüêî íåñêîëüêî êàíàëîâ èìåþò ñòåðåî-�îíè÷åñêîå ñîïðîâîæäåíèå. Åñëè ê ýòîìó äîáàâèòü áîëüøóþ ìîùíîñòüïåðåäàò÷èêîâ è íåâûñîêóþ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü, òî ñîçäàåòñÿ íåïðèãëÿä-íàÿ êàðòèíà. Ìåæäó òåì â ðÿäå ñòðàí òàêèå ïðîáëåìû óñïåøíî ðåøà-þòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ öè�ðîâûõ òåõíîëîãèé. Òàê, ïî èìåþùèìñÿñâåäåíèÿì, â Âåëèêîáðèòàíèè âñå òåëåâåùàíèå ÿâëÿåòñÿ öè�ðîâûì. Ýòîïîçâîëÿåò âìåñòî îäíîé àíàëîãîâîé ïðîãðàììû â òîì æå ÷àñòîòíîì äèà-ïàçîíå òðàíñëèðîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå 4 ïðîãðàììû ñ áîëåå âûñîêèì
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5.7. Òåëåâèçèîííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 243êà÷åñòâîì, à òàêæå ïåðåäàâàòü äîïîëíèòåëüíóþ è âñïîìîãàòåëüíóþ èí-�îðìàöèþ.Öè�ðîâûì òåëåâèäåíèåì (Digital Television) ïðèíÿòî íàçûâàòü ðà-äèîýëåêòðîííóþ ñèñòåìó, âûïîëíÿþùóþ ïðåîáðàçîâàíèÿ îïòè÷åñêîãîèçîáðàæåíèÿ â öè�ðîâîé ñèãíàë, ñæàòèå, ïåðåäà÷ó è îáðàòíîå ïðåîáðà-çîâàíèå öè�ðîâîãî ñèãíàëà â îïòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå.Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ñ ïðèíöèïàìè öè�-ðîâîãî òåëåâèäåíèÿ, ìåòîäàìè îáðàáîòêè è ìîäóëÿöèè òåëåâèçèîííûõñèãíàëîâ.Äèñêðåòèçàöèÿ, êîäèðîâàíèå è ìíîãîïîçèöèîííàÿ ìîäóëÿ-öèÿ òåëåâèçèîííûõ ñèãíàëîâ. Ïî ïðèíÿòîìó ñîãëàøåíèþ äèñêðåòè-çàöèÿ è êîäèðîâàíèå ÿðêîñòíîãî EY è öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëîâ ER−Y è
EB−Y â ñèñòåìàõ öè�ðîâîãî òåëåâèäåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ðàçäåëüíî. Åñ-ëè íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó àíàëîãîâîãî ÿðêîñòíîãî ðàäèîñèãíàëà ïðèíÿòüðàâíîé 6.5 Ì�ö, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà � Øåíîíà ìèíèìàëü-íàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ñîñòàâèò 13 Ì�ö (ñì. ðàçä. 4.2). Â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ðåêîìåíäàöèåé Ìåæäóíàðîäíîãî ñîþçà ýëåêòðîñâÿçè (ÌÑÝ) äëÿäèñêðåòèçàöèè EY óñòàíîâëåíà ÷àñòîòà 13.5 Ì�ö � ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòî-òà, êðàòíàÿ ÷àñòîòàì 625 è 525 ñòðîê ïðè ðàçëîæåíèè èçîáðàæåíèÿ èïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü öåëîå ÷èñëî îòñ÷åòîâ â ñòðîêå. Äëÿ äèñêðåòèçà-öèè öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëîâ âûáðàíà âäâîå ìåíüøàÿ ÷àñòîòà, ðàâíàÿ6.75 Ì�ö (îòíîøåíèå ïðîòÿæåííîñòåé ïîëîñ 4:2:2). Áîëåå âûñîêîå êà÷å-ñòâî èçîáðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè òðåõîñíîâíûõ öâåòîâ èçîáðàæåíèÿ áóäóò îäèíàêîâûìè è ðàâíûìè 13.5 Ì�ö(îòíîøåíèå ïðîòÿæåííîñòåé ïîëîñ 4:4:4).Êâàíòîâàíèå è ïîñëåäóþùåå êîäèðîâàíèå ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèé ýòàïâ ñîçäàíèè öè�ðîâûõ ñèãíàëîâ EY , ER−Y è EB−Y . Íåîáõîäèìîå ÷èñëîóðîâíåé êâàíòîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðèåìëåìûì ïîóðîâíþ øóìîâ êâàíòîâàíèÿ îêàçàëîñü 8-ðàçðÿäíîå (8-áèòîâîå) ëèíåé-íîå êîäèðîâàíèå. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ íåñòàáèëüíîñòåé ïðåäëî-æåíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî 220 èç 256 óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ. Ïðè ýòîìäëÿ ïîçèòèâíîé ïîëÿðíîñòè ñèãíàëîâ ÷åðíîìó è áåëîìó ïðèñâàèâàþòñÿ16 è 235 óðîâíè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò çàïàñ äëÿ íåïðåäâèäåííûõ èçìåíå-íèé âèäåîñèãíàëà. Ñàìûå ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè öè�ðîâîãîêîäèðîâàíèÿ ñâÿçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì â ñòóäèéíîé àïïàðàòóðå âûñî-êîãî êà÷åñòâà 10-ðàçðÿäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óâå-ëè÷åíèå ðàçðÿäíîñòè êîäèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò îòíþäü íå ¾áåñïëàòíî¿,òàê êàê òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåãî óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè öè�ðîâîãîïîòîêà. Ïðè 8-ðàçðÿäíîì êîäèðîâàíèè ÿðêîñòíîãî ñèãíàëà EY ñ ÷àñòî-òîé äèñêðåòèçàöèè 13.5 Ì�ö ñêîðîñòü öè�ðîâîãî ïîòîêà äîëæíà áûòü
8 · 13.5 · 106=108 Ìáèò/ñ, à ïîëíîãî öâåòíîãî ïîòîêà � 216 Ìáèò/ñ. Ïðè10-ðàçðÿäíîì êîäèðîâàíèè òðåõ îñíîâíûõ öâåòîâ ñ ïîâûøåííûì êà÷å-ñòâîì ïîòðåáóåòñÿ ñêîðîñòü öè�ðîâîãî ïîòîêà óæå 405 Ìáèò/ñ.Åñëè ðåçóëüòàòû êîäèðîâàíèÿ ïåðåäàâàòü â êàíàë ñâÿçè ñ ïîìîùüþäâîè÷íûõ èìïóëüñíî-êîäîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ÈÊÌ), òî ñêîðîñòüïåðåäà÷è äàííûõ íå ìîæåò ïðåâûøàòü òàê íàçûâàåìûé áàðüåð Íàéê-âèñòà, ðàâíûé 2áèò/ñ�ö . Åñòåñòâåííûé âûõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèèìíîãîïîçèöèîííîé ìîäóëÿöèè, ïðè êîòîðîé êàæäûé ïåðåäàâàåìûé ñèì-

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



244 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûâîë ñîäåðæèò áîëåå 1 áèòà èí�îðìàöèè. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, êòàêèì âèäàì ìîäóëÿöèè îòíîñÿòñÿ êâàäðàòóðíàÿ àìïëèòóäíàÿ ìàíèïó-ëÿöèÿ (QAM), êâàäðàòóðíàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ (QPSK), ÷àñòîòíàÿìîäóëÿöèÿ ñ îðòîãîíàëüíûìè íåñóùèìè (OFDM).Áåçóñëîâíûì ïðîðûâîì â öè�ðîâîì êîäèðîâàíèè ÿâèëîñü ñîçäàíèåñèñòåìû ñæàòèÿ çâóêîâûõ è âèäåîñèãíàëîâ MPEG-2, ïîçâîëÿþùåéñîêðàòèòü çàíèìàåìóþ ïîëîñó ÷àñòîò. Ñèñòåìà MPEG-2 âêëþ÷àåò íå-ñêîëüêî ïðîöåäóð, äåéñòâóþùèõ ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé ïðîñòðàíñòâåí-íîé è âðåìåííîé íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè è óñòðàíÿþùèõ ¾èçáûòî÷íîñòü¿òåëåâèçèîííîãî ñèãíàëà. �àçëè÷àþò òðè âèäà èçáûòî÷íîñòè:1) ïîñêîëüêó áîëüøóþ ÷àñòü èçìåíåíèé â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êàä-ðàõ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñìåùåíèå åãî ìàëûõ �ðàãìåíòîâ, èçîá-ðàæåíèå ðàçáèâàþò íà áëîêè ïî 16× 16 ýëåìåíòîâ è äëÿ êàæäîãî áëîêàîïðåäåëÿþò íàáîð ïàðàìåòðîâ, ïîêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíóñìåùåíèÿ � âåêòîð ñìåùåíèÿ, ò.å. âìåñòî äèñêðåòèçàöèè íîâîãî êàäðà�îðìèðóþòñÿ íåáîëüøèå ðàçíîñòè ìåæäó òåêóùèìè è ïðåäñêàçóåìûìèáëîêàìè (ïðîñòðàíñòâåííàÿ èçáûòî÷íîñòü). Âåêòîð òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â÷àñòîòíóþ îáëàñòü è êîíöåíòðèðóåòñÿ â óçêîé ïîëîñå íèçêèõ ÷àñòîò;2) îïèñàííûé áëîê èçîáðàæåíèÿ èç 256 ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçóåòñÿ âðàâíîå ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ. Êâàíòîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ íàä íàáîðîìêîý��èöèåíòîâ â öåëîì (àäàïòèâíîå âåêòîðíîå êâàíòîâàíèå);3) òàê êàê íå âñå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ è êîý��èöèåíòîâ ðàâ-íîâåðîÿòíû, ïðèìåíÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ñ ïåðåìåííîé äëè-íîé êîäîâîãî ñëîâà, è ñîáûòèÿì ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïðèñâà-èâàþòñÿ êîðîòêèå êîäîâûå ñëîâà (óñòðàíÿåòñÿ àìïëèòóäíàÿ èçáûòî÷-íîñòü). Ñòàíäàðò MPEG-2 ïðåäóñìàòðèâàåò îáúåäèíåíèå îòäåëüíûõ ïî-òîêîâ èçîáðàæåíèÿ, çâóêà, ñèíõðîíèçàöèè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïðî-ãðàìì â åäèíûé öè�ðîâîé ïîòîê.Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â Åâðîïå, ÑØÀ è ßïîíèè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷-íûå ñòàíäàðòû öè�ðîâîãî òåëåâèäåíèÿ. Îíè ðåøàþò îäèíàêîâûå çàäà÷è� óëó÷øåíèå êà÷åñòâà âåùàíèÿ ïðè ñîêðàùåíèè ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíàè âñå èñïîëüçóþò ñèñòåìó ñæàòèÿ èí�îðìàöèè MPEG-2. Åâðîïåéñêèéñòàíäàðò DVB (Digital Video Broadasting � öè�ðîâîå âèäåîâåùàíèå) ðàç-äåëÿåò öè�ðîâîå òåëåâåùàíèå íà òðè âèäà: ý�èðíîå (íàçåìíîå), ñïóòíè-êîâîå è êàáåëüíîå, â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ïåðåäà÷è öè�ðîâûõ òåëåñèã-íàëîâ. Àìåðèêàíñêèé ATSC (Advaned Òelevision Systems Committee) èÿïîíñêèé ISDB (Integrated Servies Digital Broadasting) ÿâëÿþòñÿ òîëüêîý�èðíûìè (íàçåìíûìè).Öè�ðîâîå ý�èðíîå (íàçåìíîå) òåëåâèäåíèå DVB-T. Îñíîâíûåäîñòîèíñòâà öè�ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ïðîÿâëÿþòñÿ è â öè�ðîâîìòåëåâèäåíèè, à íåäîñòàòêè è ïîãðåøíîñòè ïåðåäà÷è öè�ðîâûõ ñèãíàëîâçàâèñÿò îò âèäà òåëåâèçèîííîãî öè�ðîâîãî âåùàíèÿ. Äëÿ íàçåìíîãî âå-ùàíèÿ (îñîáåííî â ãîðîäàõ) ïîãðåøíîñòè ïðèåìà ïðåæäå âñåãî ñâÿçàíûñ ìíîãîêðàòíûìè îòðàæåíèÿìè ðàäèîñèãíàëîâ.Êîãäà íà âõîä äåêîäåðà îäíîâðåìåííî ïîñòóïàåò íåñêîëüêî öè�ðî-âûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñäâèíóòûõ âî âðåìåíè â ðåçóëüòàòå îòðàæå-íèé, ðåçêî âîçðàñòàþò öè�ðîâûå îøèáêè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ îïèñàííûõ ïî-ìåõ áûë ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàí ìåòîä êîäèðîâàííîé OFDM-ìîäóëÿöèè� COFDM. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè OFDM ïîñëåäîâàòåëüíûé öè�ðî-
СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



5.7. Òåëåâèçèîííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 245âîé ïîòîê ïðåîáðàçóåòñÿ â áîëüøîå ÷èñëî (îáû÷íî 1705 èëè 6817) ïàðàë-ëåëüíûõ ïîòîêîâ (ñóáïîòîêîâ), êàæäûé èç êîòîðûõ ïåðåäàåòñÿ íà îò-äåëüíîé íåñóùåé. Äëèòåëüíîñòü ïàðàëëåëüíîãî öè�ðîâîãî ïîòîêà îêà-çûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è îöåíêà çíà÷åíèé ïðèíÿòûõ ñèìâîëîâçàäåðæèâàåòñÿ â äåêîäåðå íà ÷àñòü èíòåðâàëà ñóááëîêà (çàùèòíûé èí-òåðâàë) äëÿ êîìïåíñàöèè îòðàæåíèé. Îöåíêà çíà÷åíèé ïðîèçâîäèòñÿ íàîñíîâíîé (ðàáî÷åé) ÷àñòè èíòåðâàëà. Âûáîð ÷èñëà íåñóùèõ, âåëè÷èíûèõ ÷àñòîòíîãî ðàçíîñà, äëèòåëüíîñòåé çàùèòíîãî è ðàáî÷åãî èíòåðâàëîâèí�îðìàöèîííîãî ñèìâîëà îïðåäåëÿþò õàðàêòåðèñòèêè òåëåâèçèîííîãîêàíàëà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ðàáî÷èé èíòåðâàë óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëîðàçíîñòíîé ÷àñòîòû ∆f äâóõ ñîñåäíèõ íåñóùèõ, òî îíè îðòîãîíàëüíû.Â ñòàíäàðòå DVB-T ïðåäóñìîòðåíû äâà ðåæèìà OFDM ñ îäèíàêîâîéøèðèíîé ñïåêòðà ãðóïïîâîãî ñèãíàëà 7.61 Ì�ö, îòëè÷àþùèåñÿ äëèòåëü-íîñòüþ ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ èí�îðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ è ïîëó÷èâøèõíàçâàíèÿ 8Ê (ðàáî÷èé èíòåðâàë 896 ìêñ, ∆f = 1/896 ìê = 1116 �ö,6817 íåñóùèõ) è 2Ê (ðàáî÷èé èíòåðâàë 224 ìêñ, ∆f=4464 �ö, 1705 íåñó-ùèõ). Ïðè òàêîé øèðèíå ñïåêòðà ãðóïïîâîãî ñèãíàëà OFDM õîðîøî ñî-ãëàñóåòñÿ ñ øèðèíîé ñïåêòðà àíàëîãîâûõ êàíàëîâ (8 Ì�ö). Òåõíè÷åñêèðåæèì 2Ê áîëåå ïðîñò è íå òðåáóåò ìèêðîïðîöåññîðîâ áîëüøîé ¼ìêîñòèäëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ÁÏÔ, íî ðåæèì 8Ê ïîçâîëÿåò óâå-ëè÷èòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ÒÂ-ïåðåäàò÷èêàìè è îñóùåñòâëÿòü öè�ðîâîåý�èðíîå âåùàíèå íà á�îëüøèõ òåððèòîðèÿõ.Êàê îáû÷íî (ñì. ðàçä. 5.6.3), íåñóùèå OFDM-ñèãíàëà ìîäóëèðóþòñÿïî �àçå èëè ïî àìïëèòóäå è �àçå. Ñòàíäàðòîì DVB-T ïðåäóñìîòðåíûêâàäðàòóðíàÿ �àçîâàÿ èëè êâàäðàòóðíàÿ àìïëèòóäíî-�àçîâàÿ ìàíèïó-ëÿöèè (QAM) â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîãî êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ, íåîá-õîäèìîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è äàííûõ è óðîâíÿ ïîìåõ. Ìîäóëÿöèÿ 16-QAMîáåñïå÷èâàåò ñêîðîñòè ïåðåäà÷è áîëåå 10 Ìáèò/ñ, à 64-QAM � äî30 Ìáèò/ñ.Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ �îðìàòîâ OFDMè MPEG-2 èñïîëüçóåòñÿ êàíàëüíîå êîäèðîâàíèå (îòñþäà è íàçâàíèåCODFM). Êàíàëüíûé êîäåð è äåêîäåð ðàçäåëåíû íà äâå ÷àñòè: âíåø-íþþ è âíóòðåííþþ. Ýòî ïîçâîëÿåò óíè�èöèðîâàòü ðÿä óçëîâ äëÿ ñèñòåìý�èðíîãî, ñïóòíèêîâîãî è êàáåëüíîãî öè�ðîâîãî òåëåâèäåíèÿ è ñîñðåäî-òî÷èòü èõ âî âíåøíåé ñèñòåìå êîäèðîâàíèÿ, à äîïîëíèòåëüíóþ, ñïåöè-�è÷åñêóþ îáðàáîòêó äàííûõ ïðîâîäèòü âî âíóòðåííåé ñèñòåìå. Òàêîåðàçäåëåíèå ïðåäóñìîòðåíî ñèñòåìîé DVB-T è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòüïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è íîâûå èíòåãðàëüíûå ñõåìû, ðàçðàáîòàííûåäëÿ îäíîé ñèñòåìû âåùàíèÿ, â äðóãèõ.Öè�ðîâîå ñïóòíèêîâîå òåëåâåùàíèå DVB-S. Íà ïåðâîì ýòàïåèñïîëüçîâàëèñü ÈÑÇ, êîòîðûå îáðàùàëèñü ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì. Âíàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûå è ý��åêòèâíûå ãåîñòàöè-îíàðíûå ñïóòíèêè, äâèæóùèåñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè íà âûñîòå35785 êì. Ñïóòíèê íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî Çåìëè è îõâàòûâàåò âåùà-íèåì îêîëî òðåòè åå ïîâåðõíîñòè. Ïî ðàäèîêàíàëó ñ Çåìëè ñïóòíèê ïî-ëó÷àåò îïðåäåëåííóþ èí�îðìàöèþ. Ñèãíàë óñèëèâàåòñÿ, ïðåîáðàçóåòñÿïî ÷àñòîòå è èçëó÷àåòñÿ îáðàòíî íà Çåìëþ.Íà öè�ðîâîå ñïóòíèêîâîå òåëåâèäåíèå èçíà÷àëüíî âîçëàãàëèñü áîëü-øèå íàäåæäû. Îäíàêî äëÿ ïåðåäà÷è îöè�ðîâàííîãî öâåòíîãî èçîáðàæå-
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246 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûíèÿ (ÿðêîñòíîãî è äâóõ öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëîâ) ñ õîðîøèì êà÷åñòâîìïîòðåáîâàëàñü ñêîðîñòü öè�ðîâîãî ïîòîêà áîëåå 200 Ìáèò/ñ. Ïðè ïîëî-ñå ïðîïóñêàíèÿ ñïóòíèêîâîãî ðåòðàíñëÿòîðà 25÷35 Ì�ö òàêàÿ ñêîðîñòüïîòîêà îêàçàëàñü íåäîñòèæèìîé, è ïåðâûå ñïóòíèêîâûå òåëåâèçèîííûåñèñòåìû áûëè êîìáèíèðîâàííûìè öè�ðî-àíàëîãîâûìè. Òîëüêî ðàçðà-áîòêà àëãîðèòìîâ öè�ðîâîãî ñæàòèÿ (MPEG-1) ïîçâîëèëà ïåðåäàâàòüèçîáðàæåíèå âûñîêîãî êà÷åñòâà ñî ñêîðîñòüþ 7-9 Ìáèò/. Äàëüíåéøååðàçâèòèå öè�ðîâûõ òåõíîëîãèé è ðàçðàáîòêà MPEG-2 ïðèâåëè ê ñîçäà-íèþ åâðîïåéñêîãî ñòàíäàðòà òåëåâèçèîííîãî âåùàíèÿ DVB-S. Äëÿ ñïóò-íèêîâîãî âèäåîâåùàíèÿ áûëè âûäåëåíû äâà ó÷àñòêà ñàíòèìåòðîâîãî äèà-ïàçîíà âîëí ñ ÷àñòîòàìè 10.7÷ 11.75 ��ö (Ku-äèàïàçîí) è 3 ÷ 4, 5 ��ö(C-äèàïàçîí).Ñèñòåìà ñïóòíèêîâîãî âåùàíèÿ ðåøàåò åùå îäíó çàäà÷ó: óëó÷øåíèåêà÷åñòâà çâóêîâîãî ñîïðîâîæäåíèÿ òåëåïåðåäà÷ è ñîçäàíèå íåñêîëüêèõêàíàëîâ, íàïðèìåð äëÿ îäíîâðåìåííîé ïåðåäà÷è äâóÿçû÷íîãî âåùàíèÿ.Ýíåðãåòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ñïóòíèêîâûõ ïåðåäàò÷èêîâ îãðàíè÷åíû.Ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ ïîìåõîóñòîé÷èâîå êîäèðîâàíèå è ý��åêòèâíàÿìîäóëÿöèÿ ñ íåâûñîêèìè êðàòíîñòÿìè (êâàäðàòóðíàÿ �àçîâàÿ ìàíèïó-ëÿöèÿ QPSK âìåñòî 16-QAM). Ìíîãîïðîãðàììíîå âåùàíèå îñóùåñòâëÿ-åòñÿ ÷àùå âñåãî çà ñ÷åò ìóëüòèïëåêñèðîâàíèÿ N ñæàòûõ öè�ðîâûõ ñèã-íàëîâ è ïåðåäà÷è íà îäíîé íåñóùåé, íî âîçìîæíà òàêæå ïåðåäà÷à êàæ-äîãî èç N ñæàòûõ ñèãíàëîâ íà ñâîåé íåñóùåé. Êîëè÷åñòâî ïðîãðàìì,ïåðåäàâàåìûõ îäíèì ñïóòíèêîì, çàâèñèò îò íåîáõîäèìîé ñêîðîñòè ïå-ðåäà÷è èí�îðìàöèè è �îðìàòà êîäèðîâàíèÿ. Íî ðåàëüíî, íàïðèìåð â
Ku-äèàïàçîíå, ïðèíèìàåòñÿ íåñêîëüêî ñîòåí ïðîãðàìì. Âàæíåéøåå ñâîé-ñòâî ñèñòåìû DVB-S � âîçìîæíîñòü ïðèåìà ïðîãðàìì ñïóòíèêîâîãî òå-ëåâèäåíèÿ ÷åðåç íåáîëüøèå ïàðàáîëè÷åñêèå àíòåííû íà äîìàøíèå èíòå-ãðàëüíûå ïðèåìíèêè-äåêîäåðû.Óæå ñåãîäíÿ ïîÿâèëàñü óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ñèñòåìà ñïóòíèêîâîãîâåùàíèÿ DVB-S2, ïîçâîëèâøàÿ âåðíóòüñÿ ê âûñîêîñêîðîñòíûì ñïîñîáàììîäóëÿöèè 16-QAM è 32-QAM è èñïîëüçîâàòü áîëåå ý��åêòèâíûå �îð-ìàòû êàíàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ. Òîë÷êîì äëÿ ñîçäàíèÿ DVB-S2 ñòàëè ïëà-íû çàïóñêà òåëåâèäåíèÿ âûñîêîé ÷åòêîñòè ÒÂ× (HDTV � High De�nitionTelevision). Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå íà ÒÂ× íåäîñòàòîê ÷àñòîòíî-ãî ðåñóðñà íå ñìîãóò êîìïåíñèðîâàòü äàæå áîëåå ñîâåðøåííûå ñèñòå-ìû ñæàòèÿ öè�ðîâûõ ñèãíàëîâ. Ê òîìó æå êà÷åñòâî ïðèåìà, îñîáåííî âKu-äèàïàçîíå, ñèëüíî çàâèñåëî îò ïîãîäíûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó âíåäðåíèåDVB-S2 ñ âûñîêîñêîðîñòíîé ìîäóëÿöèåé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ ïåðñïåêòèâíûì äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ïðèåìà. Ýòî ïîäòâåðæäàþòè ïåðâûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû.Çâóêîâûå ñèãíàëû îòäåëüíûõ êàíàëîâ, êàê è ñèãíàëû èçîáðàæåíèÿ,ïðåîáðàçóþòñÿ â öè�ðîâóþ �îðìó è îáúåäèíÿþòñÿ â îáùèé öè�ðîâîéïîòîê, ñîäåðæàùèé ÈÊÌ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëü-íûå èìïóëüñû. Èñõîäíûé çâóêîâîé ñèãíàë äèñêðåòèçèðóåòñÿ ñ òàêòî-âîé ÷àñòîòîé 48 ê�ö è ïðåîáðàçóåòñÿ â öè�ðîâóþ �îðìó ñ òî÷íîñòüþ
10 ÷ 16 áèò/îòñ÷åò. Ïîñëåäíÿÿ ñîîòâåòñòâóåò êà÷åñòâó çâó÷àíèÿ CD-êîìïàêò-äèñêà. Ýòîò öè�ðîâîé ïîòîê ìîäóëèðóåò ïî �àçå ïîäíåñóùóþçâóêîâóþ ÷àñòîòó, ðàñïîëîæåííóþ, êàê è â ñëó÷àå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà,âûøå ñïåêòðà âèäåîñèãíàëà. Ïðè ñêîðîñòè ïîòîêà 2 Ìáèò/ñ îáðàçóþòñÿ
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5.7. Òåëåâèçèîííûå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 247ëèáî äâà êàíàëà ñ ïîëîñîé 20 ê�ö, ëèáî 4 êàíàëà ñ ïîëîñîé 14 ê�ö.Îñîáåííîñòè öè�ðîâîãî êàáåëüíîãî òåëåâèäåíèÿ DVB-C. Êà-áåëüíîå òåëåâèäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ äî-ñòóïà ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó ïðîãðàìì ý�èðíîãî è ñïóòíèêîâîãî âåùà-íèÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (â ãîðíûõ è óäàë¼ííûõ ðàéîíàõ) êàáåëüíîå òå-ëåâèäåíèå ïðåäñòàâëÿåò åäèíñòâåííóþ âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü âûñîêîêà-÷åñòâåííîå öâåòíîå èçîáðàæåíèå òåëåâèçèîííûõ ïðîãðàìì. Â íàñòîÿùååâðåìÿ ìíîãèå êàáåëüíûå ñèñòåìû ðàáîòàþò â ðåæèìå àíàëîãîâîãî ñèãíà-ëà. Ïðè ýòîì òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà âûñîêîå êà÷åñòâî ïðèåìà. Ïåðåõîäíà öè�ðîâîå âåùàíèå çàòðóäí¼í òåì, ÷òî òåëåöåíòðû íå îáåñïå÷èâàþòâåùàíèå â öè�ðîâîì âèäå.Ïî ïðîñòðàíñòâåííî-òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå êàáåëüíàÿ ñåòü ìîæåòáûòü ðàäèàëüíîé, êîëüöåâîé èëè äðåâîâèäíîé. �àäèàëüíûå ñåòè àíàëî-ãè÷íû òåëå�îííûì è ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû ñ íèìè. Áîëüøèíñòâî äåé-ñòâóþùèõ êàáåëüíûõ ñåòåé èìåþò äðåâîâèäíóþ ñòðóêòóðó.Â ïîñëåäíèå ãîäû âî ìíîãèõ ñòðàíàõ ñîçäàþòñÿ ñîâðåìåííûå êàáåëü-íûå ñåòè íà îñíîâå âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ëèíèé ñâÿçè (ÂÎËÑ). Â òàêèõëèíèÿõ ñâÿçè äîïóñêàåòñÿ ÷àñòîòíîå óïëîòíåíèå. Ïðè ýòîì ïîëíûé ìíî-ãîêàíàëüíûé ñèãíàë �îðìèðóåòñÿ íà îòíîñèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ, àçàòåì óæå ñ�îðìèðîâàííûé ñèãíàë ïåðåíîñèòñÿ íà îïòè÷åñêóþ íåñóùóþ.Âîçìîæíî è äðóãîå ðåøåíèå, êîãäà ïî êàæäîìó îïòîâîëîêíó ïåðåäàåòñÿñâîÿ òåëåïðîãðàììà.ÂÎËÑ îñîáåííî ý��åêòèâíû ïðè ïåðåäà÷å èí�îðìàöèè â öè�ðîâîìâèäå. �îëîâíàÿ ñòàíöèÿ ñåòè ïðèíèìàåò àíàëîãîâûå èëè öè�ðîâûå ý�èð-íûå ñèãíàëû è êîíâåðòèðóåò èõ â öè�ðîâóþ �îðìó. Îäíà èëè íåñêîëüêîñïóòíèêîâûõ àíòåíí ïðèíèìàþò ñèãíàëû â �îðìàòå DVB-S è ïðåîáðàçó-þò èõ â �îðìàò DVB-C. Ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü ÂÎËÑ î÷åíü âûñîêàÿ, è ìî-æåò èñïîëüçîâàòüñÿ êâàäðàòóðíàÿ àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ îò 16-QAMäî 256-QAM, ïîâûøàþùàÿ ý��åêòèâíîñòü âåùàíèÿ â äåñÿòêè ðàç.5.7.3. Íà ïóòè ê òåëåâèäåíèþ âûñîêîé ÷åòêîñòèÒåëåâèäåíèå âûñîêîé ÷åòêîñòè èìååò ñàìîå ïðÿìîå îòíîøåíèå ê òåìà-òèêå íàøåé êíèãè, òàê êàê âñå îñíîâíûå èäåè è äîñòèæåíèÿ ÒÂ× ñâÿçàíûñ ñèãíàëàìè, èõ ñïåêòðàìè è ìåòîäàìè öè�ðîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Ïåðâûé �îðìàò òåëåâèçèîííîãî ýêðàíà áûë çàèìñòâîâàí ó êèíåìàòî-ãðà�à, èñïîëüçîâàâøåãî êèíîïëåíêó ñ ðàçìåðîì êàäðà 4 × 3. Äîâîëüíîäîëãî êèíî- è òåëå�îðìàò ñîîòâåòñòâîâàëè äðóã äðóãó. Ñèòóàöèÿ èçìå-íèëàñü ñ ïîÿâëåíèåì øèðîêîýêðàííûõ, à çàòåì øèðîêî�îðìàòíûõ êèíî-�èëüìîâ.Ñ 1964 ãîäà ÿïîíñêàÿ âåùàòåëüíàÿ êîìïàíèÿ NHK, ïî åå âûðàæå-íèþ, ¾íà÷àëà ïðîêëàäûâàòü ïóòü òåëåâèäåíèþ ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ¿è â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ïðåäëîæèëà ñòàíäàðò HDTV ñ �îðìàòîì èçîá-ðàæåíèÿ 16:9, ñîîòâåòñòâóþùèì øèðîêî�îðìàòíûì �èëüìàì. Âñëåä çàßïîíèåé ñâîè ñòàíäàðòû ïðåäëîæèëè ÑØÀ è îáúåäèíåííàÿ Åâðîïà. Íàñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò áîëåå 10 ñèñòåì ÒÂ× è ïîñòîÿííî ðàç-ðàáàòûâàþòñÿ íîâûå ñòàíäàðòû óëüòðàâûñîêîé ÷åòêîñòè (Ultra HDTV,SHV-Super Hi-Vision è äðóãèå). Ïðè ðàçðàáîòêå ñòàíäàðòîâ âûñîêîé ÷åò-êîñòè â ïåðâóþ î÷åðåäü äîñòèãàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ïàðàìåòðîâ âèäåîèçîá-
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248 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëûðàæåíèÿ ïñèõî�èçèîëîãè÷åñêèì îñîáåííîñòÿì çðèòåëüíîãî âîñïðèÿòèÿè ñîâìåñòèìîñòü ÒÂ×-ñèñòåìû ñ ñóùåñòâóþùèìè ñèñòåìàìè öâåòíîãîòåëåâåùàíèÿ SECAM, PAL è NTSC.Çäåñü æåëàòåëüíî ó÷èòûâàòü îñíîâíûå êðèòåðèè êîì�îðòíîãî ïðî-ñìîòðà òåëåâèçèîííûõ ïåðåäà÷. Äëÿ èçîáðàæåíèÿ òàêèìè êðèòåðèÿìèÿâëÿþòñÿ ý��åêò ïðèñóòñòâèÿ çðèòåëÿ â äåéñòâèè, ïðîèñõîäÿùåì íàýêðàíå òåëåâèçîðà, è âûñîêîå êà÷åñòâî âîñïðîèçâåäåíèÿ ìåëêèõ äåòà-ëåé (ìàêñèìàëüíîå ñãëàæèâàíèå òî÷å÷íîé ñòðóêòóðû èçîáðàæåíèÿ), àäëÿ çâóêîâîãî ñîïðîâîæäåíèÿ � ñîçäàíèå ðàâíîìåðíîãî îáúåìíîãî çâó-÷àíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî òî÷íî îïðåäåëèòü ïîçèöèþ èñòî÷íèêà íà ýêðàíå.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê ýòè êðèòåðèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü â òåëåâè-äåíèè âûñîêîé ÷åòêîñòè.1. Íà îñíîâå ïñèõî�èçèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ýêñïåðòíûõ îöå-íîê óñòàíîâëåíî, ÷òî áèíîêóëÿðíîå ïîëå çðåíèÿ ÷åëîâåêà ïðîñòèðàåòñÿíà 30◦ âïðàâî è âëåâî è íåñêîëüêî ìåíüøå ïî âåðòèêàëè, à óãîë ¾ÿñíî-ãî¿ çðåíèÿ ïðè ïðîñìîòðå òåëåïðîãðàìì ñîñòàâëÿåò âñåãî 30◦ ïî ãîðè-çîíòàëè è îêîëî 12◦ ïî âåðòèêàëè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âîñïðèÿòèèèçîáðàæåíèÿ �îðìàòà 16:9 ñ ðàññòîÿíèÿ, â 3 ðàçà ïðåâûøàþùåãî âûñî-òó èçîáðàæåíèÿ íà ýêðàíå, ó÷àñòâóþò ïåðè�åðè÷åñêèå îáëàñòè ñåò÷àò-êè, óìåíüøàþùèå âëèÿíèå ãðàíèö èçîáðàæåíèÿ. ×åì êðóïíåå ýêðàí, òåìëåã÷å ñîçäàòü ý��åêò ìàêñèìàëüíîãî ïðèñóòñòâèÿ çðèòåëÿ.2. Ñòåïåíü âîñïðîèçâåäåíèÿ ìåëêèõ äåòàëåé â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëå-íèè õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîòà ñòðîê, à â ãîðèçîíòàëüíîì � ÷èñëî ïèêñåëîâ âñòðîêå. Åñëè óãëîâóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ÷åëîâåêà ïðèíÿòü ðàâ-íîé îäíîé óãëîâîé ìèíóòå, òî ñëèÿíèå ñòðîê è ýëåìåíòîâ ñòðîêè â èçîá-ðàæåíèè äëÿ çðèòåëÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü, êîãäà ÷èñëî ñòðîê íå ìåíåå 720(12◦× 60′/1′), à ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ïèêñåëîâ â ñòðîêå íå ìåíåå 1280.Ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ êàäðà, ÷åðåññòðî÷íîé ðàçâåðòêå è ïîñëåäîâàòåëü-íîé ïåðåäà÷å ÿðêîñòíîãî è öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëîâ íåîáõîäèìàÿ ïî-ëîñà ÷àñòîò ñîñòàâèëà áû 46 Ì�ö, à ñêîðîñòü ïåðåäà÷è îöè�ðîâàííîãî8-ðàçðÿäíûì êîäîì öè�ðîâîãî ïîòîêà � 368 Ìáèò/ñ13. Î÷åâèäíî, ÷òîýòè òðåáîâàíèÿ íåâûïîëíèìû, è òîëüêî èñïîëüçîâàíèå íîâåéøèõ ìåòî-äîâ ñæàòèÿ òåëåâèçèîííûõ ñèãíàëîâ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÒÂ× óæåñåãîäíÿ.Ñèñòåìà HDTV ïðåäïîëàãàåò �îðìàò èçîáðàæåíèÿ 16:9 è ïîääåðæè-âàåò òðè ñòàíäàðòà (ñèìâîëû p è i îçíà÷àþò ïðîãðåññèâíóþ (progressivesanning) è ÷åðåññòðî÷íóþ (interlaed sanning) ðàçâåðòêè:�îðìàò 720ð ñîäåðæèò 720 ñòðîê, îáùåå ÷èñëî ïèêñåëîâ 921000(1280× 720) è ïðîãðåññèâíóþ ðàçâåðòêó ñ ÷àñòîòîé êàäðîâ 24, 25, 30, 50èëè 60 êàäðîâ/ñ;�îðìàò 1080i ñîäåðæèò 1080 ñòðîê, îáùåå ÷èñëî ïèêñåëîâ îêîëî äâóõìèëëèîíîâ (1920× 1080) è ÷åðåññòðî÷íóþ ðàçâåðòêó ñ ÷àñòîòîé êàäðîâ50 èëè 60 êàäðîâ/;�îðìàò 1080p ñîäåðæèò 1080 ñòðîê, òàêîå æå ÷èñëî ïèêñåëîâ(1920 × 1080) è ïðîãðåññèâíóþ ðàçâåðòêó ñ ÷àñòîòîé êàäðîâ 24, 25 èëè30 êàäðîâ/ñ.3. Çâóêîâîå ñîïðîâîæäåíèå HDTV ñîñðåäîòî÷åíî â îäíîì ñòåðåî�àéëå13Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî, èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó, îïèñàí-íóþ ïðè ðàñ÷åòå ïîëîñû ÷àñòîò àíàëîãîâîãî òåëåñèãíàëà.
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5.8. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ 249è ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòó Dolby Digital 5.1, ðàññ÷èòàííîìó íà 6 êàíàëîâ.Â òåëåâèçîðàõ çâóê ðàçâîäèòñÿ íà 6 êîëîíîê àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòîäåëàåòñÿ â äîìàøíèõ êèíîòåàòðàõ. Èç íèõ 5 êîëîíîê � îñíîâíûå øèðî-êîïîëîñíûå, à îäíà � óçêîïîëîñíàÿ äëÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ý��åêòîâ. Öè�-ðîâîé çâóê ñîçäàåò ¾îáòåêàþùèé ñëóøàòåëÿ ý��åêò¿ è ïîçâîëÿþò òî÷íîîïðåäåëèòü ïîçèöèþ èñòî÷íèêà íà ýêðàíå. Îïèñàííàÿ ñèñòåìà ÒÂ× óæå�óíêöèîíèðóåò â ðÿäå ñòðàí è íà÷èíàåò �îðìèðîâàòüñÿ â �îññèè.Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå ÷àùå îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè äàëüíåéøå-ãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ÒÂ×. Ëèäåðàìè çäåñü îïÿòü âûñòóïàþò ÿïîíñêèåó÷åíûå è èíæåíåðû. Â ñèñòåìå UHDVT (Ultra HDVT) ïëàíèðóåòñÿ ñî-çäàòü ðàçðåøåíèå 7680 × 4320 ïèêñåëîâ (ñ îáùèì îáúåìîì 33 Ìïèêñå-ëà), óëó÷øèòü öâåòîïåðåäà÷ó è ÿðêîñòü èçîáðàæåíèÿ. Ïðè ÷àñòîòå 60êàäðîâ/ñ ðàçâåðòêà áóäåò ïðîãðåññèâíîé. Äëÿ çâóêîâîãî ñîïðîâîæäåíèÿïðåäëîæåí ñòàíäàðò 22.2, ñîãëàñíî êîòîðîìó 10 øèðîêîïîëîñíûõ êîëî-íîê ðàñïîëàãàþòñÿ íà óðîâíå óøåé, 9 � âûøå è 3 � íèæå ýòîãî óðîâíÿ.Åùå 2 óçêîïîëîñíûõ êîëîíêè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ý�-�åêòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëíàÿ ïîëîñà ÷àñòîò ñîñòàâèò 600 Ì�ö, àñêîðîñòü ïåðåäà÷è öè�ðîâûõ ïîòîêîâ áóäåò äîñòèãàòü 6.6 �áèò/ñ.Ïî äàííûì ïåðèîäè÷åñêîé ïå÷àòè, ßïîíèÿ óæå äâàæäû äåìîíñòðèðî-âàëà âîçìîæíîñòè ñèñòåìû UHDTV (íà âûñòàâêå â 2005 ã. è íà Ìåæäó-íàðîäíîì êîíãðåññå â �îëëàíäèè â ñåíòÿáðå 2006 ã.). Èçîáðàæåíèå ïðî-åöèðîâàëîñü íà ýêðàí ñ äèàãîíàëüþ äî 11,4 ì. Îäíàêî ïîêà ýòî òîëüêîçàìàí÷èâûé ïðîåêò, äåìîíñòðèðóþùèé íåîãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè ñî-âðåìåííîé ðàäèî�èçèêè.5.8. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ1. Êàêîé �èçè÷åñêèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿöèåé êîëåáàíèé? Êàêî-âû âèäû ìîäóëÿöèè íåñóùåãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ è ïåðèîäè÷å-ñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ?2. Êàêîâî ñîîòíîøåíèå ÷àñòîò íåñóùåãî è ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëîâ?3. Êàê ðàçëè÷àþòñÿ àìïëèòóäíî-�àçîâàÿ è êâàäðàòóðíàÿ àìïëèòóäíàÿìîäóëÿöèÿ?4. ×òî òàêîå äâóõñòóïåí÷àòàÿ ìîäóëÿöèÿ?5. Ïî÷åìó âîçíèêàþò èñêàæåíèÿ ïðè ïåðåäà÷å ïåðåìîäóëèðîâàííûõ ñèã-íàëîâ?6. Êàêèå ñîñòàâëÿþùèå ÀÌ-ñèãíàëà ïåðåíîñÿò èí�îðìàöèîííûé ñèãíàë?7. Ïðåäñòàâüòå îäíîòîíàëüíûé è ìíîãîòîíàëüíûé ÀÌ-ñèãíàëû â àíàëè-òè÷åñêîì âèäå. Êàê ðàçëè÷àþòñÿ èõ ñïåêòðû?8. Ñïåêòð ñèãíàëà ñîäåðæèò ïÿòü ãàðìîíèê, àìïëèòóäû ÷àñòîòû è �àçûêîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: 1) 3 Â, 98 ê�ö, 0.6 ðàä; 2) 4 Â, 99 ê�ö,0.4 ðàä; 3) 20 Â, 100 ê�ö, 1.2 ðàä; 4) 4 Â, 101 ê�ö, 2 ðàä; 5) 3 Â, 102 ê�ö,1.8 ðàä. Çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ñèãíàëà, îïðåäåëèòü åãî òèïè ïàðàìåòðû, èçîáðàçèòü ñïåêòð.9. Èçîáðàçèòå ñïåêòð ÀÈÌ-ñèãíàëà. Â ÷åì îñîáåííîñòè åãî ñïåêòðà?10. Êàêèå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçûâàþò äåâèàöèþ ÷àñòîòû è äåâèàöèþ �àçûâ ÷àñòîòíî- è �àçî-ìîäóëèðîâàííîì ñèãíàëàõ?
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250 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû11. ×òî òàêîå èíäåêñ ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè? Êîãäà åãî ìîæíî èñïîëüçî-âàòü è êîãäà íå ñëåäóåò?12. Ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà ÓÌ-êîëåáàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøå-íèåì f(t) = 108 · (1 + 10−4 sin(2π · 2500t)). Îïðåäåëèòü äåâèàöèþ �àçû
∆Ψ, èíäåêñ ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè β îäíîòîíàëüíîãî ñèãíàëà è çàïèñàòüàíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñèãíàëà.13. Êàê âûãëÿäèò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ×Ì-ñèãíàëà ïðè ìàëîì èïðîèçâîëüíîì èíäåêñàõ ìîäóëÿöèè?14. Â ñïåêòðå îäíîòîíàëüíîãî ×Ì-ñèãíàëà (íåñóùàÿ ÷àñòîòà 0.3 Ì�ö,÷àñòîòà ìîäóëèðóþùåãî êîëåáàíèÿ 10 ê�ö) îòñóòñòâóþò ãàðìîíèêè ñ ÷à-ñòîòàìè 290 è 310 ê�ö. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó �óíêöèé Áåññåëÿ, îïðåäåëèòüäåâèàöèþ ÷àñòîòû è ðàññ÷èòàòü ÷àñòîòû è îòíîñèòåëüíûå àìïëèòóäûãàðìîíèê ñèãíàëà.15. Êàêîâû îñîáåííîñòè ñïåêòðîâ Ë×Ì-ñèãíàëîâ? Êàê çàâèñèò ñòðóêòó-ðà ñïåêòðîâ îò áàçû ñèãíàëîâ?16. Ïóñòü ñèãíàë X(t) ñî ñëó÷àéíîé ìîäóëÿöèåé àìïëèòóäû çàäàí âûðà-æåíèåì (5.41). Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ àìïëèòóäà ρ(t)=A0(1 + ξ(t)) ðàñ-ïðåäåëåíà ïî çàêîíó �åëåÿ (5.47) è ξ=0, îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ξ2 è ñâÿçüïàðàìåòðà ðåëååâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ λ ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé A0.17. Ïóñòü ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë ïðîìîäóëèðîâàí ïî àìïëèòóäå è �àçåñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè ñèãíàëàìè è åãî ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå X(t) = ρ(t) cos (ω0t+ ϕ(t)), ãäå ω0 = onst, ρ(t) � ñòàöè-îíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ρ = a0 è êîððåëÿ-öèîííîé �óíêöèåé Ψρ(τ) = σ2

ρe
−α|τ |, τ = t2 − t1, à ϕ(t) � âèíåðîâñêèéïðîöåññ ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè Bϕ è íóëåâûì íà÷àëüíûì çíà÷åíè-åì. Èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü àìïëèòóäû è �àçû, çàïèñàòü âûðàæåíèÿäëÿ êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ïðî-öåññà X(t) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.18. ×òî îçíà÷àåò òåðìèí ¾íèçêî÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå¿ óçêîïîëîñíîãîñèãíàëà?19. Êàêîâà ðîëü àíàëèòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â òåîðèè óçêîïîëîñíûõ ïðîöåñ-ñîâ?20. Êàê âûãëÿäÿò êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû íîðìàëüíîãî óçêîïîëîñíî-ãî øóìà?21. Íàçîâèòå îñíîâíûå âèäû öè�ðîâîé àìïëèòóäíîé ìàíèïóëÿöèè. Â ÷åìîñîáåííîñòè ÈÊÌ- è äåëüòà-ìîäóëÿöèè?22. Íàçîâèòå îñíîâíûå âèäû �àçîâîé ìàíèïóëÿöèè. ×òî òàêîå êâàäðà-òóðíàÿ �àçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ? ×åì êâàäðàòóðíàÿ àìïëèòóäíî-�àçîâàÿìàíèïóëÿöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò êâàäðàòóðíîé ÔÌí?23. Èçîáðàçèòå ñèãíàëüíûå ñîçâåçäèÿ äëÿ 16-QAM è 64-QAM. ×òî îçíà-÷àåò ÷èñëî 16 â îáîçíà÷åíèè 16-QAM?24. Â ÷åì çàêëþ÷àþòñÿ ïðèíöèïû ìíîãî÷àñòîòíîé öè�ðîâîé ìîäóëÿöèè?Êàê èñïîëüçóþòñÿ öè�ðîâûå ìåòîäû â ðàäèîâåùàíèè?25. ×òî òàêîå ÷åðåññòðî÷íàÿ ðàçâåðòêà? Êàê �îðìèðóåòñÿ êàäð ïðè ÷å-ðåññòðî÷íîé ðàçâåðòêå?26. ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öâåòîðàçíîñòíûå ñèãíàëû? Êàê îòëè-÷àåòñÿ �îðìèðîâàíèå öâåòîðàçíîñòíûõ ñèãíàëîâ â ñèñòåìàõ SEKAM èNTSC?
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5.8. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ 25127. Êàê ðàññ÷èòàòü ìàêñèìàëüíóþ ÷àñòîòó ñïåêòðà òåëåâèçèîííîãî ñèã-íàëà?28. ×òî òàêîå òåëåâèäåíèå âûñîêîé ÷åòêîñòè? Êàêèå ñòàíäàðòû ÒÂ× ñó-ùåñòâóþò ñåãîäíÿ è êàêîâû ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ÒÂ×?Ñïèñîê ëèòåðàòóðûÁàñêàêîâ, Ñ. È. �àäèîòåõíè÷åñêèå öåïè è ñèãíàëû : ó÷åáíèê. Ì. :Âûñø. øê., 2000.Íå�åäîâ, Â. È. Îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè è ñâÿçè : ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ.3-å èçä., èñïðàâ. Ì. : Âûñø. øê., 2005.Õîõëîâ, À. Â. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè : ó÷åá. ïîñî-áèå. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2005.�îíîðîâñêèé, È. Ñ. �àäèîòåõíè÷åñêèå öåïè è ñèãíàëû : ó÷åáíèê. Ì. :�àäèî è ñâÿçü, 1986.Èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ : ó÷åá. ïî-ñîáèå. 2-å èçä., ïåðåðàá. è äîï./Â. À. Âàñèí, È. Á. Âëàñîâ, Þ. Ì. Åãîðîâè äð.; ïîä ðåä. È. Á. Ôåäîðîâà. Ì. : Èçä-âî Ì�ÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà,2004.�ûòîâ, Ñ. Ì. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèî�èçèêó: â 2 ÷. ×. 1:Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Ì. : Íàóêà, 1976.Àõìàíîâ, Ñ. À., Äüÿêîâ, Þ. Å., ×èðêèí, À. Ñ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðà-äèî�èçèêà è îïòèêà. Ñëó÷àéíûå âîëíû â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ. Ì. : Ôèç-ìàòëèò, 2010.Òèõîíîâ, Â. È., Õàðèñîâ, Â. Í. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç è ñèíòåç ðà-äèîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ è ñèñòåì. Ì. : �àäèî è ñâÿçü, 2004.Ñåðãèåíêî, À. Á. Öè�ðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ: ó÷åáíèê. ÑÏá. : Ïè-òåð, 2002.Âàéíøòåéí, Ë. À., Øèðìàí, Ä. Å. �àçäåëåíèå ÷àñòîò â òåîðèè êîëå-áàíèé è âîëí. Ì. : Íàóêà, 1983.Öè�ðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé â ðàäèî�èçè÷åñêèõ ïðè-ëîæåíèÿõ/Ì. À. Áåñàðàá, Â. Ê. Âîëîñþê, Î. Â. �îðÿ÷êèí è äð.; ïîä ðåä.Â. Ô. Êðàâ÷åíêî. Ì. : Ôèçìàòëèò, 2007.Øàõíîâè÷, È.Öè�ðîâîå ðàäèîâåùàíèå � ïîñëåäíèé øòðèõ öè�ðîâîãîïîðòðåòà. Ýëåêòðîíèêà // Íàóêà, òåõíîëîãèÿ, áèçíåñ. 2002. Âûï. 3, 2002.Áûêîâ, �. Å. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû òåëåâèäåíèÿ. ÑÏá. : Ëàíü, 1998.Êðûæàíîâñêèé, Â. Ä., Êîñòûêîâ, Þ. Â. Òåëåâèäåíèå öâåòíîå è ÷åðíî-áåëîå. Ì. : Ñâÿçü, 1980.Ïòà÷åê, Ì. Öè�ðîâîå òåëåâèäåíèå. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà / ïåð. ñ ÷åø.ïîä ðåä. Ë. Ñ. Âèëåí÷èêà. Ì. : �àäèî è ñâÿçü, 1990.
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252 �ëàâà 5. Ìîäóëèðîâàííûå è óçêîïîëîñíûå ñèãíàëû
Çàêëþ÷åíèåÝòà êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ïåðâóþ ÷àñòü áîëüøîãî ó÷åáíèêà, çàäóìàííî-ãî àâòîðàìè ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾�àäèîýëåêòðîíèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿðàäèî�èçèêà¿.Ñîâðåìåííàÿ ðàäèîýëåêòðîíèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèî�èçèêà äëÿîïèñàíèÿ ñâîéñòâ è âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé äåòåðìèíèðîâàííûõ, ñëó÷àé-íûõ è öè�ðîâûõ ñèãíàëîâ èñïîëüçóåò ðàçíîîáðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå è�èçè÷åñêèå ìåòîäû. Â íàñòîÿùåì èçäàíèè ïîêàçàíî, êàê ñòðîÿòñÿ ìî-äåëè ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ, êàêóþ ðîëü èãðàåò ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä êàíàëèçó ÷àñòîòíî-âðåìåííûõ è èí�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ñèãíàëîâ.Àâòîðû ñòàðàëèñü ïî-âîçìîæíîñòè ïîäðîáíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûåñòîðîíû ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé, èõ âçàèìíóþ ñâÿçü è ïóòè ïðàêòè÷å-ñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Íàñ îñîáåííî óâëåêàëî áîãàòñòâî ðàçâèòûõ ñòàòè-ñòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ, íåîáúÿòíûå ïåðñïåê-òèâû èñïîëüçîâàíèÿ öè�ðîâûõ ñèãíàëîâ è öè�ðîâûõ òåõíîëîãèé â ðà-äèîýëåêòðîíèêå. Ïðè ýòîì ìíîãèå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ðàäèîëîêàöèè,òåëå�îíèè, ìîáèëüíîé ñâÿçè è Èíòåðíåòà, îêàçàëèñü íåðàññìîòðåííû-ìè. Íàñ ÷àñòè÷íî îïðàâäûâàåò òî, ÷òî íàçâàííûå âîïðîñû îòíîñÿòñÿ íåñòîëüêî ê ñèãíàëàì, ñêîëüêî ê ñèñòåìàì, à èñïîëüçóåìûå â ýòèõ ñèñòåìàõñèãíàëû, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, îïèñàíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî.Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ êíèãà áóäåò ïîëåçíà ñòóäåí-òàì è àñïèðàíòàì âóçîâ è óæå ïðè ïåðâîì ÷òåíèè íå âûçîâåò æåëàíèÿîòëîæèòü åå èçó÷åíèå äî ëó÷øèõ âðåìåí.
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