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ВВЕДЕНИЕ 

Учебное пособие написано в соответствии с Государственным образо-

вательным стандартом высшего профессионального образования и програм-

мой преподавания курса «Теоретическая механика» для студентов механико-

математического факультета СГУ. Курс «Теоретическая механика» является 

фундаментальной общеобразовательной дисциплиной. 

Теоретическая механика изучает общие закономерности механических 

движений различных математических моделей материальных тел (точка, 

дискретная система точек, абсолютно твердые тела, твердые деформирован-

ные тела, жидкости и т.п.), механических взаимодействий между телами и 

самих тел с различными по природе физическими полями. 

В данном пособии рассматриваются вопросы статики абсолютно твер-

дых тел.  

Цель настоящего пособия: 

 развить у студентов навыки в использовании определений и ак-

сиом статики при доказательствах утверждений и теорем статики абсолютно 

твердых тел; 

 на основании теорем статики научиться преобразовывать различ-

ные системы сил к совокупности «силы» и «пары сил» с последующим ана-

лизом возможных вариантов таких преобразований; 

 на основании уравнений статики определять реакции связей и 

геометрические параметры конструкций из абсолютно твердых тел, находя-

щихся в состоянии равновесия под действием заданных сил и моментов; 

 уметь анализировать полученные количественные результаты на 

основе решений уравнений равновесия. 

Пособие стоит из двух частей. В первой части изложены теоретические 

основы статики твердого тела, приведены контрольные вопросы, позволяю-

щие оценить качество освоения теоретического материала. Теоретический 

материал иллюстрируется рисунками. Вторая часть содержит примеры реше-

ния задач статики. Задачи для самостоятельного решения позволят обучаю-

щимся научиться применять полученные знания на практике, тем самым бу-

дут способствовать лучшему пониманию и усвоению материала.  

Пособие может быть полезно при изучении данной темы студентами 

других факультетов, изучающих теоретическую механику. 
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Часть 1. СТАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

1.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ, ОПРЕДЕЛЕНИЯ, АКСИОМЫ 

СТАТИКИ 

Статика, по определению Лагранжа, есть наука о равновесии системы 

сил. Под «силой» понимают любую причину, влияющую на механическое 

состояние тела. Основные положения статики формулировались и уточня-

лись на протяжении столетий и получили практически законченный вид в 

трудах Архимеда и Вариньона. Исторически статика была разработана неза-

висимо от законов динамики и, практически, в завершенном виде изложена в 

труде Вариньона «Новая механика». Основная количественная мера механи-

ческих взаимодействий тел при непосредственном контакте и на расстоянии 

является сила. Понятие силы, как вектора, впервые введено в 1580 году Сай-

моном Стевином. По существу, термин «вектор» возник из потребности опи-

сать понятие «сила». Стевином установлен закон сложения сил, известный 

как правило параллелограмма для векторов. Можно сказать, что статика яв-

ляется первым приложением векторного языка в механике. 

Материальное тело, расстояние между любыми точками которого 

остаются неизменными в процессе их механических взаимодействий с окру-

жающими телами, называется абсолютно твердым телом. 

Геометрическая статика (элементарная) изучает равновесие абсолют-

но твердых тел.  

Под равновесием понимается состояние относительного покоя в вы-

бранной системе отсчета.  

Основу статики (аксиоматической теории) составляют предположения, 

определения и аксиомы. 

Если изучается механическое поведение тела   A ,   то все остальные 

тела во Вселенной являются окружением тела  A    и обозначают   A
~

. 
 

Центральным положением в механике является следующее утвержде-

ние. 

▲ Влияние окружения   A
~

   на тело   A    можно моделировать зада-

нием вектора силы и пары сил (или вектора момента пары сил). 

В механике сила и момент пары сил являются первичными понятиями.  

Сила  это объект с заданными (аксиоматически) свойствами: 

1◦. Сила   ),( BAF


  является свободным полярным вектором и модели-

рует воздействие тела   B    на тело   A . 

2◦. Сила   ),( BAF


  аддитивна по телам   C    и   D ,   из которых состоит 

тело   B   (  DCDCB ; ): 

),(),(),(),( DAFCAFDCAFBAF


 . 
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3◦. Сила   ),( BAF


  аддитивна по телам   C    и   D ,   из которых состоит 

тело   A   (  DCDCA ; ): 

),(),(),(),( BDFBCFBDCFBAF


 . 

Понятие силы хорошо знакомо на интуитивном уровне и определяется 

первой аксиомой Ньютона. 

▲ Тело, изолированное от окружающего мира, находится в покое или 

равномерном прямолинейном движении пока и поскольку оно не понуждает-

ся приложенными силами изменить это состояние.  

Эта аксиома определяет инерциальную систему отсчета и силу, как 

любую причину, нарушающую состояние относительного покоя или равно-

мерного прямолинейного движения тел. 

Момент   ),( BAM


–это реакция тела   B    на повороты тела   A . 

Моменты так же наделяются, вводимыми аксиоматически, свойствами: 

1◦. Момент   ),( BAM


  является свободным аксиальным вектором и мо-

делирует моментное воздействие тела   B    на тело   A . 

2◦. Момент   ),( BAM


  аддитивен по телам, из которых состоит тело   B   

(  DCDCB ; ): 

),(),(),(),( DAMCAMDCAMBAM


 . 

3◦. Момент   ),( BAM


 аддитивен по телам, из которых состоит тело   A   

(  DCDCA ; ): 

),(),(),(),( BDMBCMBDCMBAM


 . 

Cила   ),( BAF


  есть реакция тела   B    на изменение положения тела   

A ;  момент   ),( BAM


это реакция тела   B    на повороты тела   A    вокруг 

различных осей, проходящих через точку приведения   P . 

Определения статики 

Определение. Множество сил, действующих на абсолютно твердое те-

ло   A ,   называется системой сил. 

Обозначается:  ),( iBAF


,   iF


,     ni ,...,2,1 ,  или    F


. 

Определение.  Две системы сил   ),( iBAF


,   ),( iCAF


,   ni ,...,2,1  

называются эквивалентными, если каждая из них вызывает одно и то же ме-

ханическое состояние тела  A . 

Обозначается:  ),( iBAF


~ ),( iCAF


. 

Определение.  Если система сил    F


,   при воздействии на абсолютно 

твердое тело, не вносит изменений в его механическое состояние, то такая 

система сил называется уравновешенной системой сил или системой сил эк-

вивалентной нулю, а тело, под действием такой системы сил находится в рав-

новесии. 

Обозначается:    F


~0 . 
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Говорят, что тело, под действием системы сил эквивалентной нулю, 

находится в равновесии (в состоянии покоя или равномерного прямолиней-

ного движения. Какое из этих состояний имеет место для статики несуще-

ственно). 

Определение.  Если система сил   ),( iBAF


   эквивалентна одной силе 

R


,  то есть   ),( iBAF


~ R


,   то сила   R


   называется равнодействующей дан-

ной системы, а сама система сил называется простейшей. 

Определение.  Если направления всех сил системы    F


   изменить на 

противоположные,   сохраняя при этом точки приложения сил,  то получим 

систему сил    'F


,   противоположную исходной. 

Обозначается:    'F


 F


 . 

Определение.  Если тело под действием двух систем сил    F


   и     P


   

находится в равновесии, то есть    PF


, ~0 ,   то говорят, что система    F


   

уравновешивается системой     P


   и обратно. 

Тогда можно сформулировать еще одно определение эквивалентности 

двух систем сил. 

Определение.  Если систем сил    F


   уравновешивается системой про-

тивоположной системе    P


,   то есть    PF


, ~0 , то говорят, что эти систе-

мы эквивалентны. 

Из определений следует: 

1. Если каждая из двух систем сил    F


   и     P


   эквивалентна тре-

тьей,   то системы    F


   и     P


   эквивалентны,  то есть    F


~ P


. 

2. Если система сил    F


   эквивалентна одной силе – равнодей-

ствующей,  то есть    F


~ R


,   то система    RF


,    эквивалентна нулю. 
 

Если линии действия сил лежат в одной плоскости, то система сил 

называется плоской,  в противном случае – пространственной. 

Определение. Совокупность материальных точек, механическое состо-

яние любой из которых зависит от механического состояния остальных, 

называется механической системой. 

Определение. Если расстояние между любыми двумя точками механи-

ческой системы не изменяется в процессе механического движения, то меха-

ническая система называется неизменяемой. 

Аксиомы статики 

АКСИОМА 1.  Система из двух равных по модулю, противоположных 

по направлению и приложенных в одной точке сил, эквивалентна нулю. 

АКСИОМА 2.  Система из двух сил, равных по модулю, противопо-

ложных по направлению, приложенных в двух каких-либо точках тела и 

принадлежащих прямой, проходящей через эти точки, эквивалентна нулю 

только в случае абсолютно твердого тела. 
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АКСИОМА 3.  Всякую систему сил можно заменить системой, ей эк-

вивалентной. 

АКСИОМА 4.  Две системы сил, различающиеся на систему, эквива-

лентную нулю, эквивалентны между собой.  

Таким образом, всегда можно, при необходимости, вводить в рассмот-

рение системы сил, эквивалентные нулю. 

АКСИОМА 5 (параллелограмм сил).  Система двух сил    21, FF


,   при-

ложенных в одной точке   A    и направленных под углом друг к другу, экви-

валентна одной силе   R


,   приложенной в той же точке  A    и равной вектор-

ной сумме данных сил: 

 21,FF


~ R


,   где   21 FFR


  (рис. 1.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

АКСИОМА 6 (принцип затвердевания).  Если произвольная, то есть 

изменяемая, механическая система находится в равновесии под действием 

некоторой системы сил, то ее равновесное состояние не нарушится, если си-

стему считать неизменяемой. 

Из аксиом статики следует, что сила, действующая на абсолютно твер-

дое тело, является свободным вектором на прямой, которой она принадле-

жит, то есть вектор силы можно переносить по линии действия силы в лю-

бую точку этой прямой. 

Аксиома связей 

Твердое тело называется свободным, если его перемещения в про-

странстве ничем не ограничены, или, что тоже, может занимать произвольное 

положение в пространстве. 

Если тело не может занимать произвольного положения в простран-

стве, а его точки иметь (в пределах разумного) произвольных скоростей, то 

тело называется несвободным, а причины, ограничивающие свободу, связя-

ми. 

Связи  это материальные тела. Геометрические образы связей  по-

верхности, плоскости, кривые, точки и т.п. 

АКСИОМА 7. Связи, наложенные на тело можно мысленно отбросить, 

заменив их, так называемыми, реакциями связей  векторами, имеющими 

размерность силы или пары сил и рассматривать тело как свободное, нахо-

дящееся под действием сил и реакций связей. 

1F


 

Рис. 1.1 

2F


 R


 

A  
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При этом, очевидно, аксиома связей ничего нового в механику не вно-

сит. 

Приведенные аксиомы позволяют проводить необходимые операции 

над системами сил с целью уменьшения количества сил в системе, или 

наоборот. Эту процедуру называют преобразованием, или приведением, си-

стемы сил. 

В статике решаются две задачи: 

1. Замена исходной системы сил, с помощью аксиом статики, системой 

с меньшим числом сил (или, при необходимости, наоборот), но обязательно 

эквивалентной исходной системе. 

2. Формулировка необходимых и достаточных условий равновесия си-

стем сил, действующих на абсолютно твердые тела или неизменяемые меха-

нические системы. 

1.2. ПРОСТЕЙШИЕ СИСТЕМЫ СИЛ 

К простейшим системам сил относятся: 

1. Система сил, приложенных к одной точке. 

2. Система сходящихся сил, то есть сил, линии действия которых пере-

секаются в одной точке. 

3. Система из двух параллельных, одинаково направленных и не 

принадлежащих одной прямой, сил. 

4. Система из двух параллельных, противоположно направленных 

(антипараллельных), не равных по модулю и не принадлежащих одной 

прямой, сил. 

5. Система многих параллельных, одинаково направленных, сил 
 

Все простейшие системы сил, на основании аксиом статики, 

преобразуются к одной силе  равнодействующей. 

Система сходящихся сил 

Первые из двух простейших систем сил на основании аксиомы 5 и того 

факта, что в случае абсолютно твердого тела сила есть свободный на своей 

линии действия вектор, легко преобразуются к одной силе  

равнодействующей 





n

k
kFR

1


, 

которая, в случае системы сил, приложенных к одной точке, приложена в той 

же точке; в случае сходящейся системы сил, приложена в точке пересечения 

их линии действия. 

Модуль и направление в пространстве равнодействующей стандартно 

определяются после введения в рассмотрение подходящей декартовой систе-

мы координат. 
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Для таких систем можно сформулировать: 

▲ Абсолютно твердое тело находится в равновесии под действием 

сходящейся системы сил, когда векторная сумма всех сил системы, предва-

рительно перенесенных в точку пересечения их линии действия, равна нулю:  

0
1




n

k
kF


. 

Система из двух параллельных, одинаково направленных и не 

принадлежащих одной прямой, сил 

Пусть дана система двух сил   21,FF


:  21 FF


 ,   12 FF   (рис. 1.2). 

Рассмотрим вопрос о существовании равнодействующей данной си-

стемы сил. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проведем через точки приложения сил   1A    и   2A    прямую   l    и вве-

дем в рассмотрение систему из двух сил, эквивалентную нулю:   21,EE


~0 ;   

,( 21 EE     21 EE


 ,   ), 21 lEE 


.   Тогда исходная система из двух сил  

 21,FF


   эквивалентна системе из четырех сил    2121 ,,, EEFF


.   Эта система, 

на основании аксиомы 4, эквивалентна системе из двух сил   1R


   и   2R


,   

приложенных в точках   1A    и   2A ,   соответственно, и направленных под 

углом друг к другу. 

 21,FF


~ 2121 ,,, EEFF


~ 21,RR


,   где   211 FFR


 ;   212 EER


 . 

Обозначим через   O    точку пересечения линий действия сил   1R


,   2R


   

и перенесем их в точку   O .   Таким образом, исходная система двух парал-

лельных, одинаково направленных сил, приложенных в точках   1A    и   2A    

1F


 

2F


 

1R


 

1E


 

2E


 
1A  

2A  

l  

O  

2E


 

1E


 

1R


 

2R


 

2F


 

1l  

R


 

C  

1F


 

2R


 

Рис. 1.2 
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эквивалентна системе двух сил   1R


   и   2R


,   приложенных в одной точке   O    

и направленных под углом. Разложим эти силы на исходные составляющие в 

точке   O .   Две из них, очевидно, эквивалентны нулю:   21,EE


~0 .  

Обозначим точку пересечения прямых   l    и   1l    через   C .   Из подо-

бия треугольников и равенств сторон следует  

21

21

2

1

1

2

AA

FF

CA

F

CA

F 
 .     (1.1) 

Таким образом, доказано следующее. 

▲ Система двух параллельных одинаково направленных сил эквива-

лентна одной силе   iFR


   )2,1( i ,   приложенной в точке   C    внутри 

отрезка   21AA   расположенной ближе к большей по модулю силе.  Положе-

ние точки приложения равнодействующей определяется (1.1). Модуль силы  

R


  равен сумме модулей исходных сил:   21 FFR  . 

Обратная задача о разложении силы на две параллельные одинаково с 

ней направленные составляющие имеет бесконечное множество решений. 

Решение будет определенным в случаях: 

1) задана линия действия и модуль одной из составляющих сил; 

2)  заданы линии действия обеих составляющих сил. 
 

Замечание. В (1.1) узнаем знаменитый принцип рычага Архимеда. 

Система из двух антипараллельных, не равных по модулю и не 

принадлежащих одной прямой, сил 

Рассмотрим систему двух антипараллельных, не равных по модулю сил   

 21,FF


:  21 FF


 ,   12 FF   (рис. 1.3).   

Для получения их равнодействующей, рассуждая аналогично преды-

дущей задаче, получим равенства 

212

1

1

2

AA

R

CA

F

CA

F
 ,  где   12 FFR  .  (1.2) 

Видно, что точка   C    приложения равнодействующей   R


   находится 

вне отрезка   21AA    со стороны большей по модулю силы. Равнодействующая   

R


   направлена в сторону большей силы   2FR


    и модуль ее равен разно-

сти модулей исходных сил   12 FFR  . 

 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



 11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таким образом, доказано следующее. 

▲ Система двух антипараллельных, не равных по модулю и не принад-

лежащих одной прямой, сил эквивалентна одной силе   iFR


   )2,1( i ,   

приложенной в точке   C    вне отрезка   21AA   со стороны большей по моду-

лю силы. Равнодействующая   R


   направлена в сторону большей силы   

2FR


    и модуль ее равен разности модулей исходных сил   12 FFR  . 

Точка приложения равнодействующей определяется из равенства (1.2). 

Отметим, что эту задачу можно решить путем разложения большей из 

этих сил   2F


   на две составляющие одинаково с ней направленные. 

Обратная задача имеет единственное решение в отмеченных выше двух 

случаях. 
 

 

 

 

2R


 

1R


 

2R


 

R


 

1E


 

1E


 

2E


 

2E


 

1A  
2A  

C  

O  

1F


 

1F


 

2F


 

2F


 

l  

ll ||1  

Рис. 1.3 
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Рассмотрим случай, когда   12 FF  ,   или наоборот. Из соотношений 

(1.2) получим: 

21
12

1
2 AA

FF

F
CA


 .     (1.3) 

Из равенства (1.3) следует, что при   12 FF     точка   C    «уходит» в беско-

нечность. Таким образом, точка приложения равнодействующей   R


   не-

определенна. Возникает самостоятельный элемент в статике, который назы-

вают парой сил. 

Определение. Система двух антипараллельных, равных по модулю и не 

принадлежащих одной прямой сил    21, FF


   называется парой сил: 

 21, FF


: 21 FF  ; 21 FF


 .   (1.4) 

Далее будет доказано, что пара сил вообще не имеет равнодействую-

щей. 

Система многих параллельных, одинаково направленных, сил 

Рассмотрим пространственную систему параллельных одинаково 

направленных сил: 

),...,3,2,1,( njiFF ji 


. 

Рассмотрим вопрос о точке приложения равнодействующей такой си-

стемы сил. 

Пусть   iF


   и   1iF


две любые силы системы. Выберем в простран-

стве точку   O    и введем в рассмотрение векторы положений   ir


   и   1ir


   

точек приложения   iA   и   1iA    указанных сил (рис. 1.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

iF


 

1iF


 ir


 

1ir


 

iA  

1iA  

l  

O  

1, iiC  

1, iir


 

1, iiR


 

0
1, iie


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Проведем через две параллельные силы плоскость    ,   а через точки   

iA   и   1iA    проведем прямую   l .   Эта система сил, как было показано 

ранее, имеет равнодействующую   1, iiR


,   модуль которой равен сумме мо-

дулей исходных сил:   11,   iiii FFR .   Определим вектор положения   

1, iir


   точки   1, iiC    приложения силы   1, iiR


.   Для этого запишем равен-

ство (1.1) в виде 

i

iii

i

iii

F

AC

F

CA 11,

1

1, 




 .     (1.5) 

Обозначим через   0
1, iie


   направляющий вектор прямой   l .   Умножим обе 

части равенства (1.5) на вектор   0
1, iie


.   Получим 

i

iii

i

iii

F

AC

F

CA 11,

1

1, 




 .     (1.6) 

Очевидны равенства (см. рис. 1.4) 

1,1,   iiiiii rCAr


; 111,1,   iiiiii rACr


.  (1.7) 

Из равенства (1.6) на основании (1.7) получим векторное уравнение для   

1, iir


.   Решение этого уравнения будет иметь вид 

1

11
1,











ii

iiii
ii

FF

rFrF
r




.     (1.8) 

По этой же схеме определим равнодействующую системы двух сил:   

 21, ,  iii FR


.    

Для радиус-вектора точки приложения их равнодействующей получим 

21

2211
2,1,











iii

iiiiii
iii

FFF

rFrFrF
r




.    (1.9) 

Перебирая все силы системы, на последнем шаге получим 








 

n

i
i

n

i
ii

Ciiii

F

rF

rr

1

1
,...3,2,1,




.    (1.10) 

Вектор   Cr


   определяет положение точки   C    приложения равнодействую-

щей системы параллельных сил.  
 

Точка   C    называется центром параллельных, одинаково направлен-

ных сил. 

Вектор   Cr


   не зависит от направления сил системы. Справедливость 

равенства (1.10) легко доказывается методом математической индукции. 
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Умножая (1.10) скалярно на орты декартовой системы координат с 

началом в точке   O ,   определим координаты точки   ),,( CCC zyxC : 








n

i
i

n

i
ii

C

F

xF

x

1

1 ; 








n

i
i

n

i
ii

C

F

yF

y

1

1 ; 








n

i
i

n

i
ii

C

F

zF

z

1

1 .  (1.11) 

1.3. ЦЕНТР МАСС И ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ НЕИЗМЕНЯЕМОЙ МЕ-

ХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Понятие «центр масс» является чрезвычайно важным и находит широ-

кое применение в механике. Оно не вытекает ни из каких-либо физических 

законов и вводится определением. 

Определение. Если   ir


   радиус-вектор материальной точки с массой   

im ,   то центр масс   C    системы материальных точек относительно некото-

рой точки пространства определяется соотношением: 


i

Cirm



i

iirm


.     (1.12) 

Понятие «центр тяжести» является весьма узким и относится к един-

ственному случаю, когда интенсивность поля сил тяжести можно считать, с 

достаточной степенью точности, векторной постоянной: 

constg 


.      (1.13) 

Это возможно, если объем, занятый механической системой, находится вбли-

зи поверхности Земли, а наибольший из геометрических размеров этого объ-

ема много меньше радиуса Земли. Тогда сила тяжести для   i -ой   точки си-

стемы будет иметь вид 

gmF ii


 .      (1.14) 

На основании (1.13) система   iF


   является системой параллельных, одина-

ково направленных сил. Формула (1.10) в этом случае примет вид: 








n

i
i

n

i
ii

C

m

rm

r

1

1




.     (1.15) 

Равенство (1.15) определяет положение центра тяжести механической 

системы и справедливо только при сделанных выше предположениях. Отме-

тим, что центр масс (как и центр тяжести) является геометрической точкой и 

в общем случае эти точки не совпадают. 

 

 

СА
РА
ТО
ВС
КИ
Й ГО

СУ
ДА
РС
ТВ
ЕН
НЫ
Й УН

ИВ
ЕР
СИ
ТЕ
Т И
МЕ
НИ

 Н
. Г

. Ч
ЕР
НЫ
ШЕ
ВС
КО
ГО



 15 

1.4. МОМЕНТЫ СИЛЫ ОТНОСИТЕЛЬНО ТОЧКИ И ОСИ 

Момент силы относительно точки 

Рассмотрим абсолютно твердое тело с одной неподвижной точкой   O .   

Приложим в произвольной точке   A    тела силу   F


.   Очевидно, тело совер-

шит поворот около некоторой оси, проведенной через неподвижную точку   

O    (рис. 1.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вращательный эффект зависит 

1)  от модуля силы; 

2)  от направления силы (относительно точки   O ); 

3)  от величины кратчайшего расстояния   OB    от точки  O    до линии   

l    действия силы   F


; 

4)  от положения плоскости    ,   проведенной  через линию действия  

силы  F


   и вектор   Ar

 вектор положения точки   A    относительно точки   

O . 

Все эти элементы можно учесть одним «вектором», который называют 

моментом силы   F


,   приложенной в точке   A ,   относительно точки   O . 

Определение. Моментом силы  F


,   приложенной в точке   A ,   отно-

сительно точки   O    называется векторное произведение вектора положения 

точки    A    относительно точки   O    и силы   F


: 

FrFmom AO


 .     (1.16) 

Из определения следует, что момент силы приложен в точке   O ,   пер-

пендикулярен плоскости    ,   направлен в сторону, откуда кратчайший по-

ворот вектора   Ar


   к вектору   F


   наблюдается против хода часовой стрел-

ки.  Модуль вектора момента определяется формулой 


 ),sin( FrFrFmom AO


.    (1.17) 

O  

Рис. 1.5 

A  

Ar


 

F


 

l  

B  

  

FmomO


 

1e


 
2e


 

3e


 

  
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Следует отметить, что величина   


),sin( FrrA


   есть кратчайшее рассто-

яние от точки   O    до линии   l    действия силы   F


.   Эта величина называ-

ется плечом силы. 

▲ Момент силы относительно точки  O    равен нулю, если линия дей-

ствия силы проходит через эту точку. 

Если в точке   O    поместить начало декартовой системы координат с 

базисными векторами   )3,2,1( je j


,   обозначить через   )3,2,1(, jFx jj    

координаты векторов   Ar


   и   F


,   то векторное произведение (1.16) перепи-

шется в виде 

jijijijjiiA FxeeFxeFexFr 


Єijk ke


    )3,2,1,,( kji ,   (1.18) 

где    Єijk  символы Леви-Чевиты, определяемые следующим образом: 
 

Єijk  












.,1

,,1

,,0

нечетноеиндексовинверсийчислоесли

четноеиндексовинверсийокперестановчислоесли

одинаковыиндексадвабыхотяесли

 

 

Например:   Є121 0 ; Є123 1 ; Є132 1 ; Є321 1 . 

Формула (1.18) определяет координаты вектора момента силы в ука-

занной декартовой системе координат, как коэффициенты при    

)3,2,1( ke k


. 

32( FxFrA 


Є231 23Fx Є321  1) e


31( Fx Є132 13Fx Є312  2) e


 

+ 21( Fx Є123 12Fx Є213) 3e

 . 

Используя определение символов Леви-Чевиты, запишем выражения 

для координат момента силы: 

  ;23321
FxFxFrA 


   ;31132

FxFxFrA 


   12213
FxFxFrA 


. 

Следует помнить: 

1) векторное произведение имеет смысл только в ориентированной си-

стеме отсчета; 

2) ориентация пространства производится до выполнения каких бы то 

ни было операций над векторами; 

3) никакие операции над векторами не меняют выбранной ориентации 

пространства. 

Векторное произведение требует более детального изложения. 

Для описания вращательных (спинорных) движений вводится понятие 

«спин-вектор». Спин-вектор изображается в виде элемента окружности со 

стрелкой на конце, указывающей направление вращения.  

Плоскость, которой принадлежит спин-вектор, называется плоскостью 

спин-вектора, а прямая, перпендикулярная к этой плоскости, проходящая че-

рез центр элемента окружности, называется осью спин-вектора.  Длина кри-

вой стрелки, изображающей спин-вектор, есть модуль спин-вектора. 
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Таким образом, механика использует два множества объектов, дей-

ствующих в трехмерном пространстве: множество прямых векторов (рис. 

1.6а) и множество спин-векторов (рис. 1.6б). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Примерами прямых векторов служат скорости, ускорения, силы и т.д.   

Так как работать с множествами различной природы невозможно, то 

вводятся дополнительные соглашения, позволяющие спин-вектор заменить 

прямым вектором. 

Всякому спин-вектору   a


   сопоставим прямой вектор   a


,   который 

называют аксиальным,   с помощью соглашений (рис. 1.7): 

1)  вектор   a


   принадлежит оси спин-вектора   a


   )( la


; 

2)  модуль прямого вектора равен длине спин-вектора   )(  aa


; 

3) с конца прямого вектора направление спин-вектора наблюдается 

против хода часовой стрелки (можно и наоборот). 

Пункт 3) и есть ориентация системы отсчета: правоориентированная 

(или левоориентированная). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Определение. Прямой вектор   a


    называется полярным вектором, ес-

ли при замене ориентации системы отсчета на противоположную, прямой 

вектор не меняет свое направление на противоположное. 

Определение. Прямой вектор   a


   называется аксиальным вектором, 

если при замене ориентации системы отсчета на противоположную, прямой 

вектор меняет свое направление на противоположное, сохраняя длину. 

Введем операцию векторного произведения в два этапа: 

1. Двум прямым векторам   a


   и   b


   сопоставим спин-вектор; 

2. Спин-вектору сопоставим, стандартным образом, прямой вектор, а 

эта процедура связана с выбором ориентации системы отсчета. 

Рис. 1.6а 

b


 

Рис. 1.6б 

l  

  

a


 

l  

  

a


 

a


 

Рис. 1.7 
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Пусть дана упорядоченная пара векторов   ba


,  (рис.1. 8).  

1. Сопоставим векторам    a


   и   b


   спин-вектор   c


   так, что  

1)  ось спин-вектора   l    перпендикулярна плоскости    ,   проходящей 

через векторы   a


   и   b


   )( l ; 

2)  направление спин-вектора показывает кратчайший поворот вектора   

a


   к вектору   b


; 

3) модуль спин-вектора равен  


  ),sin( baabc


, 

где   


),( ba


угол кратчайшего поворота от вектора   a


   к вектору   b


. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Обозначим     bac


, . 

Очевидно, что      abba


,,  ,   так как направление поворота меняется 

на противоположное. 

2. Поставим в соответствие спин-вектору   c


,   по известным соглаше-

ниям, прямой вектор   c


.   Эта процедура зависит от выбора ориентации си-

стемы отсчета. 

Определение. Прямой вектор   c


,   соответствующий спин-вектору   c


,   

назовем векторным произведением векторов   a


   и   b


: 

bac


 . 

Возникает вопрос о типе вектора   c


. 

1. Если   a


   и   b

полярные векторы (не зависят от выбора ориентации 

в пространстве), то    bac


,    также не зависит от этого выбора. Вектор   c


,   

сопоставленный   c


,   зависит от ориентации в пространстве и является ак-

сиальным. 

Таким образом, векторное произведение двух полярных векторов есть 

аксиальный вектор. 

  

l  

a


 

b


 
c


 

Рис. 1.8 
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2. Если   a

аксиальный вектор,   b


полярный вектор, то спин-вектор   

c


,   сопоставленный векторам   a


   и   b


   зависит от ориентации простран-

ства, а вектор   c


,   сопоставленный   c


,   не зависит от ориентации про-

странства и является полярным. 

Рис. 1.9аправоориентированная система отсчета; 

Рис. 1.9блевоориентированная система отсчета. 

3. Если   a


   и   b

аксиальные векторы, то векторное произведение яв-

ляется аксиальным вектором. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Справедливы следующие равенства: 

baсacbcba

 )()()( .   (1.18) 

)()()( baccabcba

 .   (1.19) 

Расстановка скобок в левой части тождества (1.19) существенна, так 

как   cbacba


 )()( . 

Таким образом, момент силы относительно точки является аксиальным 

вектором. 

 bac


,  

bac


  

b


 

a


 

Рис. 1.9а Рис. 1.9б 

bac


  

a


 

 bac


,  

b

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Момент силы относительно оси 

Рассмотрим абсолютно твердое тело с двумя неподвижными точками   

A    и   B .   Приложим в любой другой точке   C    тела, не лежащей на пря-

мой   l ,  проведенной через точки   A    и   B ,   силу   F


,   линия действия ко-

торой не пересекает   l  (рис. 1.10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Очевидно, тело совершит поворот вокруг прямой   l . 

Вращательный эффект зависит: 

1)  от модуля силы   F


; 

2)  от направления силы относительно предварительно ориентирован-

ной прямой   l ,   называемой осью; 

3)  от величины кратчайшего расстояния   d    от точки  C    до прямой   

l . 

Все эти элементы можно учесть одним «вектором», который называют 

моментом силы   F


   относительно оси. 

Определение. Моментом силы   F


   относительно прямой    l    (с 

направляющим вектором   oe


)   называется проекция момента этой силы от-

носительно любой точки   О    прямой   l    на эту прямую:  
oo

l eeFrFmom


 )(    или   oo
l eeFrFmom


 )( . 

В механике часто используются тензоры второго ранга   П    (в трех-

мерном евклидовом пространстве), называемые проекторами. Для таких тен-

зоров должны выполняться условия: 

1)  TПП  ,   где   TП траспонированный тензор; 

2) ППП  ,   где   ПП  внутреннее произведение тензора   П    

на себя. 

O  

A  

Fr


  

e  

B  

r


 C  

F


 
 

eeFr   

l  

d  

Рис. 1.10 
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Проекторами являются тензоры: 

mmП


1 , nnmmП


2 , kknnmmП


2 , 

где   knm


,, единичные ортогональные векторы. 

Скалярное произведение этих проекторов   iП    ( 3,2,1i )   на вектор   

a


    

aПi


     ( 3,2,1i ) 

при   1i    проецирует вектор   a


   на прямую, натянутую на вектор   m


: 

mmaammaП


)(1  ; 

при   2i    проецирует вектор   a


   на плоскость, натянутую на вектора   m


   

и   n


: 

nnammaannmmaП


)()()(2  ; 

при   3i    есть разложение вектора   a


   по векторам   m


,  n


   и   k


: 

kkannammaaП


)()()(3  . 

Используя этот факт, момент силы  F


   относительно оси   l    можно 

записать в виде: 
oo

l eeFrFmom


 )( .    (1.20) 

▲ Момент силы относительно оси не зависит от положения точки  

O   на этой оси. 

В самом деле, обозначим через   O   любую другую точку оси относи-

тельно которой точка   C    приложения силы   F


  определяется вектором   r 


.   

Покажем, что 

 oo eeFr


)( oo eeFr


 )( . 

    0)(  oooo eeFOOeeFrr


,  так как   OO || oe


. 

Моменту силы относительно оси можно дать определение полезное в 

практических целях. 

Из векторной алгебры известно равенство: 

bпрaпрbaпрl


  )( , 

где    любая плоскость перпендикулярная прямой   l  

Введем в рассмотрение в плоскости     ,   перпендикулярной прямой   

l ,   ортогональные единичные векторы  oo mn


,  (рис. 1.11) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

oe


 

on


 

b


 

a


 

  

om


 

O  

Рис. 1.11 
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F


 

xyF


 

r


 

F


 

Fr


  

oo eeFr


  

Тогда последнее равенство можно переписать в виде: 

)()( oooooooooo mmnnbmmnnaeeba


 . (1.21) 

На основании (1.21) определение (1.20) будет иметь вид 

)()( oooooooooo mmnnFmmnnreeFr


 . 
 

Для вычисления момента силы   F


   относительно оси   l    следует вы-

полнить следующие действия: 

1) выбрать на оси   l    произвольную точку   O    и провести через нее 

плоскость    ,   перпендикулярную оси   l ; 

2) построить проекции векторов   r


   и   F


   на плоскость    ,   то есть 

)(),( oooooooo mmnnFmmnnr


 ; 

3) записать векторное произведение этих проекций (рис. 1.12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Момент силы относительно оси равен нулю, если сила параллельна оси 

или линии действия силы пересекает ось. 

Момент системы сил относительно центра 

Рассмотрим две системы сил. Первая из них произвольная системы сил 

в пространстве (рис.1.12а). Вторая  одна из четырех простейших систем сил.  
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В первом случае сумма моментов сил системы относительно некоторой 

точки   O    пространства называется главным моментом системы сил отно-

сительно точки   O  

 
i

ii FrM


. 

Во втором случае (простейших систем сил) имеет место известная тео-

рема Вариньона: 

▲ В случае простейшей системы сил, момент равнодействующей  R


  

этой системы относительно произвольной точки   O    в пространстве ра-

вен сумме моментов сил системы    
i

ii Fr


  относительно той же точки, 

то есть   
i

iiC FrRr


. 

Эта теорема легко доказывается для любой из простейших систем сил.  

Действительно, рассмотрим случай сходящейся системы сил. Обозна-

чим через   C    точку пересечения линий действия сил системы, через   O - 

любую точку в пространстве. Положение точки   C   относительно   O    опре-

деляет вектор   Cr


,   положения точек   iA    приложений соответствующих 

сил   iF


   системы относительно той же точки   O    определяют векторы  ir


  

(рис.1.12б). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Определим, стандартным образом, сумму моментов всех сил системы 

относительно точки   O    и запишем цепочку равенств. 

RrFrFCArFr C
i

iC
i

iiС
i

ii


  )( .   (1.22) 

Следовательно,    
i

iiC FrRr


. 

Рис. 1.12б 
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Рассмотрим случай системы параллельных и одинаково направленных 

сил  o
ii eFF


    ( ),...,2,1 ni  ,  где   oe


произвольно направленный единич-

ный вектор. Рассуждая по той же схеме, запишем сумму моментов сил си-

стемы относительно произвольной точки   O . 
o

i
i

i
i eFrFr


  ,    (1.23) 

где   ir


 вектор положения точки   iA ,   к которой приложена сила  системы  

iF


. 

Обозначим через   C    точку приложения равнодействующей   R


   рас-

сматриваемой системы сил,   Cr


 вектор положения этой точки относитель-

но полюса   O . 

Ранее было доказано, что 

i
i

i
i

iC rFFr


  .     (1.24) 

Умножим обе части равенства (1.24) справа налево векторно на  oe


: 
o

i
i

i
o

i
iC erFeFr


  )()( . 

На основании (1.23) приходим к равенству (1.22): 
o

i
i

i
i

o
iC eFreFr


  ,   или    

i
iiC FrRr


, 

где   
i

iFR


равнодействующая системы параллельных, одинаково 

направленных сил. 

Докажем теорему Вариньона для системы двух антипараллельных сил 

(рис. 1.13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для данного случая равенства (1.2) можно записать в виде: 

1

2

2

1

F

CA

F

CA
 .     (1.25) 
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Рис. 1.13 
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Перейдем к векторной форме, умножая (1.25) на   2e


 ( 212 || AAe


) 

1

2

2

1

F

CA

F

CA
 , .   (1.26) 

Отметим, что    

,11 rrCA C


  22 rrCA C


 .   (1.27) 

Умножим обе части равенства (1.26) справа векторно на любую из сил   

1F


   или   2F


   и запишем 

1

12

2

11

F

FCA

F

FCA






,   где    1

1

1 e
F

F 


 . 

Так как   122 eFF


 ,   то последнее равенство перепишется в виде 

2211 FCAFCA


 . 

На основании (1.27) получим 

2211 )()( FrrFrr CC


  

или, что то же 

221121 )( FrFrFFrC


 ,   или    



2

1

2

1 i
ii

i
iC FrFr


. 

Теорема Вариньона для этого случая доказана. 
 

Замечание.  В геометрии Вариньоном была доказана теорема: 

▲ Для любого параллелограмма сумма произведений перпендикуляров, 

опущенных из любой точки плоскости параллелограмма на продолжение 

смежных сторон, на соответствующие стороны, равна произведению пер-

пендикуляра, опущенного на продолжение диагонали между этими сторо-

нами, на диагональ:  dba dhbhah   (рис. 1.14). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Теорема Вариньона, как отмечал Лагранж, «является изящной теоре-

мой геометрии». 
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1.5. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПАР СИЛ 

Определение. Система двух сил, равных по модулю, противоположных 

по направлению и не принадлежащих одной прямой называется парой сил.  

Обозначается    FF 


, . 

Справедлива следующая теорема о трех силах: 

▲ Если абсолютно твердое тело находится в равновесии под 

действием трех сил, принадлежащих одной плоскости, то линии действия 

этих сил пересекаются в дной точке . 

На основании теоремы о трех силах доказывается утверждение: 

▲ Пара сил не имеет равнодействующей. 

Утверждение докажем «от противного». Предположим, что пара сил 

имеет равнодействующую   R


,  то есть    FF 


, ~ R


.   Тогда плоская система 

из трех сил    RFF


,, ~0 . Следовательно, по теореме о трех силах линии 

действия сил этой системы должны пересекаться в одной точке. Полученное 

противоречие и доказывает утверждение. 

Определение. Плоскость, которой принадлежит пара сил, называется 

плоскостью пары. 

Определение. Кратчайшее расстояние между линиями действия сил па-

ры, называется плечом пары. 

Определение. Направление сил относительно любой точки внутри по-

лосы, ограниченной линиями действия сил пары, называется направлением 

пары (повороты по ходу или против хода часовой стрелки отрезков, соеди-

няющих точки приложения сил с любой точкой внутри полосы). 

Пара сил, действуя на абсолютно твердое тело, вызывает вращательное 

(спинорное) движение. 

Вращательный эффект зависит (рис. 1.15) 

1) от модулей сил пары   FF , ; 

2) от плеча пары   d ; 

3) от  направления пары; 

4) от положения плоскости пары    . 
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Все перечисленные элементы можно учесть одним вектором, который 

называют моментом пары сил. 

Определение.  Моментом пары сил называется вектор, перпендикуляр-

ный плоскости пары, направленный в сторону, откуда направление пары 

наблюдается против хода часовой стрелки и по модулю равный произведе-

нию любой из сил пары на ее плечо (рис. 1.16). 

Обозначается    MFFmom


, . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

▲ Момент пары сил есть свободный в пространстве вектор, или, что 

то же, пара сил есть свободная в пространстве совокупность двух сил, 

образующих пару. 

Действительно, определим сумму моментов   M


   сил пары относи-

тельно произвольной точки   O    в пространстве (рис. 1.17) 

FrFrM 


. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На основании определения пары сил возможны замены 

F


   на   F 


,   или   F 


   на   F


 . 

Рис. 1.16 
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Тогда   

FAAFAAFrrFrFrM 


)( .     (1.28) 

Как следует из (1.28) момент пары не зависит от положения точки  O   

и является свободным вектором. 

Введем в рассмотрение вектор   BAd 


   и   вектор   d 


   такой, что  

dddd  ;


.   Так как   BAdAA 


   и   BAF


,   то 

FdFdM 


.    (1.29) 

Равенства (1.28) или (1.29) позволяют сформулировать три положения. 

▲ Пару сил можно переносить в ее плоскости, при этом механическое 

состояние абсолютно твердого тела не меняется. 

▲ Плоскость пары сил можно переносить параллельно самой себе в 

пространстве, при этом механическое состояние абсолютно твердого тела 

не меняется. 

▲ Любым образом можно видоизменить модули сил пары и ее плечо, 

сохраняя при этом их произведение (то есть модуль вектора момента 

пары),  при этом механическое состояние абсолютно твердого тела не 

меняется. 

Приведенные выше положения позволяют преобразовать системы пар 

сил к одной (результирующей) паре. Для этого достаточно выполнить следу-

ющие действия. 

1. Все пары исходной системы пар сил преобразовать к системе пар сил 

с одинаковыми плечами:     
idii FF


, ~ 

dii PP


, ,     dPdF iii  . 

2. Совместить плечи пар преобразованной системы и, на основании ак-

сиомы 4 статики, получить результирующую пару   

di
i

i
i PPPP









 


,    с 

плечом   d ,   эквивалентную исходной системе пар сил 

 dPP 
, ~ 

idii FF


,  (рис. 1.18). 
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1.6. ПРОИЗВОЛЬНАЯ ТРЕХМЕРНАЯ СИСТЕМА СИЛ 

Определение.  Если линии действия хотя бы двух сил системы являют-

ся скрещивающимися прямыми, то такая система сил называется произволь-

ной. 

Преобразование такой системы сил осуществляется на основании тео-

ремы статики о параллельном переносе силы (теорема Пуансо). 

▲ Сила   F


,   приложенная в точке   A    абсолютно твердого тела 

эквивалентна той же по модулю и направлению силе, приложенной в любой 

другой точке  B    тела и паре сил, момент которой равен моменту силы, 

приложенной в точке   A    относительно точки   B : 

 AF


~ BFBAF


, . 

Для доказательства теоремы проведем через точку   B    прямую, па-

раллельную силе   F


.   Приложим в точке   B    систему сил, эквивалентную 

нулю  BFF


, ~0. 

 

Исходная система из одной силы    AF


   эквивалентна системе из трех 

сил 

 AF


~     BA FFF


,, , 

в которой     BF


сила, перенесенная в точку   B ,   а    AF


,      BF


обра-

зуют пару сил, момент которой 

   BA FABFBA


   (рис. 1.19). 
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Рис. 1.19 
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На основании теоремы Пуансо, произвольная система сил    
iAiF


   эк-

вивалентна системе сил, приложенных в некоторой точке   O ,   и системе пар 

сил, моменты которых    
iAii FOA


    приложены в той же точке   O : 

 
iAiF


~     

iAiiOi FOAF





, . 

Вектор   iOA    положения точки   iA    приложения силы   iF


   относи-

тельно точки   O    обозначим через   ir


   (рис. 1.20). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проводя суммирование сил и моментов, приложенных в точке   O ,   

получим 

 
iAiF


~    












  )(,)( OMFrORF
i

Aii
i

Oi
i


.  (1.30) 

Таким образом, произвольная система сил эквивалентна двум векто-

рам, один из которых имеет размерность «силы», другой  «момента силы». 

Определение.  Векторная сумма всех сил системы, предварительно пе-

ренесенных параллельно самим себе в некоторую точку   O    пространства, 

называется главным вектором системы сил и обозначается )(OR


: 

.)()( 
i

i OROF


     (1.31) 

Определение.  Cумма моментов всех сил системы, вычисленных отно-

сительно произвольной  точки   O    пространства, называется главным мо-

ментом системы сил и обозначается   )(OM


: 

.)()( 
i

iii OMAFr


     (1.32) 

Свойства главного вектора и главного момента 

1◦. Главный вектор системы сил не зависит от точки   O    переноса сил:   

)()( OROR 


,   то есть является свободным вектором для данной системы сил 

(рис. 1.21). Это следует из определения главного вектора. 

iA  

ir


  
iAiF


 

 
OiF


 

 
iAii Fr


  

O  
2e


 3e


 

1e


 

Рис. 1.20 
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По этой причине, главный вектор системы сил является первым век-

торным инвариантом рассматриваемой системы сил, который обозначим 

через   1J


 

1JR


 .     (1.33) 

2◦. Главный момент системы сил зависит от точки   O . 

Действительно, рассмотрим другую точку приведения  O ,   переноса 

системы сил    
iAiF


.   Главный момент   )(OM 


   будет иметь вид 

 
i

iii AFrOM )()(


,    (1.34) 

где   ii rrOO 


  (рис. 1.21). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда 

 
i

ii
i

iii
i

iii AFOOAFrAFOOrOM )()()()()(


. 

Следовательно, 

)()()( OROOOMOM


 .   (1.35) 

Из (1.35) видно, что с изменением центра приведения сил, главный мо-

мент изменяется на величину равную моменту главного вектора относитель-

но нового центра приведения   O .   Равенство (1.35) можно переписать в ви-

де 

)()()( OROOOMOM


 .    (1.36) 

3◦. Скалярное произведение главного вектора на главный момент не за-

висит от положения точки   O . 

В этом нетрудно убедиться, если умножить равенство (1.35) или (1.36) 

скалярно на главный вектор. 

)()()()()()( OROROOOROMOROM


 . 

Учитывая, что смешанное произведение   0)()(  OROROO


, получим 

)()()()( OROMOROM


 .    (1.37) 

Таким образом, скалярное произведение главного вектора на главный 

момент не чувствителен к точке переноса   O   и по этой причине является 

вторым скалярным инвариантом   2J


   рассматриваемой системы сил 

RMJ


2 .      (1.38) 

iA  

O  
O  

)(OM 


 

)(OM


 

)(OR 


 

)(OR


 

)( iAF


 

ir 


 ir


 

Рис. 1.21 
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Следует отметить, что инвариантов системы сил бесчисленное мно-

жеств, но все они выражаются через   1J


   и   2J . 

Инварианты произвольной системы сил   1J


   и   2J    называют глав-

ными инвариантами системы сил. 

4◦. Проекция главного момента на прямую   l ,   которой принадлежит 

главный вектор   R


,   не зависит от точки приведения   O . 

Действительно, 

R
R

ROM

R

R

R

R
OMOMпрl






2

)(
)()(











 .   (1.39) 

Отношение    


e
R

R
есть единичный направляющий вектор прямой   

l .   Тогда проекция главного момента на прямую   l   выражается через пер-

вые два инварианта следующим образом: 


e

J

J
OMпрl

1

2)(  . 

5◦. Существует такая прямая  l    в пространстве, которой всегда при-

надлежат главный вектор и главный момент. 

Обозначим через   m    единичный вектор перпендикулярный   e .   То-

гда главный момент можно разложить на две составляющие, одна из которых 

является проекцией главного момента на прямую   l :    
eeOM )( ,   а дру-

гая  проекцией  главного момента на прямую, перпендикулярную   l :   
 

mmOM )( .   

Таким образом, 
 

mmOMeeOMOM  )()()( .   (1.40) 

Так как первое слагаемое в этой сумме инвариант, то с изменением 

точки приведения системы сил изменяется только перпендикулярная состав-

ляющая главного момента – второе слагаемое в равенстве (1.40). 

Естественно предположить, что существует такая точка   O ,   в кото-

рой эта перпендикулярная составляющая равна нулю 

0)(   
mmOM . 

Тогда 
 

eeOMOM   )()( .   (1.41) 

Следовательно, главный момент и главный вектор в точке   O   парал-

лельны: 

)( OM


 )( OR


. 

Нетрудно показать, что таких точек бесчисленное множество и обра-

зуют они прямую в пространстве, которую обозначим   l . 
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Действительно, запишем условие параллельности векторов с учетом 

равенства (1.36) 

p
R

ROOOM
p

R

OM














)()(

.  (1.42) 

Уравнение (1.42) определяет прямую   l ,  где переменный вектор  OO . 

Определение.  Прямая, заданная уравнением (1.42), называется цен-

тральной осью системы сил 

Определение.  Проекция главного момента на линию действия главного 

вектора    MeeOM


)(    называется наименьшим главным моментом. 

Таким образом, совокупность      lRM


, . 

Динамический винт 

Определение.  Совокупность главного вектора    R


   и главного момен-

та   M


,   или пары сил,  момент которой   M


,   называется динамическим 

винтом. 

Свободное в пространстве тело под действием такой совокупности со-

вершает одновременно поступательное (трансляционное) и вращательное 

(спинорное) движения. Траектория любой точки тела находится на поверхно-

сти цилиндра, осью которого является центральная ось системы сил и явля-

ется винтовой линией. 

Определение.  Скаляр   p    в уравнении (1.42) называется параметром 

динамического винта. 

Параметр динамического винта также является инвариантом, так как из 

(1.42) следует 




R

OM



)(

p
J

J

R

RM



2
1

2

2



. 

Возможные случаи воздействий 

Обозначим через iF


   систему сил  результат воздействий на абсолют-

но твердое тело   A    со стороны других тел   iB  

),( ii BAFF


 . 

Возможны следующие случаи: 

1.  .02  RMJ


 

1.1.   0R


;   0M


. 

Система сил эквивалентна одной равнодействующей силе  
i

iFR


   и 

является простейшей. Тело под действием этой системы совершает поступа-

тельное (трансляционное) движение. 
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1.2. 0R


;   0M


. 

Система сил эквивалентна паре сил с моментом   M


,   который не за-

висит от точки приведения   O  (и является инвариантом в этом случае). Сво-

бодное в пространстве тело под действием такой системы сил совершает 

вращательное (спинорное) движение. 

1.3. 0R


;   0M


;  MR


 . 

Очевидно, это случай 1.1. 

1.4. 0R


;   0M


. 

В этом случае система сил эквивалентна нулю, а тело, под действием 

такой системы сил, находится в равновесии. 

2.  .02  RMJ


 

Система сил приводится к динамическому винту с параметром   p . 

 iF


~  ),...,2,1(,, niMR 


. 

Центральная ось системы определяется уравнением (1.42). Тело под действи-

ем такой системы сил совершает одновременно поступательное (трансляци-

онное) и вращательное (спинорное) движения. 

1.7. УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМ СИЛ 

Как было отмечено, что система сил эквивалентная нулю    iF


~ ,0    не 

вносит изменений в механическое состояние тела, будь то движение тела или 

покой. Так же доказано, что система сил эквивалентна главному вектору и 

главному моменту    iF


~  ),...,2,1(,, niMR 


. На основании транзитивности 

следует, что совокупность главного вектора и главного момента эквивалент-

на нулю    MR


, ~ .0    Следовательно, каждый из элементов этой совокупно-

сти должен быть равен нулю 

0


R ; 0


M .     (1.43) 

Условие (1.43) можно записать в виде 

0)(
1






n

i
i OF ; 0)(

1






n

i
iii AFr .   (1.44) 

Эти равенства есть векторная форма условий равновесия произвольной 

системы сил. 

Уравнения (1.43) или (1.44) позволяют сформулировать следующее 

утверждение. 

▲ Абсолютно твердое тело находится в равновесии под действием 

произвольной системы сил тогда и только тогда, когда главный вектор и 

главный момент системы равны нулю, или, что тоже, векторная сумма всех 

сил, предварительно перенесенных в точку   O    пространства, и сумма мо-

ментов всех сил относительно этой точки равны нулю. 
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Умножая (1.44) скалярно на базисные орты  )3,2,1( je j


   декартовой 

системы координат, получим координатную форму записи уравнений равно-

весия: 

0
1




n

i
ijF ; 0

1
)( 



n

i
ie Fmom

j


    )3,2,1( j .  (1.45) 

Шесть уравнений (1.45) есть условия равновесия системы сил в коор-

динатной форме. 

▲ Сумма проекций всех сил на координатные оси выбранной системы 

координат и сумма моментов всех сил относительно этих осей равны нулю. 

В случае плоской системы сил векторная форма условий равновесия 

определяется (1.43) или (1.44). Координатная форма условий равновесия си-

стемы сил запишется в виде трех уравнений 

0
1




n

i
ijF ; 0

1




n

i
iOFmom


   )2,1( j ,  (1.46) 

где   O произвольная точка в плоскости сил. 

Существуют еще две формы условий равновесия плоской системы сил, 

полезные в практических целях. 

▲ Абсолютно твердое тело находится в равновесии под действием 

плоской системы сил тогда и только тогда, когда сумма моментов всех сил 

относительно трех, не лежащих на одной прямой точек   )3,2,1( jO j    

плоскости   равны нулю. 

0
1




n

i
iO Fmom

j


   )3,2,1( j . 

▲ Абсолютно твердое тело находится в равновесии под действием 

плоской системы сил тогда и только тогда, когда сумма моментов всех сил 

относительно двух точек   21 , OO    плоскости   равны нулю и сумма 

проекций всех сил на любую прямую   l    в плоскости не перпендикулярную 

прямой  l ,  проходящей через точки   21 , OO    равна нулю. 

0
1




n

i
iO Fmom

j


   )2,1( j ; 0

1






n

i
il Fпр


. 
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Контрольные вопросы 

1. Что изучает раздел теоретической механики «геометрическая статика»? 

2. Каково смысловое значение термина «сила»? 

3. Сформулировать гипотезу абсолютно твердого тела. 

4. Дать определение равнодействующей системы сил. 

5. В каком случае можно утверждать, что две системы сил эквивалентны? 

6. В каком случае говорят, что система сил эквивалентна нулю, 

7. Сформулировать аксиомы статики? 

8. Какие две задачи рассматривают в статике? 

9. Дать определение связи и сформулировать аксиому связей. 

10. Какие аксиомы статики и следствия из них используются при опреде-

лении равнодействующих двух параллельных одинаково направленных 

сил и двух антипараллельных не равных по модулю сил? 

11. Дать определение центра масс механической системы материальных 

точек. 

12. На основании каких предположений определяется центр тяжести меха-

нической системы? 

13. Что называют моментом силы относительно точки?  оси? 

14. В каких случаях момент силы относительно оси равен нулю? 

15. В каком случае точка приложения равнодействующей системы двух 

антипараллельных не равных по модулю сил «уходит» в бесконечность 

(неопределенна)? 

16. Сформулировать второе определение момента силы относительно оси. 

17. Почему момент силы относительно точки, оси и момент пары сил яв-

ляются псевдовекторами? 

18. Доказать, что пара сил не имеет равнодействующей. 

19. Дать определение момента пары сил и доказать, что этот псевдовектор 

является свободным в пространстве. 

20. Сформулировать основную теорему статики (теорема Пуансо). Какие 

аксиомы статики используются при ее доказательстве? 

21. Что называют главным вектором и главным моментом пространствен-

ной системы сил? 

22. Как главный вектор и главный момент системы реагируют на измене-

ние центра приведения системы сил? 

23. Что называют первым и вторым статическим инвариантом системы 

сил? 

24. Перечислить возможные случаи приведения системы сил к центру. 

25. Какая составляющая главного момента не зависит от центра приведе-

ния (является «векторным» инвариантом)? 

26. Как найти уравнение центральной оси системы сил – прямой, которой 

принадлежит главный вектор и главный момент? 

27. В каком случае главный вектор есть равнодействующая системы сил? 

28. Сформулировать условия равновесия систем сил в векторной форме. 

29. Для какой системы сил справедлива теорема Вариньона? 
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30. Доказать теорему Вариньона для системы двух одинаково направлен-

ных сил. 

31. Доказать теорему Вариньона для системы двух антипараллельных сил. 

32. Как будет перемещаться в пространстве «свободное» тело под действи-

ем силы?  под действием пары сил?  одновременно под действием силы 

и пары сил? 

33. Сформулировать условия, при которых центр тяжести совпадет с цен-

тром масс? 
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Часть 2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ СТАТИКИ  

2.1. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

План решения задач 

1. Изобразить тело, силы, действующие на него, и наложенные свя-

зи. 

2. На основании аксиомы связей ввести в рассмотрение реакции 

связей. 

3. Записать уравнения равновесия в векторной форме. 

4. Подходящим образом выбрать систему координат. 

5. Перейти от векторной формы к координатной. 

6. Решить алгебраическую неоднородную систему уравнений. 

7. Провести анализ полученного решения. 

 

П р и м е р  1 .  Конструкция из двух стержней, на которые наложены 

связи в точках  EA,    и  B  (рис. 2.1), находится в равновесии под действием 

известной силы   P


   и момента   M


.   В точке   C     стержни связаны через 

шарнир. Необходимо записать неоднородную систему алгебраических урав-

нений для определения неизвестных координат реакций связей, рассмотрев 

возможные варианты числа связей, обеспечивающих статическую определи-

мость конструкции. Геометрию конструкции считать известной. В случае 

необходимости, сделать конструкцию статически определимой.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Р е ш е н и е .  

Мысленно отбросим связи, рассечем конструкцию в точке   C    на две 

части:  I   и   II.   На основании аксиомы связей введем в рассмотрение реак-

ции связей:   )(AR


,   )(ER


,   )(CR


,   )(CR


,   )(BR


,   BM


 (рис. 2.2). 

Отметим, что истинное направление реакций связей дает решение за-

дачи. Если в результате решения значение реакции связи получено с положи-

тельным знаком, то ее направление выбрано верно, в противном случае 

направление следует изменить на противоположное. 
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Рассмотрим равновесное состояние каждого элемента   I   и   II. Реак-

ции связей в точке контакта   C    двух элементов конструкции, на основании 

третьей аксиомы Ньютона, связаны равенством 

)()( CRCR 


.     (2.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Уравнения равновесия в векторной форме запишутся 
:I  

0)()()(


 CRERPAR ;    (2.2) 

0)()(


 ERCEPCDARCA .  (2.3) 

:II  

;0)()(


 BRCR       (2.4) 

0)(


 BMMBRCB .    (2.5) 

Равенство (2.1) запишем в виде 

0)()(  CRCR


.     (2.6) 

Таким образом, в векторной форме имеем пять уравнений равновесия и 

шесть неизвестных реакций связей:  )(AR


,   )(ER


,   )(CR


,   )(CR


,   )(BR


,   

BM


. 

Рассмотренная задача статически неопределима. Необходимо убрать 

одну из связей. Возможны следующие варианты. 

1. Убрать подвижный шарнир в точке  A    (рис. 2.3). 
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2. Убрать подвижный шарнир в точке  E    (рис. 2.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Жесткое крепление в точке   B    заменить неподвижным шарни-

ром (рис. 2.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В этом случае в уравнении (2.5)     0


BM . 

Перепишем систему (2.2)-(2.6) в координатной форме. Для этого вве-

дем в рассмотрение базис декартовой системы координат   ),,( 321 eee


   так, 

что орт   1e


   направлен параллельно оси горизонтального стержня   AC  

(рис. 2.2). Умножим скалярно уравнения (2.2), (2.4) и (2.6)   на   орты   1e


   и   

2e


. Уравнения (2.3) и (2.45) умножим скалярно на орт   3e


   и запишем: 

:I  















.0)()(

;0)()()(

;0)(

333

2

1

eERCEePCDeARCA

CRERPAR

CR


  (2.7) 

:II  















.0)(

;0)()(

;0)()(

3

22

11

MMeBRCB

BRCR

BRCR

B


    (2.8) 









.0)()(

;0)()(

22

11

CRCR

CRCR
      (2.9) 
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Здесь   )()()( 21 BRBRBR


 . 

Вычислим  смешанные произведения векторов в этих уравнениях. 

)(

100

0)(0

00

)( 3 ARCAAR

CA

eARCA 






. 

PCDP

CD

ePCD 





100

00

00

3


. 

)(

100

0)(0

00

)( 3 ERCEER

CE

eERCE 






. 







100

0)()(

0sincos

)( 213 BRBR

CBCB

eBRCB




 )(cos 2 BRCB   

)(sin 1 BRCB   . 

В координатной форме получили 8 уравнений и 9 неизвестных коорди-

нат реакций связей: 

BMBRBRERARCRCRCRCR ),(),(),(),(),(),(),(),( 212121  . 

Обращаясь к рассмотренным выше вариантам в системе (2.7)-(2.9) сле-

дует убрать:  

вариант 1 – )(AR ,   вариант 2 – )(ER ,   вариант 3 – BM . 

Во всех случаях останется 8 неизвестных координат реакций связей, 

которые определяются как решения системы 8 неоднородных алгебраиче-

ских уравнений. На основании (2.9) число уравнений и число неизвестных 

можно сократить до шести. 
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2.2. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Задачи на равновесие тела под действием произвольной плоской 

системы сил 

Жесткая рама (рис. 2.6.-2.7) закреплена в точке   A    шарнирно, а в точ-

ке   B    прикреплена к шарнирной опоре на катках. 

В точке   C    к раме привязан трос, перекинутый через блок и несущий 

на конце груз весом   kHP 25 .   На раму действует пара сил с моментом   

мkHM  60    и две силы   kHF 201     и   kHF 302  ,   направленные под 

углом к горизонтальной оси. 

Определить реакции связей в точках   BA, ,   вызываемые действую-

щими нагрузками. При окончательных расчетах принять   мa 5,0 . 

Указания. При решении данной задачи следует учесть, что натяжения 

обеих ветвей нити, перекинутой через блок, когда трением пренебрегают, бу-

дут одинаковыми. Уравнение моментов будет более простым (содержать 

меньше неизвестных), если брать моменты относительно точки, где пересе-

каются линии действия двух реакций связей.  
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Задачи на равновесие системы тел, находящихся под действием 

плоской системы сил 

Конструкция состоит из жесткого угольника и стержня, которые в точ-

ке   С    или соединены друг с другом шарнирно (рис. 2.8), или свободно опи-

раются друг о друга (рис. 2.9). Внешними связями, наложенными на кон-

струкцию, являются в точке   A    или шарнир, или жесткая заделка; в точке  

B     или невесомый стержень, или гладкая плоскость, или шарнир; в точке   

D   или невесомый стержень, или шарнирная опора на катках. 

На каждую конструкцию действуют: пара сил с моментом   

мkHM  60 ,   равномерно распределенная нагрузка интенсивности   

мkHq /20    и еще две силы    kHF 201     и   kHF 302  ,   направленные 

под углом к горизонтальной оси. 

Определить реакции связей в точках   BA, , DС, ,   вызываемые дей-

ствующими нагрузками. При окончательных расчетах принять   мa 2,0 . 

Указания. При решении данной задачи следует расчленить систему и 

рассмотреть равновесие каждого из тел в отдельности, учтя при этом закон о 

равенстве действия и противодействия. В задачах, где имеется жесткая за-

делка, учесть, что ее реакция представляется силой, модуль и направление 

которой неизвестны, и парой сил, момент которой тоже неизвестен.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2.8 
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Задачи на равновесие тела, находящегося под действием произ-

вольной пространственной системы сил 

Две однородные прямоугольные тонкие плиты жестко соединены (сва-

рены) под прямым углом друг к другу и закреплены сферическим шарниром 

(или подпятником) в точке   A ,   цилиндрическим шарниром (подшипником) 

в точке   B    и невесомым стержнем (рис. 2.10) или же двумя подшипниками 

в точках   A    и   B    и двумя невесомыми стержнями (рис. 2.11). Все стержни 

прикреплены к плитам и к неподвижным опорам шарнирами. Размеры плит 

указаны на рисунках. 

Вес большей плиты   kHP 51  ,   вес меньшей плиты   kHP 32  .   Каж-

дая из плит расположена параллельно одной из координатных плоскостей 

(плоскость   xy    горизонтальная). На плиты действует пара сил с моментом   

мkHM  4 ,   лежащая в плоскости одной из плит, и две силы. Точки при-

ложения сил находятся в углах или серединах сторон плит. Сила   kHF 61  ,    

лежит в плоскости параллельной плоскости   xy    приложена к точке  E    и 

составляет угол  60    с осью   x ;   kHF 82     лежит в плоскости парал-

лельной   xz    приложена к точке  H    и составляет угол  30    с осью   

Oz ;   kHF 103     лежит в плоскости параллельной   yz    приложена к точке  

K    и составляет угол  0    с осью   Oy .   Точки приложения сил находят-

ся в углах или серединах сторон плит. 

Определить реакции связей в точках  A    и   B ,   реакцию стержней. 

При подсчетах принять   мa 6,0  

Указания. При решении данной задачи следует учесть, что реакция 

сферического шарнира (подпятника) имеет три составляющие (по всем коор-

динатным осям), а реакция цилиндрического шарнира (подшипника) – две 

составляющие, лежащие в плоскости, перпендикулярной оси шарнира (под-

шипника). При вычислении момента силы   F    часто удобно разложить ее на 

две составляющие   F     и   F  ,   параллельные координатным осям (или на 

три), тогда по теореме Вариньона:  )()()( FmFmFm xxx     и т.д. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.10 
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Рис. 2.11 
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Историческая справка 

Симон Стевин (Simon Stevin, 1548-1620)  фламандский механик и 

инженер. Он начинал как купец из Брюгге. Симон Стевин стал известен 

прежде всего своей книгой «Десятая» (De Thiende), изданной на фламанд-

ском и французском языках в 1585 г. Именно после неё в Европе началось 

широкое использование десятичных дробей. Он же доказал закон равновесия 

тела на наклонной плоскости. Стевин сформулировал правило векторного 

сложения сил – правда, только для частного случая перпендикулярных сил.  

Исаак Ньютон (Newton, 1643-1727)  английский физик и математик, 

создатель теоретических основ механики и астрономии. Он открыл закон 

всемирного тяготения, разработал (наряду с Г. Лейбницем) дифференциаль-

ное и интегральное исчисления, изобрел зеркальный телескоп и был автором 

важнейших экспериментальных работ по оптике. Ньютона по праву считают 

создателем "классической физики". 

Исаак Ньютон родился в семье фермера в Вулсторпе, близ Грантема в 

Англии. С 12 лет начал учиться в Грантемской школе, а в 1661 г. поступил в 

Тринити-колледж Кембриджского университета. Окончив колледж в 1665 г., 

Ньютон получил учёную степень бакалавра. В 1668 г. Ньютону была присво-

ена степень магистра, а в 1669 г. его учитель знаменитый английский мате-

матик И. Барроу передал ему почётную физико-математическую кафедру в 

университете, которую Ньютон занимал до 1701 г. 

В январе 1672 г. Ньютон был избран членом Лондонского королевско-

го общества - английской академии наук. Позднее, в 1703 г., он стал прези-

дентом Лондонского королевского общества. 

В 1687 г. он опубликовал свой грандиозный труд "Математические 

начала натуральной философии" ("Начала"), котором обобщил результаты, 

полученные его предшественниками - Г. Галилеем, И. Кеплером, Р. Декар-

том, Х. Гюйгенсом, Дж. Борелли, Р. Гуком, Э. Галлеем, и свои собственные 

исследования. 

В 1695 г. ученый был назначен на должность смотрителя Монетного 

двора. Ньютону было поручено руководить перечеканкой всей английской 

монеты. Ему удалось привести в порядок расстроенное монетное дело Ан-

глии, и за это он получил в 1699 г. пожизненное высокооплачиваемое звание 

директора Монетного двора. 

Труды Ньютона получили высокую оценку и за границами Англии - он 

был избран иностранным членом Парижской академии наук. В 1705 г. за 

научные труды он возведён в дворянское достоинство. 

Он впервые создал единую стройную систему земной и небесной меха-

ники, которая легла в основу всей классической физики. Здесь были даны 

определения исходных понятий - количества материи, эквивалентного массе, 

плотности; количества движения, эквивалентного импульсу, и различных ви-

дов силы. 

Ньютон умер в 1727 г. в Кенсингтоне и был похоронен в английском 

национальном пантеоне – Вестминстерском аббатстве. 
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Пьер Вариньон (Petrre Varignon, 1654-1722)  французский математик 

и механик, член Парижской Академии наук, профессор математики коллежа 

Мазарини (1688), профессор Коллеж де Франс (с 1704). Обучался в иезуит-

ском коллеже и университете в Кане, где стал магистром в 1682 году. 

Основной вклад Вариньон сделал в статику и механику. Кроме того, 

труды Вариньона посвящены анализу бесконечно малых, геометрии, гидро-

механике. Одним из первых Вариньон был пропагандистом дифференциаль-

ного исчисления во Франции. В своей работе «Проект новой механики…» 

(1687) Вариньон дал точную формулировку закона параллелограмма сил, 

развил понятие момента сил и вывел теорему, получившую имя Вариньона. 

В работе «Новая механика или статика, проект, который был дан в 1687» Ва-

риньон дал систематическое изложение учения о сложении и разложении 

сил, о моментах сил и о правилах оперирования с ними. 

Жозеф Луи Лагранж (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813). 

Родился в Турине в итало-французской семье. В 19 лет профессор ма-

тематики артиллерийской школы в Турине. В 1766 году Фридрих II пригла-

сил Лагранжа в Берлин. В Берлине Лагранж работал до смерти Фридриха II 

(1786). В 1786 году переезжает в Париж. В Париже Лагранж становится про-

фессором Нормальной школы (1795), а затем Политехнической школы 

(1797).  

Наиболее ценный труд Лагранжа  «Аналитическая механика». В нем 

Лагранж сформулировал различные принципы статики: «Статика  это наука 

о равновесии сил. Под силой мы понимаем, вообще говоря, любую причину, 

которая сообщает или стремится сообщить движение телам, к которым мы 

представляем себе ее приложенной; поэтому силу следует оценивать по ве-

личине движения, которое она вызывает или стремится вызвать….. 

Равновесие получается в результате уничтожения нескольких сил, ко-

торые борются и взаимно сводят на нет действие, производимое ими друг на 

друга; статика имеет своей целью дать законы, согласно которым происходит 

это уничтожение. Эти законы основаны на общих принципах, которые можно 

свести к трем: принципу рычага, принципу сложения сил и принципу вирту-

альных скоростей». 

Луи Пуансо (Louis Poinsot, 1777-1859) французский математик и ме-

ханик, академик Парижской Академии наук (1813), пэр Франции (1846), се-

натор (1852). 

Учился в Париже в лицее Людовика Великого, Политехнической шко-

ле, Школе мостов и дорог. Работал преподавателем математики в Лицее Бо-

напарта (1804-1809), профессором анализа и механики в Политехнической 

школе (до 1816). Являлся генеральным инспектором Французского универ-

ситета, членом Королевского совета народного просвещения (с 1840). 

Для научной методологии Пуансо-механика характерно последова-

тельное применение строгой математической теории к конкретным зада-

чам, берущим начало из практики. Пуансо предпочитает опираться на гео-

метрическую трактовку таких вопросов.  
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В области геометрической статики главнейшими трудами Пуансо стали 

мемуар «О сложении моментов и площадей в механике» (1803) и трактат 

«Начала статики» (1803).  Этот трактат многократно переиздавался  и более 

столетия оставался  учебником, в котором геометрическая статика впервые 

была представлена так, как теперь ее излагают в высших учебных заведени-

ях. 

Трактат Пуансо «Новая теория вращения тел» (1834) добавили к пред-

ставлению о силе представление о вращающем моменте (паре). 
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