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Ïðåäèñëîâèå

Â íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êëàññè÷åñêèå ìå-
òîäû èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ (êîððåëÿöèîííûé è ñïåêòðàëüíûé
àíàëèç), òàê è öåëûé ðÿä ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçó-
÷åíèÿ ïðîöåññîâ ñ ìåíÿþùèìèñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè (ôëóêòóàöèîííûé àíà-
ëèç, âåéâëåò-àíàëèç, ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç) èëè äëÿ ïåðåõîäà ê áî-
ëåå èíôîðìàòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñèãíàëîâ (ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåð-
òà, ðåêîíñòðóêöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì).
Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì ìåòîäàì àíàëèçà íåñòà-
öèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåñòàöèîíàðíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ìíîãèå ñèãíàëû â ïðèðîäå, â ÷àñòíîñòè, ïðàêòè÷åñêè
âñå ïðîöåññû, ðåãèñòðèðóåìûå â äèíàìèêå æèâûõ ñèñòåì. Â ó÷åáíîì ïîñî-
áèè íàðÿäó ñ øèðîêî èçâåñòíûìè ñïîñîáàìè îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðñïåêòèâíûå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ ñòðóê-
òóðû ñëîæíûõ ñèãíàëîâ, ïðåäëîæåííûå çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ.

Ïîñîáèå ñîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé ñïåöêóðñà ¾Àíàëèç
âðåìåííûõ ðÿäîâ¿, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ ñòóäåíòàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà Ñàðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî
è âêëþ÷àåò ÷àñòü ìàòåðèàëà ðàçäåëà ¾Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû¿ è îñíîâíîé
ìàòåðèàë ðàçäåëà ¾Cïåöèàëüíûå ìåòîäû¿ ýòîãî ëåêöèîííîãî êóðñà. Îíî
ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ-ôèçèêîâ, âûïîëíÿþùèõ ëàáîðàòîðíûå ðàáî-
òû â ðàìêàõ ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðàêòèêóìà ¾Ìåòîäû àíàëèçà ñëîæíûõ
ñèãíàëîâ¿.
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1 Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

1.1 Êîâàðèàöèîííûå è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííûé àíàëèç, êîòîðûé íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìå-
íåíèÿ â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåäà÷åé èíôîðìàöèè, ðàäàðíûì îáíàðó-
æåíèåì, ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ, àíàëèçîì âèáðàöèé, âûäåëåíèåì ñëàáîãî
ñèãíàëà ïðè íàëè÷èè ôëóêòóàöèé áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè, èññëåäîâàíèåì
ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè ïðîöåññîâ â ôèçèêå, áèîëîãèè è ò.ä. Êîâàðè-
àöèîííûå (êîððåëÿöèîííûå) ôóíêöèè äîïóñêàþò ðàçíûå âàðèàíòû èíòåð-
ïðåòàöèè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè ïîçâîëÿþò âûÿâëÿòü ñòåïåíü ñõîäñòâà (ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè) äâóõ ñèãíàëîâ ïðè âàðüèðîâàíèè ñäâèãà ïî âðåìåíè
ìåæäó íèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î âçàèìíûõ êîâàðèàöèîííûõ (âçàèì-
íûõ êîððåëÿöèîííûõ) ôóíêöèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ïðèìåíèìû äëÿ
èçó÷åíèÿ âçàèìîñâÿçè çíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â
ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ àâ-
òîêîâàðèàöèîííûõ (àâòîêîððåëÿöèîííûõ) ôóíêöèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèçèðóåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññX(t).
Îõàðàêòåðèçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü åãî çíà÷åíèé X1 = X(t) è
X2 = X(t+ τ) ìîæíî ñ ïîìîùüþ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè

K(τ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2p(x1, x2, τ)dx1dx2 (1.1)

èëè àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

Ψ(τ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x1 −X)(x2 −X)p(x1, x2, τ)dx1dx2, (1.2)

ãäå X � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, p(x1, x2, τ) � äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Â çàäà÷àõ àíàëèçà ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ íà ýòàïå
ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèâåäåíèå èñõîä-
íîãî ïðîöåññà ê íóëåâîìó ñðåäíåìó óðîâíþ, â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè
K(τ) è Ψ(τ) ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåäåíèå âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (1.1) è (1.2) ïðåä-
ïîëàãàåò íàëè÷èå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà ñ çàäàííîé íà íåì ôóíêöèåé p(x1, x2, τ). Íî ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ èññëåäîâàòåëü èìååò äåëî ëèøü ñ îäíîé ðåàëèçàöèåé
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ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x∗(t), ïîýòîìó ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ñèãíàëó x∗(t),
åñëè çàìåíèòü ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ óñðåäíåíèåì ïî âðåìå-
íè. Íà ïðàêòèêå (íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ)
äîêàçàòü ïðèñóòñòâèå ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåâîçìîæíî, íî ïîëåçíî ïðåä-
ïîëîæèòü íàëè÷èå ýðãîäè÷íîñòè, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ëèøèìñÿ
âîçìîæíîñòè ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ
â èññëåäîâàíèÿõ ñëîæíîé äèíàìèêè îáúåêòîâ æèâîé ïðèðîäû. Îáû÷íî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä � åñëè ïðîöåññ ìîæíî õîòÿ áû ïðèáëèæåííî
ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíûì è ýðãîäè÷åñêèì, òî ýòî äîïóùåíèå ïðèíèìàþò; åñëè
íåò, òî ïðèìåíÿþò ñïåöèàëüíûå ìåòîäû àíàëèçà.

1.2 Âû÷èñëåíèå êîâàðèàöèîííûõ è êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé

Êîâàðèàöèîííàÿ (èëè àâòîêîâàðèàöèîííàÿ) ôóíêöèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà X(t), èìåþùåãî êîíå÷íóþ äëèòåëüíîñòü T , âû÷èñëÿåòñÿ
ïî îäíîé ðåàëèçàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K(τ) =
1

T − τ

∫ T−τ

0
x(t)x(t+ τ)dt, (1.3)

ãäå 0 ≤ τ < T . Îíà õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæ-
äó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ñäâèíóòûìè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà
íà èíòåðâàë âðåìåíè τ . Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè âðåìåíè K(τ) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ òåì æå ñàìûì ïåðèîäîì. Åñëè X(t)
� ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, íå ñîäåðæàùèé ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò, òî ñ ðî-
ñòîì τ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè X = 0. Òàêîå
ïîâåäåíèå K(τ) ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîòåðè ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè: ñ
óâåëè÷åíèåì τ ïðåäûäóùèå ñîñòîÿíèÿ ¾çàáûâàþòñÿ¿.

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò êîððåëÿöèîííàÿ (èëè àâòîêîððåëÿ-
öèîííàÿ) ôóíêöèÿ (ÀÊÔ):

Ψ(τ) =
1

T − τ

∫ T−τ

0
(x(t)− < X >)(x(t+ τ)− < X >)dt, (1.4)

ãäå < X > � ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
îòëè÷èå ôîðìóë (1.3) è (1.4) ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ
ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá ýíåðãèè ïðîöåññà X(t), òîãäà êàê êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ òåðÿåò ÷àñòü èíôîðìàöèè ïðè ïåðåõîäå ê íóëåâîìó ñðåäíåìó
óðîâíþ. Ïðèìåðû ðàñ÷åòà ÀÊÔ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 1.1.
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6 1. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç
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Ðèñ. 1.1. Ïðèìåðû ñèãíàëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì àâòîêîððåëÿöèîííûõ ôóíê-
öèé: ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (à,á), õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (â,ã), öâåòíîé øóì
(ä,å). Äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíà íîðìèðîâêà ÀÊÔ íà
çíà÷åíèå Ψ(0)

×òîáû îïðåäåëèòü, êàê áûñòðî òåðÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ âçàèìîñâÿçü
ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) è X(t + τ), ââîäÿò ïîíÿ-
òèå âðåìåíè êîððåëÿöèè. Ðàññìîòðèì ÀÊÔ, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ
ðîñòîì τ (òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ). Ñòðåì-
ëåíèå ÀÊÔ ê íóëþ íå îçíà÷àåò, ÷òî Ψ(τ) óáûâàåò ìîíîòîííî; ÷àñòî îíî
íîñèò õàðàêòåð çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé (ðèñ. 1.2). Ïóñòü γ(τ) � îãèáàþùàÿ
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1.2. Âû÷èñëåíèå êîâàðèàöèîííûõ è êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé 7

ôóíêöèè Ψ(τ). Âðåìÿ êîððåëÿöèè τc ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàX(t) îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê âðåìåííîé èíòåðâàë, â òå÷åíèå êîòîðîãî îãèáàþùàÿ γ(τ) ñïàäàåò â h
ðàç, ãäå h � íåêîòîðîå çàäàííîå çíà÷åíèå (êàê ïðàâèëî, h = e èëè h = 10).

σ2

σ
h

Ψ(τ)

2

γ(τ)

τ

τ

c

Ðèñ. 1.2. Àâòîêîðåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ è åå îãèáàþùàÿ

Çàâèñèìîñòü γ(τ) ìîæåò èìåòü î÷åíü ñëîæíûé âèä, ïðè êîòîðîì åå
íå óäàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíîé èëè ñòåïåííîé ôóíêöèåé
(ðèñ. 1.3). Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþò äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ τc:

τc =
1

σ2

∫ ∞

0
γ(τ)dτ. (1.5)

0.0 10.0 20.0 30.0

τ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

γ
 

Ðèñ. 1.3. Ïðèìåð îãèáàþùåé ÀÊÔ, âû÷èñëåííîé ïî ñèãíàëó ìàëîé äëèòåëüíîñòè

×åì ìåíüøå âðåìÿ êîððåëÿöèè, òåì áûñòðåå ïðîèñõîäèò ¾çàáûâàíèå¿
ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé, òî åñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ¾õàîòè÷-
íûì¿. Ñëó÷àé τc = 0 ñîîòâåòñòâóåò áåëîìó øóìó, äëÿ êîòîðîãî ¾ïàìÿòü î
ïðîøëîì¿ ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò.

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



8 1. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

Ôîðìóëû, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ êîâàðèàöèîííûå è êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè, áûëè çàïèñàíû äëÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà x(t). Ìîäèôèöèðóåì èõ
òåïåðü äëÿ ñëó÷àÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì âðåìåí-
íîé ðÿä x(i), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(t),
äèñêðåòèçîâàííîé ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ∆t: x(i) = x(i∆t), i = 1, 2, . . . , N .
Ïðîöåäóðà äèñêðåòèçàöèè âñåãäà ïðîâîäèòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè àíàëîãî-
âûõ ñèãíàëîâ â öèôðîâóþ ôîðìó äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà íà êîìïüþòå-
ðå. Äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà N è øàã äèñêðåòèçàöèè ∆t îïðåäåëÿþòñÿ êàê
ïðàêòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, íàïðèìåð, ïðèåìëåìîé ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòüþ ýêñïåðèìåíòà T = N∆t, òàê è òåõíè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè èñïîëü-
çóåìîé èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû è õàðàêòåðèñòèêàìè ÀÖÏ. Ðàñ÷åòû êî-
âàðèàöèîííîé è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëàì:

K(m) = K(m∆t) =
1

N −m

N−m∑
i=1

x(i)x(i+m),

Ψ(m) = Ψ(m∆t) =
1

N −m

N−m∑
i=1

(x(i)− < X >)(x(i+m)− < X >).

Çäåñü m = 0, 1, . . . ,M � ÷èñëî øàãîâ äèñêðåòèçàöèè, õàðàêòåðèçóþùåå
ñäâèã ïî âðåìåíè ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (îáû÷íî âûáèðà-
þò M << N). Çàìåòèì, ÷òî ñâîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÀÊÔ ïðèíèìàåò
â íóëå Ψmax = Ψ(0), è îíî ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé: Ψ(0) = σ2. Ïî àíàëîãèè,
êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â íóëå
Kmax = K(0), îíî ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåé ýíåðãèè ïðîöåññà X(t).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñòåïåíü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó
çíà÷åíèÿìè àíàëèçèðóåìûõ äàííûõ, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íîðìèðîâàííîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé � êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè:

R(m) =
Ψ(m)

σ2 ,

êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò −1 äî 1 è íå çàâèñèò îò åäèíèö
èçìåðåíèÿ ïåðåìåííîé x(t). Ïðè÷åì, êàê è ñàìà ÀÊÔ, ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïðèíèìàåò â íóëå: Rmax = R(0) = 1.

Ïðè ïðîâåäåíèè êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
íàðÿäó ñ îöåíêîé ñêîðîñòè ñïàäà ÀÊÔ (âåëè÷èíû τc) â ðÿäå çàäà÷ çíà-
÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ýôôåêòîâ äëèòåëüíûõ êîð-
ðåëÿöèé (¾äëèòåëüíîé ïàìÿòè¿ î ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèÿõ). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âàæíî îöåíèâàòü çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ ÀÊÔ è àïïðîêñèìèðîâàòü
çàâèñèìîñòü γ(τ) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ τ . Íî â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêà-
þò ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì τ âîçðàñòàþò îøèáêè
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âû÷èñëåíèé, ïðèâîäÿ ê íåäîñòîâåðíûì îöåíêàì. Èçáåæàòü èõ âîçìîæíî
òîëüêî ïðè íàëè÷èè î÷åíü áîëüøîé âûáîðêè N , ïîçâîëÿþùåé ñãëàæèâàòü
çàâèñèìîñòü Ψ(τ) â õîäå óñðåäíåíèÿ. Àíàëèç äëèòåëüíûõ êîððåëÿöèé èã-
ðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ ïðîöåññîâ ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîãî ïðî-
èñõîæäåíèÿ. Íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ íàðóøåíèÿõ ðåæè-
ìà ðàáîòû ñåðäöà çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ â ñòðóêòóðå ñåðäå÷íîãî ðèòìà
ñâÿçàíû èìåííî ñ îáëàñòüþ äëèòåëüíûõ êîððåëÿöèé. Ïîýòîìó â ðàìêàõ
êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà âàæíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ îáúåì âûáîðêè �
åñëè N íåâåëèêî, òî ìîæíî ïðîâîäèòü îöåíêè Ψ(τ) ëèøü â îáëàñòè ìàëûõ
τ , ðàññìàòðèâàòü äëèòåëüíûå êîððåëÿöèè â ñòðóêòóðå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ èìååò ñìûñë ëèøü ïðè áîëüøèõ N .

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîãðàììîé ¾acf.x¿, ïðîâåñòè ðàñ÷åòû
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Çàäàâ â ôàéëå ïà-
ðàìåòðîâ ¾acf.in¿ çíà÷åíèÿ 100%, 20% è 5% îò äëèíû ðåàëèçàöèè, ñîïî-
ñòàâèòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ÀÊÔ â çà-
âèñèìîñòè îò îáúåìà âûáîðêè.

Çàäàíèå 2. Ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ õàîòè÷åñêîãî ïðî-
öåññà. Îïðåäåëèòü âðåìÿ êîððåëÿöèè êàê âðåìÿ ñïàäàíèÿ îãèáàþùåé ÀÊÔ
â e ðàç. Ñîïîñòàâèòü îöåíêè, ïðîâåäåííûå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äëè-
òåëüíîñòè âûáîðêè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî îãèáàþùàÿ ÀÊÔ ñïàäàåò ïî ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó çàêîíó γ(τ) ∼ e−aτ , íàéòè âåëè÷èíó a.

N âàðèàíòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
1 ñèñòåìà Ðåññëåðà
2 ñèñòåìà Ëîðåíöà
3 ãåíåðàòîð ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ
4 ìîäåëü íåôðîíà
5 ìîäåëü íåéðîíà (Õèíäìàðø-Ðîçå)
6 ìîäåëü áåòà-êëåòêè

Çàäàíèå 3. Âû÷èñëèòü ÀÊÔ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì (ñèãíàëó
ýëåêòðîêàðäèîãðàììû). Ïðîâåñòè îöåíêè âðåìåíè êîððåëÿöèè äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè: êàê âðåìÿ óìåíüøåíèÿ îãèáàþùåé ÀÊÔ â e ðàç è ïî ôîðìóëå (1.5).
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10 1. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ êîâàðèàöèîííûå è êîððåëÿöèîííûå ôóíê-

öèè?
2. Êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî

èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà?
3. Êàê âû÷èñëÿþòñÿ êîâàðèàöèîííûå è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïî âðåìåííûì

ðÿäàì?
4. Â ÷åì ñîñòîèò ôèçè÷åñêèé ñìûñë çíà÷åíèé K(τ) è Ψ(τ) ïðè τ = 0?
5. Êàê îïðåäåëèòü âðåìÿ êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?
6. ×òî õàðàêòåðèçóåò êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè?
7. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñëîæíîñòü àíàëèçà äëèòåëüíûõ êîððåëÿöèé?
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2 Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç

2.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Î÷åíü ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ ñâÿçàíû ñî ñïåê-
òðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ìåòîäàìè èõ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ.
Â îòëè÷èå îò âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ âî âðåìåííîé îáëàñòè, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò îõàðàê-
òåðèçîâàòü ÷àñòîòíûé ñîñòàâ ñèãíàëà. Ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé äàííî-
ãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, êîòîðîå èãðàåò âàæíóþ ðîëü
íå òîëüêî ïðè ðàñ÷åòå ñïåêòðîâ, íî è êàê íåîáõîäèìûé ïðîìåæóòî÷íûé
ýòàï ïðè âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà, ïðè ïðîâåäåíèè öèôðî-
âîé ôèëüòðàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðè îïðåäåëåíèè ïåðåäàòî÷-
íûõ è êîâàðèàöèîííûõ ôóíêöèé è ò.ä.

2.1.1 Íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñèãíàë x(t), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè
∫ ∞

−∞
x2(t)dt <∞,

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí èíòåãðàëîì Ôóðüå

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f)ej2πftdf, (2.1)

ãäå

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−j2πftdt. (2.2)

Ôóíêöèþ X(f) íàçûâàþò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ àìïëèòóäû èëè ñïåê-
òðàëüíîé ôóíêöèåé. Ôîðìóëà (2.2) îïðåäåëÿåò ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå, à ôîðìóëà (2.1) � îáðàòíîå. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì: ÷òîáû âû÷èñëèòü X(f), ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå
â äèàïàçîíå (−∞,∞), òî åñòü ñèãíàë x(t) äîëæåí áûòü çàäàí íà âñåé áåñ-
êîíå÷íîé ïðÿìîé t.
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12 2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç

2.1.2 Íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðè ðàáîòå ñ âðåìåííûìè ðÿäàìè âìåñòî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âðåìå-
íè x(t) àíàëèçèðóþòñÿ äèñêðåòíûå âûáîðêè x(i∆t), ãäå ∆t � øàã äèñêðåòè-
çàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ôîðìóëû (2.1) è (2.2) äîëæíû áûòü ìîäèôèöèðîâàíû
íà ñëó÷àé äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ:

x(i∆t) =

∫ FH

−FH

X(f)ej2πfi∆tdf, (2.3)

X(f) = ∆t
∞∑

i=−∞
x(i∆t)e−j2πfi∆t. (2.4)

Çàïèñàííûå âûðàæåíèÿ (2.3) è (2.4) íàçûâàþò íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîìèìî ïåðåõîäà îò
èíòåãðèðîâàíèÿ ê ñóììå äëÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.4) ïðîèçîøëî åùå
îäíî èçìåíåíèå � ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå îáðàòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñòàëè êîíå÷íûìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.3), ñïåêòð îïðåäåëåí òîëüêî
äëÿ ÷àñòîò |f | ≤ FH = 1/(2∆t), ãäå âåëè÷èíà FH íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé Íàé-
êâèñòà. Åå ïîÿâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà, ñîãëàñíî
êîòîðîé ñèãíàë x(t) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåí ïî äèñêðåòíîé
âûáîðêå x(i∆t), åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà â ñïåêòðå íå ïðåâûøàåò ÷à-
ñòîòó Íàéêâèñòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè âîññòàíîâëåíèè ñèãíàëà x(t) ïî
âðåìåííîìó ðÿäó áóäóò âîçíèêàòü íåîäíîçíà÷íîñòè. Îãðàíè÷åíèå ÷àñòîò-
íîãî äèàïàçîíà ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ îòðàæàåò èçâåñòíûé ïðèíöèï
íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà: ïîÿâëåíèå íåîïðåäåëåííîñòè âî âðåìåííîé
îáëàñòè, ñâÿçàííîé ñ äèñêðåòèçàöèåé ïî âðåìåíè ñ øàãîì ∆t ïðèâîäèò ê
íåîïðåäåëåííîñòè â ÷àñòîòíîé îáëàñòè äëÿ f > FH .

2.1.3 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðè ðàñ÷åòå ñïåêòðà íà êîìïüþòåðå îñóùåñòâëÿåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ íå
òîëüêî ñàìîãî ñèãíàëà x(t), íî è âû÷èñëÿåìîé ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè. Êðî-
ìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî íà ïðàêòèêå àíàëèçèðóþòñÿ íå áåñêîíå÷-
íûå âî âðåìåíè ïðîöåññû, à âðåìåííûå ðÿäû êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè N .
Ïîýòîìó áîëåå ¾ïðàêòè÷íîé¿ ôîðìîé çàïèñè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿâëÿ-
åòñÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x(i∆t) = ∆f
N−1∑

k=0

X(k∆f)ej2πik/N , (2.5)
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X(k∆f) = ∆t
N−1∑
i=0

x(i∆t)e−j2πik/N . (2.6)

Ïðè çàïèñè ôîðìóë (2.5) è (2.6) ïåðåõîä îò èíòåãðèðîâàíèÿ ê ñóììèðîâà-
íèþ ïðîâîäèëñÿ íà îñíîâå î÷åíü ïðîñòîãî ñïîñîáà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ � ìåòîäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ðàñ÷åòû ñïåêòðà ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ
íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (2.6), îäíàêî äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè âû÷èñ-
ëåíèé îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ), ïîçâî-
ëÿþùåå çà ñ÷åò ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ ïîëó÷èòü èñêîìóþ ôóíêöèþX(k∆f)
çíà÷èòåëüíî áûñòðåå. Ïðîöåäóðà ÁÏÔ âõîäèò âî âñå ïàêåòû ïðèêëàäíûõ
ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà.

2.2 Âëèÿíèå êîíå÷íîé äëèíû ðåàëèçàöèè

2.2.1 Íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ôîðìóëà íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áûëà çàïèñàíà äëÿ ôóíê-
öèè x(t), çàäàííîé íà âñåé áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé t. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ, êîòîðàÿ íåïðèìåíèìà äëÿ ëþáûõ ðåàëüíûõ ñèã-
íàëîâ. Ðåãèñòðèðóåìûé â õîäå ýêñïåðèìåíòà ïðîöåññ xT (t) âñåãäà èìååò
êîíå÷íóþ äëèòåëüíîñòü T , ïîýòîìó ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ (−∞,∞) íà
ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ áåññìûñëåííûìè. Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïðèåì, ïîçâî-
ëÿþùèé ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.2) äëÿ ñèãíàëîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíî-
ñòè: â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå áåñêî-
íå÷íîãî (è íåèçâåñòíîãî íàì öåëèêîì) ïðîöåññà x(t) è ïðÿìîóãîëüíîãî èì-
ïóëüñà, êîòîðûé ¾âûðåçàåò¿ ëèøü íåáîëüøîé ôðàãìåíò xT (t) (ðèñ. 2.1),
òî åñòü xT (t) = x(t) · u(t). Íàëè÷èå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé â ôîðìó-
ëå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.2) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü àìïëèòóäû X(f) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñâåðòêó ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå ñèãíàëîâ x(t) è u(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà çàâèñÿò îò Ôóðüå-îáðàçà ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà u(t), à ñëåäîâà-
òåëüíî, îò äëèíû ðåàëèçàöèè T . Ýôôåêòû êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè ñèãíàëà
xT (t) ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ðèñ. 2.2 äëÿ ñëó÷àÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
x(t) = cos(2πf0t).

Åñëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîöåññà (ðèñ. 2.2,à) X(f) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó äâóõ ôóíêöèé Äèðàêà, òî äëÿ ðåàëèçàöèè êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè
ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ôóíêöèé âèäà (sinx)/x. Òàêèì îáðàçîì, èí-
ôîðìàöèÿ î êîñèíóñîèäå êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè ¾ðàçìûâàåòñÿ¿ ïî âñåé
÷àñòîòíîé îáëàñòè (ðèñ. 2.2,á), â îñíîâíîì êîíöåíòðèðóÿñü âáëèçè ÷àñòîò
±f0. ×åì ìåíüøå T , òåì áîëåå ¾ðàçìûòîé¿ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ (ðèñ. 2.2,â).
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Ðèñ. 2.1. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè
xT (t) ïóòåì óìíîæåíèÿ áåñêîíå÷íîé ôóíêöèè x(t) íà ïðÿìîóãîëüíûé èì-
ïóëüñ u(t)
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Ðèñ. 2.2. Cïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ áåñêî-
íå÷íîãî ñèãíàëà x(t) = cos(2πf0t) (à)
è ðåàëèçàöèé êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè:
T = 25 (á) è T = 5 (â)Са
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2.2.2 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ýôôåêòû êîíå÷íîé äëèíû ðåàëèçàöèè â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå íå îãðàíè÷èâàþòñÿ òîëüêî ¾ðàçìûâàíèåì¿ ñïåêòðàëüíîé
èíôîðìàöèè, à âêëþ÷àþò òàêæå çàâèñèìîñòü îò âûáîðà øàãà äèñêðåòèçà-
öèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïîäîáðàòü ∆t òàêèì
îáðàçîì, ÷òî íà îäèí ïåðèîä êîëåáàíèé áóäåò ïðèõîäèòüñÿ öåëîå ÷èñëî øà-
ãîâ äèñêðåòèçàöèè ∆t, à äëèòåëüíîñòü âðåìåííîãî ðÿäà N âêëþ÷àåò öåëîå
÷èñëî ïåðèîäîâ êîñèíóñîèäû, òî ðàçìûâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé èíôîðìàöèè íå
ïðîèñõîäèò (ðèñ. 2.3,à). Íî åñëè âðåìåííîé ðÿä âêëþ÷àåò íåöåëîå ÷èñëî ïå-
ðèîäîâ, èëè íà îäèí ïåðèîä ôóíêöèè x(t) = cos(2πf0t) ïðèõîäèòñÿ íåöåëîå
÷èñëî øàãîâ äèñêðåòèçàöèè ∆t, òî ñïåêòð óñëîæíÿåòñÿ (ðèñ. 2.3,á,â): ïî-
ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñïåêòðàëüíûå ëèíèè è óìåíüøàåòñÿ àìïëèòóäà
ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà ÷àñòîòàõ ±f0. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýôôåêòû
ïðèíÿòî íàçûâàòü ýôôåêòàìè óòå÷êè, îíè îçíà÷àþò, ÷òî ïðîèñõîäèò ïåðå-
òåêàíèå ýíåðãèè èç ñïåêòðàëüíîãî ïèêà íà ÷àñòîòå f0 (¾ãëàâíîãî ëåïåñòêà¿)
â ñîñåäíèå ñïåêòðàëüíûå ëèíèè (¾áîêîâûå ëåïåñòêè¿).
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Ðèñ. 2.3. Ìîäóëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
âðåìåííîãî ðÿäà, ñîäåðæàùåãî ñëåäóþ-
ùåå êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ êîñèíóñîèäû:
5 (à), 5.25 (á) è 5.5 (â)
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2.3 Îêîííûé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç

Ýôôåêòû óòå÷êè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ðåçêèõ ðàçðûâîâ íà êîíöàõ âðå-
ìåííîãî ðÿäà, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèåé Õåâèñàéäà (¾ñòóïåíü-
êîé¿). Äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ èçáåæàòü, æåëàòåëüíî êàêèì-òî îáðàçîì ñãëà-
äèòü ýòè ðàçðûâû. Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì, íàçûâàåìûé îêîííûì
ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì: ñèãíàë x(t) äîìíîæàþò íà ñïåöèàëüíî ïîäîáðàí-
íóþ îêîííóþ ôóíêöèþ, âûðåçàþùóþ èç áåñêîíå÷íîé ðåàëèçàöèè ôðàãìåíò
xT (t). Ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ òàêîé ôóíê-
öèè, íî íå åäèíñòâåííûì. Íà ðèñ. 2.4 ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ
÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ¾îêîí¿.
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Ðèñ. 2.4. Îêîííûå ôóíêöèè: ïðÿìîóãîëüíîå (à), Áàðëåòòà (á), Õàííà (â) è
Õåììèíãà (ã)

Âûáîð òîé èëè èíîé îêîííîé ôóíêöèè çàâèñèò îò öåëåé èññëåäîâàíèÿ,
ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñâîè õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ êà÷åñòâà âû÷èñëÿåìîãî ñïåêòðà æåëàòåëüíî äîáèòüñÿ äâóõ âåùåé:
óëó÷øèòü ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå (òî åñòü ïîëó÷èòü áîëåå óçêèå ñïåê-
òðàëüíûå ïèêè) è óñòðàíèòü ýôôåêòû óòå÷êè (ïîäàâèòü áîêîâûå ëåïåñò-
êè). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíîâðåìåííî äîñòè÷ü è òîãî, è äðóãîãî íåâîçìîæíî
� óñòðàíåíèå ýôôåêòîâ óòå÷êè óõóäøàåò ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå, è íà-
îáîðîò. Ïîýòîìó ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé âàæíî îïðåäåëèòü, ÷òî â êàæ-
äîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ áîëåå âàæíûì. Ñðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê
ðàçëè÷íûõ îêîííûõ ôóíêöèé ïðîâîäèòñÿ â òàáëèöå 2.1.
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Íàçâàíèå îêíà Øèðèíà ãëàâíîãî Ìàêñèìàëüíûé Ñêîðîñòü ñïàäàíèÿ
ëåïåñòêà ïî óðîâíþ óðîâåíü áîêîâûõ áîêîâûõ ëåïåñòêîâ,
ïîëîâèííîé ýíåðãèè ëåïåñòêîâ, äÁ äÁ

ïðÿìîóãîëüíîå 0.89 -13.3 -6
Áàðëåòòà 1.28 -26.5 -12
Õàííà 1.44 -31.5 -18
Õåììèíãà 1.30 -43.0 -6

Òàáëèöà 2.1. Õàðàêòåðèñòèêè îêîííûõ ôóíêöèé.

Åñëè â ñïåêòðå ïðèñóòñòâóþò äâå ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû, ðàñïîëî-
æåííûå ðÿäîì è èìåþùèå áëèçêèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû (ðèñ. 2.5,à), òî
ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ âàæíåå, è öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü
ïðÿìîóãîëüíîå îêíî. Äëÿ ñïåêòðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.5,á, ïðèíöèïè-
àëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ñïàäàíèÿ áîêîâûõ ëåïåñòêîâ, ÷òîáû
îíè íå íàëîæèëèñü íà ñëàáóþ ñïåêòðàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ðàñïîëîæåí-
íóþ íà ðàññòîÿíèè îò ãëàâíîãî ïèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ëó÷øå âñåãî âûáðàòü
îêíî Õàííà.  
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Ðèñ. 2.5. Äëÿ èçîáðàæåííûõ íà ýòîì ðèñóíêå ñïåêòðîâ öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü
ðàçíûå îêîííûå ôóíêöèè

2.4 Ðàñ÷åò ñïåêòðà ìîùíîñòè

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé îòäåëüíîé ðåàëèçà-
öèè x(t). ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñâîéñòâà âñåãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (àí-
ñàìáëÿ ðåàëèçàöèé), èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîù-
íîñòè èëè ïðîñòî ñïåêòð ìîùíîñòè S(f). Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàí-
òîâ åãî îïðåäåëåíèÿ, íî ÷àùå âñåãî S(f) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå. Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè xT (t):

xT (t) =

{
x(t), |t| ≤ T/2
0, |t| > T/2

Ôóíêöèÿ xT (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè, è äëÿ
íåå ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

xT (t) =

∫ ∞

−∞
XT (f)ej2πftdf.
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XT (f) =

∫ T/2

−T/2
xT (t)e−j2πftdt,

Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ XT (f) õàðàêòåðèçóåò ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êî-
íå÷íîãî îòðåçêà êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. ×òîáû îõà-
ðàêòåðèçîâàòü èñõîäíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ öåëèêîì, íåîáõîäèìî ïåðåéòè
ê ïðåäåëó T → ∞. Ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äëÿ ôóíêöèè XT (f) îñó-
ùåñòâèòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå îïðåäåëåíî â ýòîì
ïðåäåëå (èç-çà íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ ðå-
àëèçàöèè ñòàöèîíàðíîãî áåñêîíå÷íîãî âî âðåìåíè ïðîöåññà). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïåðåõîä ê ïðåäåëó T → ∞ âîçìîæåí, åñëè âìåñòî XT (f) ðàññìîòðåòü
âåëè÷èíó |XT (f)|2/T .

Cïåêòð ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

S(f) = lim
T→∞

|XT (f)|2
T

,

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé.
Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ìîùíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå îò
êâàäðàòà ìîäóëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óñå÷åííîé ðåàëèçàöèè.

Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðîâîäÿò ïî îäíîé ðåàëèçà-
öèè, çàìåíÿÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ óñðåäíåíèåì ïî ðàçëè÷íûì ó÷àñòêàì
ñèãíàëà. Èíûìè ñëîâàìè, âðåìåííîé ðÿä ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåêðûâàþùè-
åñÿ ëèáî ïåðåêðûâàþùèåñÿ ñåãìåíòû (êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïåðèîäîãðàì-
ìàìè), è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âû÷èñëÿåòñÿ êâàäðàò ìîäóëÿ Ôóðüå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, çàòåì ðåçóëüòàòû óñðåäíÿþòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñðàâíèòåëüíî
ãëàäêèõ ôóíêöèé S(f) îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò õîòÿ áû 8�10 ïåðèîäîãðàìì.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f

−60

−40

−20

0

S(
f)

à

0.0 0.1 0.2 0.3
f

−150

−100

−50

0

S(
f)

m=4096
m=8192
m=16384

á

Ðèñ. 2.6. (à) Èñïîëüçîâàíèå îêíà Õàííà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) âìåñòî ïðÿìîóãîëü-
íîãî (ïóíêòèð) ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ¾øóìîâîé ïüåäåñòàë¿ ñïåêòðà äëÿ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ; (á) Ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå çàâèñèò îò äëèíû ïåðèîäîãðàì-
ìû m.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñ÷åò ñïåêòðà ìîùíîñòè ïîäðàçóìåâàåò ïîèñê êîìïðî-
ìèññà ìåæäó äëèíîé ïåðèîäîãðàììû (÷åì îíà áîëüøå, òåì ëó÷øå ñïåê-
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2.4. Ðàñ÷åò ñïåêòðà ìîùíîñòè 19

òðàëüíîå ðàçðåøåíèå) è ÷èñëîì ñåãìåíòîâ (ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ïå-
ðèîäîãðàìì ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ áîëåå ãëàäêèì èç-çà ëó÷øåãî óñðåäíåíèÿ
� ýòî îñîáåííî âàæíî äëÿ çàøóìëåííûõ äàííûõ). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
êà÷åñòâåííî ïîñ÷èòàòü ñïåêòð ìîùíîñòè, öåëåñîîáðàçíî ñîïîñòàâèòü ðå-
çóëüòàòû ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñ÷åòà è âûáðàòü îïòèìàëüíûé (ñì.,
íàïðèìåð, ðèñ. 2.6).

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîãðàììîé ¾spectr.x¿, ïðîâåñòè ðàñ÷å-
òû ñïåêòðà ìîùíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ïóòåì ïåðåáîðà ïðåäëàãà-
åìûõ îêîííûõ ôóíêöèé (ïðÿìîóãîëüíîå, Áàðëåòòà, Õàííà è Õåììèíãà),
à òàêæå âàðèàöèè äëèíû (êîëè÷åñòâà) ïåðèîäîãðàìì ñäåëàòü âûâîä îá
îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðàõ, ïîçâîëÿþùèõ íàèáîëåå êà÷åñòâåííî ïîñ÷èòàòü
ñïåêòð ìîùíîñòè.

Çàäàíèå 2. Ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ õàîòè÷åñêîãî ïðî-
öåññà. Ñîïîñòàâèòü, â êàêîì ñëó÷àå (ïåðèîäè÷åñêàÿ èëè õàîòè÷åñêàÿ äèíà-
ìèêà) îöåíêè ñïåêòðà ìîùíîñòè áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê âûáîðó ïàðàìåòðîâ
ñ÷åòà.

N âàðèàíòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
1 ñèñòåìà Ðåññëåðà
2 ñèñòåìà Ëîðåíöà
3 ãåíåðàòîð ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ
4 ìîäåëü íåôðîíà
5 ìîäåëü íåéðîíà (Õèíäìàðø-Ðîçå)
6 ìîäåëü áåòà-êëåòêè

Çàäàíèå 3. Âû÷èñëèòü ñïåêòð ìîùíîñòè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì (ýëåêòðîêàðäèîãðàììà, ýëåêòðîýíöåôàëîãðàììà è ýëåêòðîìèîãðàì-
ìà). Ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñ÷åòà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. ×åì íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòëè÷àåòñÿ îò íåïðåðûâíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ?
2. ×òî òàêîå ÷àñòîòà Íàéêâèñòà, êàê îíà îïðåäåëÿåòñÿ?
3. Â ÷åì ñîñòîÿò ýôôåêòû êîíå÷íîé äëèíû ðåàëèçàöèè äëÿ ðàçíûõ ôîðì ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå?
4. Äëÿ ÷åãî èñïîëüçóþòñÿ îêîííûå ôóíêöèè?
5. Ïî êàêèì õàðàêòåðèñòèêàì âûáèðàþòñÿ îêîííûå ôóíêöèè ïðè ïðîâåäåíèè âû-

÷èñëåíèé?
6. Êàê âû÷èñëèòü ñïåêòð ìîùíîñòè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì?
7. Êàêèå ïàðàìåòðû âëèÿþò íà êà÷åñòâî âû÷èñëåíèÿ S(f)?
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3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà

3.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà è åãî ñâîéñòâà

Ïîíÿòèÿ àìïëèòóäû, ôàçû è ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè â òåîðèè êî-
ëåáàíèé. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) = A cos(ω0t+ ϕ0) àìïëèòóäà A
îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî óðîâíÿ < x >= 0, ôà-
çà ϕ = ω0t+ ϕ0 õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ, êîòîðûå ïðîèçîøëè ñ
íóëåâîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Ôàçà ëèíåéíî ðàñòåò ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòîòó êîëåáàíèé, è ñâÿçàí ñ
ïåðèîäîì T ñîîòíîøåíèåì ω0 = 2π/T . Àìïëèòóäà è ÷àñòîòà ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, îòðàæàþùèìè ðàçëè÷-
íóþ èíôîðìàöèþ: àìïëèòóäà îïèñûâàåò ýíåðãèþ ñèãíàëà x(t), à ÷àñòîòà �
åãî ïîâòîðÿåìîñòü âî âðåìåíè. Ïîýòîìó àìïëèòóäó è ÷àñòîòó (èëè ôàçó)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå õàðàêòåðèñòèêè.

Äëÿ íåãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) ìîæíî òàêæå ââåñòè ïîíÿòèÿ àìïëè-
òóäû a(t), ôàçû ϕ(t) è ÷àñòîòû ω(t), ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèâ åå â ñëåäóþùåì
âèäå:

x(t) = a(t) cosϕ(t),

ϕ(t) =

∫ t

t0

ω(θ)dθ + ϕ0 = ω0t+ Φ(t), (3.1)

ω(t) = ω0 + Φ̇(t).

Ïîñêîëüêó ýòè õàðàêòåðèñòèêè â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ÷òîáû
ïîä÷åðêíóòü èõ îòëè÷èå îò õàðàêòåðèñòèê ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè, ÷àñòî
èñïîëüçóþò òåðìèíû ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà, ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà è ìãíî-
âåííàÿ ôàçà. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ôóíêöèé a(t) è ω(t) îçíà÷àåò, ÷òî
îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àíàëèçà êàê ñòàöèîíàðíûõ, òàê è íåñòàöèî-
íàðíûõ ïðîöåññîâ.

Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì íåãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ îò ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè x(t) íà
àìïëèòóäíóþ è ôàçîâóþ ñîñòàâëÿþùèå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìîòðåòü
¾ñèíóñîèäàëüíîå êîëåáàíèå ñ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé¿, òî äàí-
íûé òåðìèí âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâ ïîäîáíî ¾ñëåãêà èçîãíóòîé ïðÿìîé
ëèíèè¿, è ïî íàáëþäàåìîé ðåàëèçàöèè òàêîãî ïðîöåññà x(t) = a(t) cosϕ(t)
íåëüçÿ îäíîçíà÷íî óêàçàòü àìïëèòóäó è ôàçó. Ýòî ëåãêî îáúÿñíèòü, åñëè
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ïåðåéòè ê êîìïëåêñíîé ôîðìå çàïèñè ñèãíàëà

z(t) = x(t) + jx̂(t), (3.2)

òî åñòü äîïîëíèòü ðåàëüíîå êîëåáàíèå x(t) ïðîèçâîëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ
x̂(t). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü

z(t) = a(t)ejϕ(t),

è ìãíîâåííûå àìïëèòóäà a(t), ôàçà ϕ(t) è ÷àñòîòà ω(t) = dϕ/dt = ϕ̇ îïðå-
äåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

a(t) =
√
x2(t) + x̂ 2(t),

ϕ(t) = arccos
x(t)

a(t)
= arcsin

x̂

a(t)
, (3.3)

ω(t) =
˙̂x(t)x(t)− ẋ(t)x̂(t)

a2(t)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ñèãíàëà x(t) àìïëèòóäà, ôàçà è ÷àñòîòà ñòîëü æå ïðî-
èçâîëüíû êàê è ìíèìàÿ ÷àñòü. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ äàííûõ õà-
ðàêòåðèñòèê Ãàáîðîì áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçî-
âàíèè Ãèëüáåðòà è ïîçâîëÿþùèé ñêîíñòðóèðîâàòü àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë
z(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.2), ãäå ôóíêöèÿ x̂(t) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå
Ãèëüáåðòà ñèãíàëà x(t):

x̂(t) =
1

π

∫ ∞

−∞

x(τ)

t− τ
dτ. (3.4)

Â ôîðìóëå (3.4) ôóíêöèÿ 1/(t− τ) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ, à
èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Êîøè. Ìåòîä àíàëèòè-
÷åñêîãî ñèãíàëà ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü a(t) è ϕ(t) ïî ôîðìóëàì
(3.3).

Îòìåòèì íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé äàííîãî ïîäõîäà. Ñ ýòîé öåëüþ ðàñ-
ñìîòðèì âíà÷àëå åãî îòëè÷èå îò ¾èíòóèòèâíîãî¿ ââåäåíèÿ àìïëèòóäû è
ôàçû ïðè ïðåäñòàâëåíèè êîëåáàíèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî àíàëèçèðóþòñÿ ìåäëåííûå èçìåíåíèÿ ôóíêöèé a(t) è Φ(t) ïðîöåññà
(3.1). Ðàññìîòðèì äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
(x,−ẋ/ω0):

x(t) = a(t) cos [ω0t+ Φ(t)] ,

− ẋ(t)
ω0

= a(t) sin [ω0t+ Φ(t)] . (3.5)

Â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ (3.3), åñëè âûáðàòü x̂(t) =
−ẋ(t)/ω0. Êàçàëîñü áû, ÷òî îòñëåæèâàÿ ïîâåäåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè,
ìîæíî ëåãêî ââåñòè íóæíûå õàðàêòåðèñòèêè. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàåò

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



22 3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà

ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: åñëè èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå (3.5), òî äëÿ ëþáîãî
óçêîïîëîñíîãî êîëåáàíèÿ ôóíêöèè a(t) è Φ(t) áóäóò ñîäåðæàòü áûñòðûå
êîìïîíåíòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé ω0. Ýòî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü
íà ïðèìåðå àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè:

x(t) = (1 +m cos Ωt) cosω0t,
Ω

ω0
= ε << 1.

Â äàííîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü a(t) = 1 +m cos Ωt, ϕ(t) =
ω0t, è èìåííî òàêèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìåòîä àíàëèòè÷åñêî-
ãî ñèãíàëà íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà. Íî åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ìåòîäîì ôàçîâîé ïëîñêîñòè (3.5), òî áóäóò ïîëó÷åíû äðóãèå âûðàæåíèÿ:

a(t) = 1 +m cos Ωt+
ε

2
m sin Ωt sin 2ω0t,

Φ(t) =
ε

2

[
m sin Ωt

1 +m cos Ωt

]
(1 + cos 2ω0t),

êîòîðûå çàïèñàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε. Ïîÿâëåíèå ÷àñòîò 2ω0
íå ïîçâîëÿåò âîñïðèíèìàòü ôóíêöèè a(t) è Φ(t) ìåäëåííûìè. Ýòè áûñòðûå
ñëàãàåìûå ïðîïàäàþò ïðè óñðåäíåíèè, è â ðàìêàõ ìåòîäà ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè îñìûñëåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè.

Äðóãîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî âû÷èñëåíèå ìãíîâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà x(t) òðåáóåò åãî çíàíèÿ
íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè −∞ < t <∞. Èñõîäÿ èç èíòóèòèâíûõ ñîîáðà-
æåíèé, çäåñü ñîäåðæèòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðèâû÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè,
âåäü òàêèå ïðèáîðû êàê àìïëèòóäíûå äåòåêòîðû, îãðàíè÷èòåëè, ñèñòåìû
àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû è ò.ä. îñíîâàíû íà èçìåðåíèè è ïîäñòðîéêå õàðàê-
òåðèñòèê â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, áåç àíàëèçà ïðîöåññà íà âñåé áåñêî-
íå÷íîé îñè t. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôîðìàëüíî èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â
äèàïàçîíå (−∞,∞), îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3.4) âíîñèò íåïîñðåäñòâåí-
íàÿ îêðåñòíîñòü âûáðàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè (íî íå ñëèøêîì ìàëàÿ). Òà-
êèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î êâàçèëîêàëüíîì õàðàêòåðå îïðåäåëÿåìûõ
âåëè÷èí.

Îòìåòèì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ çàïèñü ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà ïîëó÷àåòñÿ
äîïîëíåíèåì äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè ìíèìîé ÷àñòüþ, îòëè÷àþùåéñÿ ïî-
âîðîòîì ôàçû íà −π/2. Â ñëó÷àå íåãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè x(t), êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå, ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà âíîñèò ôà-
çîâóþ çàäåðæêó −π/2 äëÿ âñåõ ÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî. Ñîãëàñíî (3.4), ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ÿâëÿ-
åòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé x(t) è 1/πt

x̂(t) = x(t) ∗
(

1

πt

)
,
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ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñèãíàëà x̂(t) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðà-
çîâàíèé Ôóðüå ôóíêöèé x(t) è 1/πt, à èìåííî:

F [x̂(t)] = F [x(t)] · F [1/πt]

X̂(f) = X(f) · [−j sgn(f)],

ãäå F - îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,

sgn(f) =





1, f > 0,
0, f = 0,
−1, f < 0.

Ïîñêîëüêó

−j sgn(f) =




e−jπ/2, f > 0,
0, f = 0,

ejπ/2, f < 0,

à ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñèãíàëà x(t) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
X(f) = |X(f)|e−jφX(f),

òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
X̂(f) = X(f)e−jφb(f),

|X̂(f)|e−jφ̂X(f) = |X(f)|e−j[φX(f)+φb(f)],

X̂(0) = 0, φb(f) =

{
π/2, f > 0,
−π/2, f < 0.

(3.6)

Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ X̂(f) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ãèëüáåðòà ôóíêöèè X(f).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà íå ìåíÿåò ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè,
òî åñòü ýíåðãèè ïðîöåññîâ x̂(t) è x(t) îäèíàêîâû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî |X(f)| = |X̂(f)|, è â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèñõî-
äèò òîëüêî ñäâèã ôàçû äëÿ êàæäîé ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû. Áîëåå òîãî,
äàííîå ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ èíòåãðàëîì
Ôóðüå.

Ôîðìàëüíî ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ñèãíàëà x(t) (åñëè èíòåãðàë (3.4) ñõîäèòñÿ), îäíàêî ÷åòêèé ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë îíî èìååò òîëüêî äëÿ óçêîïîëîñíûõ ïðîöåññîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà ñîâïàäàåò ñ îãèáàþùåé ñèãíàëà x(t), à ìãíî-
âåííàÿ ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå ìàêñèìóìà ñïåêòðà ìîùíîñòè, âû-
÷èñëåííîãî â ñêîëüçÿùåì âðåìåííîì îêíå.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â òîì
÷èñëå è íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ (3.4). Îäíàêî ýòî äîñòàòî÷íî äëè-
òåëüíàÿ ïðîöåäóðà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäõîäîì íà îñíîâå áûñòðîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ) èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Êàê ñëåäóåò èç (3.6),
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ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà z(t) ìîæíî çàïèñàòü â âè-
äå:

Z(f) = X(f) + jX̂(f) =





2X(f), f > 0,
0, f < 0,
X(0), f = 0.

(3.7)

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, âû÷èñëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî îðãàíèçîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

1) Ïî âðåìåííîìó ðÿäó x(i) = x(i∆t), i = 1, . . . , N âû÷èñëèòü X(fk) ñ
ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ÁÏÔ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè (åñëèN 6= 2j) ê âðåìåííîìó
ðÿäó ìîæíî äîáàâèòü íóëè1.

2) Ïî ôîðìóëå (3.7) âû÷èñëèòü Ôóðüå-îáðàç Z(fk) àíàëèòè÷åñêîãî ñèã-
íàëà.

3) Âû÷èñëèòü îáðàòíîå ÁÏÔ îò Z(fk), ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷å-
ñêèé ñèãíàë z(i).

4) Âûäåëèòü ìíèìóþ ÷àñòü àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà z(i), êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èñêîìûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà: x̂(i) = Im [z(i)].

Äëÿ ëþáûõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé x(t) è y(t), èìåþùèõ Ôóðüå-îáðàçû
X(f) è Y (f) è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà x̂(t) = H[x(t)] è ŷ(t) = H[y(t)],
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ñâîéñòâà:

• Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè:

H[ax(t) + by(t)] = ax̂(t) + bŷ(t)

• Ñâîéñòâî ñäâèãà:

H[x(t− a)] = x̂(t− a).

• Ñâîéñòâî ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ x(t) - ÷åòíàÿ, òî
x̂(t) - íå÷åòíàÿ, è íàîáîðîò.

• Äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà èñõîäíîé
ôóíêöèè x(t):

H[x̂(t)] = −x(t).

• Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà (H−1):

x(t) = H−1[x̂(τ)] =
1

π

∫ ∞

−∞

x̂(τ)

t− τ
dτ.

1Íà ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ÷àñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ èõ ïðèâåäåíèå ê íóëåâîìó
ñðåäíåìó óðîâíþ, â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíåíèå íóëÿìè íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
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3.2. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ 25

• Ïîäîáèå ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà:

H[x(at)] = x̂(at).

• Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:
∫ ∞

−∞
x2(t)dt =

∫ ∞

−∞
x̂2(t)dt.

Äàííîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïàðñåâàëÿ (ýíåðãèÿ ïðîöåññà
ðàâíà ñóììå ýíåðãèé âñåõ åãî ÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ) è ðàâåíñòâà
ìîäóëåé ñïåêòðîâ ñèãíàëîâ x(t) è x̂(t).

• Ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè:
∫ ∞

−∞
x(t)x̂(t)dt = 0.

3.2 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ

Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ:

ẍ− ε(1− bx2)ẋ+ ω2
0x = 0. (3.8)

Ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëü (3.8) äåìîíñòðèðóåò ðàçëè÷íûå ðåæèìû
àâòîêîëåáàíèé: êàê áëèçêèå ïî ôîðìå ê ãàðìîíè÷åñêîìó ñèãíàëó, òàê è
íîñÿùèå ðåëàêñàöèîííûé õàðàêòåð. Íà ðèñ. 3.1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû
àíàëèçà ñèãíàëà x(t) äàííîé ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ ε = 1, b = 1, ω0 = 1. Âèä-
íî, ÷òî ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à îñöèëëèðóåò âî
âðåìåíè (ðèñ. 3.1,à). Ðîñò ìãíîâåííîé ôàçû (ðèñ. 3.1, á) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî ëèíåéíûì: åñëè ðàññìîòðåòü äàííóþ çàâèñèìîñòü ïðè óâåëè÷åíèè
ìàñøòàáà, òî îáíàðóæèâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ. ×òîáû èõ ëó÷øå óâèäåòü,
ìîæíî âû÷åñòü èç âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ìãíîâåííîé ôàçû ϕ(t), îïðåäå-
ëåííîé íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà, óðàâíåíèå ïðÿìîé ëèíèè, òî
åñòü ïåðåéòè ê ðàçíîñòè ϕ(t)− ω0t (ðèñ. 3.1, â).

Õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìû ñ õàîòè÷åñêîé
äèíàìèêîé âûáåðåì ìîäèôèöèðîâàííóþ ìîäåëü ãåíåðàòîðà ñ èíåðöèîííîé
íåëèíåéíîñòüþ:

dx

dt
= mx+ y − xz,

dy

dt
= −y, (3.9)

dz

dt
= g

[
x+ |x|

2
x− z

]
.
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Ðèñ. 3.2. Ðåøåíèå x(t) ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè ãåíåðàòîðà ñ èíåðöèîííîé
íåëèíåéíîñòüþ (3.9) è åãî ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà a(t) (æèðíàÿ ëèíèÿ) (à). Â
äèíàìèêå ìãíîâåííîé ôàçû ïðè óâåëè÷åíèè íàáëþäàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ (á)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ñèãíàëà x(t) ìîäåëè (3.9) ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ìãíîâåííóþ àìïëèòóäó è ôàçó, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3.2. Õîòÿ ôàçà
ðàñòåò ïî÷òè ëèíåéíî, çàìåòíû ìàëûå íåðåãóëÿðíûå ôëóêòóàöèè ýòîãî ðî-
ñòà. Òàêîå ïîâåäåíèå ìãíîâåííîé ôàçû îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîëåáàíèÿ
â ñèñòåìå (3.9) ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (m = 1.45,
g = 0.2) èìåþò õîðîøî âûðàæåííûé áàçîâûé ïåðèîä (èëè áàçîâóþ ÷à-
ñòîòó, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ÷åòêîãî ñïåêòðàëüíîãî ïèêà). Åñëè ïðî-
àíàëèçèðîâàòü õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò õàðàêòåðíûé
âðåìåííîé ìàñøòàá, òî áëèçêèé ê ëèíåéíîìó ðîñò ìãíîâåííîé ôàçû áóäåò
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íàðóøàòüñÿ.
Äèíàìèêà áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Â îòëè÷èå îò ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé, ðàññìîòðåííûõ âûøå, áîëüøèíñòâî ïðîöåññîâ â äèíàìèêå æèâûõ
ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðåîáðàçîâàíèå
Ãèëüáåðòà ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû, îäíàêî îíî
ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûì ê íèçêî÷àñòîòíîìó òðåíäó. Äëÿ êîððåêòíîé èí-
òåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî, ÷òîáû òðàåêòîðèÿ íà ïëîñêîñòè (x, x̂)
íå ïðîõîäèëà ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ýòî ïðèâîäèò ê íåîïðåäåëåííîñòè
äëÿ ôàçû). Åñëè ïðè äâèæåíèè íà ïëîñêîñòè (x, x̂) òðàåêòîðèÿ íå âêëþ÷àåò
òî÷êó (0, 0), òî ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü
èñêîìûå õàðàêòåðèñòèêè a(t) è ϕ(t).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áèîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàññìîòðèì ñèãíàë äàâëå-
íèÿ æèäêîñòè â êàíàëüöå íåôðîíà � ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà ïî÷êè, ðàçìåð
êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 100 ìêì. Èç-çà äîñòàòî÷íî âûñîêîãî óðîâíÿ
øóìà è íåñòàöèîíàðíîñòè èñõîäíîãî ñèãíàëà âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ìãíî-
âåííîé àìïëèòóäû ÿâëÿåòñÿ ìåíåå ïëàâíîé, ÷åì â ñëó÷àå ìîäåëåé (ðèñ. 3.3).
Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè, íà ðèñ. 3.3 ïðåäñòàâëåí ñèãíàë ïîñëå öèôðîâîé
ôèëüòðàöèè è óäàëåíèÿ ñðåäíåãî óðîâíÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ñèíõðîííîñòè ìåæäó âðåìåííûìè ðÿäàìè, êîòîðûå
ïîðîæäàþòñÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñèñòåìàìè ñî ñëîæíîé äèíàìèêîé. Ñ
ýòîé öåëüþ îòäåëüíî ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå äëÿ àìïëèòóäíûõ è ôàçî-
âûõ ñîñòàâëÿþùèõ àíàëèçèðóåìûõ ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíîñòè, äàííûé ïîä-
õîä ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü âçàèìîñâÿçü ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â
ñèíõðîííîñòè äèíàìèêè ôàç (èëè ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè) â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïîâåäåíèå ìãíîâåííûõ àìïëèòóä îñòàåòñÿ íåñâÿçàííûì. Ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïðèìåð ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.4 äëÿ ñëó÷àÿ äèíàìèêè äâóõ ñîñåäíèõ
íåôðîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé.
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Ðèñ. 3.3. Ñèãíàë äàâëåíèÿ â êàíàëüöå íåôðîíà è åãî ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà
(æèðíàÿ ëèíèÿ) (à). Áëèçêèé ê ëèíåéíîìó (èç-çà íàëè÷èÿ ñèëüíî âûðàæåííîãî
ðèòìà) ðîñò ìãíîâåííîé ôàçû (á)
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Ðèñ. 3.4. Ñèãíàëû ñîñåäíèõ íåôðîíîâ
ïî÷êè êðûñû (à) è âðåìåííûå çàâèñèìî-
ñòè ðàçíîñòè ìãíîâåííûõ àìïëèòóä (á)
è ôàç (â)

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íàëè÷èå ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè è îòñóòñòâèå
ýôôåêòà ïîäñòðîéêè ìãíîâåííûõ àìïëèòóä àíàëèçèðóåìûõ ñèãíàëîâ x(t)
è y(t) (ðèñ. 3.4,à), ðàññìîòðèì âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ðàçíîñòåé ∆a =
ax(t) − ay(t) è ∆ϕ = ϕx(t) − ϕy(t). Ñîãëàñíî ðèñ. 3.4,á, ïåðâàÿ çàâèñè-
ìîñòü äåìîíñòðèðóåò ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûå âàðèàöèè âî âðåìåíè, òîãäà
êàê ðàçíîñòü ìãíîâåííûõ ôàç (ðèñ. 3.4,â) îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåí-
íîé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î íàëè÷èè ôàçîâîé ñèíõðîíèçà-
öèè ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè ïî÷êè. Ýòîò
âûâîä ìîæíî ñäåëàòü áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè ðàçäåëèòü àìïëèòóäíóþ è
ôàçîâóþ äèíàìèêó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîãðàììàìè ¾hilbert1.x¿ è ¾hilbert2.x¿,
ïðîâåñòè ðàñ÷åòû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà îäíîãî èç ïðåäëàãàåìûõ ïðî-
öåññîâ. Ïåðâàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò âû÷èñëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî
îïðåäåëåíèþ, âòîðàÿ èñïîëüçóåò àëãîðèòì ÁÏÔ. Êîììåíòàðèè ê ïðîãðàì-
ìàì è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîäåðæàòñÿ â ôàéëàõ ¾hilbert1.in¿ è ¾hilbert2.in¿
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå èñõîäíûé ñèãíàë è âðåìåííûå
çàâèñèìîñòè ìãíîâåííîé àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ðàññ÷èòàííûå äâóìÿ ñïî-
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ñîáàìè. Ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû. Îõàðàêòåðèçóéòå ïðåèìóùåñòâà (íåäî-
ñòàòêè) êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ ïîäõîäîâ.

N âàðèàíòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
1 ñèñòåìà Ðåññëåðà
2 ñèñòåìà Ëîðåíöà
3 ãåíåðàòîð ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ
4 ìîäåëü íåôðîíà
5 ìîäåëü íåéðîíà (Õèíäìàðø-Ðîçå)

Çàäàíèå 2. Ïðîâåñòè ðàñ÷åòû ìãíîâåííûõ ôàç êîëåáàíèé â ìîäåëè
äâóõ ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîñòðîèâ âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ðàç-
íîñòè ìåæäó ìãíîâåííûìè ôàçàìè, ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè (îòñóòñòâèè)
ýôôåêòà ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè. (Íåáîëüøóþ ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàçíîñòè ìãíîâåííûõ ôàç ïðåäëàãàåòñÿ íàïèñàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Çàäàíèå 3. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì çàäàíèåì ïðîàíàëèçèðîâàòü
äèíàìèêó äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåôðîíîâ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì. Îöåíèòü âëèÿíèå øóìà íà ðàñ÷åòû ìãíîâåííûõ àìïëèòóä.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Êàê ìîæíî îïðåäåëèòü àìïëèòóäó è ôàçó äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà?
2. Ïðèìåíèìî ëè ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ äàííûõ?
3. ×åì îòëè÷àåòñÿ ïîäõîä íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà îò àíàëèçà êîëåáàíèé

íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè?
4. Êàê âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ÁÏÔ?
5. Ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà.
6. Â êàêèõ çàäà÷àõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà?
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4 Êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü

4.1 Ïîíÿòèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå
ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñëîæíûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé. Ñ ýòîé
öåëüþ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç. Îäíàêî ðàñ-
÷åò ñïåêòðîâ íå äàåò âîçìîæíîñòè îòëè÷èòü õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó â ñèñòå-
ìàõ ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû îò äèíàìèêè ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì.
Âèçóàëüíî î÷åíü ïîõîæèå ñïåêòðû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê äëÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, òàê è äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà èìååò èññëåäîâàíèå òðàåêòîðèé â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå. Íî ïðè ýòîì óäàåòñÿ ïîëó÷àòü
òîëüêî êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ, ïðè÷åì äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
î ãåîìåòðèè àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
íå äîëæíà áûòü áîëüøå òðåõ. Îáðàçîì õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûé àòòðàêòîð � ãåîìåòðè÷åñêè
î÷åíü ñëîæíûé îáúåêò. Îñîáåííîñòè åãî ãåîìåòðèè ìîæíî êîëè÷åñòâåííî
îõàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âèäû ðàçìåðíîñòåé. Ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (n) ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿþùèõ ñî-
ñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ÄÑ). Åñëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÄÑ çà-
äàíà â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà

d~x

dt
= ~F (~x, ~µ), ~x ∈ Rn, ~µ ∈ Rk, (4.1)

òî n îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì äàííûõ óðàâíåíèé. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S â ïðîñòðàíñòâå Rn, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ dT . Îíà ðàâíà ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðîå íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷òîáû îáîçíà÷èòü ïîëîæåíèå òî÷êè
íà ìíîæåñòâå S. Âåëè÷èíà dT (òàêæå êàê è n) ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè ðå÷ü èäåò î ëèíèè, òî dT = 1; äëÿ ïîâåðõ-
íîñòè dT = 2 è ò.ä.

Äðóãîå îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè áûëî ïðåäëîæåíî Õàóñäîðôîì. Ïóñòü
S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîêðû-
âàåì äàííîå ìíîæåñòâî êóáèêàìè {Bi} ñ âåëè÷èíîé ðåáðà, íå ïðåâûøàþ-
ùåé íåêîòîðîå çíà÷åíèå ε. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S äîëæíà
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îáÿçàòåëüíî ïîïàñòü â òîò èëè èíîé êóáèê. Òîãäà ìåðà Õàóñäîðôà lδ ââî-
äèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lδ(S) = lim
ε→0

inf
K(ε)

∑

Bi∈K(ε)

|Bi|δ.

Çäåñü inf � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (íèæíÿÿ ãðàíü) ïî âñåì âîçìîæíûì ïî-
êðûòèÿì K(ε) ìíîæåñòâà S êóáèêàìè {Bi}; |Bi| � âåëè÷èíà ðåáðà êóáèêà
(|Bi| ≤ ε). Óêàçàííûé ïðåäåë çàâèñèò îò ïàðàìåòðà δ. Ðàçìåðíîñòü Õà-
óñäîðôà dH ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêîå çíà÷åíèå δ, ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà
lδ(S) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé:

{
δ > dH(S) =⇒ lδ(S) = 0
δ < dH(S) =⇒ lδ(S) = +∞.

Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, dH ìîæåò ïðèíèìàòü íåöåëûå çíà÷å-
íèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåöåëîé, åå íàçûâàþò
ôðàêòàëüíîé. Ñîîòâåòñòâåííî, îáúåêòû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ íåöåëîé ðàç-
ìåðíîñòüþ, íàçûâàþò ôðàêòàëàìè. Íàëè÷èå íåöåëîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåò-
ñÿ òèïè÷íîé îñîáåííîñòüþ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà õîðîøî îïðåäåëåíî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìàòåìàòèêè, íî åå ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî âû÷èñëèòü. Ïîýòîìó îáû÷íî èñ-
ïîëüçóþò áîëåå ¾ïðàêòè÷íûå¿ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.
Îäíèì èç òàêèõ ¾ïðàêòè÷íûõ¿ îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ åìêîñòü (èëè åì-
êîñòíàÿ ðàçìåðíîñòü D0). Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
Rn, êîòîðîå ïîêðûâàåòñÿ êóáèêàìè ðàçìåðà ε. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç N(ε)
÷èñëî êóáèêîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîêðûòèÿ âñåãî ìíîæåñòâà, òî åìêîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåë ñëåäóþùåãî âèäà:

D0 = lim
ε→0

ln N(ε)

ln (1/ε)
. (4.2)

Ïî ñóòè, ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïî-
êðûòèÿ ïðè èçìåíåíèè ε:

N ∼ ε−D0.

Åñëè â êà÷åñòâå S ðàññìàòðèâàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, òî N(ε) = 1 è íå
çàâèñèò îò ε:

N ∼ ε0 =⇒ D0 = 0.

Åñëè àíàëèçèðóåòñÿ îòðåçîê ëèíèè (ðèñ. 4.1) äëèíû L, òî

N(ε) =
L

ε
∼ ε−1 =⇒ D0 = 1.
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Ðèñ. 4.1. Ïîêðûòèå îòðåçêà
ëèíèè êóáèêàìè ðàçìåðà ε

Äëÿ ïîâåðõíîñòè ïëîùàäè P :

N(ε) =
P

ε2 ∼ ε−2 =⇒ D0 = 2.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ åìêîñòü D0 ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíî-
ñòüþ dT è ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáúåêòà ñ äðîáíîé
ðàçìåðíîñòüþ D0 (ôðàêòàëüíîãî îáúåêòà) ðàññìîòðèì êàíòîðîâî ìíîæå-
ñòâî. Ïðîöåäóðà åãî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Áåðåòñÿ îòðåçîê
åäèíè÷íîé äëèíû [0, 1], ðàçáèâàåòñÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè, è ñðåäíÿÿ èç íèõ
âûáðàñûâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå íà ïåðâîì øàãå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ êàíòî-
ðîâà ìíîæåñòâà ìû ïîëó÷àåì äâà îòðåçêà [0, 1/3] è [2/3, 1] äëèíîé ε = 1/3
(ðèñ. 4.2). Íà ñëåäóþùåì øàãå êàæäûé èç ýòèõ îòðåçêîâ âíîâü ðàçáèâàåòñÿ
íà 3 ðàâíûå ÷àñòè, è îïÿòü âûáðàñûâàåòñÿ ñðåäíÿÿ ÷àñòü. Òàêàÿ ïðîöåäó-
ðà ïðîäîëæàåòñÿ ñî âñåìè îñòàâøèìèñÿ îòðåçêàìè. Åñëè äëÿ ïîêðûòèÿ
ìíîæåñòâà íà íåêîòîðîì øàãå k èñïîëüçóþòñÿ êóáèêè ñ âåëè÷èíîé ðåáðà
ε = 1/3k, òî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ ñîñòàâèò N(ε) = 2k.

1

1/2

1/4

1/8

1

2

4

8

Nε

Ðèñ. 4.2. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ
êàíòîðîâà ìíîæåñòâà

Òàêèì îáðàçîì:

D0 = lim
ε→0

ln 2k

ln 3k
=

ln 2

ln 3
≈ 0.63.

Åñëè ãîâîðèòü î ãåîìåòðèè äàííîãî îáúåêòà, òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî
åñòü íå÷òî áîëüøåå, ÷åì òî÷êà (äëÿ êîòîðîé D0 = 0), íî íå÷òî ìåíüøåå,
÷åì èíòåðâàë (D0 = 1). Äëÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà åìêîñòü ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà D0 = dH , íî íå ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàç-
ìåðíîñòüþ (dT = 0). Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

dT ≤ dH ≤ D0.
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Åùå îäíèì ïðèìåðîì ôðàêòàëà ñëóæèò îáúåêò, íàçûâàåìûé ¾ñíåæèí-
êîé¿ (èëè êðèâîé Êîõ). ¾Ñíåæèíêà¿ èìååò óäèâèòåëüíîå ñâîéñòâî: åå ïå-
ðèìåòð ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, òîãäà êàê ñàìà îíà çàíèìàåò îãðàíè÷åííóþ
ïëîùàäü íà ïëîñêîñòè. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ¾ñíåæèíêè¿ ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, êàæäàÿ ñòîðîíà
êîòîðîãî ðàçáèâàåòñÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè, è ê ñðåäíåé ÷àñòè ¾ïðèðèñîâû-
âàåòñÿ¿ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ìåíüøåãî ðàçìåðà (ðèñ. 4.3). Çàòåì
äàííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ ñ êàæäûì îòðåçêîì ïîëó÷åííîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ôèãóðû.

Ðèñ. 4.3. ¾Ñíåæèíêà¿

Íà ðèñóíêàõ 4.4�4.6 èçîáðàæåíû åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðîöåäóðû ïî-
ñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ¾ñàëôåòêè¿ Ñåðïèíñêîãî
(ðèñ. 4.4) èç ÷åðíîãî ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà âûðåçàåòñÿ òðåóãîëü-
íèê ìåíüøåãî ðàçìåðà (ñ äëèíîé ñòîðîíû, óìåíüøåííîé â 2 ðàçà); òà æå
ïðîöåäóðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ êàæäûì èç âíîâü îáðàçîâàííûõ òðåóãîëüíè-
êîâ. Ñ ¾ñàëôåòêîé¿ Ñåðïèíñêîãî òåñíî ñâÿçàí äðóãîé ïðèìåð � ¾êîâåð¿
Ñåðïèíñêîãî. Â îòëè÷èå îò ðèñ. 4.4 â êà÷åñòâå èñõîäíîãî îáúåêòà âûáèðà-
åòñÿ êâàäðàò, èç êîòîðîãî âûðåçàþòñÿ êâàäðàòû ìåíüøåãî ðàçìåðà (ðèñ.
4.5). Åñëè îñóùåñòâëÿòü äàííóþ îïåðàöèþ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, òî ÷åð-
íûå ó÷àñòêè èñõîäíîãî êâàäðàòà èñ÷åçàþò, à ïîëíûé ïåðèìåòð ¾äûð¿ â
¾êîâðå¿ Ñåðïèíñêîãî ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Ðèñ. 4.4. ¾Ñàëôåòêà¿ Ñåðïèíñêîãî
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Ðèñ. 4.5. ¾Êîâåð¿ Ñåðïèíñêîãî

Íà ðèñ. 4.6 èçîáðàæåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòíîé êðèâîé Êîõ.
Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî îáúåêòà âûáèðàåòñÿ êâàäðàò, êàæäàÿ ñòîðîíà êîòî-
ðîãî çàìåíÿåòñÿ ëîìàíîé, ñîñòîÿùåé èç 8 îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû. Âî âñåõ
ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ çíà÷åíèå D0 ëåãêî ìîæíî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷å-
ñêè.

Ðèñ. 4.6. Êâàäðàòíàÿ êðèâàÿ
Êîõ

Ê ñîæàëåíèþ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòå-
ðåñ (íàïðèìåð, åñëè ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñëîæíîé ãåîìåòðèè îáúåêòîâ ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà), âû÷èñëèòü åìêîñòü ìîæíî òîëüêî ÷èñëåííî, è ïðè
ýòîì îïðåäåëåíèå D0 íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (4.2) çà÷àñòóþ îñëîæíÿ-
åòñÿ î÷åíü ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ îòíîøåíèÿ lnN(ε)/ ln(1/ε) ê ïðåäåëó
ε→ 0 (åñëè ðå÷ü èäåò î ðàñ÷åòå åìêîñòè îáúåêòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ðàçìåðíîñòè n > 2). Êðîìå òîãî, D0 íå çàâèñèò îò âåðîÿòíîñòè ïîñåùå-
íèÿ òåõ èëè èíûõ îáëàñòåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü íå ó÷èòûâàåò
ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîòîêà, îáóñëîâëåííûå äèíàìèêîé ñèñòåìû (4.1).
Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå âìåñòî åìêîñòè ïðåäïî÷èòàþò âû÷èñëÿòü êîððåëÿöè-
îííóþ ðàçìåðíîñòü ν, êîòîðóþ ìîæíî ëåã÷å è áûñòðåå îöåíèòü ÷èñëåííî.
Äëÿ îáúåêòîâ ñ öåëîé ðàçìåðíîñòüþ ν = D0. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ν ≤ D0.
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4.2 Ðàñ÷åò êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà

Ðàññìîòðèì ÄÑ âèäà (4.1), äåìîíñòðèðóþùóþ õàîòè÷åñêèé ðåæèì êî-
ëåáàíèé. Ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1) ÿâëÿåòñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
~x(t). Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèç íå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âðåìåíè, à äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ~x(i∆t), ãäå ∆t �
øàã äèñêðåòèçàöèè (îí ìîæåò áûòü âûáðàí ðàâíûì, íàïðèìåð, øàãó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ ìíîãîìåðíûìè âðåìåííûìè
ðÿäàìè xj(i∆t), i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , n , ãäå N � ÷èñëî òî÷åê àíàëè-
çèðóåìûõ äàííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ~x(t) n-ìåðíîé
ÄÑ (4.1) ëåæèò íà íåêîòîðîì àòòðàêòîðå A è âîçâðàùàåòñÿ â ëþáóþ ñêîëü
óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äàííîãî àòòðàêòîðà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ki(ε) ÷èñëî òî÷åê ~xj âíóòðè øàðà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â
òî÷êå ~xi. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà íà àòòðàêòîðå ïîïàäåò â ýòîò øàð
(ìåðó øàðà) ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèòü êàê Pi(ε,N) = ki(ε)/N . Ýòà âå-
ðîÿòíîñòü, óñðåäíåííàÿ ïî âñåìó àòòðàêòîðó, íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííûì
èíòåãðàëîì, è â êà÷åñòâå åå îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü

C(ε,N) =
1

N

∑
i

Pi(ε,N).

Ôàêòè÷åñêè C(ε,N) � ýòî ïðîñòî îòíîøåíèå ÷èñëà ïàð òî÷åê, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè |~xj−~xi| ìåíüøå ε, ê ïîëíîìó ÷èñëó ïàð. Åñëè îáîçíà÷èòü
ñðåäíåå ÷èñëî ε-¾ñîñåäåé¿ òî÷êè ÷åðåç k(ε) =

∑
i ki(ε)/N , òî C(ε,N) =

k(ε)/N . Îïðåäåëåíèå êîððåëÿöèîííîãî ïîêàçàòåëÿ ν îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ
ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà:

ν = lim
ε→0

[
log[limN→∞C(ε,N)]

log ε

]
,

òî åñòü íàëè÷èè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè âèäà C(ε,N) ∼ εν , ñïðàâåäëèâîé
ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε. ×àñòî ôîðìóëó äëÿ ν çàïèñûâàþò èíà-
÷å:

ν = lim
ε→0

lim
N→∞

ln C(ε,N)

ln ε
, (4.3)

C(ε,N) = N−2
∑

i 6=j

θ(ε− |~xi − ~xj|), (4.4)

ãäå θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ~xi = ~x(i∆t), ~xj = ~x(j∆t). Â ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ N âñåãäà êîíå÷íî, è îáà ïðåäåëà ε → 0 è N → ∞ ÿâëÿþòñÿ
áåññìûñëåííûìè; ïîýòîìó îòíîøåíèå lnC(ε,N)/ ln ε ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè
íå ñëèøêîì ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε.
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Ðàñ÷åò êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ íåïîñðåäñò-
âåííî ïî ìàññèâó âåêòîðîâ ~x(i∆t). Îäíàêî äëÿ îöåíêè ν àòòðàêòîðà A
öåëåñîîáðàçíåå îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä ê ñå÷åíèþ Ïóàíêàðå è âû÷èñëÿòü
êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü òî÷åê â ñå÷åíèè (νc). Ðàçìåðíîñòü àòòðàêòî-
ðà A â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ νc íà åäèíèöó:
ν = νc + 1. Îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: âû÷èñëåíèå ν ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü íåêîòîðóþ îöåíêó ñíèçó çíà÷åíèÿ åìêîñòè D0 ëèáî ðàçìåðíîñòè
Õàóñäîðôà àòòðàêòîðà A. Ïðè÷åì, åñëè êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ èìåííî êàê îöåíêà dH , íóæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå,
÷òî ν ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà (â
÷àñòíîñòè, äëÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñèñòåìå Ðåññëåðà ν ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèå ≈ 1.6, òîãäà êàê dH > 2). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâëå÷åíèå
àëãîðèòìà ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðèâëåêà-
òåëüíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÄÑ ïî îäíîìåðíûì ¾ïðîåêöèÿì¿ ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè (ñêàëÿðíûì âðåìåííûì ðÿäàì). Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå êîð-
ðåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè (èëè îòñóò-
ñòâèè) ìàëîìåðíîé äèíàìèêè ñèñòåìû (ν < 4). Ìåòîä ðàñ÷åòà ν ïî ñêàëÿð-
íîìó âðåìåííîìó ðÿäó èìååò ëèøü íåáîëüøîå îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííî-
ãî âûøå ïîäõîäà: â ôîðìóëå äëÿ êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà (4.4) âìåñòî
ìàññèâà âåêòîðîâ ~x(i∆t), êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçâåñòíûì, ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ äðóãîé ìàññèâ ~z(i∆t), ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðåêîíñòðóêöèè
àòòðàêòîðà A (çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà äàëåå).
Ñàìà ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

4.3 Ðåêîíñòðóêöèÿ àòòðàêòîðà

Ðåêîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì âèäà (4.1) ïî âðåìåííûì çàâèñèìîñòÿì îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïå-
ðåìåííûõ xj. Ðàíåå ñ÷èòàëîñü, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè àâòîêîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìî çíàíèå
âñåõ êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþùèõ åå ñîñòîÿíèå. Îäíàêî â íà÷àëå 80-õ ãî-
äîâ äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäâåðãëîñü ïåðåñìîòðó. Áûëî îáîñíîâàíî, ÷òî
ôàçîâûé ïîðòðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (4.1) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí
ïî âðåìåííîìó ðÿäó ci (ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé äèñêðåòèçîâàííóþ ñ øà-
ãîì ∆t âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü îäíîé èç ¾íàáëþäàåìûõ¿ ïåðåìåííûõ ÄÑ:
ci = c(i∆t) = xj(i∆t), i = 1, . . . , N), åñëè â êà÷åñòâå íåäîñòàþùèõ êîîðäè-
íàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ñàìûé ðÿä ci, âçÿòûé ñ íåêîòî-
ðûì çàïàçäûâàíèåì. Â 1981 ãîäó Òàêåíñîì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, óòâåð-
æäàâøàÿ ñëåäóþùåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ~x(t) íåêîòî-
ðîé n-ìåðíîé ÄÑ (4.1) ëåæèò íà àòòðàêòîðå A, ïðèíàäëåæàùåì ãëàäêîìó
d-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Òîãäà ïî îäíîìåðíîé ¾ïðîåêöèè¿ c(t) ýòîé òðà-
åêòîðèè ìåòîäîì çàäåðæêè ìîæíî ïîëó÷èòü m-ìåðíóþ ðåêîíñòðóêöèþ AR
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èñõîäíîãî àòòðàêòîðà A êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ~z(t) â Rm ïðè m ≥ 2d+1:

~z(t) = Λm(~x(t)) = {c(t), c(t+ τ), . . . , c(t+ (m− 1)τ)}. (4.5)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Òàêåíñà, îòîáðàæåíèå Λm : A → AR ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì è îáðàòèìûì íà AR ïî÷òè äëÿ ëþáîãî τ (åñëè N →∞). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâî âîññòàíîâëåííûõ ~z-âåêòîðîâ ìîæåò áûòü îáðàáîòàíî âìå-
ñòî èñõîäíûõ (è ÷àñòî íåèçâåñòíûõ íàì) âåêòîðîâ ~x ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ
ìåòðè÷åñêèõ (ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè) èëè äèíàìè÷åñêèõ (ëÿïóíîâñêèå
ïîêàçàòåëè) õàðàêòåðèñòèê àòòðàêòîðà A ñèñòåìû (4.1).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè íà êîìïüþòåðå àíàëèçèðóåòñÿ ðÿä çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííîé c(t) â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè i∆t, ïîýòîìó ðåêîíñòðóèðóå-
ìîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ~z(i∆t), à âåëè÷èíà τ ,
íàçûâàåìàÿ çàäåðæêîé, èìååò âèä τ = k∆t, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Èíûìè
ñëîâàìè, íà ïðàêòèêå ðàâåíñòâî (4.5) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

~zi = Λm(~xi) = {ci, ci+k, . . . , ci+(m−1)k},

ãäå íèæíèé èíäåêñ i ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìåíè i∆t.
Òåõíèêà ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ ñîñòîèò â âûáîðå çíà÷åíèé çàäåðæêè τ , ðàç-

ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ m è â ôîðìèðîâàíèè ìàññèâà âåêòîðîâ
~z(i∆t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëíîå âðåìÿ íàáëþäåíèÿ Tobs = N∆t, è ÷èñ-
ëî òî÷åê N äîñòàòî÷íî âåëèêè, ÷òîáû ïî òðàåêòîðèè ìîæíî áûëî ñóäèòü
î âàæíåéøèõ ñâîéñòâàõ èíòåðåñóþùåãî íàñ àòòðàêòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ìîäåëè Ëîðåíöà:

dx

dt
= σ(y − x),

dy

dt
= rx− y − xz, (4.6)

dz

dt
= −bz + xy

ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ σ = 10, r = 28, b = 8/3, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæè-
ìó äèíàìè÷åñêîãî õàîñà. Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà õàîòè÷åñêîãî ðåæè-
ìà íà ïëîñêîñòü (x, y) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.7,à. Ïî âðåìåííîé çàâèñèìîñòè
x(t) óðàâíåíèé (4.6) ìîæíî îñóùåñòâèòü ðåêîíñòðóêöèþ ìåòîäîì çàäåðæ-
êè (4.5) � ðèñ. 4.7,á,â. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Òàêåíñà ìû îæèäàåì, ÷òî
ïî âîññòàíîâëåííîìó àòòðàêòîðó (ñì. ðèñ. 4.7,â) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òà-
êèå õàðàêòåðèñòèêè àíàëèçèðóåìîãî ðåæèìà äèíàìèêè (ñì. ðèñ. 4.7,à), êàê
ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè.
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â Ðèñ. 4.7. Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà
õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû
Ëîðåíöà (à), âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàòû x(t) (á) è ðåêîíñòðóèðî-
âàííûé àòòðàêòîð (â)

Èç-çà ðàáîòû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê N íåîáõîäèìî òùàòåëüíî âûáè-
ðàòü ïàðàìåòð τ , ïîñêîëüêó êà÷åñòâî ðåêîíñòðóêöèè áóäåò çàìåòíî îòëè-
÷àòüñÿ ïðè åãî âàðèàöèè. Êà÷åñòâî ìîæåò îöåíèâàòüñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì,
íàïðèìåð, ñ òî÷êè çðåíèÿ áëèçîñòè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé òåõ èëè èíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê àòòðàêòîðîâ A è AR. Åñëè τ ñëèøêîì ìàëî (ðèñ. 4.8,à), òî i-ÿ
è (i+1)-ÿ êîîðäèíàòû òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè-
÷èìû. Ðåêîíñòðóèðîâàííûé àòòðàêòîð â ýòîì ñëó÷àå ðàñïîëàãàåòñÿ âáëèçè
ãëàâíîé äèàãîíàëè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì êî-
îðäèíàò z1 = z2 = . . . = zm, òî åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ~z êîíöåíòðèðóåòñÿ
âáëèçè îäíîé ëèíèè. Ýòî ïðèâîäèò ê çàíèæåííîìó çíà÷åíèþ ðàçìåðíîñòè
àòòðàêòîðà AR ïî ñðàâíåíèþ ñ A. Ñëèøêîì áîëüøîå τ (ðèñ. 4.8,á) òàê-
æå ñîçäàåò òðóäíîñòè: êîîðäèíàòû îêàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, è
ðåêîíñòðóèðîâàííûé àòòðàêòîð íå îòðàæàåò èñòèííîé äèíàìèêè.
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Ðèñ. 4.8. Ðåçóëüòàò ðåêîíñòðóêöèè ïðè ìàëîé (à) è áîëüøîé çàäåðæêå (á)

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



4.3. Ðåêîíñòðóêöèÿ àòòðàêòîðà 39

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ âûáîðà îïòèìàëüíîé çàäåðæêè. Â êà-
÷åñòâå τ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ïåðâîãî íóëÿ àâòî-
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé (ÀÊÔ). Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñëîæíûìè
êðèòåðèÿìè, òàêèìè êàê ìèíèìóì ôóíêöèè âçàèìíîé èíôîðìàöèè. Íî äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé τ ÷àñòî ïîäáèðàþò ìåíåå ñòðîãèì îáðàçîì, ¾íà ãëàç¿,
èñõîäÿ èç ãåîìåòðèè ðåêîíñòðóèðóåìîãî ìíîæåñòâà (÷òîáû àòòðàêòîð íå
áûë ñëèøêîì âûòÿíóò íè â îäíîì èç íàïðàâëåíèé). Åñëè àíàëèçèðóåòñÿ
ñèãíàë, ó êîòîðîãî íàáëþäàåòñÿ õàðàêòåðíûé ïåðèîä T , òî ëó÷øå âñåãî
ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèå τ = T/4 (ðèñ. 4.9).

t

x
 

 

à

z1

z2

 

    

á

z1

z2

 

 
 

â

z1

z2

 

 
 

ã

Ðèñ. 4.9. Ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé, ÷òî ïðè τ = T/4 ôàçîâûé ïîðòðåò èìååò
íàèìåíüøèå ãåîìåòðè÷åñêèå èñêàæåíèÿ: èñõîäíûé ñèãíàë (à) è ðåçóëüòàòû
ðåêîíñòðóêöèè ïðè τ = 0.1T (á), τ = 0.25T (â) è τ = 0.9T (ã)

Ïðè âûáîðå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
åñëè õîðîøàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì m, òî æå ñïðàâåä-
ëèâî è äëÿ m+ 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðàêòè÷åñêè ïåðåñòàåò ìåíÿòüñÿ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü åñëè ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó òî÷êàìè áûëî ìàëî, îíî è îñòàíåòñÿ ìàëûì; åñëè âåëèêî � ñîîòâåòñòâåí-
íî áóäåò áîëüøèì. Çíà÷åíèå m ≥ 2d + 1 îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ãàðàí-
òèðîâàííóþ ðàçìåðíîñòü âëîæåíèÿ. Èíîãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ìåíüøèì
çíà÷åíèåì d < m < 2d+1, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì õîðîøóþ ðåêîíñòðóêöèþ (îä-
íàêî ïîíèæåíèå ïàðàìåòðà m íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñàìîïåðåñå÷åíèÿì
ôàçîâîé òðàåêòîðèè). Ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî íàèáîëåå âàæíûì ïàðàìåò-
ðîì ïðè ðåêîíñòðóêöèè îêàçûâàåòñÿ äëèíà îêíà, ïîêðûâàåìîãî ~z-âåêòîðîì
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� âåëè÷èíà w = (m − 1)τ . Îíà íå äîëæíà ïðåâûøàòü âðåìÿ êîððåëÿöèè
ñèãíàëà c(t).

Ìåòîä çàäåðæêè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì, íî íå åäèíñòâåííûì
ìåòîäîì ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîäõîäû, êîòî-
ðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è, íàïðèìåð, ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîîðäèíàò:

~z(t) = {c(t), dc(t)
dt

, . . . ,
dm−1c(t)

dtm−1 }.

Òàê êàê èçâåñòíû òîëüêî çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé ïåðåìåííîé c(t) â äèñ-
êðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè i∆t, êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~z îïðåäåëÿþòñÿ ïó-
òåì ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ïî ïðèáëè-
æåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì ôîðìóëàì. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ìàëîñòüþ âåëè÷èíû øàãà äèñêðåòèçàöèè
∆t. Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåííàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê øóìó
ïðè ðàáîòå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ÷òî îãðàíè÷èâàåò åãî ïðèìå-
íèìîñòü äëÿ ïðîñòðàíñòâ âëîæåíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè (ïî êðàéíåé ìå-
ðå, áåç ïðîâåäåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîé ôèëüòðàöèè). Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò
ðàçðàáîòàí åùå ðÿä ñïîñîáîâ çàäàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîä
èíòåãðàëüíîé ôèëüòðàöèè:

zj(t) =

∫ t

0
a(t1)exp

(
t− t1
β

)
dt1.

Ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè îáåñïå÷èâàåòñÿ ñãëàæèâàíèå èñõîäíîé ðåàëèçàöèè è
ôèëüòðàöèÿ øóìà. Ðàçíîâèäíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñêîëü-
çÿùåãî ñðåäíåãî

zj(i, k) =
1

2k + 1

k∑

l=−k

a(i+ l),

ãäå k � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð. Äàííûé ìåòîä òàêæå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
ñãëàæèâàíèå ñèãíàëà. Èíîãäà äëÿ ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà èñïîëüçóåòñÿ
ñðàçó íåñêîëüêî ìåòîäîâ (äëÿ ðàçíûõ êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ).

Íà ðèñ. 4.10 èçîáðàæåíû ïðèìåðû ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà â ñèñòåìå
Ðåññëåðà

dx

dt
= −y − z,

dy

dt
= x+ ay, (4.7)

dz

dt
= b− cz + xz

ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ çàäàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå ðàçìåðíîñòè îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ ìåòîäîì
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çàäåðæêè, äðóãèå âàðèàíòû âîññòàíîâëåíèÿ òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðèìåíÿþòñÿ â áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð, ïðè ðåøå-
íèè ïðîáëåìû ãëîáàëüíîé ðåêîíñòðóêöèè, ïðåäóñìàòðèâàþùåé ïîñòðîåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïî âðåìåííîìó ðÿäó.

x

y 

  

à

z1

z2

 

 
 

á

z1

z2

 

 
 

â

z1

z2

 

  

ã

Ðèñ. 4.10. Àòòðàêòîð â ñèñòåìå Ðåññëåðà (4.7) (à) è åãî ðåêîíñòðóêöèÿ ïî ïåðåìåííîé
x(t) ìåòîäàìè çàäåðæêè (á), äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (â) è ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (ã)

4.4 Îñîáåííîñòè ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè âû÷èñëåíèè ν ïî ôîðìóëå (4.3) íóæíî ó÷è-
òûâàòü, ÷òî â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ N âñåãäà êîíå÷íî, è îáà ïðåäåëà
ε → 0 è N → ∞ íå èìåþò ðåàëüíîãî ñìûñëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ν ñòðî-
ÿò çàâèñèìîñòü lnC(ε,N) îò ln ε â øèðîêîì äèàïàçîíå ïî ε (ðèñ. 4.11) è
ïðîâîäÿò ïîèñê ëèíåéíîãî ó÷àñòêà, íàêëîí êîòîðîãî îïðåäåëÿåò èñêîìîå
çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè. Êðîìå òîãî, ïðè èññëåäîâàíèè ñêàëÿðíûõ âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ àíàëèçèðóþò çàâèñèìîñòü ν îò âûáîðà m. Åñëè ðàçìåðíîñòü
èñõîäíîãî àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, òî ïðè óâåëè÷åíèè m çíà÷åíèå ν
èñïûòûâàåò íàñûùåíèå.
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−3 0
−5

0
ln C

ln ε

ε

ε

ε

max

F

min m=8

m=5

Ðèñ. 4.11. Çàâèñèìîñòè lnC(ε,N) îò ln ε äëÿm = 5÷8

Ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà ñóùåñòâóåò ðÿä îãðàíè÷å-
íèé íà âåëè÷èíó ε. Åñëè ε ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàçìåðàì àòòðàêòîðà εmax, òî
C(ε,N) = 1, à ñëåäîâàòåëüíî, → lnC(ε,N) = 0. Íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè
lnC(ε,N) îò ln ε (ðèñ. 4.11) îáû÷íî ìîæíî âûäåëèòü åùå äâà ìàñøòàáà:
• âåðõíþþ ãðàíèöó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà εF (íà÷àëî ìàñøòàáíîé èíâàðè-
àíòíîñòè C ∼ εν). ×àñòî îòñóòñòâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðè ε > εF

îáúÿñíÿþò âëèÿíèåì êðàåâ àòòðàêòîðà, ãäå ñðåäíåå ÷èñëî ε-ñîñåäåé
îáû÷íî ìåíüøå, ÷åì â ¾ñåðåäèíå¿;

• íèæíþþ ãðàíèöó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà εmin. Äëÿ ε < εmin ñòðóêòóðà àò-
òðàêòîðà îñòàåòñÿ íåðàçðåøåííîé. ×åì ìåíüøå ε, òåì ìåíüøå ÷èñëî
ñîñåäåé âíóòðè ÿ÷åéêè áóäåò ó òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàç-
ìåðíîñòü íå ìîæåò áûòü èçìåðåíà, åñëè â ñðåäíåì èìååòñÿ ìåíüøå ν
ñîñåäåé, ïîýòîìó çíà÷åíèå íèæíåé ãðàíèöû εmin çàâèñèò îò âðåìåíè
íàáëþäåíèÿ Tobs è ÷èñëà òî÷åê N , èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàñ÷åòå ðàçìåð-
íîñòè.

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà âìåñòî çàâèñèìîñòè lnC(ε,N) îò ln ε ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ëîêàëüíûå íàêëîíû äàííîãî ãðàôèêà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
ëè÷íûì ìàñøòàáàì (ðèñ. 4.12). Âàðèàöèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëî-
æåíèÿ ïîçâîëèò íàáëþäàòü íàñûùåíèå çíà÷åíèÿ ν â îáëàñòè ó÷àñòêà ìàñ-
øòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè (èëè ôðàêòàëüíîñòè), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè lnC(ε,N) îò ln ε.

Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé ëè-
íåéíîãî ó÷àñòêà, òî åñòü âåëè÷èíîé p = εF/εmin. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè íàëè-
÷èè ñâîéñòâ ôðàêòàëüíîñòè p íå ìîæåò áûòü ìåíüøå pmin ≈ 2 ÷ 3, à äëÿ
íàäåæíîãî èçìåðåíèÿ ν íåîáõîäèìî p ≈ 10.
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Ðèñ. 4.12. Ãðàôèêè ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ

−2 0
0

4

ln ε

m=5

m=8

ν

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îöåíêè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà òî÷åê äëÿ ïðàâèëü-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ν. Àðãóìåíòû â ïîëüçó òîé èëè èíîé îöåíêè ñëåãêà âàðüè-
ðóþòñÿ â ðàçíûõ èññëåäîâàíèÿõ, íî âñå îíè îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèÿõ
îá ¾îäíîðîäíîñòè¿ àòòðàêòîðà. Àòòðàêòîðû â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïî-
÷òè íèêîãäà îäíîðîäíûìè íå áûâàþò, íî òåì íå ìåíåå ýòè îöåíêè ïîëåçíû
è äàþò, ïî êðàéíåé ìåðå, îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ðàçìåðíîñòè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðè ðàñ÷åòå ν ìîæíî âûäå-
ëèòü 3 âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâà äàííûõ: ïîëíîå âðåìÿ íàáëþäåíèÿ
Tobs, ÷èñëî òî÷åê N è øàã ìåæäó íèìè ∆t. Îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
Tobs = N∆t, è èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âìåñòå, ïîñêîëüêó îäíîé õàðàê-
òåðèñòèêè íåäîñòàòî÷íî: áîëüøîå Tobs ïðè ìàëîì N ìîæåò áûòü ñòîëü æå
ïëîõî, êàê è ìàëîå Tobs ïðè áîëüøîì N .

Âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ïî äàííûì òîëüêî
îá îäíîé òðàåêòîðèè îñíîâàíà íà õîðîøî èçâåñòíîì ñâîéñòâå õàîòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ: òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó, â òå÷åíèå íåêî-
òîðîãî âðåìåíè áëóæäàåò ïî àòòðàêòîðó, íî çàòåì (÷åðåç èíòåðâàë âðåìåíè
TR) îíà âîçâðàùàåòñÿ â ε-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè. ×åì ìåíüøå ε, òåì áîëü-
øå äîëæíî áûòü TR. Ïðè îäíîì è òîì æå ε âåëè÷èíà TR îáû÷íî ìåíÿåòñÿ
îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé, íî òåì íå ìåíåå, ìîæíî ââåñòè íåêîòîðîå ñðåäíåå
âðåìÿ âîçâðàòà. ×òîáû îïðåäåëèòü ν ïî èíòåðâàëó ìàñøòàáîâ ε ∈ [εmin, εF ],
òî÷êè àòòðàêòîðà äîëæíû èìåòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ¾ñîñåäåé¿. Äëÿ ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê àòòðàêòîðà ÷èñëî ε-ñîñåäåé áóäåò îòëè÷àòüñÿ, íî ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî εmin ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà â ñðåäíåì ó òî÷êè àòòðàêòîðà
ñóùåñòâóåò ïîðÿäêà îäíîãî ñîñåäà âíóòðè øàðà ðàäèóñà εmin, òî åñòü êî-
ãäà k(εmin) ≈ 1. Ñîîòâåòñòâóþùåå Tobs äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû äëÿ
áîëüøèíñòâà òî÷åê òðàåêòîðèÿ óñïåëà âåðíóòüñÿ â èõ εmin-îêðåñòíîñòü 1�2
ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìîòðåòü ïîêðûòèå àòòðàêòîðà øàðàìè ðàç-
ìåðà εmin (÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî M), òî áîëüøèíñòâî èç íèõ òðàåêòîðèÿ
ïîñåòèò 1�2 ðàçà.
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Äëÿ äàííîãî Tobs ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê N ,
íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàçðåøåíèå íà ìàñøòàáå εmin (ýòî
÷èñëî äîëæíî áûòü áëèçêî ê M). Òàê êàê ñêîðîñòü |d~x/dt| âäîëü òðàåêòî-
ðèè ìåíÿåòñÿ, ïðè îäíîðîäíîì ðàçáèåíèè òðàåêòîðèè ïî âðåìåíè ti ïëîò-
íîñòü òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíîé íå áóäåò, íî ýòèì ýôôåê-
òîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Åñëè N << M , òî ðàçðåøàåìûé ìàñøòàá áóäåò
îãðàíè÷åí óæå âåëè÷èíîé N âìåñòî Tobs, à â ñëó÷àå N >> M íà ìàëûõ
ìàñøòàáàõ (ε < εmin) àëãîðèòì áóäåò èçìåðÿòü ðàçìåðíîñòü íå àòòðàêòîðà,
à ñàìîé òðàåêòîðèè, åñëè íå ïðèíÿòü ñïåöèàëüíûõ ìåð ïðåäîñòîðîæíîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ðàçðåøèòü ìàñøòàá εmin, íåîáõîäèìî N ≈M

Îáû÷íî ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàþò ïðîèçâîëüíîå ìà-
ëîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ m è âû÷èñëÿþò ν ïî
íàêëîíó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà ãðàôèêà lnC(ε,N) îò ln ε. Çàòåì óâåëè÷èâà-
þò m íà åäèíèöó è âíîâü îïðåäåëÿþò ν. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèçèðóåòñÿ
çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè îò âûáîðà
ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ. Ýòîò ïðèåì ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâî-
âàíèè ìàëîìåðíîé äèíàìèêè (ν < 4): ïðè åå íàëè÷èè çàâèñèìîñòü ν(m)
áûñòðî äîñòèãàåò íàñûùåíèÿ è ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè m íå ìåíÿåòñÿ
â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Åñëè ìàëîìåðíàÿ äèíàìèêà îòñóòñòâóåò,
òî ν óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì m. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m
âîçìîæíî íàñûùåíèå, êîòîðîå îáóñëîâëåíî ôóíäàìåíòàëüíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè íà çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè, ñâÿçàííûìè ñ êîíå÷íîé
äëèíîé àíàëèçèðóåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà:

νmax =
2 ln N

ln(1/r)
, r =

ε

εmax
.

Äàííàÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè íå ìîæåò
äàòü çíà÷åíèå áîëüøå, ÷åì νmax ïðè çàäàííîì ÷èñëå òî÷åê N . Èíûìè ñëî-
âàìè, åñëè r = 0.1 è N = 1000, òî νmax ≤ 6; åñëè N = 100000, òî νmax ≤ 10.
Íàëè÷èå ôóíäàìåíòàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ñîçäàåò ñåðüåçíûå ïðîáëåìû, åñëè
ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñëîæíûõ, íî äåòåðìèíèðîâàííûõ ðåæèìîâ äèíàìè-
êè â ñèñòåìàõ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû è ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ìàëîìåðíûõ ñèñòåì òàêèõ ïðîáëåì íå
âîçíèêàåò.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè ν ïðåäïîëà-
ãàåò ñîñòàâëåíèå ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà â øè-
ðîêîì äèàïàçîíå ïî ïàðàìåòðó ε è íàõîæäåíèå ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ çà-
âèñèìîñòè lnC(ε,N) îò ln ε. Åñëè óðàâíåíèÿ ÄÑ (4.1) èçâåñòíû, òî åñòü
ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, â ôîðìóëå (4.4) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìàññèâ âåêòîðîâ ~xi. Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà
ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâîäèòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ (âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå çàäåðæ-
êè è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ), ïîñëå ÷åãî â ôîðìóëå (4.4) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìàññèâ âåêòîðîâ ~zi. Åñëè ðàñ÷åò ðàçìåðíîñòè ñîïðîâîæäà-
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åòñÿ ïðîöåäóðîé ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà, ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ïàðàìåòðû, êîòîðûå òàêæå âëèÿþò íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû
áûòü óâåðåííûì â ðåçóëüòàòàõ âû÷èñëåíèé, ýêñïåðèìåíòàòîðû ïðåäïî÷è-
òàþò íåìíîãî ïîâàðüèðîâàòü ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó-
÷åííûå îöåíêè ν ïðè ýòîì áóäóò ìåíÿòüñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Ìåíüøå ïðîáëåì âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé
âèäà

~xn+1 = ~F (~xn, ~µ), ~x ∈ Rn, ~µ ∈ Rk,

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâè-
ñèò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè (â ÷àñòíîñòè, îò-
ñóòñòâóåò ∆t, à âåëè÷èíà âðåìåííîé çàäåðæêè îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé
åäèíèöå), â òî âðåìÿ êàê ñàìà ïðîãðàììà ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè îñòàåòñÿ
ïðåæíåé.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè åìêîñòíóþ ðàçìåðíîñòü îäíîãî
èç ñëåäóþùèõ ôðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ.
Âàðèàíò (à): ¾ñíåæèíêè¿ (ðèñ. 4.3);
Âàðèàíò (á): êàíòîðîâà ìíîæåñòâà (ðèñ. 4.2), åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â
ïðîöåññå åãî ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íå íà 3 ÷àñòè,
à íà 5. Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå ïî-ïðåæíåìó âûáðàñûâàåòñÿ òîëüêî îäíà
� ñðåäíÿÿ ÷àñòü;
Âàðèàíò (â): ¾ñàëôåòêè¿ Ñåðïèíñêîãî (ðèñ. 4.4);
Âàðèàíò (ã): ¾êîâðà¿ Ñåðïèíñêîãî (ðèñ. 4.5);
Âàðèàíò (ä): êâàäðàòíîé êðèâîé Êîõ (ðèñ. 4.6).

Çàäàíèå 2. Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó ðåêîíñòðóêöèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà
ïî ïðåäîñòàâëåííîìó âðåìåííîìó ðÿäó x(i). Ïîäáîðîì çàäåðæêè îöåíèòü
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âðåìåííîé çàäåðæêè (èñõîäÿ èç ãåîìåòðèè ðåêîí-
ñòðóèðîâàííîãî ìíîæåñòâà � àòòðàêòîð íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì âûòÿíóò
íè â îäíîì èç íàïðàâëåíèé).

N âàðèàíòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
1 ñèñòåìà Ðåññëåðà
2 ñèñòåìà Ëîðåíöà
3 ãåíåðàòîð ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ
4 ìîäåëü íåôðîíà
5 ìîäåëü íåéðîíà (Õèíäìàðø-Ðîçå)
6 ìîäåëü áåòà-êëåòêè
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Çàäàíèå 3.
Âàðèàíò (à). Íàïèñàòü ïðîãðàììó èòåðèðîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ Õåíîíà,

êîòîðàÿ áóäåò çàïèñûâàòü â ôàéë ñ íàçâàíèåì ¾data¿ â äâå êîëîíêè ñî-
îòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ xi, yi. ×èñëî òî÷åê äëÿ ðàñ÷åòà ν âûáðàòü ðàâíûì
N = 10000. Âû÷èñëèòü êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà â îòîáðàæåíèè Õåíîíà ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ¾cordim.x¿, êîòîðàÿ
ñ÷èòûâàåò äàííûå èç ôàéëà ¾data¿ è âûâîäèò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà â ôàéë
¾dim.out¿ (â ïåðâóþ êîëîíêó äàííîãî ôàéëà çàïèñûâàåòñÿ ln ε, âî âòîðóþ
lnC(ε,N)). Îöåíèòü âåëè÷èíó ν ïî íàêëîíó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà ïîëó÷åííîé
çàâèñèìîñòè.

Âàðèàíò (á). Îïðåäåëèòü êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà â äâóìåðíîé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå Ëîçè. Ñ ýòîé
öåëüþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü òå æå îïåðàöèè, ÷òî è â âàðèàíòå (à), òîëüêî
òåïåðü â ôàéë ¾data¿ áóäóò çàïèñàíû çíà÷åíèÿ xi, yi äðóãîé ìîäåëüíîé
ñèñòåìû.

Âàðèàíò (â). Îïðåäåëèòü êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà â îòîáðàæåíèè Õåíîíà ïî îäíîé êîîðäèíàòå. Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî çàïèñàòü â ôàéë ¾data¿ â äâå êîëîíêè çíà÷åíèÿ xi, xi+1, i = 1, . . . , 10000.
Äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè ¾cordim.x¿ ïî àíà-
ëîãèè ñ çàäàíèåì 3(à).

Âàðèàíò (ã). Îïðåäåëèòü êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà â îòîáðàæåíèè Ëîçè ïî îäíîé êîîðäèíàòå. Äëÿ ýòîãî íóæíî çà-
ïèñàòü â ôàéë ¾data¿ â äâå êîëîíêè çíà÷åíèÿ xi, xi+1, i = 1, . . . , 10000. Äà-
ëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè ¾cordim.x¿ ïî àíà-
ëîãèè ñ çàäàíèåì 3(à).

Ïåðå÷åíü ìîäåëüíûõ ñèñòåì äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ 3

Îòîáðàæåíèå Õåíîíà

xn+1 = 1− 1.4x2
n + yn

yn+1 = 0.3xn

Îòîáðàæåíèå Ëîçè

xn+1 = 1− 1.5|xn|+ yn

yn+1 = 0.3xn

Çàäàíèå 4. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ¾cordim2.x¿ ïðîâåñòè ðàñ÷åòû êîð-
ðåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè äëÿ îäíîãî èç ôèçèîëîãè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ïðè
âàðüèðîâàíèè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ m â ïðåäåëàõ îò 3 äî
10. Ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè (èëè îòñóòñòâèè) ìàëîìåðíîé äèíàìèêè. Åñëè
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ìàëîìåðíóþ äèíàìèêó óäàñòñÿ îáíàðóæèòü, îöåíèòü ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ, ïðè êîòîðîì öåëåñîîáðàçíî ïðî-
âîäèòü ðàñ÷åòû.

� âàðèàíòà àíàëèçèðóåìûé ñèãíàë
1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü RR-èíòåðâàëîâ

ýëåêòðîêàðäèîãðàììû ÷åëîâåêà
2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåæñïàéêîâûõ

èíòåðâàëîâ íåéðîíà ðûáû
3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåæñïàéêîâûõ

èíòåðâàëîâ íåéðîíà êðûñû
4 ñèãíàë îäèíî÷íîãî íåôðîíà êðûñû
5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåðñòîâ,

ãåíåðèðóåìûõ íåéðîíîì êðûñû
6 ñèãíàë ýëåêòðîýíöåôàëîãðàììû

÷åëîâåêà

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. ×òî òàêîå ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà?
2. ×åì îòëè÷àþòñÿ åìêîñòíàÿ è êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòè?
3. Ïî÷åìó èìåííî êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü ïðåäïî÷èòàþò âû÷èñëÿòü íà ïðàê-

òèêå?
4. Â ÷åì ñîñòîèò ðåêîíñòðóêöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-

íûì?
5. Íàçîâèòå îñíîâíûå ìåòîäû ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà ïî îäíîìåðíîé ðåàëèçàöèè.
6. Êàê ïîäáèðàþòñÿ ïàðàìåòðû ðåêîíñòðóêöèè?
7. Îáúÿñíèòå, â ÷åì ñîñòîÿò îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó ε ïðè ðàñ÷åòå êîððåëÿöèîí-

íîãî èíòåãðàëà.
8. Â ÷åì ñîñòîÿò îãðàíè÷åíèÿ âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòè ïðè ðàñ÷åòàõ ïî ñèãíàëàì ìà-

ëîé äëèòåëüíîñòè?
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5 Ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè

5.1 Èíòåðïðåòàöèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûé íà ïðàêòèêå ìåòîä ðàñ÷åòà
ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (ËÕÏ) ïî âðåìåííîìó ðÿ-
äó. Ýòîò ìåòîä íåìíîãî íàïîìèíàåò ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ
ñïåêòðà ËÕÏ ïîòîêîâûõ ñèñòåì ïî èçâåñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â
öåëîì òåõíèêà ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé
èäåîëîãèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà n-ìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü óñòîé÷èâîñòü åå ðåøå-
íèÿ, àíàëèçèðóåòñÿ âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé n-ìåðíîé ñôå-
ðû íà÷àëüíûõ óñëîâèé; ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòà ñôåðà ïðåîáðàçóåòñÿ â ýë-
ëèïñîèä (ðèñ. 5.1).

p1(0)

p2(0)

p1(t)

p2(t)

 

 

Ðèñ. 5.1. Ýâîëþöèÿ ïî âðåìåíè áåñêî-
íå÷íî ìàëîé n-ìåðíîé ñôåðû íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé

Åñëè ãîâîðèòü î ñïåêòðå ËÕÏ, òî i-é ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí â òåðìèíàõ äëèí îñåé ýëëèïñîèäà pi(t):

λi = lim
t→∞

1

t
ln
pi(t)

pi(0)
,

ãäå λi óïîðÿäî÷åíû îò íàèáîëüøåãî ê íàèìåíüøåìó. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
êàçàòåëè Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì ëèáî ñæàòèåì ñôåðû ïî
ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñêîëüêó îðèåíòàöèÿ
ýëëèïñîèäà íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ìåíÿþòñÿ è íàïðàâëåíèÿ,
àññîöèèðóþùèåñÿ ñ òåì èëè èíûì ïîêàçàòåëåì. Ïîýòîìó íåëüçÿ ãîâîðèòü
î êàêîì-òî îäíîì íàïðàâëåíèè äëÿ êàæäîé ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàäàåòñÿ òîëüêî îäíî âîçìóùåíèå (ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû
ñëåäèì ëèøü çà ãëàâíîé îñüþ ýëëèïñîèäà), òî îíî áóäåò â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè óâåëè÷èâàòüñÿ ïî çàêîíó eλ1t. Äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ âîçìóùåíèé
ïëîùàäü îáðàçóåìîãî èìè êâàäðàòà (èëè ïðÿìîóãîëüíèêà) ýâîëþöèîíèðó-
åò ïî çàêîíó e(λ1+λ2)t; äëÿ òðåõ � ýâîëþöèÿ îáúåìà îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì
e(λ1+λ2+λ3)t è ò.ä. Äàííîå ñâîéñòâî ïðèâîäèò ê íåñêîëüêî èíîìó îïðåäåëåíèþ
ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò: ñóììà ïåðâûõ j ïîêàçàòåëåé îïðåäåëÿåòñÿ
ñêîðîñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà j-ìåðíîãî ýëåìåíòà îáúåìà. Òàêàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ îáåñïå÷èâàåò îñíîâó äëÿ òåõíèêè àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ (êîãäà òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íåñêîëüêî ïîêàçàòåëåé).

Ëþáàÿ ïîòîêîâàÿ ÄÑ, åñëè åå ðåøåíèå îòëè÷íî îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëåâîé ïîêàçàòåëü, õàðàêòåðèçóþùèé ïðàê-
òè÷åñêè íå ìåíÿþùóþñÿ âåëè÷èíó îñè ýëëèïñîèäà, êàñàòåëüíîé ê ïîòîêó.
Îñè, ðàçìåð êîòîðûõ áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ (óìåíüøàòüñÿ), ñîîòâåòñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì) ïîêàçàòåëÿì.

Èíîãäà ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè àíàëèçèðóþò â òåðìèíàõ èíôîðìàöèè,
â ÷àñòíîñòè êàê ñêîðîñòü ïîòåðè èíôîðìàöèè î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Â
ýòèõ ñëó÷àÿõ èõ îïðåäåëÿþò â òàêèõ åäèíèöàõ, êàê áèò/ñåê (êîëè÷åñòâî áèò
èíôîðìàöèè â ñåêóíäó), áèò/ïåðèîä (äëÿ ïîòîêîâûõ ñèñòåì) èëè áèò/èòå-
ðàöèÿ (äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì). Ñîîòâåòñòâåííî âû÷èñëÿþò
ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé íå ïî çàêîíó eλ1t, à ïî çàêîíó
2λ1t. Íàïðèìåð, åñëè ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà Ëîðåíöà ðàâåí 2.16 áèò â åäèíèöó âðåìåíè, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðå-
äåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé ìèëëèîííîé ÷àñòè (≈ 20 áèò), òî äàëüíåé-
øåå ïîâåäåíèå íå ìîæåò áûòü ïðåäñêàçàíî ñïóñòÿ 9 åäèíèö áåçðàçìåðíîãî
âðåìåíè (20/2.16), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî 20 îáîðîòàì âîêðóã îäíîãî
èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ñïóñòÿ ýòî âðåìÿ ìàëàÿ íà÷àëüíàÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòü áóäåò ïîêðûâàòü âåñü àòòðàêòîð, è ôàçîâàÿ òî÷êà ìîæåò îêàçàòüñÿ
ãäå óãîäíî.

Ïîñêîëüêó ðàñ÷åò ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì èìååò îäíó îáùóþ èäåîëîãèþ ñ ðàñ÷åòîì ïîêàçàòåëåé ïî ñèñòåìå îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), êðàòêî ðàññìîòðèì ýòó
ïðîöåäóðó.

5.2 Ðàñ÷åòû ïî ñèñòåìå óðàâíåíèé

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ðåæèìà äèíàìè÷åñêîãî õàîñà õàðàêòåðíî íàëè÷èå
ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèé, êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, õàðàêòåðèçóþ-
ùèé ñòåïåíü ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñèñòåìû ê âûáîðó íà÷àëüíûõ óñëîâèé. ×èñ-
ëî ïîëîæèòåëüíûõ ýêñïîíåíò â ñïåêòðå ËÕÏ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì
íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, âñòðîåííûõ â õàîòè÷å-
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ñêèé àòòðàêòîð, õîòÿ â ïðèíöèïå âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå ñèòóàöèè,
ñîñòîÿùèå â ñîñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì
íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ îäíèì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà λ1. Ïðè âû÷èñëåíèè
λ1 äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ¾òèïè÷íîñòè¿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ðåøåíèåì ÄÑ ïðè âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âåëè÷èíà ïîêàçàòåëÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè T , ìî-
æåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ λ1, ñîîòâåòñòâóþùåãî T → ∞.
Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà äèñêðåòíûå ìîäåëè äåìîíñòðèðóþò
î÷åíü äëèòåëüíûå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû (äî 1500000 èòåðàöèé äèíàìèêà
ÿâëÿåòñÿ ¾õàîòè÷åñêîé¿, ïîñëå ÷åãî ñìåíÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé). Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî âå-
ëè÷èíà λ1 â òå÷åíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïîëîæè-
òåëüíîìó çíà÷åíèþ è òîëüêî íà î÷åíü äëèòåëüíûõ âðåìåíàõ ñïàäàåò äî
íóëÿ. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ïîâåäåíèå òèïè÷íîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè,
èíîãäà èñïîëüçóþò ïîíÿòèå ¾ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé íà êîíå÷íîì âðå-
ìåíè¿ (�nite time Lyapunov exponents), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü
ðàçáåãàíèÿ èëè ñæàòèÿ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì â òå÷åíèå êîíå÷íîãî
âðåìåííîãî èíòåðâàëà T .

Åñëè óðàâíåíèÿ ÄÑ, ãåíåðèðóþùèå ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ, èçâåñòíû, òî
îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ (èëè ïîëíûé ñïåêòð ËÕÏ)
ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÎÄÓ:

d~x

dt
= ~f(~x, ~µ), ~x ∈ Rn, ~µ ∈ Rm,

â êîòîðîé ~x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ~f � íåëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ~µ � âåêòîð
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Èññëåäîâàíèå äàííîé ñèñòåìû íà óñòîé÷èâîñòü
åå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ~xp(t) ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ è
ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ k-ìåðíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ. Íî åñëè îãðàíè-
÷èòüñÿ òîëüêî âû÷èñëåíèåì ñòàðøåãî ËÕÏ, òî ýòîò àëãîðèòì ñóùåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ. Èñêîìàÿ âåëè÷èíà λ1 áóäåò îïðåäåëÿòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè
âåêòîðà âîçìóùåíèÿ

r(t) = r0e
λ1t,

ãäå r0 � âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ (â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0),
r0 = |~x(t0) − ~xp(t0)|. Äàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïðèáëèæåííîé, ïî-
ñêîëüêó ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à çàâè-
ñèò îò âûáîðà òî÷êè íà àòòðàêòîðå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòå-
ëè îïðåäåëÿþò ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ, ðàññìàòðèâàÿ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûå âîçìóùåíèÿ. Îäíàêî ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàçáåãàíèÿ
òðàåêòîðèé ñïðàâåäëèâ íå òîëüêî äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé, íî
òàêæå è äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé êîíå÷íîé âåëè÷èíû, ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ
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ôîðìóëà âïîëíå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ïðàêòè÷åñêîì àíàëèçå ëî-
êàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 5.2).

Ðèñ. 5.2. Ïðèìåð ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðàçáåãàíèÿ áëèçêèõ â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò òðàåêòîðèé äëÿ àòòðàêòîðà â
ñèñòåìå Ëîðåíöà

0.0 0.1 0.2 0.3
t

0

2

4

6

8

10

r(
t)

Ïîñêîëüêó áîëüøèå çíà÷åíèÿ r(t) ïðèíèìàòü íå ìîæåò (â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ), ïðè ðàñ-
÷åòå ñòàðøåãî ËÕÏ ïðîâîäÿò ïåðåíîðìèðîâêè, â õîäå êîòîðûõ çàäàþòñÿ
íîâûå âîçìóùåíèÿ � ìàëûå ïî âåëè÷èíå, íî âûáðàííûå â íàïðàâëåíèè, êî-
òîðîå ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó âîçìóùåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïåðåíîð-
ìèðîâêîé. Çàòåì âíîâü îöåíèâàþò ñêîðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçáåãàíèÿ
áëèçëåæàùèõ òðàåêòîðèé. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëÿåòñÿ óñðåäíåííàÿ âäîëü
ôàçîâîé òðàåêòîðèè ~xp(t) êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñòåïåíè õàîòè÷-
íîñòè. Ñõåìàòè÷íî ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâêè âåêòîðà èçîáðàæåíà íà ðèñ.
5.3.

Ðèñ. 5.3. Ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâîê
ïðè ðàñ÷åòå ËÕÏ ïî çàäàííîé ñèñòå-
ìå óðàâíåíèé. Â äàííîì ñëó÷àå r1
� âåêòîð âîçìóùåíèÿ äî ïåðåíîðìè-
ðîâêè, r′1 � ïîñëå
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5.3 Ðàñ÷åòû ïî îäíîìåðíîé ðåàëèçàöèè

Ìåòîä ðàñ÷åòà λ1 ïî ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåò òó æå èäåîëîãèþ, íî òå-
ïåðü âîçíèêàåò îäíà ïðîáëåìà: íåò âîçìîæíîñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
çàäàâàòü âåêòîð âîçìóùåíèÿ. Ïîñêîëüêó àíàëèçèðóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, íà ïåðâîì ýòàïå ïðî-
öåäóðû ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëÿ íóæíî îñóùåñòâèòü ðåêîíñòðóêöèþ òðàåêòîðèè
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ~z(t) â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.5).

Ìû íå ìîæåì âûáèðàòü âåêòîð âîçìóùåíèÿ ïðè ïåðåíîðìèðîâêàõ ñòðî-
ãî â çàäàííîì íàïðàâëåíèè è äîëæíû áðàòü íîâóþ òî÷êó òàì, ãäå åå óäà-
åòñÿ íàéòè (â íåêîòîðîì êîíóñå) (ðèñ. 5.4). Íåâîçìîæíîñòü âûáîðà âåê-
òîðà âîçìóùåíèÿ â íóæíîì íàïðàâëåíèè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îøèáêè
îðèåíòàöèè (óãîë α ìåæäó âåêòîðàìè r1 è r′1). Ïîñêîëüêó ðàáîòà ñ îäíîé
åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèåé îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè âûáîðà âåêòîðà âîç-
ìóùåíèÿ, íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ èñêàòü êîìïðîìèññ ìåæäó óìåíüøåíèåì
îøèáêè îðèåíòàöèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è ìèíèìèçàöèåé åãî äëèíû.
Îãðàíè÷åíèÿ íà äëèíó ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l1 < r(t) < l2.

Ðèñ. 5.4. Ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâîê
ïðè ðàñ÷åòå ËÕÏ ïî îäíîìåðíîé ðå-
àëèçàöèè.

Íåîáõîäèìî ââîäèòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå l1, ïîñêîëüêó ïðè r(t) < l1
ñêàçûâàåòñÿ âëèÿíèå øóìà, íàðóøàþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð ðàç-
áåãàíèÿ òðàåêòîðèé. Âåëè÷èíà l2 çàäàåò óñëîâèå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ è
÷àñòî ìîæåò áûòü ââåäåíà â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè îò ðàçìåðà àòòðàêòîðà
(ñêàæåì, 5�10%). Ïî àíàëîãèè ñî ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì ïðîâîäÿòñÿ ïå-
ðåíîðìèðîâêè âåêòîðà âîçìóùåíèÿ, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè
ïåðåñòàåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (r(t) > l2). Ïî-
ñêîëüêó âû÷èñëåíèå λ1 ïðåäïîëàãàåò ðåêîíñòðóêöèþ àòòðàêòîðà, ðåçóëü-
òàò ðàñ÷åòà äàííîé âåëè÷èíû áóäåò çàâèñåòü îò êà÷åñòâà ðåêîíñòðóêöèè,
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÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííîé ñõåìû
� ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ, çàäåðæêè è ò.ï.

Íåñêîëüêî ñëîâ ñêàæåì î ïåðåíîðìèðîâêàõ âåêòîðà. Çäåñü âîçìîæíû
âàðèàíòû:

• ïåðåíîðìèðîâêè ïðîâîäÿòñÿ ïîñëå äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííîãî ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó òðàåêòîðèÿìè, à èìåííî, åñëè r(t) > l2;

• ïåðåíîðìèðîâêè ïðîâîäÿòñÿ ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå èíòåðâàëû âðåìåíè
(íàïðèìåð, ÷åðåç õàðàêòåðíûé ïåðèîä êîëåáàíèé).

Âîçìîæíû òàêæå êîìáèíàöèè ýòèõ äâóõ ñïîñîáîâ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðå-
íîðìèðîâîê. Â ëþáîì ñëó÷àå âûáîðîì ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà ïðèõîäèòñÿ
èñêàòü êîìïðîìèññ: ñëèøêîì ÷àñòûå ïåðåíîðìèðîâêè ïðèâîäÿò ê óâåëè-
÷åíèþ îøèáîê îðèåíòàöèè; ñëèøêîì ðåäêèå � ïîçâîëÿþò óâåëè÷èâàòüñÿ
âåêòîðó âîçìóùåíèÿ, âûâîäÿ çà ðàìêè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ìåòîä ïå-
ðåíîðìèðîâîê ïðè äîñòèæåíèè ôèêñèðîâàííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðàåê-
òîðèÿìè ýôôåêòèâåí äëÿ äîñòàòî÷íî îäíîðîäíûõ àòòðàêòîðîâ, êîãäà çàâè-
ñèìîñòü îò âûáîðà òî÷êè íà íåì íå ñëèøêîì ñèëüíàÿ. Åñëè àíàëèçèðóþòñÿ
íåîäíîðîäíûå àòòðàêòîðû, òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå îêàçûâàåòñÿ ìåòîä ïåðå-
íîðìèðîâîê ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ¾lhp.x¿ ïðîâåñòè ðàñ÷åòû ñòàðøå-
ãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé. Ïîñòðîèòü
çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû λ1 îò:
(à) âðåìåíè çàäåðæêè (ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ);
(á) ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ;
(â) ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (l1);
(ã) ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (l2);
(ä) âðåìåíè ìåæäó ïåðåíîðìèðîâêàìè.

Çàäàíèå 2. Ïðîâåñòè òå æå ñàìûå ðàñ÷åòû (êàê è â çàäàíèè 1) äëÿ ñëó-
÷àÿ õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé. Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé.

N âàðèàíòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
1 ñèñòåìà Ðåññëåðà
2 ñèñòåìà Ëîðåíöà
3 ãåíåðàòîð ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ
4 ìîäåëü íåôðîíà
5 ìîäåëü íåéðîíà (Õèíäìàðø-Ðîçå)
6 ìîäåëü áåòà-êëåòêè
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54 5. Ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè

Çàäàíèå 3. Âû÷èñëèòü ñòàðøèé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì (ñèãíàë äàâëåíèÿ â êàíàëüöå íåôðîíà ïî÷êè êðûñû).
Ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñ÷åòà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. ×òî õàðàêòåðèçóþò ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè?
2. ×òî îçíà÷àåò òåðìèí ¾òèïè÷íàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ¿?
3. Êàê îïðåäåëèòü ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ïî äâóì áëèçëåæàùèì òðàåêòîðè-

ÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå?
4. Êàê îñóùåñòâëÿþòñÿ ïåðåíîðìèðîâêè âåêòîðà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïðè ðàñ-

÷åòå λ1 ïî èçâåñòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé?
5. Â ÷åì îòëè÷èå ïåðåíîðìèðîâîê ïðè ðàñ÷åòå λ1 ïî îäíîìåðíîé ðåàëèçàöèè?
6. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà?
7. Êàêèå ïàðàìåòðû âëèÿþò íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñòàðøåãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêà-

çàòåëÿ?
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6 Ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà

6.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèå ìåð ñëîæíîñòè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó áàçîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðè
ïðîâåäåíèè àíàëèçà äèíàìèêè ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Â îêðóæàþùåì
ìèðå ìû ïîñòîÿííî âñòðå÷àåìñÿ ñ ïðèìåðàìè ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ ñàìûõ
ðàçíûõ îáúåêòîâ, è äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü íàáëþäàåìûå ÿâëåíèÿ ñ òî÷êè
çðåíèÿ èõ óïîðÿäî÷åííîñòè (èëè ïðåäñêàçóåìîñòè) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå áû ïîçâîëèëè ýòî ñäåëàòü. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîãî ñàìûõ ðàçíûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ
ñëîæíîñòè ïðîöåññîâ. Â ðàìêàõ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îíè îñíîâû-
âàþòñÿ íà òàêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ êàê ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ, ïî-
êàçàòåëè Ëÿïóíîâà, îáîáùåííûå ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè, âçàèìíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ è ò.ä.

Ïðè àíàëèçå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ êîíöåï-
öèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ïðàâèë, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñãåíåðèðîâàòü ýòó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïðîñòûå (ïåðèîäè÷åñêèå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáóþò íåáîëü-
øîãî ÷èñëà ïðàâèë (êîìàíä äëÿ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùåé
èõ âîñïðîèçâåñòè), òîãäà êàê äëÿ ãåíåðàöèè ñëîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íåîáõîäèìî çíà÷èòåëüíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðàâèë. Íàïðèìåð, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü öèôð èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (òàêèõ êàê π èëè e) îòëè÷àåòñÿ
îò ñëó÷àéíîãî íàáîðà ÷èñåë, ïîñêîëüêó ìîæíî íàïèñàòü î÷åíü êîðîòêóþ
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áóäåò âîñïðîèçâîäèòü ÷èñëî π, íî ñäåëàòü ýòî äëÿ ñî-
âåðøåííî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð íå óäàñòñÿ. Àíàëîãîì àëãî-
ðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òåêñòîâ ÿâëÿåòñÿ ãðàììàòè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü, êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ îïèñàíèÿ âîçìîæíîñòè ñæàòèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïåðåîáîçíà÷å-
íèé.

Ê ÷èñëó èçâåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê óïîðÿäî÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñèìâîëîâ îòíîñèòñÿ ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà, êîòîðóþ ñðàâíèòåëüíî ëåã-
êî âû÷èñëèòü íà ïðàêòèêå. Â ðàìêàõ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ýí-
òðîïèÿ èñòî÷íèêà ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîé ýíòðîïèè Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ,
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ïðåäñêàçóåìîñòü ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå.
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56 6. Ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà

6.2 Îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè èñòî÷íèêà

Èñòîðè÷åñêè ïîíÿòèå ýíòðîïèè áûëî ââåäåíî Áîëüöìàíîì â òåðìîäèíà-
ìèêå. Â 40-õ ãîäàõ 20 âåêà êîíöåïöèÿ Áîëüöìàíà áûëà îáîáùåíàØåííîíîì
äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî îõàðàêòåðèçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâî-
ëîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ óïîðÿäî÷åííîñòè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç àëôàâèòà,
ñîäåðæàùåãî λ ñèìâîëîâ. Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, äîñòàâëÿåìîå îäíèì
ñèìâîëîì ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ðàâíî-
âåðîÿòíûìè, èëè ýíòðîïèÿ (â äàííîì ñëó÷àå ýíòðîïèÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê èíôîðìàöèÿ î ïîëó÷åíèè ñèìâîëà S ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/λ) îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = log λ.

Â îáùåì ñëó÷àå, ãîâîðÿ îá ýíòðîïèè, íóæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå îáñòîÿ-
òåëüñòâà:

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîëó÷àåì ïî áóêâàì íåêîòîðûé òåêñò. Ïîêà ìû
åãî åùå íå ïîëó÷èëè öåëèêîì, ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü î ïîñëå-
äóþùèõ ñèìâîëàõ. Ïîëó÷åíèå êàæäîãî íîâîãî ñèìâîëà ýòó íåîïðåäå-
ëåííîñòü óìåíüøàåò. Ïðè ýòîì íåîïðåäåëåííîñòü, êîòîðàÿ óñòðàíÿåò-
ñÿ ïðè ïîëó÷åíèè ñèìâîëà S, áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå âåðî-
ÿòíîñòü ñèìâîëà. Ðåäêî âñòðå÷àþùèåñÿ (ìàëî îæèäàåìûå) ñèìâîëû
íåñóò áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì ÷àñòûå (â áîëüøåé ñòåïåíè îæèäàå-
ìûå) ñèìâîëû. Íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðàâíîâåðî-
ÿòíûõ ñèìâîëîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

H = f

(
1

P

)
,

ãäå f � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ìîíîòîííî ðàñòè ñ ðîñòîì 1/P .

• Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, êîòîðîå íåñóò N íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ S1,
S2, . . ., SN , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(S1, S2, . . . , SN) = H(S1) +H(S1) + . . .+H(SN),

f

(
1

PN

)
= Nf

(
1

P

)
,

à òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîýòîìó H îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = log

(
1

P

)
= − logP.
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6.2. Îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè èñòî÷íèêà 57

Åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëîâ îòëè÷àåòñÿ, íåîáõîäèìî ïðîâå-
ñòè óñðåäíåíèå ïî âñåì λ ñèìâîëàì, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåëè÷èíó, êîòîðàÿ
õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè â ñîîáùåíèè äî åãî
ïðèåìà (ýíòðîïèþ Øåííîíà)

H =< − log pi >= −
λ∑

i=1

pi log pi,

ïðè ýòîì ëîãàðèôì îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî îñíîâàíèþ λ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ðå÷ü èäåò î ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòÿõ, òî ýòî íå îáÿçàòåëüíî òåêñòû, öåïî÷êè íóêëåîòèäîâ ÄÍÊ è ò.ä. Ïîðîé
è îáû÷íûå ñèãíàëû ïðåîáðàçóþò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ, íàïðè-
ìåð, â áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: åñëè çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
â äàííûé ìîìåíò áîëüøå ñðåäíåãî, òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîëó ¾1¿, åñ-
ëè ìåíüøå ñðåäíåãî, òî ¾0¿ è ò.ï. Èçó÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ
âìåñòî âðåìåííîãî ðÿäà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîé ñèìâîëü-
íîé äèíàìèêè � îòäåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ â àíàëèçå ñëîæíûõ ñèñòåì.

×òî ìîæåò ñîîáùèòü íàì ýíòðîïèÿ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî àíàëèçèðóåòñÿ áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ¾0¿ è ¾1¿,
è âåðîÿòíîñòè äàííûõ ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû p0 è p1 = 1 − p0.
Åñëè ëîãàðèôì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2, òî ýíòðîïèÿ áóäåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî 1: H = 1, åñëè âåðîÿòíîñòè îäèíàêîâû
p0 = p1 = 0.5, è H = 0, åñëè ïîñòîÿííî ãåíåðèðóåòñÿ òîëüêî îäèí ñèìâîë
(p1 = 1 èëè p0 = 1). Çíà÷åíèÿ 0 < H < 1 õàðàêòåðèçóþò ñòåïåíü ïîðÿäêà
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýíòðîïèÿ áëèçêà ê íóëþ, êîãäà îäèí èç ñèìâîëîâ
äîìèíèðóåò (íàïðèìåð, H ≈ 0.08 äëÿ p0 = 0.01 è p1 = 0.99). Åñëè æå âå-
ðîÿòíîñòè p0 è p1 ïî÷òè îäèíàêîâûå, òî H ≈ 1 (íàïðèìåð, H ≈ 0.992 äëÿ
p0 = 0.45 è p1 = 0.55).

Îäíàêî òàêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè íà ñàìîì äåëå äàåò íåìíîãî ïîëåç-
íîé èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ïðîöåññû áóäóò
èìåòü îäíî è òî æå çíà÷åíèå ýíòðîïèè:

S0 = . . . 1010101010101010 . . .

S1 = . . . 1101110100101000 . . .

Åñëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ p0 = p1 = 0.5, òî êàê äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè S0, òàê è äëÿ ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S1 ýíòðîïèÿ
áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå H = 1. Äàííûé íåäîñòàòîê ìîæíî óñòðàíèòü,
åñëè ââåñòè áëî÷íûå ýíòðîïèè (èëè ýíòðîïèè âûñîêîãî ïîðÿäêà). Î÷åâèä-
íî, ÷òî óæå âåðîÿòíîñòè âñòðåòèòü ðàçíûå áëîêè èç äâóõ ñèìâîëîâ (¾00¿,
¾01¿, ¾10¿, ¾11¿) äëÿ S0 è S1 ñîâïàäàòü íå áóäóò. Ïîýòîìó áîëåå èíôîðìà-
òèâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ ñëóæèò n-áëî÷íàÿ
ýíòðîïèÿ

Hn = −
∑

i

p
(n)
i log p

(n)
i , (6.1)
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êîòîðàÿ ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè,
ñîäåðæàùååñÿ â áëîêå èç n ñèìâîëîâ. Â ôîðìóëå (6.1) p(n)

i � âåðîÿòíî-
ñòè áëîêîâ èç n ñèìâîëîâ (S1, . . . , Sn), à ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì
âñòðå÷àþùèìñÿ áëîêàì.

Ðàññìîòðèì, êàê âåëè÷èíà Hn ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì ðàçìåðà áëîêà. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ýíòðîïèè îòäåëüíûõ ñèìâîëîâ íå ïîçâîëÿþò îõàðàêòåðèçîâàòü
àíàëèçèðóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òîãäà êàê áëî÷íûå ýíòðîïèè H1, H2,
H3, . . ., âçÿòûå â ñîâîêóïíîñòè, îáåñïå÷èâàþò áîëåå èíôîðìàòèâíîå êî-
ëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ýòîì ìîãóò
íàáëþäàòüñÿ ðàçëè÷íûå îñîáåííîñòè çàâèñèìîñòè Hn(n):

• Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ëþáûå áëîêè èç
n ñèìâîëîâ èìåþò ðàâíûå âåðîÿòíîñòè p(n) = 1/λ(n), òî

Hn = n log λ. (6.2)

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü (6.2) õàðàêòåðíà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áåð-
íóëëè.

• Äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ïîðÿäêà k íàáëþäàåòñÿ ëèíåéíûé ðîñò áëî÷-
íûõ ýíòðîïèé ïðè n ≥ k:

Hn = Hk + (n− k)(Hk+1 −Hk), n ≥ k.

• Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñ ïåðèîäîì q) äîñòàòî÷íî
çíàòü òîëüêî q ñèìâîëîâ. Îñòàëüíûå ñèìâîëû íå íåñóò íîâîé èíôîð-
ìàöèè, ïîýòîìó

Hn = Hq, n ≥ q.

• Ñèìâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåñóùèå êàêîé-òî ñìûñë, äîëæíû
íàõîäèòüñÿ ìåæäó ñëó÷àåì ïîëíîé íåóïîðÿäî÷åííîñòè è ïîëíîé ïåðè-
îäè÷íîñòè. Ýòî äîëæíî îòðàæàòüñÿ â óìåíüøåíèè ïðèðàùåíèéHn+1−
Hn ïðè âîçðàñòàíèè n, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýôôåêòîâ ¾äëèòåëü-
íîé ïàìÿòè¿. Äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà çàâèñèìîñòè Hn(n)
èìååò âèä:

Hn = nh+ gnµ0(log n)µ1 + c, (6.3)

ãäå c � êîíñòàíòà, 0 < µ0 ≤ 1, µ1 < 0 � ïàðàìåòðû, çàâèñÿùèå îò
êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, h � ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà, îïðåäåëå-
íèå êîòîðîé áóäåò ðàññìîòðåíî äàëåå. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü
(6.3) íàáëþäàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ãåíå-
ðèðóåìûõ ëîãèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì â êðèòè÷åñêîé òî÷êå.
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×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ïðèðàùåíèÿ áëî÷íûõ ýíòðîïèé, ðàññìàòðèâà-
þò òàê íàçûâàåìûå ðàçíîñòíûå áëî÷íûå ýíòðîïèè (èíîãäà íàçûâàåìûå
äèíàìè÷åñêèìè ýíòðîïèÿìè)

hn = Hn+1 −Hn.

Èõ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíþþ íåîïðåäåëåííîñòü î ñèìâîëå,
åñëè èçâåñòíû n ïðåäøåñòâóþùèõ ñèìâîëîâ. Ïîñêîëüêó ÷åì áîëüøå ñèì-
âîëîâ ìû çíàåì, òåì ìåíüøå íåîïðåäåëåííîñòü î ñîîáùåíèè (â ñðåäíåì),
òî çíà÷åíèÿ hn ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ. Ïðåäåë

h = lim
n→∞

Hn

n
= lim

n→∞
hn (6.4)

íàçûâàþò ýíòðîïèåé èñòî÷íèêà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå h = 1 äëÿ ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (áåëîãî øóìà) è h = 0
äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íåñó-
ùèõ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ, h ∈]0, 1[.

Ïðè âû÷èñëåíèè áëî÷íûõ ýíòðîïèé è ýíòðîïèè èñòî÷íèêà íóæíî îáðà-
ùàòü âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòè äîñòîâåðíîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè áëîêà èç
n ñèìâîëîâ. Åå îïðåäåëÿþò êàê îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ äàííîãî
áëîêà

pi =
ki

N
,

ãäå N � ÷èñëî áëîêîâ, ki � ÷èñëî ïîÿâëåíèé áëîêà ñ íîìåðîì i. Ïðè ðàáîòå ñ
êîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñèìâîëîâ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ
áëîêîâ áóäóò î÷åíü íåòî÷íûìè, òàê êàê âîçíèêàåò î÷åíü ìíîãî âàðèàí-
òîâ áëîêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêè ýíòðîïèé ÿâëÿþòñÿ íåäîñòîâåðíûìè ïðè
n > 6 (äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæàùåé 10000 ñèìâîëîâ) èëè n > 9
(äëÿ 100000 ñèìâîëîâ). Ïîýòîìó âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè h â
çàâèñèìîñòè îò äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü îäíó
èç ðàçíîñòíûõ áëî÷íûõ ýíòðîïèé (íàïðèìåð, h5). Ïðåäåë n → ∞ â ôîð-
ìóëå (6.4) íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ áåññìûñëåííûì.

Ýíòðîïèþ èñòî÷íèêà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê õàðàêòåðèñòèêó ñëîæ-
íîñòè ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè Ëåìïåëÿ-Çèâà. Èäåÿ äàííîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ðàçáèâàåòñÿ ìåòêàìè íà ôðàã-
ìåíòû, êîòîðûå ðàíåå åùå íå áûëè èäåíòèôèöèðîâàíû. Íàïðèìåð, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü 100110 . . . ðàçáèâàåòñÿ íà ôðàãìåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1 · 0 · 01 · 10 . . .

×èñëî ïîëó÷åííûõ ôðàãìåíòîâ C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó ñëîæíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòî ÷èñëî áóäåò âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì
îáùåãî êîëè÷åñòâà ñèìâîëîâ N . Äëÿ ñëó÷àéíûõ áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé (p0 = p1 = 1/2) ïðè áîëüøèõ N

C(N) =
N

log2N
.
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Äëÿ íå ñîâñåì ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

C(N) = h
N

log2N
,

ãäå êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñëóæèò ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà. ×òî-
áû õàðàêòåðèñòèêà ñëîæíîñòè íå çàâèñèëà îò N , ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò âå-
ëè÷èíó C(N) · (log2N)/N , ÷òî êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ h. Âîç-
ìîæíîñòü ðàçáèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ó÷àñòêè ïî îïðåäåëåííûì ïðà-
âèëàì èãðàåò âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõ ñæàòèÿ äàííûõ. Èññëåäîâàíèå ìåð
ñëîæíîñòè â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñâîèõ ïðèëîæåíèé ïðåäïîëàãàåò ñîçäàíèå
àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãî ñæàòèÿ. Íàïðèìåð, èäåîëîãèÿ, ðàññìîòðåííàÿ
â ðàìêàõ ìåòîäà Ëåìïåëÿ-Çèâà, èñïîëüçóåòñÿ â àðõèâàòîðå ¾gzip¿, à ýí-
òðîïèþ èñòî÷íèêà ìîæíî îöåíèòü, ïîñ÷èòàâ îòíîøåíèå ðàçìåðà áèíàðíîãî
ôàéëà ïîñëå àðõèâèðîâàíèÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó ðàçìåðó.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ïîçâîëÿþùóþ ñ ïîìîùüþ ëîãèñòè÷å-
ñêîãî îòîáðàæåíèÿ

xn+1 = rxn(1− xn)

ñãåíåðèðîâàòü áèíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñëó÷àé r = 4). Äëÿ ýòîãî
íóæíî, èòåðèðóÿ äàííîå îòîáðàæåíèå, çàïèñûâàòü â ôàéë ñèìâîë ¾1¿, åñëè
x ≥ 0.5, è ¾0¿ äëÿ x < 0.5. ×èñëî èòåðàöèé âçÿòü ðàâíûì 10000.

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ¾block.x¿ ïðîâåñòè ðàñ÷åòû áëî÷íûõ ýíòðîïèé
Hn äëÿ 1 ≤ n ≤ 10. Ïðîãðàììà ¾block.x¿ ñ÷èòûâàåò ñèìâîëüíóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èç ôàéëà äàííûõ è çàïèñûâàåò â âûõîäíîé ôàéë ¾entropy.dat¿
çíà÷åíèÿ n è Hn. Ïîñòðîèòü ãðàôèê Hn(n) è îïðåäåëèòü, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî
ðàçìåðà áëîêà Hn çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Hn = n.
Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé îò ðàçìåðà áëîêà.

Çàäàíèå 2. Ïðîâåñòè ñîïîñòàâëåíèå äâóõ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ äèíà-
ìèêè ïðåäëîæåííîé ïðåïîäàâàòåëåì ìîäåëè ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ñëîæíîñòè.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîãðàììîé ¾block.x¿, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì çàäà-
íèåì ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòèHn(n). Îöåíèòü âåëè÷èíó ýíòðîïèè èñòî÷íèêà
äëÿ êàæäîãî ðåæèìà.

N âàðèàíòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
1 ñèñòåìà Ðåññëåðà
2 ñèñòåìà Ëîðåíöà
3 ãåíåðàòîð ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ
4 ìîäåëü íåôðîíà
5 ìîäåëü íåéðîíà (Õèíäìàðø-Ðîçå)
6 ìîäåëü áåòà-êëåòêè
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Çàäàíèå 3. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü Hn(n) ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàðäèîèíòåðâàëîâ ýëåêòðîêàðäèîãðàììû ÷åëî-
âåêà). Îöåíèòü äèíàìè÷åñêóþ ýíòðîïèþ h5.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Íàçîâèòå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàìêàõ òåî-

ðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
2. ×òî òàêîå àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü?
3. Ïî÷åìó ýíòðîïèÿ îòäåëüíûõ ñèìâîëîâ íå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â êà÷åñòâå èíôîð-

ìàòèâíîé õàðàêòåðèñòèêè ñèìâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?
4. Êàê áëî÷íàÿ ýíòðîïèÿ çàâèñèò îò ðàçìåðà áëîêà äëÿ ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé?
5. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà? Â ÷åì ñîñòîÿò îãðàíè÷åíèÿ, îáóñëîâëåííûå

êîíå÷íîé äëèíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?
6. Â ÷åì ñîñòîèò ìåòîä îöåíêè ñëîæíîñòè Ëåìïåëÿ-Çèâà?
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7 Ôëóêòóàöèîííûé àíàëèç

7.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ôóíêöèîíèðîâàíèè ìíîãèõ ñèñòåì â ïðèðîäå âàæíóþ ðîëü èãðàþò
îäíîâðåìåííî êàê äåòåðìèíèðîâàííûå, òàê è ñëó÷àéíûå ôàêòîðû, ïîýòî-
ìó íàáëþäàåìàÿ ñëîæíàÿ äèíàìèêà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà ñî÷åòàíèåì
ñàìûõ ðàçíûõ ìåõàíèçìîâ. Õàðàêòåðíûå âðåìåííûå ìàñøòàáû ýòèõ ñèñòåì
÷àñòî âàðüèðóþòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê
òàêîìó ÿâëåíèþ êàê íåýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ñïàäàíèÿ àâòîêîððåëÿöè-
îííîé (èëè àâòîêîâàðèàöèîííîé) ôóíêöèè. Äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äî-
ñòàòî÷íî òèïè÷íû ñòåïåííûå çàâèñèìîñòè â ïîâåäåíèè ÀÊÔ èëè ôóíêöèè
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Òî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà çàêîíîìåðíîñòåé ïîòåðè
êîððåëÿöèé âàæíà ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, òàê êàê îíà
ïîçâîëÿåò äåëàòü âûâîäû î íàëè÷èè è îñîáåííîñòÿõ ¾äëèòåëüíîé ïàìÿòè¿
â èõ äèíàìèêå. Íàïðèìåð, òàêîé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèàãíîñòèêè ôóíêöèîíàëüíûõ íàðóøåíèé â ñòðóêòóðå
ñåðäå÷íîãî ðèòìà.

Íåïîñðåäñòâåííûå ðàñ÷åòû ÀÊÔ ïî âðåìåííîìó ðÿäó îãðàíè÷åíû äî-
ñòàòî÷íî ìàëûìè çíà÷åíèÿìè τ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèì èññëåäóåìûì ñèã-
íàëîì. Áîëåå òîãî, äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (â îòñóòñòâèå õàðàêòåðíîãî
âðåìåííîãî ìàñøòàáà) àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áûñòðî ñïàäàåò äî íó-
ëÿ. Ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî τ , çíà÷åíèÿ ÀÊÔ ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî
ìàëû, ÷òî îêàçûâàþòñÿ ñîïîñòàâèìûìè ñ îøèáêàìè âû÷èñëåíèé, âîçíèêà-
þùèìè ïðè àíàëèçå ñèãíàëîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè. Êàê ñëåäñòâèå, íà
áîëüøèõ âðåìåíàõ âîçìîæíîñòü îòñëåæèâàòü çàêîíîìåðíîñòè ñïàäà êîððå-
ëÿöèé ïðîñòî îòñóòñòâóåò (â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî êîððåëÿöèîííîãî àíà-
ëèçà).

Çà ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ, ïîçâî-
ëÿþùèõ ðåøèòü òàêèå ïðîáëåìû è èçó÷àòü îñîáåííîñòè äëèòåëüíûõ êîð-
ðåëÿöèé â ñòðóêòóðå ñèãíàëîâ. Ýòè ìåòîäû áàçèðóþòñÿ íà èäåîëîãèè îä-
íîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (¾random walk¿). Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê
íåïîñðåäñòâåííîìó èçëîæåíèþ äàííûõ ïîäõîäîâ, ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà-
÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ K(τ) äåìîíñòðè-
ðóåò ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü äëÿ çíà÷åíèé âðåìåííîãî àðãóìåíòà τ > τ1

K(τ) ∼ τ−γ.
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Òîãäà äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ω <
2π/τ1 áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

S(ω) ∼ ω−β. (7.1)

Âåëè÷èíû γ è β ïðèíÿòî íàçûâàòü ñêåéëèíãîâûìè ïîêàçàòåëÿìè (â çàðó-
áåæíîé ëèòåðàòóðå èíîãäà èñïîëüçóþò òåðìèí ñêåéëèíãîâûå ýêñïîíåíòû).
Äëÿ ïðîöåññîâ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé

∫ ∞

0
S(ω)dω <∞

çíà÷åíèå β îãðàíè÷åíî äèàïàçîíîì 0 < β < 1. Åñëè ñêåéëèíãîâûé ïî-
êàçàòåëü γ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â äèàïàçîíå
0 < γ < 1 (÷òî òèïè÷íî äëÿ ñïàäàþùåé äî íóëÿ ôóíêöèè), òî ìåæäó β è
γ ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå

β = 1− γ.

Åñëè àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñïàäàåò áûñòðåå ÷åì τ−1, òî â ïðåäåëå
ω → 0 ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ïîñòî-
ÿííîìó çíà÷åíèþ β = 0. Ïðè ýòîì íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü ìîæåò âåñòè ñåáÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâèñèìîñòüþ (7.1). Êàê óæå
îòìå÷àëîñü, ïðè áîëüøèõ τ ÀÊÔ ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ (âáëèçè íó-
ëÿ), ÷òî ïðèâîäèò ê ðîñòó ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê. Â ðåçóëüòàòå èíòåðå-
ñóþùàÿ íàñ õàðàêòåðèñòèêà γ íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà, òàê êàê ÀÊÔ
ïðîñòî ¾ðàñòâîðÿåòñÿ¿ â øóìå. Îñíîâíàÿ èäåÿ ôëóêòóàöèîííîãî àíàëèçà
(îò àíãë. �uctuation analysis) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ñïàäà-
þùóþ ÀÊÔ â íåêîòîðóþ âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò ìåíåå
÷óâñòâèòåëüíà ê ñòàòèñòè÷åñêèì îøèáêàì. Äàííûé àíàëèç ïðèìåíÿåòñÿ
èìåííî ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ ýôôåêòîâ äëèòåëüíûõ êîððåëÿöèé â èññëåäó-
åìîì ïðîöåññå (àíàëèç êîððåëÿöèé ïðè ìàëûõ τ öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü
ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ÀÊÔ). Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû ìåòîäîâ ôëóêòóàöèîííîãî àíàëèçà. Âî âñåõ âàðèàíòàõ íà ïåðâîì
øàãå àëãîðèòìà ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà x(i),
i = 1, . . . , N

y(k) =
k∑

i=1

x(i), (7.2)

ãäå k = 1, . . . , N . Ñóììó (7.2) íàçûâàþò ïðîôèëåì ïåðåìåííîé x, åå èíîãäà
ðàññìàòðèâàþò êàê îäíîìåðíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ïðè êîòîðîì èçìåíå-
íèå ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè ñ íîìåðîì i ïðîèñõîäèò íà âåëè÷èíó x(i).
Äàëåå ìû ïðîàíàëèçèðóåì ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè, áàçèðóþùèåñÿ íà
ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè y(k).
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7.2 Ïðîñòîé ôëóêòóàöèîííûé àíàëèç

Â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(k) äåëèòñÿ íà íåïåðå-
êðûâàþùèåñÿ ïî âðåìåíè ñåãìåíòû äëèíîé s, è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèðà-
ùåíèÿ çíà÷åíèé y â êîíå÷íûõ òî÷êàõ ýòèõ ñåãìåíòîâ:

∆yj(s) = y (js+ 1)− y ((j − 1)s+ 1) ,

êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ j = 1, . . . , J , ãäå J =
[

N−1
s

]
, à êâàäðàòíûå ñêîá-

êè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Äàëåå ââîäÿò ñëåäóþùóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó

F 2
fa(s) =

1

J

J∑

j=1

∆yj(s)
2 = ∆y(s)2,

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âñåì ñåãìåíòàì.
Äëÿ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà x(i), ñïàäàþùåé ïî çàêîíó

K(τ) ∼ τ−γ, τ > t0, ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé τ è ñêåéëèí-
ãîâûì ïîêàçàòåëåì, îïèñûâàþùèì ñòåïåííîé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ôóíê-
öèè F 2

fa(s) ∼ sα. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 0 < γ < 1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

F 2
fa(s) ∼ s2−γ, α = 2− γ.

Àíàëîãè÷íî, åñëè íàáëþäàåòñÿ ñòåïåííîé õàðàêòåð ÷àñòîòíîé çàâèñè-
ìîñòè ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè S(ω) ∼ ω−β íà íèçêèõ
÷àñòîòàõ, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì β = 1− γ ìîæíî çàïèñàòü

F 2
fa(s) ∼ sβ+1, α = β + 1.

Õàðàêòåðèñòèêà F 2
fa(s) ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíà ê áûñòðûì ôëóêòóàöèÿì è íå

ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èâàòü õîðîøåå ðàçðåøåíèå ðàçëè÷íûõ ñòåïåííûõ çàêî-
íîâ â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè. Ñ åå ïîìîùüþ òàêæå íå óäàåòñÿ îáåñïå÷è-
âàòü õîðîøåå ðàçðåøåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ñêåéëèíãîâûõ õàðàêòåðèñòèê,
åñëè àíàëèçèðóþòñÿ ñëîæíûå ñèãíàëû, äëÿ êîòîðûõ ïîâåäåíèå K(τ) íåëü-
çÿ îïèñàòü îäíèì ïîêàçàòåëåì γ.

7.3 Àíàëèç ôëóêòóàöèé îòíîñèòåëüíî òðåíäà

Â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà1 ñèãíàë âíà÷àëå ïðèâîäèòñÿ ê íóëåâîìó ñðåä-
íåìó çíà÷åíèþ

x∗(i) = x(i)− < x(i) > .

1Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå íàçâàíèå ìåòîäà çâó÷èò êàê detrended �uctuation analysis (DFA).
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Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïîäõîäîì âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà

y(k) =
k∑

i=1

x(i),

ïîñëå ÷åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(k) ðàçáèâàåòñÿ íà ó÷àñòêè (ñåãìåíòû) ðàâ-
íîé äëèíû n.

0 250 500 750 1000
i

0.6

0.8

1.0

1.2

x(
i)

 

 

à

0 250 500 750 1000
k

−30

−20

−10

0

10

y(
k)

 

 
á

Ðèñ. 7.1. Àíàëèçèðóåìûé ñèãíàë (à) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(k) (á). Âî âñåõ ñåã-
ìåíòàõ (âûäåëåííûõ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè) ïðîâåäåíà ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ëîêàëüíîãî òðåíäà.

Äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ïðîâîäèòñÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äàííûõ � ìå-
òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé yn(k), ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ëîêàëüíûé òðåíä â ïðåäåëàõ îäíîãî ñåãìåíòà. Äàëåå îí óñòðà-
íÿåòñÿ â êàæäîì ñåãìåíòå ïóòåì ïåðåõîäà ê ðàçíîñòè y(k) − yn(k), è ïðî-
âîäèòñÿ àíàëèç ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îò ëîêàëüíîãî òðåíäà,
òî åñòü âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Fdfa(n) =

√√√√ 1

N

N∑

k=1

[y(k)− yn(k)]
2.

Òàêèå âû÷èñëåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ ðàçíûõ ìàñøòàáîâ (òî åñòü ðàçëè÷-
íûõ ðàçìåðîâ ó÷àñòêîâ), ÷òîáû ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü Fdfa(n) â øèðîêîì
äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà n. Îáû÷íî ñ ðîñòîì n ôóíêöèÿ Fdfa(n) òàê-
æå âîçðàñòàåò, è ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü lg Fdfa îò lg n ñâèäåòåëüñòâóåò î
íàëè÷èè ñâîéñòâà ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè (ñêåéëèíãà), êîòîðîå ïðî-
ÿâëÿåòñÿ â ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè

Fdfa(n) ∼ nα. (7.3)

Â ýòîì ñëó÷àå ôëóêòóàöèè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñêåéëèíãîâûì ïîêà-
çàòåëåì α, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé íàêëîí ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî
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ó÷àñòêà ïðè ïðåäñòàâëåíèè çàâèñèìîñòè (7.3) â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

lg n

−3.0

−2.0

−1.0

0.0

lg
 F

df
a

Ðèñ. 7.2. Çàâèñèìîñòü Fdfa(n), èçîáðà-
æåííàÿ â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå, äåìîíñòðèðóåò íàëè÷èå
ó÷àñòêà, áëèçêîãî ê ëèíåéíîìó
(lg n > 1).

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x∗(i)
â ñîñåäíèå ìîìåíòû âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ íåêîððåëèðîâàííûìè.
Ïîòåðè êîððåëÿöèé ìîæíî äîñòè÷ü, íàïðèìåð, åñëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ïåðåìåøàòü ïîðÿäîê òî÷åê âðåìåííîãî ðÿäà (â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî ãîâî-
ðÿò î ¾ñóððîãàòíûõ¿ äàííûõ). Â îòñóòñòâèå êîððåëÿöèé α = 0.5. Åñëè â
ñèãíàëå ñóùåñòâóþò òîëüêî êîððåëÿöèè íåáîëüøîé äëèòåëüíîñòè, íà÷àëü-
íûé íàêëîí ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò 0.5, íî α áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê 0.5 äëÿ
áîëüøèõ n. Çíà÷åíèå 0.5 < α < 1 óêàçûâàåò íà íàëè÷èå äëèòåëüíûõ êîð-
ðåëÿöèé, ïðè êîòîðûõ çà áîëüøèì (ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì) çíà÷åíè-
åì ïåðåìåííîé x ÷àùå ñëåäóåò áîëüøîå, à çà ìàëûì � ìàëîå. Äèàïàçîí
0 < α < 0.5 õàðàêòåðèçóåò îòëè÷íûé òèï êîððåëÿöèé � ÷åðåäîâàíèå áîëü-
øèõ è ìàëûõ çíà÷åíèé (àíòèêîððåëèðîâàííàÿ äèíàìèêà). Îñîáûé ñëó÷àé
α = 1 ñîîòâåòñòâóåò 1/f -øóìó, ÷àñòî âñòðå÷àþùåìóñÿ â äèíàìèêå ìíî-
ãèõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè α > 1 êîððåëÿöèè ñóùåñòâóþò, íî îíè íå
îáÿçàòåëüíî íîñÿò ñòåïåííîé õàðàêòåð. Íàïðèìåð, α = 1.5 õàðàêòåðèçóåò
âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ñêåéëèíãîâûé ïîêàçàòåëü α ìîæåò ñëó-
æèòü èíäèêàòîðîì, êîòîðûé îïèñûâàåò ¾ãëàäêîñòü¿ èñõîäíîãî âðåìåííîãî
ðÿäà: ÷åì áîëüøå α, òåì áîëåå ãëàäêèì ÿâëÿåòñÿ àíàëèçèðóåìûé ïðîöåññ.
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ 1/f -øóì ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê êîìïðîìèññ
ìåæäó ïîëíîñòüþ íåêîððåëèðîâàííûì áåëûì øóìîì è áîëåå ¾ãëàäêèì¿
âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì2.

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî âðåìåííîãî ðÿäà α = (β + 1)/2, òî åñòü ñêåéëèíãî-
âûé ïîêàçàòåëü ìåòîäà àíàëèçà ôëóêòóàöèé îòíîñèòåëüíî òðåíäà ñâÿçàí
ñî ñêåéëèíãîâûì ïîêàçàòåëåì ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè,
à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñ õàðàêòåðèñòèêîé ñïàäà ÀÊÔ. Ïðåèìóùåñòâî äàííî-
ãî ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòûì ôëóêòóàöèîííûì àíàëèçîì ñîñòîèò â

2Â äàííîì ñëó÷àå î ñòåïåíè �ãëàäêîñòè� ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü â êàâû÷êàõ, õàðàêòåðèçóÿ âíåøíèé
âèä ñèãíàëà, òàê êàê âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì.
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òîì, ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåñ-
ñû. Õîòÿ ìû ïûòàåìñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü òðåíä ïðÿìîé ëèíèåé (÷òî íà
ïðàêòèêå íå âñåãäà ýôôåêòèâíî), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå âàðèàí-
òû àïïðîêñèìàöèè (ïîëèíîìàìè, ñïëàéíàìè è ò.ï.), òàêæå ðàññìàòðèâàÿ
ôëóêòóàöèè îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî òðåíäà. Åñëè æå ïðè àíàëèçå íåñòà-
öèîíàðíûõ ïðîöåññîâ òðåíä âîâñå íå óñòðàíÿòü, òî ìîæíî ñäåëàòü îøèáî÷-
íûå âûâîäû ïðè ðàñ÷åòå ñêåéëèíãîâûõ õàðàêòåðèñòèê. Ðàññìàòðèâàåìûé
âàðèàíò ôëóêòóàöèîííîãî àíàëèçà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ äëèòåëüíûõ êîððå-
ëÿöèé â íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññàõ. Îí î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â èññëå-
äîâàíèÿõ ñëîæíîé äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì. Â ÷àñòíîñòè, îí àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ ñòðóêòóðû
ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàêèõ êàê öåïî÷êè íóêëåîòèäîâ ÄÍÊ.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé íóêëåîòèä âñòðå÷àåòñÿ,
çíà÷åíèÿ x(i) âûáèðàþò ðàâíûìè ëèáî +1, ëèáî -1, è ïðîâîäèòñÿ ïîèñê
êîððåëÿöèé ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòè â ïîëó÷åííûõ áèíàðíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿõ. Èçâåñòíî ìíîãî äðóãèõ ïðèìåíåíèé äàííîãî ìåòîäà, èçíà÷àëü-
íî ïðåäëîæåííîãî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòîâ äëèòåëüíûõ êîððåëÿöèé â
ñòðóêòóðå ñåðäå÷íîãî ðèòìà è ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Ïðîâåñòè àíàëèç êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ òåñòîâûõ ñèã-
íàëîâ (áåëûé øóì è âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ). Ñ ýòîé öåëüþ çàïó-
ñòèòü ïðîãðàììó ¾dfa.x¿ è óêàçàòü ôàéëû äàííûõ ¾noise1.dat¿ è ¾noise2.dat¿.
Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà âåëè÷èíû α â çàâèñèìîñòè îò äëè-
òåëüíîñòè àíàëèçèðóåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà (âûáèðàÿ N â äèàïàçîíå îò 100
äî 10000).

Çàäàíèå 2. Äëÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ïðåäûäóùåì çà-
äàíèè, ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà α â îáëàñòè äëèòåëüíûõ
êîððåëÿöèé (lg n > 2) è êîððåëÿöèé ìàëîé äëèòåëüíîñòè (lg n < 1). Âû-
áðàòü N = 10000. Ñäåëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà
â ðàçíûõ äèàïàçîíàõ çíà÷åíèé n.

Çàäàíèå 3. Ïðîâåñòè àíàëèç êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ôèçèîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàðäèîèíòåðâàëîâ ýëåêòðîêàðäèîãðàì-
ìû ÷åëîâåêà â îáû÷íîì ñîñòîÿíèè è ïðè ôèçè÷åñêîé íàãðóçêå). Ñîïîñòà-
âèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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68 7. Ôëóêòóàöèîííûé àíàëèç

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. ×åì âûçâàíû ñëîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòîâ äëèòåëüíûõ êîððåëÿöèé â ðàì-

êàõ êëàññè÷åñêîãî êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà?
2. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñêåéëèíãîâûå ýêñïîíåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîâåäåíèå

àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè è ñïåêòðà ìîùíîñòè?
3. Â ÷åì ñîñòîèò îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ôëóêòóàöèîííîãî àíàëèçà?
4. Ïî÷åìó ìåòîä àíàëèçà ôëóêòóàöèé îòíîñèòåëüíî òðåíäà ïðèìåíèì â èññëåäîâà-

íèÿõ ñòðóêòóðû íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ?
5. Êàê ñâÿçàíû õàðàêòåðèñòèêè ôëóêòóàöèîííîãî àíàëèçà ñî ñêåéëèíãîâûìè ýêñïî-

íåíòàìè êëàññè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà?
6. Îáúÿñíèòå, êàêèì îáðàçîì ïî âåëè÷èíå α ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îñîáåííîñòÿõ

êîððåëÿöèé â àíàëèçèðóåìîì ïðîöåññå?
7. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ôëóêòóàöèîííûé àíàëèç?
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8 Âåéâëåò-àíàëèç

8.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Âåéâëåòû1 ïîÿâèëèñü â âîñüìèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà êàê àëü-
òåðíàòèâà êëàññè÷åñêîìó ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó, îñíîâàííîìó íà ïðåîáðà-
çîâàíèè Ôóðüå. Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè âåéâëåòîâ ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç âàæ-
íåéøèõ ñîáûòèé â ìàòåìàòèêå çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ, ïîñêîëüêó ýòî,
ïîæàëóé, åäèíñòâåííàÿ íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ, êîòîðàÿ ñðàçó
æå ïîñëå åå ïîÿâëåíèÿ ñòàëà âîñïðèíèìàòüñÿ â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà ïðè-
êëàäíûõ èññëåäîâàíèé ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ åñòåñòâåííûõ íàóêàõ è ìíîãèõ
îáëàñòÿõ òåõíèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåéâëåòû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè
àíàëèçå è ñèíòåçå ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ, ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé, äëÿ
ñæàòèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ èíôîðìàöèè, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è ò.ä.
Â äàííîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé
èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âåéâëåòîâ � àíàëèç íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ðèòìîâ
â ñèãíàëàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

Î÷åíü ìíîãèå ïðîöåññû â ïðèðîäå ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè è äåìîí-
ñòðèðóþò èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ñâîèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ïðèìåðà-
ìè ìîãóò ñëóæèòü ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ðàäèîôèçè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ,
àòìîñôåðíàÿ è ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ òóðáóëåíòíîñòü, íåñòàöèîíàðíûå âîë-
íû â îêåàíå, íåñòàöèîíàðíûå ãåîôèçè÷åñêèå è ôèçèîëîãè÷åñêèå ñèãíàëû.
Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (ñïåêòðàëüíî-
êîððåëÿöèîííûé àíàëèç, âû÷èñëåíèå ìîìåíòíûõ ôóíêöèé è ò.ä.) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé èíñòðóìåíòû èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ; èõ ïðèìåíåíèå äëÿ àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ äàííûõ çà÷àñòóþ ïðèâî-
äèò ê ðàçëè÷íûì ïðîáëåìàì â èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â
÷àñòíîñòè, íàëè÷èå äâóõ ïèêîâ â ñïåêòðå ìîùíîñòè ñ íåêðàòíûìè ÷àñòîòà-
ìè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûì ñèòóàöèÿì: â äèíàìèêå
èçó÷àåìîé ñèñòåìû ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâîâàòü äâà íåçàâèñèìûõ
ðèòìà èëè ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðîöåññ ïåðåêëþ÷åíèÿ ÷àñòîòû, è â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè óäàåòñÿ çàôèêñèðîâàòü òîëüêî îäèí ðèòìè÷åñêèé ïðîöåññ.

Äîâîëüíî ÷àñòî ïðè èññëåäîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èñïîëü-
çóåòñÿ èäåîëîãèÿ àíàëèçà ñèñòåì ñ ìåäëåííî-ìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè:
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â òå÷åíèå íåáîëüøèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ñâîéñòâà
ïðîöåññà ìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàöèî-

1Òåðìèí ¾âåéâëåò¿ â äîñëîâíîì ïåðåâîäå îçíà÷àåò ¾ìàëåíüêàÿ âîëíà¿.
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70 8. Âåéâëåò-àíàëèç

íàðíûé, ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêèé àïïàðàò ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè. Òàêîé
ïîäõîä ñëåäóåò ïðèçíàòü ýôôåêòèâíûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè íåñòàöèî-
íàðíîñòü àññîöèèðóåòñÿ ñ íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòüþ ñïåêòðà ïî îòíîøåíèþ
ê äèíàìèêå, ïðåäñòàâëÿþùåé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëÿ. Åñëè æå ñâîé-
ñòâà ïðîöåññà äàæå â ïðåäåëàõ ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ âðåìåííûõ èíòåðâà-
ëîâ óñïåâàþò ñóùåñòâåííî ïîìåíÿòüñÿ, òî åñòü äâà âàðèàíòà äàëüíåéøèõ
äåéñòâèé � ëèáî îòêàçûâàòüñÿ îò êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà âðåìåííûõ
ðÿäîâ è îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ñïåöèàëüíûå ìåòîäèêè, ëèáî òùàòåëüíî ïðî-
âîäèòü ïðåäâàðèòåëüíóþ îáðàáîòêó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, âûáèðàÿ
òîëüêî òå ó÷àñòêè ñèãíàëîâ, íà êîòîðûõ èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî
ñòàöèîíàðíûìè. Íî äàæå ïðè óñëîâèè îñóùåñòâëåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îá-
ðàáîòêè äàííûõ öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü ïîñëåäóþùèé àíàëèç íà îñíîâå
íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ íåçàâèñèìî
îò ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ
èíñòðóìåíòîâ ñóùåñòâóåò íåìíîãî, è íàèáîëåå èçâåñòíûì ñðåäè íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ âåéâëåò-àíàëèç.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âåéâëåòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ñâîþ ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðè ðåøåíèè î÷åíü øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîäàâëåíèåì
øóìîâ, ñæàòèåì áîëüøèõ îáúåìîâ èíôîðìàöèè, àíàëèçîì èçîáðàæåíèé,
ñèíòåçîì ñèãíàëîâ è ò.ä. Âåðîÿòíî, íå áûëî íè îäíîé äðóãîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé êîíöåïöèè, êîòîðàÿ áû áûñòðî ïðèîáðåëà ñòîëü øèðîêîå ïðèêëàäíîå
çíà÷åíèå â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Âîçìîæíîñòè òåîðèè âåéâëåòîâ
î÷åíü øèðîêè. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî âåéâëåò-àíàëèç � ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå îêàçàëèñü ¾íå ïî çóáàì¿ êëàññè÷å-
ñêîìó ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó. Âåéâëåòû ïîÿâèëèñü èçíà÷àëüíî â êà÷åñòâå
àëüòåðíàòèâû îêîííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôóðüå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóê-
òóðû ñèãíàëîâ. Îäíàêî âñêîðå ñòàëî ÿñíî, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íàìíîãî áîëüøåå ÷åì ïðîñòî äðóãîé âàðèàíò ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Ïå-
ðå÷èñëèì ëèøü íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ, ãäå â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî
ïðèìåíÿþòñÿ âåéâëåòû:

1) Àíàëèç ñòðóêòóðû íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâà-
íèå ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü èçìåíåíèå âî âðåìåíè ìãíîâåííûõ àìïëèòóä
è ÷àñòîò ðèòìîâ. Ýòî ñâîéñòâî îñîáåííî õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ èçó÷åíèÿ
íåñòàöèîíàðíûõ äàííûõ, íàïðèìåð, ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â äèíàìèêå
æèâûõ ñèñòåì.

2) Ñæàòèå áîëüøèõ îáúåìîâ èíôîðìàöèè. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâîé ñòàíäàðòà ñæàòèÿ âèäåîèçîáðàæåíèé MPEG4. Ïðè äîïó-
ñòèìûõ ïîòåðÿõ êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ (íåñóùåñòâåííûõ ìåëêèõ äåòàëåé)
ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè ñæàòèå äàííûõ ïî÷òè â 300 ðàç.

3) Êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà. Âåéâëåòû ïîçâîëÿþò îñóùåñòâëÿòü ðåäàêòè-
ðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ñ ïåðåìåííûì ðàçðåøåíèåì, ïîêëåòî÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå ïîâåðõíîñòåé ïî êîíòóðó, ôîðìèðîâàòü çàïðîñ äëÿ ïîèñêà èçîáðàæåíèÿ
ïî îáðàçöó.
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4) Ñèñòåìû ïåðåäà÷è äàííûõ. Îáëàäàÿ âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ ê âîç-
äåéñòâèþ ïîìåõ, âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå âñå àêòèâíåå èñïîëüçóåòñÿ â òåõ
îáëàñòÿõ, ãäå ðàíüøå ïðèìåíÿëèñü äðóãèå ìåòîäû (íàïðèìåð, ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå), â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñóùåñòâó-
åò íåïðåðûâíîå è äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå. Âî ìíîãèõ ïðàêòè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ äèñêðåòíûå âåéâëåòû, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò îñóùåñòâëÿòü áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà, îñîáåííî â çà-
äà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ åãî ñæàòèåì è ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì. Îíè
îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ ïðîöåäóðû áûñòðîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íå òîëüêî ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè,
íî è ïðè àíàëèçå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàè-
áîëåå åñòåñòâåííî â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ îöèôðîâàííûõ äàííûõ (âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ) è ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå, åñëè òðåáóåòñÿ áûñòðî âû÷èñëèòü
òå èëè èíûå õàðàêòåðèñòèêè. Íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîäåðæèò èç-
áûòî÷íóþ èíôîðìàöèþ. Òåì íå ìåíåå, ïðè àíàëèçå ñòðóêòóðû ñëîæíûõ
ñèãíàëîâ âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà äàííàÿ èçáûòî÷íîñòü ìîæåò áûòü ïî-
ëåçíûì ñâîéñòâîì, ïîçâîëÿþùèì ïîëó÷àòü áîëåå íàãëÿäíûå è ÿñíûå ðå-
çóëüòàòû. Èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü èç íåïðåðûâíîãî âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàïðèìåð, îá èçìåíåíèè õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò ðèòìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèè, ëåã÷å àíàëèçèðîâàòü � â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
âèçóàëüíî îòñëåæèâàòü ïîâåäåíèå âî âðåìåíè ìãíîâåííûõ ÷àñòîò è àìïëè-
òóä íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ. Èìåííî ýòà âîçìîæíîñòü è áóäåò ðàññìîòðåíà
íàìè äàëåå.

8.2 Íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå è åãî ñâîé-
ñòâà

Â îòëè÷èå îò áåñêîíå÷íî îñöèëëèðóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, êî-
òîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â êëàññè÷åñêîì ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå, âåéâëåò-ïðåîá-
ðàçîâàíèå èñïîëüçóåò ¾ëîêàëüíûå¿ ôóíêöèè èëè ¾ìàëåíüêèå âîëíû¿ � âåé-
âëåòû. Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âåéâëåòîâ, ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå,
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8.1. Äàííûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû äâóì
ìàòåìàòè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì, à èìåííî èçìåíåíèþ ìàñøòàáà (ñæàòèþ
èëè ðàñòÿæåíèþ) è ñìåùåíèþ âäîëü àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà � ðèñ. 8.2.
Äëÿ ÷åãî ýòî íóæíî? Âî-ïåðâûõ, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ëîêàëü-
íûå ñâîéñòâà ñèãíàëà íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ íàáëþäåíèÿ. Ìîæíî îáðàçíî
ïðåäñòàâèòü, ÷òî ìû âíà÷àëå ñìîòðèì íà ñèãíàë íåâîîðóæåííûì ãëàçîì,
çàòåì ÷åðåç óâåëè÷èòåëüíîå ñòåêëî è, íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ìèêðîñêîïà ðàñ-
ñìàòðèâàåì ñîâñåì ìåëêèå äåòàëè (à ïðè íåîáõîäèìîñòè, íàîáîðîò, îòîéäåì
íà íåñêîëüêî øàãîâ è âçãëÿíåì íà ñèãíàë èçäàëåêà). Âî-âòîðûõ, ñìåùåíèå
âåéâëåòà âäîëü àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿåò îòñëåæèâàòü, êàê ðàç-
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ëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ñèãíàëà ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Î÷åíü ïîïóëÿðíà
è íàãëÿäíà èíòåðïðåòàöèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê ìåòîäà ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìèêðîñêîïà: ïóòåì ïåðåìåùåíèÿ âåéâëåòà âäîëü ñèãíàëà ìåíÿåò-
ñÿ òî÷êà ôîêóñèðîâêè ìèêðîñêîïà, èçìåíåíèå ìàñøòàáà ôóíêöèé çà ñ÷åò
ñæàòèÿ èëè ðàñòÿæåíèÿ àíàëîãè÷íî âûáîðó ðàçðåøåíèÿ, à èñïîëüçîâàíèå
ðàçëè÷íûõ âåéâëåòîâ ïî ñóòè ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó îáúåêòèâà ìèêðîñêîïà
(åãî îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ).

à á

â
  

  

ã

Ðèñ. 8.1. Ïðèìåðû âåéâëåòîâ: (à) WAVE, (á) MHAT, (â) Ìîðëå, (ã) Íààð

t

t

t

 

 

à

t

 

 

á

Ðèñ. 8.2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé � èçìåíåíèå ìàñøòàáà
(à) è ñìåùåíèå âäîëü ñèãíàëà (á)

Åñëè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî Ôóðüå-àíàëèçà ñïåêòð ñèãíàëà x(t) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé (÷àñòîòû), òî âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèå îïåðèðóåò óæå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè: 1) ìàñøòàá èëè ÷àñòîòà, 2)
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ëîêàëèçàöèÿ âî âðåìåíè. Îäíîé èç ïðèíöèïèàëüíûõ îñîáåííîñòåé òåîðèè
âåéâëåòîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÷àñòîòà è âðåìÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâè-
ñèìûå ïåðåìåííûå, à èìåííî ýòî è ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ¾ëîêàëüíîì¿ ñïåê-
òðàëüíîì àíàëèçå. Ïîìåñòèâ âåéâëåò â âûáðàííîé òî÷êå ñèãíàëà è ïðîâåäÿ
åãî ïåðåìàñøòàáèðîâàíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ÷àñòîòíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà â îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîãî ìîìåí-
òà âðåìåíè. Ñ ýòîé öåëüþ ôàêòè÷åñêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòîå ïåðåìíî-
æåíèå âåéâëåòà è ñèãíàëà � åñëè îíè êîððåëèðóþò, òî ïðè ïåðåìíîæåíèè
áóäåò ïîëó÷åíî áîëüøîå çíà÷åíèå, åñëè íå êîððåëèðóþò � òî ìàëîå. Çàòåì
àíàëîãè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ äðóãèõ ìàñøòà-
áîâ è â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà äâóìåðíàÿ
ðàçâåðòêà îäíîìåðíîãî ñèãíàëà x(t) (ðèñ. 8.3). Âûáîð ìàñøòàáà a è ñìåùå-
íèÿ b ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì (ïðè ïðîâåäåíèè íåïðåðûâíîãî âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ), èëè äàííûå âåëè÷èíû ìîãóò ïðèíèìàòü ôèêñèðîâàííûé
íàáîð çíà÷åíèé, íàïðèìåð, a = 2k (â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ).
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå, êîòîðîå äîïóñêàåò áîëåå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Ðèñ. 8.3. Àíàëèçèðóåìûé ñèãíàë, âåéâëåò è äâóìåðíàÿ ðàçâåðòêà ñèãíàëà
ïðè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû òåêóùèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà è ñìåùåíèÿ

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ìîìåíòîâ ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèçà ÿâëÿåò-
ñÿ âûáîð êîíêðåòíîãî âåéâëåòà ψ(t) (åãî íàçûâàþò áàçèñíûì èëè ¾ìàòå-
ðèíñêèì¿). Ýòîò âûáîð çàâèñèò îò ðåøàåìîé çàäà÷è è îò ñàìîãî ñèãíà-
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ëà. Íàïðèìåð, ÷òîáû îïðåäåëèòü ôàçó êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà íà îñíîâå
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ êîìïëåêñíûå ôóíêöèè. Äëÿ àíàëè-
çà ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ ïðîöåññà íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ öåëåñîîáðàçíî ïðè-
ìåíÿòü âåùåñòâåííûå ôóíêöèè. Ïðè âûáîðå âåéâëåòà áîëüøóþ ðîëü èãðà-
åò èíòóèöèÿ è ïðàêòè÷åñêèé îïûò èññëåäîâàòåëÿ, à òàêæå ñóùåñòâóþùèå
òðàäèöèè èñïîëüçîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ ôóíêöèé ïðè ðåøåíèè îïðåäåëåí-
íîãî êðóãà çàäà÷. Ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî ñ äðóãèì âåéâëåòîì íåëüçÿ
ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû. Âûáîð ðàçíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ìîæ-
íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âûáîð ðàçíûõ îáúåêòèâîâ äëÿ ìèêðîñêîïà: åñëè
äàííûé îáúåêòèâ ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü íóæíûå äåòàëè, òî îí ïîäõîäèò
äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è (áîëåå òîãî, åñëè âçÿòü äðóãîé îáúåêòèâ, òî ïðè ýòîì
ìû íå óâèäèì íè÷åãî íîâîãî). Èíîãäà òàêæå èñïîëüçóþò àíàëîãèþ ñ ðàçíû-
ìè ñèñòåìàìè èñ÷èñëåíèÿ. Ïðèìåíåíèå äåñÿòè÷íîé èëè äâîè÷íîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ óäîáñòâîì è òðàäèöèÿìè. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñèñòåìû
èñ÷èñëåíèÿ ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è ìîæåò ïîòðåáîâàòü áîëüøèõ èëè
ìåíüøèõ óñèëèé, è èíòóèöèÿ ïðè ýòîì èãðàåò âàæíóþ ðîëü. Â òî æå âðå-
ìÿ ñóùåñòâóþò ñèñòåìû èñ÷èñëåíèÿ, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ ïðîñòî èñêëþ÷å-
íî ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ (íàïðèìåð, ðèìñêèå öèôðû íå ïîäõîäÿò, åñëè
íóæíî îñóùåñòâëÿòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ). Ñèòóàöèÿ ñ âåéâëåòàìè äåé-
ñòâèòåëüíî â ÷åì-òî àíàëîãè÷íàÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàêèìè ïðèçíàêàìè äîëæíà îáëàäàòü ôóíêöèÿ ψ(t),
÷òîáû åå ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âåéâëåòà:

• Ëîêàëèçàöèÿ. Âåéâëåò ψ(t) äîëæåí áûòü ëîêàëèçîâàí è âî âðåìåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå, è ïî ÷àñòîòå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ñïàäàåò
äî íóëÿ çà ïðåäåëàìè íåêîòîðîé îáëàñòè, è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé
÷åì áûñòðåå îíà ñïàäàåò, òåì ëó÷øå.

• Íóëåâîå ñðåäíåå. Íåîáõîäèìûì ïðèçíàêîì âåéâëåòà ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèå

∫ ∞

−∞
ψ(t)dt = 0.

×òîáû èãíîðèðîâàòü ìåäëåííóþ íåñòàöèîíàðíîñòü (ïîëèíîìèàëüíûé
òðåíä) áûâàåò íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå áîëåå ñèëüíîãî òðåáîâàíèÿ:

∫ ∞

−∞
tmψ(t)dt = 0,

êîòîðîå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâûõ m ìîìåíòîâ ôóíêöèè ψ(t).

• Êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ. Äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:
∫ ∞

−∞
| ψ(t) |2 dt <∞.
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Î÷åíü ïîïóëÿðíû íà ïðàêòèêå âåéâëåòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè Ãàóññà, â ÷àñòíîñòè, WAVE-âåéâëåò

ψ(t) = te−t2/2

è MHAT-âåéâëåò

ψ(t) = (1− t2)e−t2/2.

Ñðåäè êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ õîðîøî ëîêàëèçî-
âàííûé è ïî âðåìåíè, è ïî ÷àñòîòå âåéâëåò Ìîðëå

ψ(t) = π−1/4
(
ej2πf0t − e−(2πf0)2/2

)
e−t2/2,

ãäå f0 � ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé. Âòîðîå ñëàãàåìîå â
ñêîáêàõ îñóùåñòâëÿåò êîððåêòèðîâêó ïðè ïðîâåäåíèè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñèãíàëîâ ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Â ñëó÷àå f0 >> 0 èì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, ïîëó÷èâ óïðîùåííóþ è íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìóþ íà ïðàê-
òèêå ôîðìóëó âåéâëåòà Ìîðëå:

ψ(t) = π−1/4ej2πf0te−t2/2. (8.1)

Çäåñü ìíîæèòåëü ej2πf0t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ ôîðìó çàïèñè
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðîìîäóëèðîâàíà ïî àìïëèòóäå ôóíêöè-
åé Ãàóññà e−t2/2, à íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò π−1/4 íåîáõîäèì äëÿ òîãî,
÷òîáû âåëè÷èíà ýíåðãèè âåéâëåòà áûëà ðàâíà åäèíèöå.

Ïîñëå âûáîðà ¾ìàòåðèíñêîãî¿ âåéâëåòà ψ(t) íà åãî îñíîâå ñòðîèòñÿ áà-
çèñ

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b

a

)
,

ãäå a � ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò (îí îïðåäåëÿåò ñæàòèå èëè ðàñòÿæåíèå
ôóíêöèè), b � ïàðàìåòð ñäâèãà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âåéâëåò ïåðåìåùàåòñÿ
âäîëü àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà x(t).

Íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

W (a, b) =
1√
a

∫ ∞

−∞
x(t)ψ∗

(
t− b

a

)
dt =

∫ ∞

−∞
x(t)ψ∗a,b(t)dt, (8.2)

ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ âåëè÷èíó. Ðåçóëüòàò
ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îá îñîáåííîñòÿõ èññëåäóåìîãî
ñèãíàëà ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âèçóàëèçàöèè ïîâåðõíîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ W (a, b). Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò åå ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü
ab è ðàçëè÷íûìè îòòåíêàìè öâåòà èçîáðàæàþò èíòåíñèâíîñòü àìïëèòóä
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïî àíàëîãèè ñ ãåîãðàôè÷åñêèìè êàðòàìè). Òàêîé
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ñïîñîá ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü, êàê íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ ïðîèñõîäèò èçìå-
íåíèå âî âðåìåíè ñâîéñòâ ñèãíàëà. Äðóãîé ñïîñîá âèçóàëèçàöèè ñîñòîèò
â ïîñòðîåíèè êàðòèí ëèíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ïîâåðõíîñòè W (a, b)
èëè òàê íàçûâàåìîãî ¾ñêåëåòîíà¿. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äàííûé ñêåëåòîí ôàêòè-
÷åñêè ñîäåðæèò âñþ îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ î âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè, íå
¾çàãðîìîæäåííóþ¿ ëèøíèìè äåòàëÿìè. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì òå-
ñòîâûé ïðèìåð � ñèãíàë, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè ñàìîïîäîáèÿ (ôðàêòàëü-
íîé ñòðóêòóðîé) â øèðîêîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ (ðèñ. 8.4,à). Ïðîåêöèÿ
ïîâåðõíîñòè ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ W (a, b) íà ïëîñêîñòü ab è âûäåëåí-
íûé ñêåëåòîí ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.4,á,â. Â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëñÿ
MHAT-âåéâëåò.

x

t

  

 

à á

a

b

 
 

â
Ðèñ. 8.4. Èñõîäíûé ñèãíàë (à) è
ðåçóëüòàòû àíàëèçà: ïðîåêöèÿ ïî-
âåðõíîñòè ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ (á) è ñêåëå-
òîí (â)

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ñïåêòðîì ìîùíîñòè â ðàìêàõ âåéâëåò-àíà-
ëèçà òàêæå îïåðèðóþò ñ ýíåðãåòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïëîòíîñòü
ýíåðãèè ñèãíàëà ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(a, b) = W 2(a, b).

Íî ïðè ýòîì ó âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóåò ðÿä ïðèíöèïèàëüíûõ
îñîáåííîñòåé:

1. Ëîêàëüíûé è ãëîáàëüíûé ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû. Èñïîëü-
çîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ïî âðåìåíè ôóíêöèé ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ëîêàëèçî-
âàííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññîâ. Ëîêàëüíûé ñïåêòð ýíåðãèè ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè E(a, b) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò
âðåìåíè t0

E(a, t0) = W 2(a, t0).
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Ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îäíó èç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
èçó÷àòü âðåìåííóþ äèíàìèêó ìãíîâåííûõ õàðàêòåðèñòèê íåñòàöèîíàðíîãî
ïðîöåññà.

Ðàñïðåäåëåíèå ïî ìàñøòàáàì ïîëíîé ýíåðãèè õàðàêòåðèçóåòñÿ ãëîáàëü-
íûì ñïåêòðîì ýíåðãèè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ

E(a) =

∫ ∞

−∞
E(a, b)db,

êîòîðûé ÷àñòî íàçûâàþò ñêàëîãðàììîé. Ãëîáàëüíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü
â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãëàäêèì � E(a) ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñïåêòð ìîùíîñòè, ñãëàæåííûé íà êàæäîì ìàñøòàáå ñïåêòðîì Ôóðüå
àíàëèçèðóþùåãî âåéâëåòà.

2. Ïðîáëåìà íîðìèðîâêè. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà ìîùíîñòü êîëåáàíèé ðàâíà ïëîùàäè ïîä êðèâîé ôóíêöèè ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè S(f), à âåëè÷èíà ñïåêòðàëüíîãî ïèêà ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé íà ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå. Â ñëó÷àå âåéâëåò-
àíàëèçà ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå � ïðè êîððåêòíîì îöåíèâàíèè ýíåð-
ãèè ïî ïîëó÷åííîìó ñïåêòðó íå óäàåòñÿ ïðàâèëüíî âû÷èñëèòü àìïëèòó-
äó, è íàîáîðîò. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêóþ õàðàêòåðèñòèêó íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü, ïðîâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå íîðìèðîâêè ïëîòíîñòè ýíåðãèè E(a, b).
Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ñïåêòð ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû f (ðèñ. 8.5). Âîñïîëüçóåìñÿ âåéâëåòîì
Ìîðëå ñ f0 = 1, â ýòîì ñëó÷àå f ≈ 1/a. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ïðîèñ-
õîäèò ¾ðàñïëûâàíèå¿ ñïåêòðàëüíîãî ïèêà (ïðè÷èíû ýòîãî ÿâëåíèÿ áóäóò
ðàññìîòðåíû ïîçäíåå). Åñëè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ýíåðãèþ êîëåáàíèé â
ôèêñèðîâàííîé ïîëîñå ÷àñòîò, òî äàííûé ýôôåêò íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïè-
àëüíûì � óâåëè÷åíèå øèðèíû ñïåêòðàëüíîãî ïèêà ñîïðîâîæäàåòñÿ óìåíü-
øåíèåì åãî àìïëèòóäû, è ýíåðãèÿ êîëåáàíèé (ïëîùàäü ïîä êðèâîé E(f)
íà ðèñ. 8.5á) ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííîé. Îäíàêî îöåíêà àìïëèòóäû äëÿ êàæ-
äîé ñèíóñîèäû (êàê êîðåíü èç âåëè÷èíû ýíåðãèè íà äàííîé ÷àñòîòå) äàåò
ðàçíûå ðåçóëüòàòû � àìïëèòóäà áóäåò óìåíüøàòüñÿ ñ ðîñòîì f .

Äëÿ êîððåêòíîé îöåíêè ñîîòíîøåíèé ìåæäó àìïëèòóäàìè êîëåáàòåëü-
íûõ ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñïåöèàëüíóþ íîðìèðîâêó (ñ ýòîé öå-
ëüþ ìîæíî çàìåíèòü ìíîæèòåëü 1/

√
a ïåðåä çíàêîì èíòåãðàëà â ôîðìóëå

(8.2) íà ìíîæèòåëü 1/a). Ýòî ïîçâîëèò ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü àìïëèòóäû
ðèòìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ðàçíûìè ïåðèîäàìè (ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé
êîíñòàíòû, åñëè ñðàâíèâàòü ñ Ôóðüå-àíàëèçîì), íî ïðèâåäåò ê íàðóøåíèþ
ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ñóììèðóÿ âûøåñêàçàííîå, ìîæíî ãîâîðèòü
î òîì, ÷òî â ñëó÷àå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ çíà÷åíèÿ ýíåðãèè êîëåáàíèé
â íåêîòîðîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå è àìïëèòóäû õàðàêòåðíûõ ðèòìîâ öåëå-
ñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, âûáèðàÿ òîò âàðèàíò íîðìèðîâêè, ïðè
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êîòîðîì óäîáíåå âû÷èñëèòü òðåáóåìóþ õàðàêòåðèñòèêó.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0 40
−1.5

1.5

0 40
−1.5

1.5

t t

x x

f

E

Ðèñ. 8.5. Ñïåêòð, âû÷èñëåííûé íà îñíîâå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ äâóõ
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è ðàçíîé ÷àñòîòîé

x(t) x(t)

S(f)

  

 

à f(t)

f(t)

 

 

 
á

Ðèñ. 8.6. Êëàññè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íå îòëè÷àåò äâà ðàçíûõ ñèãíàëà
(à), òîãäà êàê ðàñ÷åò ìãíîâåííûõ ÷àñòîò íà îñíîâå ëîêàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ
ñïåêòðîâ âåéâëåò-àíàëèçà (á) ïîçâîëÿåò ýòè ñèãíàëû ÷åòêî èäåíòèôèöèðîâàòü

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ìîìåíòîâ ïðè ñîïîñòàâëåíèè âåéâëåò- è
Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷íàÿ ÷àñòîòíî-âðåìåííàÿ ëîêàëèçà-
öèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïåðèðóåò ñ áåñêîíå÷íûìè âî âðåìåíè ôóíêöè-
ÿìè sin è cos, è äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñïåêòðàëüíóþ èíôîðìàöèþ íà
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âûáðàííîé ÷àñòîòå, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë â äèàïàçîíå (−∞,∞).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü è ïðîøëîé, è áóäóùåé âðåìåííîé
èíôîðìàöèåé. Êðîìå òîãî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî ÷àñòîòà ìîæåò ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå íå ïîçâîëÿåò îòëè÷èòü ñèãíàë, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììó
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè, îò ñèãíàëà, äåìîíñòðèðóþ-
ùåãî ¾ïåðåêëþ÷åíèå¿ ÷àñòîòû � ðèñ. 8.6,à. Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëèçîâàííûõ
ôóíêöèé â ðàìêàõ âåéâëåò-àíàëèçà ýòó ïðîáëåìó ðåøàåò (ðèñ. 8.6,á).

Âåéâëåòû ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â êà÷åñòâå ¾îêîííûõ¿ ôóíêöèé, èìå-
þùèõ ñâîþ øèðèíó âî âðåìåííîé (σt) è â ÷àñòîòíîé (σf) îáëàñòÿõ. Øèðè-
íà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå (êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñ-
ïåðñèè) ôóíêöèé |ψa,b(t)| è |ψ̂a,b(f)|, ãäå ψ̂a,b(f) - Ôóðüå-îáðàç âåéâëåòà.
×àñòîòíî-âðåìåííîå ðàçðåøåíèå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî îõàðàêòå-
ðèçîâàòü ïðÿìîóãîëüíèêîì íà ïëîñêîñòè tf ñî ñòîðîíàìè σt è σf . Ýòîò ïðÿ-
ìîóãîëüíèê èíîãäà íàçûâàþò ïðÿìîóãîëüíèêîì Ãåéçåíáåðãà, îòðàæàþùèì
èçâåñòíûé ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ìèíèìàëü-
íóþ ïëîùàäü, çàíèìàåìóþ äàííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì. Â ñëó÷àå âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòà ïëîùàäü íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 1/4π.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè àíàëèçå
ñèãíàëîâ íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî óëó÷øèòü è ÷àñòîòíîå, è âðåìåííîå
ðàçðåøåíèå: óìåíüøåíèå øèðèíû âåéâëåòà âî âðåìåííîé îáëàñòè ñîïðî-
âîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì øèðèíû ñïåêòðàëüíûõ ïèêîâ, êàê ýòî áûëî ïî-
êàçàíî íà ðèñ. 8.5. Èíûìè ñëîâàìè, óëó÷øåíèå âðåìåííîãî ðàçðåøåíèÿ
(âîçìîæíîñòü îãðàíè÷èâàòüñÿ ìåíüøèìè ó÷àñòêàìè ñèãíàëîâ) ïðèâîäèò
ê óõóäøåíèþ ÷àñòîòíîãî ðàçðåøåíèÿ (áîëåå ðàçìûòûì ñïåêòðàëüíûì ïè-
êàì). Íàîáîðîò, ñòðåìëåíèå ïîëó÷èòü óçêèå ëèíèè â ñïåêòðå íåèçáåæíî áó-
äåò ïðèâîäèòü ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü áîëåå äëèòåëüíûå ôðàãìåí-
òû àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷àñòîòíî-âðåìåííîå
îêíî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíûì: ïðÿìîóãîëüíèê Ãåé-
çåíáåðãà ñóæàåòñÿ ïî ÷àñòîòå è ðàñøèðÿåòñÿ ïî âðåìåíè íà íèçêèõ ÷àñòî-
òàõ, ðàñøèðÿåòñÿ ïî ÷àñòîòå è ñóæàåòñÿ ïî âðåìåíè � íà âûñîêèõ (ðèñ.
8.7).

Äàííîå ñâîéñòâî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì. Ïî-
ñêîëüêó ÷àñòîòà ñèãíàëà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà åãî ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòè (ïåðèîäó êîëåáàíèé), òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè
ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ òðåáóåòñÿ èçâëåêàòü åå èç ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ âðå-
ìåííûõ èíòåðâàëîâ, òîãäà êàê äëÿ èçâëå÷åíèÿ íèçêî÷àñòíîé ñïåêòðàëüíîé
èíôîðìàöèè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü áîëåå äëèòåëüíûå ó÷àñòêè. Îòìå-
òèì, ÷òî è â êëàññè÷åñêîì ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå, îñíîâàííîì íà ïðåîá-
ðàçîâàíèè Ôóðüå, èíôîðìàöèÿ ìîæåò èçâëåêàòüñÿ èç îòäåëüíûõ ôðàãìåí-
òîâ ñèãíàëà (ïðè èñïîëüçîâàíèè îêîííûõ ôóíêöèé), ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî
ðàññìîòðåòü îòëè÷èå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ îò îêîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå.
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Ðèñ. 8.7. ×àñòîòíî-âðåìåííîå ðàçðåøåíèå âåéâëåò-àíàëèçà. Äëèíà è øèðèíà
ïðÿìîóãîëüíèêîâ Ãåéçåíáåðãà (âåðõíèé ðèñóíîê) çàâèñÿò îò ìàñøòàáà, íî èõ
ïëîùàäü îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû óëó÷øàåòñÿ âðåìåííîå
ðàçðåøåíèå, íî ñïåêòðàëüíûå ïèêè (íèæíèé ðèñóíîê) ¾ðàñïëûâàþòñÿ¿

Èíòóèòèâíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ó ýòèõ ìåòîäîâ åñòü íå÷òî îáùåå � âåé-
âëåò Ìîðëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ïðîìîäóëèðî-
âàííóþ ïî àìïëèòóäå ôóíêöèåé Ãàóññà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðîâîäèì
îêîííûé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, òàêæå âû-
áðàâ â êà÷åñòâå âðåìåííîãî ¾îêíà¿ ôóíêöèþ Ãàóññà. Áóäóò ëè ïðè ýòîì ðå-
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çóëüòàòû ñîâïàäàòü ñ ðåçóëüòàòàìè âåéâëåò-àíàëèçà? Èñïîëüçîâàíèå îêîí-
íîé ôóíêöèè âî âðåìåííîé îáëàñòè ïðèâåäåò ê îãðàíè÷åíèþ ñïåêòðàëüíîãî
ðàçðåøåíèÿ â îáëàñòè ÷àñòîò è ïîÿâëåíèþ ïðÿìîóãîëüíèêà Ãåéçåíáåðãà íà
ïëîñêîñòè tf (ðèñ. 8.8).
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Ðèñ. 8.8. ×àñòîòíî-âðåìåííîå ðàçðåøåíèå îêîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äëè-
íà è øèðèíà ïðÿìîóãîëüíèêîâ Ãåéçåíáåðãà (âåðõíèé ðèñóíîê) â äàííîì ñëó÷àå
ñîõðàíÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè íà âñåõ ìàñøòàáàõ. Ðàçðåøåíèå íå çàâèñèò îò ÷àñòî-
òû

Íî îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê íå ìåíÿåòñÿ ïðè
èçìåíåíèè ÷àñòîòû � ÷àñòîòíîå è âðåìåííîå ðàçðåøåíèå îñòàþòñÿ ïîñòîÿí-
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íûìè íà âñåõ ÷àñòîòàõ. Â ýòîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, åñòü ñâîè ïîëîæèòåëüíûå
ìîìåíòû � íå ïðîèñõîäèò ¾ðàñïëûâàíèÿ¿ ñïåêòðàëüíûõ ïèêîâ ñ ðîñòîì ÷à-
ñòîòû, íå ìåíÿåòñÿ èõ àìïëèòóäà (íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ íîðìèðîâîê äëÿ
êîððåêòíîãî âû÷èñëåíèÿ îäíîâðåìåííî è àìïëèòóä ðèòìîâ, è ýíåðãèè êî-
ëåáàíèé). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì åñòü è ñâîè íåäîñòàòêè, ïîñêîëüêó
íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ â ïðåäåëû ïðÿìîóãîëüíèêà Ãåéçåíáåðãà ïîïàäàåò ðàç-
íîå ÷èñëî êîëåáàíèé. Åñëè èõ îêàçûâàåòñÿ ìíîãî, òî ïðîïàäàåò âîçìîæ-
íîñòü ïðîâîäèòü ïî-íàñòîÿùåìó ëîêàëüíûé àíàëèç, è íå óäàåòñÿ îòñëåæè-
âàòü áûñòðûå èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ñâîéñòâ ñèãíàëà. Âìåñòî âûÿâëåíèÿ
áûñòðûõ âàðèàöèé åãî õàðàêòåðèñòèê áóäåò ïîëó÷åíà ëèøü óñðåäíåííàÿ â
ïðåäåëàõ îêíà èíôîðìàöèÿ. Íàïðèìåð, âåéâëåò Ìîðëå ïðè f0 = 1 ñîäåð-
æèò ïðèìåðíî 5 ïåðèîäîâ êîëåáàíèé � ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ëîêàëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà (ïðè óìíîæåíèè âåéâëåòà íà ñèãíàë
x(t) íå ó÷èòûâàåòñÿ âñÿ èíôîðìàöèÿ çà ïðåäåëàìè ýòîãî ó÷àñòêà ñèãíà-
ëà). Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè íà äðóãîé ÷àñòîòå ïðè ïåðåìàñøòàáèðîâàíèè
âåéâëåòà îçíà÷àåò, ÷òî ìû âíîâü îãðàíè÷èâàåìñÿ ó÷àñòêîì ñèãíàëà, ñîäåð-
æàùèì îêîëî 5 êîëåáàíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ëîêàëüíîñòè ïðîâîäè-
ìîãî àíàëèçà âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ìàñøòàáà íàáëþäåíèÿ. Îêîííûé
ñïåêòðàëüíûé àíàëèç, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, òàêóþ ëî-
êàëüíîñòü íå îáåñïå÷èâàåò � ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà âíóòðü îêíà áóäåò
ïîïàäàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïåðèîäîâ (îò åäèíèö äî ñîòåí).

8.3 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ

×òîáû íàãëÿäíåå ïðåäñòàâèòü, êàê âåéâëåòû ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ëîêàëü-
íóþ ñòðóêòóðó ñèãíàëîâ, ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ è ïðîâåäåì
ðàñ÷åòû íà îñíîâå âåéâëåòà WAVE. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (8.2), êîýôôèöèåí-
òû âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñÿò îò ðàñïîëîæåíèÿ âåéâëåòà (ïàðàìåòðà
ñäâèãà b) è îò ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà a, îïðåäåëÿþùåãî ñæàòèå èëè
ðàñòÿæåíèå áàçèñíîé ôóíêöèè ψa,b(t).

Íà ðèñ. 8.9,à âåéâëåò äåìîíñòðèðóåò òó æå ¾ïåðèîäè÷íîñòü¿, ÷òî è ñàì
ñèãíàë (ñèíóñîèäà), à ïàðàìåòð b âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîñòè÷ü
ìàêñèìàëüíîãî ñîâïàäåíèÿ ¾íàêëàäûâàåìûõ¿ äðóã íà äðóãà ôóíêöèé. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòî ïðèâåäåò ê áîëüøîé êîððåëÿöèè ìåæäó ñèãíàëîì è âåéâëå-
òîì ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ a è b, è ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (8.2)
áóäåò ïîëó÷åíî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèåW (a, b). Ïðè óâåëè÷åíèè
b íà ïîëîâèíó ïåðèîäà ñèíóñîèäû âåéâëåò è ñèãíàë îêàçûâàþòñÿ â ïðîòè-
âîôàçå. Êàê ñëåäñòâèå, êîýôôèöèåíò W (a, b) ïðèíèìàåò áîëüøîå îòðèöà-
òåëüíîå çíà÷åíèå. Ëþáûå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ b ïðèâîäÿò ê óìåíüøå-
íèþ êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ìàêñèìóìà (ðèñ. 8.9,à) ê
ìèíèìóìó (ðèñ. 8.9,á). Â ÷àñòíîñòè, ðèñ. 8.9,â èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé, êîãäà
W (a, b) = 0. Íà ðèñ. 8.9,à,á,â âåéâëåò èìååò ïðèáëèçèòåëüíî òó æå ¾ôîðìó¿
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è ¾ðàçìåð¿, ÷òî è ñàì ñèãíàë â îêðåñòíîñòè âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ b. Äëÿ
î÷åíü ìàëîãî ìàñøòàáà a (ðèñ. 8.9,ã) ó÷àñòêàì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ çíà÷åíèé âåéâëåòà ñîîòâåòñòâóåò ïî÷òè îäíà è òà æå ÷àñòü ïåðèîäà
ñèíóñîèäû, ÷òî ïðèâîäèò ê êîýôôèöèåíòàì W (a, b), áëèçêèì ê íóëþ. Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè a ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî è W (a, b) òàêæå óìåíüøàåòñÿ
äî íóëÿ. Ïðè î÷åíü áîëüøèõ a âåéâëåò-êîýôôèöèåíòû òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ (ðèñ. 8.9,ä), òàê êàê â ïðåäåëàõ ôóíêöèè ψa,b(t) îêàçûâàåòñÿ ìíîãî
ó÷àñòêîâ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ñèíóñîèäû, è ïåðå-
ìíîæåíèå âåéâëåòà è ñèãíàëà ïðèâåäåò ê ìàëûì êîýôôèöèåíòàì W (a, b).
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Ðèñ. 8.9. Àíàëèçèðóåìûé ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë è WAVE-âåéâëåò ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñäâèãà è ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà.

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå îáû÷íî âû÷èñëÿåòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà-
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÷åíèé ïàðàìåòðîâ a è b. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè è âåéâëåòà WAVE ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè W (a, b) èçîáðàæåíà íà ðèñ.
8.10, ãäå îòòåíêàìè öâåòà ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (áåëûé) äî ìèíèìàëüíîãî (÷åðíûé). Âèçóàëüíûé àíàëèç
ïîâåðõíîñòè âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ â öåëÿõ èçâëå÷åíèÿ èíôîðìàöèè îá
îñîáåííîñòÿõ ñòðóêòóðû ñèãíàëà â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåñòè íåòðóäíî � ìû
âèäèì ëèøü îäèí õàðàêòåðíûé ìàñøòàá, êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.
Äëÿ ìíîãî÷àñòîòíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ àíàëèç ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðîåêöèé ïîâåðõíîñòè W (a, b) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì è íåóäîáíûì.
×åðåäîâàíèå ñâåòëûõ è òåìíûõ ¾ýëëèïñîâ¿ â îêðåñòíîñòè êàæäîãî åå ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà çàãðîìîæäàåò ðèñóíîê áîëüøèì êî-
ëè÷åñòâîì äåòàëåé, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå íå î÷åíü òî íóæíû äëÿ òîãî,
÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ñòðóêòóðå àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà.

x

t

à

á

Ðèñ. 8.10. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè (à) íà îñíîâå
WAVE-âåéâëåòà, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè âåéâëåò-
êîýôôèöèåíòîâ (á)

Ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ðèñ. 8.10, áóäóò ïîëó÷åíû è ñ ïðèìåíåíèåì
äðóãèõ âåùåñòâåííûõ âåéâëåòîâ. ×òîáû óïðîñòèòü âèçóàëüíûé àíàëèç, öå-
ëåñîîáðàçíî èñêëþ÷èòü èíôîðìàöèþ î ôàçå çà ñ÷åò ðàññìîòðåíèÿ ìîäóëåé
âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ è âûáîðà êîìïëåêñíîé áàçèñíîé ôóíêöèè. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ ìíîãî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé è èçó÷å-
íèÿ îñîáåííîñòåé äèíàìèêè ðèòìîâ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé Ìîðëå
(8.1). Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî èçîáðàæåíèåì ñêåëåòîíà2, òî â ýòîì ñëó-

2Ïðè àíàëèçå ðèòìîâ ñêåëåòîí ñòðîèòñÿ ïóòåì ïîèñêà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ E(a, b) äëÿ ôèêñè-
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÷àå ðåçóëüòàòû áóäóò áîëåå ïðîñòûìè è íàãëÿäíûìè. Íà ðèñ. 8.11 ïîêàçàíà
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ñèíóñîèäû, âû÷èñëåííàÿ íà
îñíîâå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä
ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò èçó÷åíèÿ èñõîäíûõ ñèãíàëîâ ê àíàëèçó âðåìåííûõ
çàâèñèìîñòåé ìãíîâåííûõ ÷àñòîò (èëè àìïëèòóä) ðèòìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
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Ðèñ. 8.11. Ðåçóëüòàò àíàëèçà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà îñíîâå âåéâëåòà Ìîðëå
(ïðèâîäèòñÿ òîëüêî âûäåëåííûé ñêåëåòîí)

Ìû âûáðàëè î÷åíü ïðîñòîé ñëó÷àé, êîòîðûé íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìå-
ðå îöåíèòü âîçìîæíîñòè, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿåò âåéâëåò-àíàëèç. ×òîáû
ëó÷øå ïîíÿòü ïðåèìóùåñòâà âåéâëåòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñïåê-
òðàëüíûì àíàëèçîì, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íåñòàöèîíàðíûõ ïðî-
öåññîâ.

1. ¾Ïåðåêëþ÷åíèå¿ ÷àñòîòû. Êëàññè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç,
îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ñàì ôàêò
ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðèòìîâ, íî íå äàåò âîçìîæíîñòè ïðîñëåäèòü
ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ìãíîâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ðèòìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Âåéâëåò-àíàëèç îáëàäàåò áîëåå øèðîêèìè âîçìîæíîñòÿìè è ÿâëÿåòñÿ ýô-
ôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ñèãíàëîâ äàæå
â ñëó÷àå áûñòðûõ èçìåíåíèé ìãíîâåííûõ ÷àñòîò ðèòìè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ (ñèëüíîé íåñòàöèîíàðíîñòè). Íà ðèñ. 8.12,à ïðèâåäåí òåñòîâûé ïðèìåð
ñèãíàëà, äëÿ êîòîðîãî âíà÷àëå ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïðèíèìàåò îäíî çíà÷å-
íèå, çàòåì íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå êîëåáàíèÿ ïîëíîñòüþ ïðåêðàùàþòñÿ, ïî-
ñëå ÷åãî îíè âîçíèêàþò óæå íà äðóãîé ÷àñòîòå. Âåéâëåò-àíàëèç ñ ïðèìåíå-
íèåì áàçèñíîé ôóíêöèè Ìîðëå ïîçâîëÿåò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ èäåíòèôè-
öèðîâàòü ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû
ñèãíàëà. Ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü ìîìåíòû ¾ïåðåêëþ÷åíèÿ¿ ÷àñòîòû óäàåò-
ñÿ è â ñëó÷àå ñðàâíèòåëüíî áûñòðûõ èçìåíåíèé. Íà ðèñ. 8.12,á ïîêàçàí
ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòîòà äâàæäû ïåðåêëþ÷àåòñÿ â ïðåäåëàõ îäíîãî ïåðèî-
äà. Âîçìîæíîñòü àíàëèçà êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé ïîðÿäêà 0.01 Ãö âàæíà â
èññëåäîâàíèÿõ ñëîæíîé äèíàìèêè æèâûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûõ
ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Î÷åíü ìíîãèå ðèòìû â áèîëîãèè è ìåäèöèíå
ñîîòâåòñòâóþò äèàïàçîíó 10−2 ÷ 10−1 Ãö, è ïðèìåíåíèå ñïåöèàëüíûõ ìå-
ðîâàííûõ b è âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà a, òî åñòü ïóòåì ïîèñêà ïèêîâ ëîêàëüíûõ ñïåêòðîâ.
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òîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü äåòàëüíûé àíàëèç èõ ñòðóêòóðû, èãðàåò
âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõ äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïî ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì.

2. ¾×èðïû¿. Íà ïðàêòèêå áîëåå òèïè÷íû ñèòóàöèè, êîãäà ÷àñòîòà êî-
ëåáàíèé ìåíÿåòñÿ íå ñêà÷êîîáðàçíî, à ïëàâíî. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü
÷èðï-ñèãíàë (îò àíãë. ¾chirp¿ � ÷èðèêàíüå) � ïðîöåññ ñ ÷àñòîòîé, ìîíî-
òîííî ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè. Ðèñ. 8.13,à èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé ñèãíàëà,
âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ äâà ïàðàëëåëüíûõ ëèíåéíûõ ÷èðïà. Ïîñëå ïðîâåäå-
íèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ìãíîâåííûå ÷àñòî-
òû îáîèõ ðèòìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ìåíÿþùèåñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, è,
òàêèì îáðàçîì, âåéâëåò-àíàëèç äàåò ïðàâèëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå
èññëåäóåìîãî ñèãíàëà.
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Ðèñ. 8.12. Àíàëèç ñèãíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ¾ïåðåêëþ÷åíèÿ¿ ÷àñòîòû
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Ðèñ. 8.13. Àíàëèç ¾÷èðïîâ¿

Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû ìîæåì ïðîâîäèòü ëîêàëüíûé ñïåê-
òðàëüíûé àíàëèç, òåì íå ìåíåå âñå õàðàêòåðèñòèêè îöåíèâàþòñÿ â ïðåäåëàõ
íåêîòîðîãî âðåìåííîãî îêíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèè ψa,b(t) (èëè â ïðå-
äåëàõ âûøåóïîìÿíóòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Ãåéçåíáåðãà). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ íå ñîâñåì ëîêàëüíî, à íà îñíîâå íåêîòîðîãî
óñðåäíåíèÿ ïî êîðîòêîìó ó÷àñòêó ñèãíàëà. Ýôôåêò óñðåäíåíèÿ ïðèâîäèò
ê óâåëè÷åíèþ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìãíîâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ðî-
ñòîì ñêîðîñòè èõ èçìåíåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, äàæå ïðè áûñòðûõ èçìåíåíèÿõ
ñâîéñòâ ñèãíàëà ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êîððåêòíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ
èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëó÷àé ëèíåéíîãî ÷èðïà, ÷àñòîòà êîòîðîãî ìåíÿ-
åòñÿ ïðèìåðíî â äâà ðàçà çà îäèí ïåðèîä êîëåáàíèé (ðèñ. 8.13,á). Âåéâëåò-
àíàëèç ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü
ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

8.4 Âåéâëåò-àíàëèç ñåðäå÷íîãî ðèòìà

Âåéâëåò-àíàëèç ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ â çàäà÷àõ èññëå-
äîâàíèÿ äèíàìèêè æèâûõ ñèñòåì. Ýòè ñèñòåìû äåìîíñòðèðóþò ñëîæíîå
íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî íåïðåðûâíî ìåíÿþòñÿ
âî âðåìåíè. Ïðèâëå÷åíèå äëÿ àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùåé äèíàìèêè êëàññè-
÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ è ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ îçíà÷àåò àïðèîðíîå ïðåä-
ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïðîöåññû ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷è-
òàòü ýðãîäè÷åñêèìè, à ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî äîïóùåíèÿ äîâîëüíî ñëîæíî
îáîñíîâàòü, åñëè æèâîé îðãàíèçì äåìîíñòðèðóåò ïðîöåññ àäàïòàöèè ê èç-
ìåíåíèþ âíåøíèõ óñëîâèé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Ïîðîé âîçíèêàþò ïðîáëåìû
ñ èíòåðïðåòàöèåé ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà áèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ. Êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü (ðèñ. 8.6), íàëè÷èå äâóõ ïèêîâ â ñïåêòðå ìîùíîñòè ñ íåêðàòíû-
ìè ÷àñòîòàìè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûì ñèòóàöèÿì:
â äèíàìèêå èçó÷àåìîé ñèñòåìû ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâîâàòü äâà
íåçàâèñèìûõ ðèòìà èëè ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû,
è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óäàåòñÿ çàôèêñèðîâàòü òîëüêî îäèí ðèòìè÷å-
ñêèé ïðîöåññ. Òàêèå ñèòóàöèè íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ â ôóíêöèîíèðîâàíèè
îáúåêòîâ æèâîé ïðèðîäû, îíè âûÿâëÿþò îãðàíè÷åíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïîä-
õîäîâ ê àíàëèçó ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è îïðåäåëÿþò âàæíîñòü ðàçðàáîòêè
íîâûõ, áîëåå ýôôåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ. Ñî-
âðåìåííûå áèîëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ óæå íåâîçìîæíû áåç ñàìîãî øèðî-
êîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ðàçâèòèå òåõíèêè
ïðèâåëî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ê âûñî÷àéøåìó óðîâíþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, êîãäà ñèãíàëû áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíî èçìåðÿòü íà ìèê-
ðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå îòäåëüíûõ êëåòîê è âíóòðèêëåòî÷íîé äèíàìèêè. Â
òî æå âðåìÿ àíàëèç òàêèõ ñèãíàëîâ çà÷àñòóþ îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðîñòîé ñòà-
òèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ñîçäàíèå áîëåå òî÷-
íûõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ ñèãíàëîâ, ïîçâîëÿþùèõ âûÿâèòü äåòàëè
èõ ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ñâÿçè î÷åíü àêòóàëüíîé çàäà÷åé:
ïîä âûñîêîòî÷íûå ýêñïåðèìåíòû, âûïîëíÿåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ â áèîëî-
ãèè, íóæíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû àíàëèçà. Áèîëîãè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ
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ôèçè÷åñêèõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ îáîãàùàþò è ñàìó ôèçèêó. Â ÷àñòíîñòè,
ðàçðàáîòàííûå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, äëÿ êîòîðûõ íåñòàöèîíàðíîñòü äèíà-
ìèêè íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì, íå òîëüêî ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò âîç-
ìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, íî è â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
îïðåäåëÿþò äàëüíåéøèé ïðîãðåññ â ðàçâèòèè òåîðèè àíàëèçà ñòðóêòóðû
ñèãíàëîâ. Âåéâëåò-àíàëèç êàê ðàç îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó òåõ èíñòðóìåíòîâ,
êîòîðûå â áëèæàéøèå ãîäû áóäóò ñëóæèòü îñíîâîé èññëåäîâàíèÿ ñëîæ-
íîé äèíàìèêè îáúåêòîâ æèâîé ïðèðîäû. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå
âåéâëåò-àíàëèçà ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû ñåðäå÷íîãî ðèòìà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîé è êëèíè÷åñêîé êàðäèîëîãèè
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ðÿ-
äîâ êàðäèîèíòåðâàëîâ. Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñåðäå÷íîãî ðèòìà
çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òîáû íà îñíîâàíèè èçó÷åíèÿ àêòèâíîñòè ñèíóñíîãî
óçëà ïî âàðèàöèÿì äëèòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàðäèîèíòåðâàëîâ
ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ñåðäöà
è åå îòäåëüíûõ óðîâíåé. Ïðè îöåíêå ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ðèòìà ñåðäöà ðå÷ü èäåò î õàðàêòåðèñòèêàõ ñîñòîÿíèé ðåãóëÿòîðíûõ ñè-
ñòåì, îáóñëîâëåííûõ ïðèñïîñîáèòåëüíûìè (àäàïòàöèîííûìè) ðåàêöèÿìè
îðãàíèçìà. Âîçìîæíîñòü ñóäèòü î ñëîæíûõ ÿâëåíèÿõ, ïðîèñõîäÿùèõ íà
ðàçíûõ ðåãóëÿòîðíûõ óðîâíÿõ, ïóòåì îáðàáîòêè äîñòóïíûõ ôèçèîëîãè÷å-
ñêèõ ñèãíàëîâ, ñîäåðæàùèõ èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ñèñòåì îðãàíèçìà,
èìååò ïðè ýòîì ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå.

Èçìåðåíèå ñðåäíåé ÷àñòîòû ïóëüñà ïîçâîëÿåò ñóäèòü ëèøü î êîíå÷íûõ
ðåçóëüòàòàõ äåÿòåëüíîñòè ìåõàíèçìîâ ðåãóëÿöèè (î ñóììàðíîì ýôôåêòå
âîçäåéñòâèÿ ìíîãèõ ôàêòîðîâ). Ñàìà æå ýòà äåÿòåëüíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â
¾ðàçáðîñå¿ çíà÷åíèé êàðäèîèíòåðâàëîâ îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî óðîâíÿ (â
âàðèàáåëüíîñòè ðèòìà). Ïîýòîìó òîëüêî èññëåäîâàíèå âàðèàáåëüíîñòè ïîç-
âîëÿåò âûÿñíèòü ñòåïåíü àêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ çâåíüåâ ðåãóëÿòîðíîãî ìå-
õàíèçìà è ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå î âûðàæåííîñòè îáùåé àäàïòàöèîííîé
ðåàêöèè îðãàíèçìà. Èçâåñòíî, ÷òî â ðèòìå ñåðäöà îòðàæåíà èíôîðìàöèÿ î
ïðîöåññàõ, ïðîòåêàþùèõ íå òîëüêî â ïðåäåëàõ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòå-
ìû, íî è â ðàçëè÷íûõ çâåíüÿõ ñèñòåìû ðåãóëÿöèè: âûñøèõ íåðâíûõ öåí-
òðàõ, æåëåçàõ âíóòðåííåé ñåêðåöèè, ðàçëè÷íûõ ðåöåïòîðàõ è ò.ä. Ñëîæíàÿ
èåðàðõèÿ ñòðóêòóð ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è èõ âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî íà ðèòì ñåðäöà âîçäåéñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå íåðâíûå è ãóìî-
ðàëüíûå ôàêòîðû, êîòîðûå îáóñëàâëèâàþò âàðèàáåëüíîñòü ñåðäå÷íîãî ðèò-
ìà. Äàæå â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ ôèçè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÷åëîâåêà
ñåðäå÷íûé ðèòì íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, è ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòàÿ ñèñòåìà
ìîæåò ðåàëèçîâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû äèíàìèêè. Îòìåòèì, ÷òî ñåðäå÷-
íûé ðèòì � ýòî ñëîæíûé, â îáùåì ñëó÷àå íåïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ, â êî-
òîðîì ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò: ÷àñòîòó ñåðäå÷íûõ
ñîêðàùåíèé (×ÑÑ), ÷àñòîòó äûõàíèÿ (êàðäèîëîãè ïðåäïî÷èòàþò ãîâîðèòü
î äûõàòåëüíûõ âîëíàõ) è ò.ä. Ïîýòîìó, õîòÿ ìû ïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì ñåð-
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äå÷íûé ¾ðèòì¿, ðå÷ü, åñòåñòâåííî, íå èäåò î ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêå.
Òèïè÷íûé âèä ýëåêòðîêàðäèîãðàììû çäîðîâîãî ÷åëîâåêà ïðåäñòàâëåí

íà ðèñ. 8.14. Îäèí ñåðäå÷íûé öèêë âêëþ÷àåò PQRST -êîìïëåêñ, îòðàæà-
þùèé ïðîöåññû ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè, ïðîòåêàþùèå â ïðåäñåðäèÿõ è
æåëóäî÷êàõ ïðè êàæäîì ñîêðàùåíèè ñåðäöà, è ïåðèîä ïàóçû ïåðåä ñëåäó-
þùèì ñîêðàùåíèåì. Â ìåäèöèíå, îäíàêî, ïðåäïî÷èòàþò ðàáîòàòü íå ñ ñèã-
íàëîì ýëåêòðîêàðäèîãðàììû, à ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ RR-èíòåðâàëîâ �
ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè R-ïèêàìè. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ïðè ñîçäàíèè áîëüøèõ áàíêîâ äàííûõ
â êëèíèêàõ õðàíåíèå ýëåêòðîêàðäèîãðàìì òðåáóåò ðåçåðâèðîâàíèÿ çíà÷è-
òåëüíîãî îáúåìà ïàìÿòè êîìïüþòåðà (îñîáåííî ïðè ïðîâåäåíèè Õîëòåðîâ-
ñêîãî ìîíèòîðèíãà � ñóòî÷íûõ çàïèñåé ÝÊÃ), ÷òî ñîçäàåò ïðîáëåìû íå
òîëüêî ïðè õðàíåíèè, íî è ïðè îáðàáîòêå ñèãíàëîâ. Âî-âòîðûõ, ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî èìåííî RR-èíòåðâàëû íåñóò â ñåáå îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ î ôóíêöè-
îíàëüíîì ñîñòîÿíèè îðãàíèçìà, òîãäà êàê PQRST -êîìïëåêñ ïîâòîðÿåòñÿ
ñ ìèíèìàëüíûìè èñêàæåíèÿìè ïðè êàæäîì ñåðäå÷íîì ñîêðàùåíèè. Âàæ-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ âàðèàáåëüíîñòü ñåðäå÷íûõ ñîêðàùåíèé, ò.å.
èçìåíåíèå âåëè÷èíû RR îò óäàðà ê óäàðó (ðèñ. 8.14).

Ðèñ. 8.14. Ýëåêòðîêàðäèîãðàììà çäî-
ðîâîãî ÷åëîâåêà

P

Q

R

S

T

RR

 

Èçâåñòíûå ìåòîäû àíàëèçà RR-èíòåðâàëîâ âêëþ÷àþò:

• Âðåìåííûå ìåòîäû, ïîäðàçäåëÿåìûå íà ñòàòèñòè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷å-
ñêèå. Ê ïåðâûì îòíîñÿòñÿ òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê ñðåäíåå, ñòàí-
äàðòíûå îòêëîíåíèÿ è ò.ä.; êî âòîðûì � ðàçëè÷íûå ìåòîäû èíòåðïî-
ëÿöèè ëèáî àïïðîêñèìàöèè êðèâîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè, ðàññ÷èòàííîé ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè RR-èíòåðâàëîâ.

• Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû. Äëÿ êîðîòêèõ ðåàëèçàöèé (ïîðÿäêà 5 ìèíóò)
îñóùåñòâëÿåòñÿ äåëåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè íà ñëåäóþùèå äèàïàçîíû:
1) < 0.04 Ãö � îáëàñòü î÷åíü íèçêèõ ÷àñòîò (V LF )

2) 0.04÷ 0.15 Ãö � îáëàñòü íèçêèõ ÷àñòîò (LF )

3) 0.15÷ 0.4 Ãö � îáëàñòü âûñîêèõ ÷àñòîò (HF ).
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Äëÿ ñóòî÷íûõ ÝÊÃ âûäåëÿþò åùå îáëàñòü óëüòðà-íèçêèõ ÷àñòîò (ULF ),
< 0.003 Ãö. Â êà÷åñòâå äèàãíîñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ èñïîëüçóåòñÿ âå-
ëè÷èíà ýíåðãèè â óêàçàííûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ, ëèáî îòíîøåíèå
ýíåðãèé êîëåáàíèé â äèàïàçîíàõ LF è HF .

Ïðè ïðîâåäåíèè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïðåä-
ñòàâëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè RR−èíòåðâàëîâ. Òðàäèöèîííûì ìåòîäîì
ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû êàæäîãî RR−èíòåðâàëà îò
íîìåðà ñåðäå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ i (ðèñ. 8.15,à). Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïîçâîëÿåò
ñðàçó æå îöåíèòü äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êàðäèîèíòåðâàëîâ, ïîñòðîèòü ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè è âû÷èñëèòü ìîìåíòíûå ôóíêöèè (ñðåä-
íåå RR è äèñïåðñèþ σ2

RR). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò ðèòìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
íåîáõîäèì ïåðåõîä ê âðåìåííîé îñè, äëÿ ÷åãî èíîãäà ïðîñòî äîìíîæàþò
íîìåð i íà âåëè÷èíó RR. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íå î÷åíü
ôèçè÷åñêèì. ×òîáû ñîõðàíèòü èíôîðìàöèþ î âðåìåíè êàæäîãî ñåðäå÷íî-
ãî ñîêðàùåíèÿ, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé âàðèàíò ïðåäñòàâëå-
íèÿ ðåçóëüòàòîâ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 8.15,á, ãäå RRi = t(Ri+1) − t(Ri),
ti = t(Ri). Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíà÷åíèé ìîæíî èíòåðïîëèðîâàòü ãëàäêîé ôóíêöèåé (íàïðèìåð,
ñïëàéíîì), ÷òî ïîçâîëÿåò äàëåå ïåðåéòè ê ïîñòîÿííîìó øàãó ïî âðåìåíè.
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Ðèñ. 8.15. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé RR−èíòåðâàëîâ

Ïîëó÷åííûé ñèãíàë îòðàæàåò âàðèàáåëüíîñòü ñåðäå÷íîãî ðèòìà, âû-
çâàííóþ ðàçëè÷íûìè ìåõàíèçìàìè ðåãóëÿöèè. Ïðèìåíåíèå âåéâëåò-àíàëèçà
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü äèíàìèêó ìãíîâåííûõ ÷àñòîò ðèòìè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, ïðèâîäÿùèõ ê âàðèàáåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè RR−èíòåðâàëîâ.
Ïî êîðîòêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (300-500 îòñ÷åòîâ) îáû÷íî õîðîøî èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ äèíàìèêà íà ÷àñòîòå ≈ 0.1 Ãö, îòðàæàþùàÿ áàðîðåöåïòîð-
íóþ ðåãóëÿöèþ, è íà ÷àñòîòå ≈ 0.25 Ãö (ðèòì äûõàíèÿ) � ðèñ. 8.16.

Ìãíîâåííûå ÷àñòîòû ðèòìîâ ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü êàê íåçíà÷èòåëü-
íûå, òàê è ñèëüíûå èçìåíåíèÿ, îòðàæàÿ ñòåïåíü íåñòàöèîíàðíîñòè àíàëè-
çèðóåìîãî ñèãíàëà. ×òîáû êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü èõ äèíàìèêó,
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ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåðîé äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè ðèòìîâ

s =
1

σf
,

ãäå σf � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.
×åì áîëüøå âåëè÷èíà s, òåì áîëåå ñòàáèëüíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäóåìûé ðèòì.
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Ðèñ. 8.16. Äèíàìèêà ìãíîâåííûõ ÷àñòîò ðèòìîâ â LF è HF äèàïàçîíàõ äëÿ îäíîãî
÷åëîâåêà â ðàçíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ: ïðè ñëàáîé (à) è áîëåå ñèëüíîé (á)
ôèçè÷åñêîé íàãðóçêå. Âî âòîðîì ñëó÷àå íàáëþäàþòñÿ áîëåå ñòàáèëüíûå ðèòìû

Ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ ìãíîâåííîé äèíàìèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèò-
ìîâ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü íàëè÷èå ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ïðîöåññàìè â îðãàíèçìå. Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíî ÿâëåíèå ñèíõðîíèçà-
öèè ìåæäó ïðîöåññîì äûõàíèÿ è ÷àñòîòîé ñåðäöåáèåíèé. ×òîáû àíàëèçèðî-
âàòü ïîäñòðîéêó ðèòìîâ è âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè, ìîæíî ïîñòðîèòü
ðàñïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ìãíîâåííûõ ÷àñòîò. Áîëåå óçêèå ðàñïðåäåëåíèÿ
õàðàêòåðèçóþò áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü êîãåðåíòíîñòè äèíàìèêè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ðèòìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 8.17.
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Ðèñ. 8.17. Ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ÷àñòîò ðèòìîâ â HF è LF äèàïàçîíàõ äëÿ
ïðèìåðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 8.16
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Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Äëÿ ïðåäëîæåííîãî íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ïðî-
âåñòè ðàñ÷åò âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå áàçèñíîé ôóíêöèè Ìîð-
ëå (âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé ¾morle.x¿). Ïðîàíàëèçèðîâàòü ÷àñòîòíî-
âðåìåííóþ äèíàìèêó, ò.å. âûÿâèòü õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû è ïðîñëåäèòü èõ
ýâîëþöèþ âî âðåìåíè. Êîììåíòàðèè ê ðàáîòå ïðîãðàììû ¾morle.x¿ äàíû
â ôàéëå ¾morle.in¿.

N âàðèàíòà íàçâàíèå ôàéëà
1 test1.dat
2 test2.dat
3 test3.dat
4 test4.dat
5 test5.dat
6 test6.dat

Çàäàíèå 2. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì çàäàíèåì ïðîàíàëèçèðîâàòü
÷àñòîòíî-âðåìåííóþ äèíàìèêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé RR-èíòåðâàëîâ ÷åëî-
âåêà â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ (íîðìà è ñòðåññ).

Çàäàíèå 3. Ïðîâåñòè àíàëèç ÷àñòîòíî-âðåìåííîé äèíàìèêè äðóãîãî
ïðîöåññà ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Âûÿâèòü õàðàêòåðíûå ðèò-
ìû è ïðîñëåäèòü èõ ýâîëþöèþ âî âðåìåíè. Îöåíèòü (ïðèáëèæåííî) äèíà-
ìè÷åñêóþ ñòàáèëüíîñòü íàáëþäàåìûõ ðèòìîâ.

N âàðèàíòà àíàëèçèðóåìûé ñèãíàë
1 ïîñëåä. ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ íåéðîíà ðûáû
2 ñèãíàë íåôðîíà (ïåðèîäè÷åñêàÿ äèíàìèêà)
3 ñèãíàë íåôðîíà (õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà)
4 ñèãíàë àðòåðèàëüíîãî äàâëåíèÿ êðûñû (íîðìà)
5 ñèãíàë àðòåðèàëüíîãî äàâëåíèÿ êðûñû (ñòðåññ)

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíà îáëàäàòü ôóíêöèÿ, ÷òîáû åå ìîæíî áûëî âûáðàòü â

êà÷åñòâå âåéâëåòà?
2. Â ÷åì ñîñòîÿò îñíîâíûå îòëè÷èÿ Ôóðüå- è âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé?
3. ×åì îòëè÷àþòñÿ ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû?
4. Â ÷åì ñîñòîÿò îñîáåííîñòè ÷àñòîòíî-âðåìåííîãî ðàçðåøåíèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ?
5. Îáúÿñíèòå îñíîâíûå îòëè÷èÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ îò îêîííîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå.
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6. Êàêèå ñóùåñòâóþò âàðèàíòû âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ?
7. ×åì âûçâàíà âàðèàáåëüíîñòü ñåðäå÷íîãî ðèòìà?
8. Â ÷åì ñîñòîÿò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàðäèî-

èíòåðâàëîâ?
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9 Ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç

9.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Òåîðèÿ ôðàêòàëîâ è ìóëüòèôðàêòàëîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ è ñëîæíîãî ñêåéëèíãà, íà-
áëþäàåìûõ â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ. Ê ÷èñëó ôðàêòàëîâ
îòíîñÿò ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû � ëèíèè, ïîâåðõíîñòè, ïðîñòðàíñòâåííûå
òåëà, êîòîðûå èìåþò ñèëüíî èçðåçàííóþ ôîðìó è äåìîíñòðèðóþò íåêîòî-
ðóþ ïîâòîðÿåìîñòü â øèðîêîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ. Ïîâòîðÿåìîñòü ìî-
æåò áûòü ïîëíîé (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ðåãóëÿðíûõ ôðàêòàëàõ), ëèáî
ìîæåò íàáëþäàòüñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò ñëó÷àéíîñòè (òàêèå ôðàêòàëû íà-
çûâàþò ñëó÷àéíûìè). Ñòðóêòóðà ñëó÷àéíûõ ôðàêòàëîâ íà ìàëûõ ìàñøòà-
áàõ íå ÿâëÿåòñÿ èäåíòè÷íîé âñåìó îáúåêòó, íî èõ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ñîâïàäàþò, è ñâîéñòâà ñàìîïîäîáèÿ ñïðàâåäëèâû ïîñëå óñðåäíåíèÿ
ïî ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûì ðåàëèçàöèÿì îáúåêòà.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ôðàêòàëîâ äîñòàòî÷íî îäíîé âåëè÷èíû
� ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà èëè ïîêàçàòåëÿ ñêåéëèíãà, îïèñûâàþùåãî ñî-
õðàíÿåìîñòü ãåîìåòðèè èëè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè èçìåíåíèè
ìàñøòàáà. Îäíàêî â ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè è äðóãèõ íàóêàõ âñòðå÷àþòñÿ
ìíîãèå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå òðåáóþò ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ ôðàêòàëà íà ñëîæ-
íûå ñòðóêòóðû ñ áîëåå ÷åì îäíèì ïîêàçàòåëåì ñêåéëèíãà. Òàêèå ñòðóêòóðû
÷àñòî õàðàêòåðèçóþòñÿ öåëûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëåé, è ðàçìåðíîñòü Õàó-
ñäîðôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü îäèí èç íèõ. Ñëîæíûå ôðàêòàëû, íà-
çûâàåìûå ìóëüòèôðàêòàëàìè, âàæíû ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî èìåííî
îíè, êàê ïðàâèëî, è âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå, òîãäà êàê ïðîñòûå ñàìîïî-
äîáíûå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ èäåàëèçàöèåé ðåàëüíûõ ÿâëåíèé. Ôàêòè÷åñêè,
ìóëüòèôðàêòàëüíûé ïîäõîä îçíà÷àåò, ÷òî èçó÷àåìûé îáúåêò êàêèì-òî îá-
ðàçîì ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷àñòè, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ
ñâîè ñâîéñòâà ñàìîïîäîáèÿ. Äàííûé ïîäõîä èçíà÷àëüíî áûë ïðåäëîæåí
äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà îñîáåííîñòåé ñêåéëèíãà ñèíãóëÿðíûõ ìåð è
ñ óñïåõîì ïðèìåíÿëñÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè � ïðè èçó÷åíèè àãðåãà-
öèîííûõ ñâîéñòâ êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ êðîâè â áèîëîãèè è äèôôóçèîííî-
ãî ðîñòà êëàñòåðîâ, äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ â ôèçè-
êå ìåòàëëîâ, â òåîðèè ðàçâèòîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, ïðè
èññëåäîâàíèè íåñîðàçìåðíûõ ñòðóêòóð è êâàçèêðèñòàëëîâ â ôèçèêå òâåð-
äîãî òåëà, äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû ìîëåêóë ÄÍÊ, â çàäà÷àõ îá îäíîìåð-
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íûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ è ïðè èññëåäîâàíèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ,
äëÿ îïèñàíèÿ èíâàðèàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ è
ò.ä. Ñàìûå ðàçíûå îáúåêòû ïðèðîäû ìîãóò áûòü îòíåñåíû ê ñïåöèàëüíîìó
êëàññó ¾ìóëüòèôðàêòàëîâ¿, è, ïîæàëóé, äîâîëüíî ñëîæíî íàéòè îáëàñòü
íàóêè, ãäå áû ìû íå âñòðåòèëèñü ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòîãî êëàññà.

Âàæíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ìóëüòèôðàêòàëîâ ñëóæàò ìíîãèå ñèãíàëû,
ðåãèñòðèðóåìûå â íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, è äëÿ öåëîãî ðÿäà ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷ íåñîìíåííóþ öåííîñòü ïðåäñòàâëÿåò íàëè÷èå ñòðîãîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê àíàëèçó ñëîæíîé ñòðóêòóðû ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû. Ïðîñòûå èëè ìîíîôðàêòàëüíûå ñèãíàëû (íàïðèìåð, 1/f -øóì,
âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ è ò.ä.) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî èõ ñêåéëèíãîâûå õàðàêòåðèñòèêè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè â ëþáîì
äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ. Ñïåêòð òàêèõ ñèãíàëîâ èìååò âèä S(f) ∼ f−β è íå
ìåíÿåòñÿ â øèðîêîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå, òî åñòü β ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Ìóëüòèôðàêòàëüíûå ïðîöåññû äîïóñêàþò ðàçëîæå-
íèå íà ó÷àñòêè ñ ðàçëè÷íûìè ëîêàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñêåéëèíãà. Ñîîò-
âåòñòâåííî, äëÿ èõ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ òðåáóåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî õà-
ðàêòåðèñòèê. Â ÷àñòíîñòè, ñïåêòð òàêèõ ïðîöåññîâ íå ìîæåò áûòü îïèñàí
ñòåïåííûì çàêîíîì ñ åäèíñòâåííûì ïîêàçàòåëåì β.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ïîïûòîê ðàñøèðèòü êîíöåïöèþ ìóëüòèôðàêòàëîâ
íà ñëó÷àé ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé (ñèãíàëîâ). Îäíà èç íèõ îñíî-
âàíà íà ìåòîäå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëü-
çîâàëñÿ ðàçíûìè èññëåäîâàòåëÿìè. Âîçìîæíî íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå äàííûé ïîäõîä ïðèîáðåë â çàäà÷àõ èçó÷åíèÿ ñèëüíî ðàçâèòîé
òóðáóëåíòíîñòè. Â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ Ìüþçè, Áàêðè è Àðíåîäî
áûë ïðåäëîæåí áîëåå ñîâåðøåííûé ìåòîä ¾ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ¿ (ÌÌÂÏ), èìåþùèé ðÿä ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ: àíà-
ëèç øèðîêîãî êëàññà ñèíãóëÿðíîñòåé � íå òîëüêî ñàìèõ ñèãíàëîâ, íî è èõ
ïðîèçâîäíûõ, ìåíüøàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêåéëèíãîâûõ õàðàêòåðè-
ñòèê è ò.ä. Òåõíèêà ÌÌÂÏ ìîæåò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ â èññëåäîâàíèÿõ
ñòðóêòóðû íåîäíîðîäíûõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Îíà áàçèðóåòñÿ
íà âåéâëåò-àíàëèçå, êîòîðûé íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèì ¾ìèêðîñêîïîì¿
èç-çà ñïîñîáíîñòè ñîõðàíÿòü õîðîøåå ðàçðåøåíèå íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ.

Ìåòîä ÌÌÂÏ îñíîâàí íà íåïðåðûâíîì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè. Ïðè-
âëåêàòåëüíîñòü äàííîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî
àíàëèçèðîâàòü êàê ñèíãóëÿðíûå ìåðû, òàê è ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèè; îí ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûì àïïàðàòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìóëüòèñêåéëèí-
ãîâûõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå ðàçðàáîòàííûìè ïîäõîäàìè.
Âåéâëåòû ÷àñòî èíòåðïðåòèðóþò êàê îáîáùåíèå êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà ñôåðàìè, êóáèêàìè è ò.ï. Ïîñêîëüêó áàçèñíûå ôóíê-
öèè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ õîðîøî ëîêàëèçîâàííûìè (ñîëèòî-
íîïîäîáíûìè), îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýôôåêòèâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àï-
ïàðàò äëÿ àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñòàíîâèòñÿ îäíèì èç ïîïóëÿðíûõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ
äàííûõ, êîòîðûé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ, â
÷àñòíîñòè, äëÿ îáðàáîòêè ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà íåñòàöèîíàðíîñòü îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíà-
ëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò íàëè÷èå ìóëü-
òèôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû áûëî îáíàðóæåíî è ÷èñëåííî îõàðàêòåðèçîâàíî
â äèíàìèêå î÷åíü ìíîãèõ ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ñóùåñòâóåò ìíåíèå,
÷òî ìåòîä ÌÌÂÏ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ èíñòðóìåíòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ïðîöåññîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäîâ îáðàáîòêè íåñòàöèîíàðíûõ äàííûõ ñóùåñòâóåò
ñîâñåì íåìíîãî. Åñëè ñâîéñòâà ïðîöåññà äàæå íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ âðå-
ìåíè óñïåâàþò ñóùåñòâåííî èçìåíèòüñÿ, òî èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ àíàëèçà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñïîñîáíî ïðèâîäèòü ê îøèáêàì
â èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Àðñåíàë óíèâåðñàëüíûõ èíñòðó-
ìåíòîâ, ïðèìåíèìûõ íåçàâèñèìî îò ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè, âêëþ÷àåò
êîíöåïöèþ àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà, ìåòîä àíàëèçà ôëóêòóàöèé îòíîñè-
òåëüíî òðåíäà, âåéâëåò-àíàëèç. Ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç ìîæåò ñ ïîë-
íûì îñíîâàíèåì èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê åùå îäèí èíñòðóìåíò, âõîäÿùèé â
ýòîò ñïèñîê. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îí èñïîëüçóåò âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå íà
ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ âû÷èñëåíèé, áûëî áû íåïðàâèëüíî âîñïðèíèìàòü
ìåòîä ÌÌÂÏ â êà÷åñòâå ñîñòàâíîé ÷àñòè âåéâëåò-àíàëèçà: îí ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñî÷åòàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ òåîðèé � òåîðèè âåéâëåòîâ è òåîðèè
ìóëüòèôðàêòàëîâ, èìåþùåé ãëóáîêóþ àíàëîãèþ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìî-
äèíàìèêîé. Òàêîå ñî÷åòàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ òåîðèé îòêðûâàåò íîâûå âîç-
ìîæíîñòè ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

9.2 Îò ñèíãóëÿðíûõ ìåð ê ñèíãóëÿðíûì ôóíêöèÿì

9.2.1 Ôðàêòàëüíûå ìåðû

Ôðàêòàëû â ïðèðîäå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ íå òîëüêî â âèäå ñëîæíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ðàçëè÷íûå ïðîöåññû íà ôðàêòàëàõ (ôèçè÷åñêèå,
õèìè÷åñêèå è ò.ä.) ìîãóò ãåíåðèðîâàòü ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçû-
âàåìûå ôðàêòàëüíûìè ìåðàìè. Ïðèìåðàìè òàêèõ ìåð ñëóæàò èíâàðèàíò-
íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ñòðàííîì àòòðàêòîðå, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ðîñòà äëÿ ïðîöåññîâ îãðàíè÷åííîé äèôôóçèåé àãðåãàöèè èëè ðàñïðå-
äåëåíèå ìàññû íà íåêîòîðîì ôðàêòàëüíîì ìíîæåñòâå. Åñëè â êà÷åñòâå êî-
ëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ñëîæíîé ãåîìåòðèè ôðàêòàëîâ èñïîëüçóåòñÿ
ðàçìåðíîñòü D0, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ôðàêòàëüíûõ ìåð îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé f(α). Ñìûñë ýòîé ôóíêöèè
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ìåðû µ íà
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íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà èëè ìàññû. Åñëè
ýòî ìíîæåñòâî ïîêðûâàòü øàðàìè äèàìåòðà ε, òî ìåðà øàðà ñ öåíòðîì â
òî÷êå xi çàâèñèò îò ε ïî ñòåïåííîìó çàêîíó âèäà:

µxi
(ε) ∼ εα(xi), (9.1)

ãäå α(xi) - íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé ñèíãóëÿðíîñòè. Çàâèñèìîñòü (9.1) óäîá-
íåå ïåðåïèñàòü â âèäå

α(xi) = lim
ε→0

lnµxi
(ε)

ln ε
. (9.2)

×åì ìåíüøå α(xi), òåì áîëåå ñèíãóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ìå-
ðû â ýòîé òî÷êå. Çíà÷åíèå α(xi) = 1 áóäåò ïðèíèìàòüñÿ ïðè ðàâíîìåðíîì
ðàñïðåäåëåíèè. Ïðåäåë α(xi) = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ ìåðû, ïî-
äîáíîìó ôóíêöèè Äèðàêà, è îçíà÷àåò, ÷òî çàðÿä èëè ìàññà ñîñðåäîòî÷åíû
âáëèçè îäíîé òî÷êè. Ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòåé f(α) õàðàêòåðèçóåò çàâèñè-
ìîñòü îò ε ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ Nα, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ñ ýêñ-
ïîíåíòîé ñèíãóëÿðíîñòè, ðàâíîé íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ α:

Nα(ε) ∼ ε−f(α). (9.3)
Ïî ñìûñëó âåëè÷èíà f ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà. Â ñëó÷àå
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû íà ìíîæåñòâå α = const, è ñïåêòð ñèí-
ãóëÿðíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ òî÷êó íà ïëîñêîñòè (α, f).
Ïðè íåðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ìåðû ôóíêöèÿ f(α) èìååò áîëåå ñëîæ-
íûé (¾êîëîêîëîîáðàçíûé¿) âèä.

Âûøåñêàçàííîå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå êàíòîðîâà ìíî-
æåñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ýòîì ìíîæåñòâå çàäàíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ìåðû µ, íàïðèìåð, ìàññû, è äëÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ 2n ýëåìåíòîâ (îêðóæíîñòåé) äèàìåòðà ε = 3−n. Ìåðà êàæäîãî
ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ áóäåò ðàâíà µxi

(ε) = 2−n, ãäå xi � öåíòð îêðóæíîñòè.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (9.2), ýêñïîíåíòà ñèíãóëÿðíîñòè α(xi), îïðåäåëÿåìàÿ íà-
êëîíîì çàâèñèìîñòè lnµxi

(ε) îò ln ε, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå α(xi) = ln 2/ ln 3.
Â ïðåäåëå ε→ 0 ýòî çíà÷åíèå ýêñïîíåíòû ñîîòâåòñòâóåò êàæäîé òî÷êå êàí-
òîðîâà ìíîæåñòâà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ýêñïîíåíòà α ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà dH , à ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòåé f(α) ñîñòîèò èç îä-
íîé òî÷êè f(α) = α ≈ 0.63. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàáëþäàåì òîëüêî îäèí
¾ñîðò¿ ñèíãóëÿðíîñòåé, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà µ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.

Åñëè ìåðà ðàñïðåäåëåíà íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå, ñïåêòð ñèíãóëÿð-
íîñòåé óñëîæíÿåòñÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðîàíàëèçèðóåì ñëó÷àé áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê [0, 1] âíîâü äåëèòñÿ íà
òðè ðàâíûå ÷àñòè; ñðåäíÿÿ ÷àñòü âûáðàñûâàåòñÿ, íî òåïåðü ìû ïðèïèñû-
âàåì ðàçíûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû p1 è p2 = (1 − p1) 6= p1 äâóì îñòàâ-
øèìñÿ èíòåðâàëàì [0, 1/3] è [2/3, 1]. Åñëè âíà÷àëå (n = 0) ìû ïðèìåì
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äëÿ âñåãî èíòåðâàëà [0, 1] µ0 = 1, òî íà ïåðâîì øàãå ïðîöåäóðû ïîñòðîå-
íèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà äâóì îòðåçêàì ñîîòâåòñòâóþò ìåðû µ1 = p1µ0 è
µ2 = (1− p1)µ0. Ïðè ïîñëåäóþùèõ øàãàõ áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå ñàìûå
âåñîâûå êîýôôèöèåíòû p1 è p2, îñóùåñòâëÿÿ äåëåíèå íà ÷àñòè êàæäîãî èç
îòðåçêîâ (ðèñ. 9.1).

1

n=1

n=0

n=2
... ... ... ... ... ... ... ... ...

p p

p p p p p p p p

1 2

1 1 1 2 2 1 2 2

Ðèñ. 9.1. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñ
íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ìåðû

Ïîêðûâàÿ ïîëó÷åííîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñà
ε = 3−n, ðàññìîòðèì êðàéíèé ëåâûé è êðàéíèé ïðàâûé ýëåìåíòû ïîêðû-
òèÿ. Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ, ñîäåðæàùåãî òî÷êó x0 = 0, ìåðà ðàâíà µ0 =
pn

1µ0 = pn
1 . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (9.2), α(0) = ln p1/ ln(1/3). Àíàëîãè÷íî, äëÿ

êðàéíåãî ïðàâîãî ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ, ñîäåðæàùåãî òî÷êó x0 = 1, ìîæ-
íî çàïèñàòü α(1) = ln p2/ ln(1/3). Ïîñêîëüêó èçíà÷àëüíî p1 6= p2, òî è
α(0) 6= α(1). Ñîîòâåòñòâåííî, ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòåé f(α) óæå íå áóäåò
ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîé òî÷êè. Òèïè÷íûé âèä ýòîé ôóíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ
íåîäíîðîäíîé ìåðû ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 9.2.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0α
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

f(  )α

Ðèñ. 9.2. Ñïåêòðû ñèíãóëÿðíîñòåé
äëÿ ìîíîôðàêòàëüíîãî îáúåêòà
(êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñ ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìåðû)
� òî÷êà, è ìóëüòèôðàêòàëüíîãî
îáúåêòà (êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñ
íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ìåðû) � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ.

Íàëè÷èå íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû íà ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâîì ìóëüòèôðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ: ÷åì áîëåå íåîäíîðîäíîé ÿâëÿåò-
ñÿ ìåðà, òåì øèðå ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòåé. Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìóì f(α)

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



9.2. Îò ñèíãóëÿðíûõ ìåð ê ñèíãóëÿðíûì ôóíêöèÿì 99

ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ñèíãóëÿðíîñòåé äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìåðû íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå, õàðàêòåðèçóÿ òåì ñàìûì íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ ñèíãóëÿðíîñòü.

Íà ïðàêòèêå âû÷èñëèòü ôóíêöèþ f(α) íà îñíîâå ôîðìóëû (9.3) âåñüìà
ïðîáëåìàòè÷íî èç-çà î÷åíü ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè ïðè ε → 0. Êðîìå òî-
ãî, çíà÷åíèÿ îöåíèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ìîãóò çàìåòíî âàðüèðîâàòüñÿ äëÿ
ðàçíûõ âûáðàííûõ òî÷åê. Ïîýòîìó â òåîðèè ìóëüòèôðàêòàëîâ ïðåäïî÷èòà-
þò èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàñ÷åòå îáîáùåííûõ
ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé êàê ãëîáàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, çíàÿ êîòîðûå,
ìîæíî âû÷èñëèòü ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòåé f(α). Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà
ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå òàê íàçûâàåìûå ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè (èëè îáîá-
ùåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñóììû):

Z(q, ε) =

N(ε)∑
i=1

µq
i (ε), (9.4)

ãäå N(ε) - ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ðàçìåðà ε, µi � ìåðà ýëåìåíòà ïîêðû-
òèÿ ñ íîìåðîì i, q ∈ R. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèé Z îò ε, êàê ïðàâèëî, íîñèò
ñòåïåííîé õàðàêòåð âèäà:

Z(q, ε) ∼ ε(q−1)Dq , (9.5)

ãäå âåëè÷èíû Dq ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õàðàêòåðèñòèêè, íàçûâàåìûå îáîá-
ùåííûìè ôðàêòàëüíûìè ðàçìåðíîñòÿìè. Êîýôôèöèåíò (q − 1) âêëþ÷åí
â ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà Z(1, ε) = 1, îçíà÷àþùåãî
óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ ìåðû µ. Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà-
÷åíèå

τ(q) = (q − 1)Dq,

à âåëè÷èíû τ(q) íàçûâàþòñÿ ñêåéëèíãîâûìè ýêñïîíåíòàìè. Êàê âèäíî èç
ôîðìóë (9.4) è (9.5), ïðè q = 0 ìû ïðèõîäèì ê ðàíåå ââåäåííîìó îïðåäå-
ëåíèþ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè èëè åìêîñòè.

Äëÿ ïðîñòûõ ôðàêòàëîâ, íàçûâàåìûõ òàêæå ìîíîôðàêòàëàìè, Dq =
const. Â îáùåì ñëó÷àå ìóëüòèôðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ çíà÷åíèÿDq ìîíîòîí-
íî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì q (ðèñ. 9.3,à). Ýòî óìåíüøåíèå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü â êà÷åñòâå äèàãíîñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ òîãî, ÷òî àíàëèçèðóåìûé îáú-
åêò ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì ôðàêòàëîì. Êàê ñëåäñòâèå, çàâèñèìîñòü τ(q)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ äëÿ îäíîðîäíûõ ôðàêòàëüíûõ ìåð è
íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ äëÿ íåîäíîðîäíûõ (ðèñ. 9.3,á).
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Ðèñ. 9.3. Ñïåêòðû îáîáùåííûõ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé (à) è ñêåéëèíãîâûõ
ýêñïîíåíò (á) äëÿ ìîíîôðàêòàëà (áåëûå êðóæî÷êè) è ìóëüòèôðàêòàëà (÷åðíûå
êðóæî÷êè).

Ìåòîä ðàñ÷åòà ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé íà îñíîâå ñêåéëèíãîâûõ ýêñïî-
íåíò τ(q) èëè îáîáùåííûõ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé ÿâëÿåòñÿ áîëåå óñòîé-
÷èâûì è íàäåæíûì ÷åì íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ (9.3). Â ðàìêàõ
ýòîãî ìåòîäà íàõîæäåíèå ôóíêöèé f(α) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà:

{
α = dτ/dq,

f(α) = qα− τ(q).

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ñïåêòðà ñêåéëèíãîâûõ ýêñïîíåíò τ(q) ïîçâîëÿåò
ñðàçó æå îïðåäåëèòü èñêîìóþ ôóíêöèþ f(α). Ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíà-
ëèç ÷àñòî íàçûâàþò ìóëüòèôðàêòàëüíûì ôîðìàëèçìîì, ïîäðàçóìåâàÿ
ïîä ýòèì òåðìèíîì ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòåé f(α)
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ñïåêòðà τ(q). Îòìåòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ãëóáîêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ìóëüòèôðàêòàëüíûì ôîðìàëèçìîì
è ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêîé. Ïåðåìåííûå q è τ(q) èãðàþò òó æå ðîëü,
÷òî è âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðå, è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â òåðìîäèíà-
ìèêå, à ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âìåñòî ýíåðãèè
è ýíòðîïèè ðàññìàòðèâàþòñÿ α è f(α). Ðÿä ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ìóëüòèôðàêòàëüíîìó ôîðìàëèçìó, áûë ïîëó÷åí
â ðàìêàõ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ïîñëåäíèå ãîäû äàííûé ïîäõîä
ïðèîáðåòàåò áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü â ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ. Ñëåäóåò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî ñàì òåðìèí ìóëüòèôðàêòàëü-
íûé àíàëèç (õîòÿ îí àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ) ÿâëÿåòñÿ, âîçìîæíî, íå âïîëíå
êîððåêòíûì ñ òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî ïîëó÷èòü ¾êîëîêîëîîáðàçíóþ¿ ñòðóê-
òóðó çàâèñèìîñòè f(α), èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 9.2, ìîæíî è äëÿ îáúåêòîâ,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ìóëüòèôðàêòàëàìè. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå äîëæíû áûòü
äîïîëíèòåëüíî êàêèå-òî ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû, ÷òîáû ñ ïîëíûì îñíîâàíèåì
ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ ìóëüòèôðàêòàëîâ. Íà îãðàíè÷å-
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íèÿõ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíàëèçà ìû åùå îñòàíîâèìñÿ ïîçäíåå.

9.2.2 Ôðàêòàëüíûå ôóíêöèè

Åñëè áû òåîðèÿ ìóëüòèôðàêòàëîâ îãðàíè÷èâàëàñü òîëüêî ñèíãóëÿðíû-
ìè ìåðàìè, åå ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü áûëà áû íå ñòîëü âåëèêà. Îäíàêî
ôðàêòàëüíûå îáúåêòû âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå åùå è â âèäå ñèíãóëÿðíûõ
ôóíêöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü àïïàðàò ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíà-
ëèçà â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèÿ ñèãíàëîâ ñëîæíîé ñòðóêòóðû,
íåîáõîäèìî áûëî òîëüêî àäàïòèðîâàòü ýòîò èíñòðóìåíò íà ñëó÷àé íåðåãó-
ëÿðíûõ ïðîöåññîâ.

Âîçìîæíî, íàèáîëåå èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ôðàêòàëü-
íûõ ôóíêöèé áûëè ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ïðîöåññîâ äèôôóçèè èëè áðî-
óíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñìåùåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû
x(t) âäîëü ïðÿìîé ëèíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì
ñðåäíèì è äèñïåðñèåé

< x2(t) >∼ t, (9.6)

ãäå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé. Ëè-
íåéíàÿ çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè îò âðåìåíè (9.6) õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àé íîð-
ìàëüíîé äèôôóçèè. Ôóíêöèÿ x(t) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ¾ôðàê-
òàëüíàÿ¿ â òîì ñìûñëå, ÷òî åå ãðàôèê íà ïëîñêîñòè ¾âðåìÿ � êîîðäè-
íàòà¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ ðàçìåðíîñòüþ
D0 = 1.5 � ðèñ. 9.4.

Ðèñ. 9.4. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå (ñëó-
÷àé íîðìàëüíîé äèôôóçèè)

0 20 40 60 80t
−100

−50

0

50

x

Îáîáùåíèåì êîíöåïöèè îáû÷íîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôðàê-
òàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ñìåùåíèå ÷àñòèöû x(t) â îä-
íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ äèñïåðñèåé

< x2(t) >∼ t2H ,
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ãäå 0 < H < 1. Ïðè H 6= 0.5 òàêàÿ äèñïåðñèÿ ñîîòâåòñòâóåò àíîìàëüíîé
äèôôóçèè ñ êîððåëèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè. Êîððåëÿöèè ïðèðàùåíèé
îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ãðàôèê çàâèñèìîñòè x(t), äåëàÿ åãî áîëåå èçðåçàí-
íûì (H < 0.5) èëè áîëåå ãëàäêèì (H > 0.5). Ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ
âëèÿþò íà âåëè÷èíó ðàçìåðíîñòè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè
H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D0 = 2−H.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ôðàêòàëüíûõ ôóíêöèé ìîæåò ïðî-
âîäèòüñÿ ðàñ÷åò ðàçìåðíîñòè ãðàôèêà, ýòîò êëàññè÷åñêèé ïîäõîä äàåò ìà-
ëî èíôîðìàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìóëüòèôðàêòàëüíûì àíàëèçîì, ïîçâîëÿ-
þùèì ïîëó÷àòü íåïðåðûâíûé ñïåêòð ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé è ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ ñèíãóëÿðíîñòåé. Âû÷èñëåíèå îä-
íîé åäèíñòâåííîé âåëè÷èíû D0 ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü ôóíêöèþ ïðè
óñëîâèè, ÷òî îíà äåìîíñòðèðóåò òîëüêî îäèí ¾ñîðò¿ ñèíãóëÿðíîãî ïîâåäå-
íèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåèçìåííûì âî âðåìåíè (ñëó÷àé îäíîðîäíîé ôðàê-
òàëüíîé ôóíêöèè). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîíå÷íî æå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èäåà-
ëèçàöèþ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, íàáëþäàåìûõ â ïðèðîäå.

Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ñëó÷àéíûõ ôðàêòàëîâ: óâåëè-
÷åííûé ôðàãìåíò ôóíêöèè x(t) íå ÿâëÿåòñÿ èäåíòè÷íûì âñåìó ãðàôèêó.
Â òåîðèè ôðàêòàëîâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñàìî-àôèííîñòè äëÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ, èíâàðèàíòíûõ ïðè àôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Â
÷àñòíîñòè, íà ïëîñêîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìàñøòàáèðîâàíèå îòäåëü-
íîãî ôðàãìåíòà ãðàôèêà ôóíêöèè ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè óâåëè-
÷åíèÿ ïî àáñöèññå è ïî îðäèíàòå áóäåò ïðèâîäèòü ê ãðàôèêó, ïîõîæåìó
íà ïåðâîíà÷àëüíûé. Ñàìîïîäîáèå, î êîòîðîì óïîìèíàëîñü ïðèìåíèòåëü-
íî ê ôðàêòàëüíûì îáúåêòàì, ñòðîãî ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ñàìî-àôèííîñòè è îçíà÷àåò íàëè÷èå ñõîäñòâà îòäåëüíîãî ôðàãìåíòà âñåìó
îáúåêòó ïðè ïåðåìàñøòàáèðîâàíèè ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè óâå-
ëè÷åíèÿ ïî îáåèì îñÿì. Äëÿ ñàìî-àôèííîé ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå:

g(x0 + lx)− g(x0) ' lH (g(x0 + x)− g(x0)) .

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òàêèõ êàê áðîóíîâñêîå äâèæåíèå,
ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ l è x0.
Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè H â ïîñëåäíåé ôîðìóëå íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé Õ¼ð-
ñòà è õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî íåðåãóëÿðíà ôóíêöèÿ g â òî÷êå x0. Ïðè
H < 1 ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåäèôôåðåíöèðóåìîé è, ïî àíàëîãèè ñ ðàíåå
ââåäåííîé ýêñïîíåíòîé ñèíãóëÿðíîñòè α, ÷åì ìåíüøå H, òåì áîëåå ñèíãó-
ëÿðíà g(x). Â ðàìêàõ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíàëèçà ñàìî-àôèííûå ôóíê-
öèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîé ãåîìåòðèè èõ ãðàôèêà
íà ïëîñêîñòè ¾âðåìÿ � êîîðäèíàòà¿, à êàê ôóíêöèè ñ ëîêàëüíûì íåðå-
ãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòè ôóíêöèè ìîãóò
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ðàçëè÷àòüñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ, èõ îïèñàíèå â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò îñó-
ùåñòâëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî ïàðàìåòðà H. Â ñâÿçè ñ ýòèì èñïîëüçóþò
ïîíÿòèå ëîêàëüíûõ ýêñïîíåíò Õ¼ðñòà èëè ýêñïîíåíò Ãåëüäåðà h(x0), êîòî-
ðûå ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïóòåì íåêîòîðîãî èçìåíåíèÿ îïðåäåëåíèÿ H,
à èìåííî:

| g(x0 + l)− g(x0) |∼ lh(x0)

è õàðàêòåðèçóþò ëîêàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè g â òî÷êå
x0. Ìóëüòèôðàêòàëüíûé ïîäõîä äëÿ ñèãíàëîâ ïîòåíöèàëüíî ñïîñîáåí õà-
ðàêòåðèçîâàòü øèðîêèé êëàññ ïðîöåññîâ, ÿâëÿþùèõñÿ áîëåå ñëîæíûìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðîöåññàìè, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ äîñòàòî÷íî îäíîãî ÷èñëà
(åäèíñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ëèáî îäíîé ñêåéëèí-
ãîâîé õàðàêòåðèñòèêè, îïèñûâàþùåé, íàïðèìåð, ÷àñòîòíóþ çàâèñèìîñòü
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè).

Àíàëèç íåðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé, òàêæå êàê è àíàëèç ôðàêòàëüíûõ ìåð,
îñóùåñòâëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé. Îäíàêî, ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé (íåðåãóëÿðíûõ ñèãíàëîâ) ïðîâîäèò-
ñÿ ñìåíà èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé. Âìåñòî ñïåêòðà f(α) ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íàÿ ôóíêöèÿ D(h): ýêñïîíåíòà Ãåëüäåðà ïî ñìûñëó ñîîòâåòñòâóåò
α, à D(h0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà àíàëèçèðóåìûõ
äàííûõ, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòîé h0.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé.
Òàêæå êàê è â ñëó÷àå ôðàêòàëüíûõ ìåð ïðîâåäåíèå âû÷èñëåíèé íåïîñðåä-
ñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ îñëîæíÿåòñÿ ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ è òåì îáñòî-
ÿòåëüñòâîì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè ñ íåðåãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì x0 â ýòó îêðåñòíîñòü ìîãóò ïîïàäàòü
äðóãèå ñèíãóëÿðíîñòè. Ýôôåêò ¾íàëîæåíèÿ¿ íåñêîëüêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé
áóäåò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì ðàñ÷åòà ñêåéëèíãîâûõ õà-
ðàêòåðèñòèê è íåñòàáèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ àëãî-
ðèòìà â õîäå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè
ðàñ÷åòîâ D(h) ïðîâîäèòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç íà îñíîâå ñòðóêòóðíûõ
èëè ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíèé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì,
òàê êàê îí ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñèí-
ãóëÿðíîñòåé. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè ìóëüòèôðàê-
òàëüíîãî àíàëèçà, â ðàìêàõ êîòîðîãî âû÷èñëåíèå ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé áà-
çèðóåòñÿ íà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè.

9.3 Àíàëèç íà îñíîâå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
9.3.1 Âåéâëåò-àíàëèç ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé

Â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ Ìüþçè, Áàêðè è Àðíåîäî ðàçðàáîòàëè íîâûé ïîäõîä
ê èññëåäîâàíèþ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ñèãíàëîâ ñëîæíîé ñòðóêòóðû
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� ìåòîä ¾ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ¿. Êàê ñëåäóåò èç
íàçâàíèÿ ìåòîäà, îí áàçèðóåòñÿ íà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè, ñîñòîÿùåì â
ðàçëîæåíèè ñèãíàëà ïî áàçèñó, ñêîíñòðóèðîâàííîìó èç îáëàäàþùåé îïðå-
äåëåííûìè ñâîéñòâàìè ñîëèòîíîïîäîáíîé ôóíêöèè (âåéâëåòà) ïîñðåäñòâîì
ìàñøòàáíûõ èçìåíåíèé è ïåðåíîñîâ. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé ýòîãî áàçèñà õà-
ðàêòåðèçóåò êàê îïðåäåëåííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ èëè âðåìåííóþ ÷àñòîòó,
òàê è åå ëîêàëèçàöèþ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èëè âðåìåíè.

Íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè g(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåé ôîðìóëîé:

W (a, b) =
1√
a

∫ ∞

−∞
g(x)ψ

(
x− b

a

)
dx, (9.7)

ãäå a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòð ìàñøòàáà, b � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êî-
îðäèíàòà èëè ìîìåíò âðåìåíè, ψ - ñîëèòîíîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ (âåéâëåò),
îáëàäàþùàÿ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè è ñêîíñòðóèðîâàííàÿ, íàïðèìåð,
íà îñíîâå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ãàóññà:

ψ(m) = (−1)m ∂m

∂xm

[
exp(−x

2

2
)

]
. (9.8)

Ïðè èçó÷åíèè ëîêàëüíûõ ñèíãóëÿðíîñòåé ôóíêöèè g(x) îáû÷íî ðàññìàò-
ðèâàþò m = 1 (¾WAVE¿-âåéâëåò) èëè m = 2 (¾MHAT¿-âåéâëåò). Áîëåå
âûñîêèå ïðîèçâîäíûå ïðèìåíÿþòñÿ ðåäêî. Âûáîð áàçèñíîé ôóíêöèè ψ ÿâ-
ëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ìîìåíòîì ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé � íóæíî
âûáðàòü òàêîé âåéâëåò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàçãëÿäåòü íóæíóþ íàì èí-
ôîðìàöèþ. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ïðè ïîìîùè ðàçíûõ ôóíêöèé, è ïðîäîëæàÿ
àíàëîãèþ âåéâëåò-àíàëèçà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìèêðîñêîïîì, èñïîëüçîâàíèå
ðàçíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âûáîð ðàçðåøå-
íèÿ îáúåêòèâà äëÿ ìèêðîñêîïà � åñëè âûáðàííîå ðàçðåøåíèå ïîçâîëÿåò
óâèäåòü íóæíûå äåòàëè, òî âåéâëåò ïîäõîäèò äëÿ ðåøàåìûõ çàäà÷. Áîëåå
òîãî, äàëüøå óæå âûáîð îáúåêòèâà ñ ëó÷øèì ðàçðåøåíèåì íå äàåò íè÷åãî
íîâîãî.

Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 9.2.2, ñòåïåíü ñèíãóëÿðíîñòè ôóíêöèè g ìî-
æåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíòû Ãåëüäåðà. Åå áîëåå ñòðîãîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ g â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé, à
(n + 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ôóíêöèþ g(x) ìîæíî ðàçëî-
æèòü â ðÿä Òåéëîðà äî ñòåïåíè n âêëþ÷èòåëüíî. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé
ðÿä (ïîëèíîì ñòåïåíè n) ñèìâîëîì Pn(x). Ýêñïîíåíòîé Ãåëüäåðà â òî÷êå x0
íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå h, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî:

| g(x)− Pn(x− x0) |≤ C | x− x0 |h .
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×åì áîëüøå h, òåì áîëåå ðåãóëÿðíîé (áîëåå ¾ãëàäêîé¿) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ g. Èíòåãðèðîâàíèå ýòîé ôóíêöèè óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå h íà 1, à äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå � óìåíüøàåò. Ïðåïîëîæèì, ÷òî àíàëèçèðóåìóþ ñèíãóëÿð-
íóþ ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ
ñëàãàåìûõ:

g(x) = Pn(x) + C | x− x0 |h(x0),

òî åñòü â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé êîìïîíåíòû (ïîëèíîìà Pn) è ñëàãàåìî-
ãî, êîòîðîå îïðåäåëÿåò íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå è õàðàêòåðèçóåòñÿ íåöåëûì
çíà÷åíèåì h(x0). Îäíîé èç îñîáåííîñòåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, øèðîêî
èñïîëüçóþùåéñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ èç ñèãíàëà ïîëèíîìèàëüíûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåéâëåòû, èìåþùèå ïåðâûå m íóëåâûõ ìîìåíòîâ∫ ∞

−∞
xmψ(x)dx = 0,

áóäóò îðòîãîíàëüíû ïîëèíîìàì äî ñòåïåíè m âêëþ÷èòåëüíî, è ïðè m ≥ n:∫ ∞

−∞
Pn(x)ψ(x)dx = 0. (9.9)

Ïîýòîìó âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè g(x) ïðèìåò âèä:

W (a, x0) = Ca1/2
∫ ∞

−∞
ψ(x)|ax|h(x0)dx.

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ àíàëèçà, ïðåäëàãàåòñÿ íåìíîãî èçìåíèòü îïðåäåëåíèå
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, óìíîæèâ âûðàæåíèå (9.7) íà âåëè÷èíó 1/

√
a:

W (a, x0) =
1

a

∫ ∞

−∞
ψ

(
x− b

a

)
g(x)dx. (9.10)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè a→ 0 íàáëþäàåòñÿ ïðîñòàÿ ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü:
W (a, x0) ∼ ah(x0). (9.11)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ g(x) èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå x = x0, òî
åå ëîêàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì
âèäà (9.11). Åñëè æå ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå x0 âïëîòü äî ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà m, òî ïðè a→ 0

W (a, x0) ≤ am.

Â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ îáû÷íî àíàëèçèðóþò îñî-
áåííîñòè ñàìîé ôóíêöèè g(x), à åå ïðîèçâîäíûå ðàññìàòðèâàþò ðåäêî.
Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò h(x0) < 1, è íàëè÷èå
íåðåãóëÿðíîñòè â òî÷êå x0 áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàçíîé ñêîðîñòè óìåíüøå-
íèÿ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ñ ìàñøòàáîì a. ×åì áûñòðåå êîýôôèöèåíòû
óìåíüøàþòñÿ ïðè a → 0, òåì áîëåå ðåãóëÿðíà ôóíêöèÿ â ýòîé òî÷êå. Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ W (a, x) áóäóò ðàñõîäèòüñÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ñ ëîêàëüíîé îñîáåííîñòüþ. Òàêîå ïîâåäåíèå âåéâëåò - êîýôôèöèåí-
òîâ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äåòàëüíûé àíàëèç ñèíãóëÿðíîñòåé.
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9.3.2 Ìåòîä ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Àëãîðèòì ÌÌÂÏ ïðåäïîëàãàåò èññëåäîâàíèå íåðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèè g(x) â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèå ïî ôîðìóëå (9.10). Ðåçóëüòàò âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ïîâåðõíîñòü â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàèáîëåå âàæ-
íàÿ èíôîðìàöèÿ î íåé ñîäåðæèòñÿ â ¾ñêåëåòîíå¿ èëè ëèíèÿõ ëîêàëüíûõ
ýêñòðåìóìîâ ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòîâ W (a, x), ïîèñê êîòîðûõ ïðîâî-
äèòñÿ íà êàæäîì ìàñøòàáå a � ðèñ. 9.5.

x

a

0 1

Ðèñ. 9.5. Ñêåëåòîí èëè ëèíèè ëî-
êàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ïîâåðõíîñòè
êîýôôèöèåíòîâ W (a, x): ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ (áåëûå êðóæî÷êè) è ìàêñè-
ìóìîâ (÷åðíûå)

Âûáîð áàçèñíîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêóþ èíôîðìàöèþ íåîáõî-
äèìî èçâëå÷ü èç g(x). Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûáðàííûé
âåéâëåò äîëæåí áûòü íå ìåíåå ãëàäêèì ÷åì ñàì àíàëèçèðóåìûé ñèãíàë.
Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà m â (9.8) ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,
óâåëè÷åíèå m ïîçâîëÿåò ïðîèãíîðèðîâàòü êðóïíîìàñøòàáíûå ïîëèíîìè-
àëüíûå ñîñòàâëÿþùèå (óñòðàíèòü òðåíä) è àíàëèçèðîâàòü ìåëêîìàñøòàá-
íûå âàðèàöèè äàííîé ôóíêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãîêðàòíîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ëèíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ
âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ è ïîÿâëåíèþ áîëüøîãî ÷èñëà äîïîëíèòåëüíûõ ëè-
íèé, îáðûâàþùèõñÿ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ. Òàêèå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ êîðîòêè-
ìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâîäèòü ïî íèì îöåíêè ñòåïåííûõ çàâèñèìîñòåé âèäà
(9.11) è ñëóæàò ïîìåõàìè ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñèíãóëÿðíî-
ñòåé. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå óñòðîåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî W (a, x0) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé äàæå ïðè íåðåãóëÿðíîé g(x). Âñÿ èíôîðìàöèÿ
î âîçìîæíîé îñîáåííîñòè g(x), âêëþ÷àÿ åå ëîêàëèçàöèþ x0 è ïîêàçàòåëü
h(x0), çàêëþ÷åíà â àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè êîýôôèöèåíòîâ W (a, x0)
ïðè ìàëûõ a. Åñëè êîýôôèöèåíòû íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ ðàñõîäÿòñÿ, òî
g èìååò îñîáåííîñòü â x0, è ýêñïîíåíòà Ãåëüäåðà ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íà ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ çàâèñèìîñòè (9.11) â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå è âû÷èñëåíèÿ íàêëîíà lnW (a, x0) îò ln a. Åñëè êîýôôèöèåíòû
W (a, x0) áëèçêè ê íóëþ â îêðåñòíîñòè x0 íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ, òî g ÿâëÿåò-
ñÿ ðåãóëÿðíîé â ýòîé òî÷êå. Âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðè ðàñ÷åòå ãåëüäåðîâ-
ñêèõ ýêñïîíåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñêîìûå õàðàêòåðèñòèêè òåîðåòè÷åñêè
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íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ïîç-
âîëÿåò ãîâîðèòü î òîì, ÷òî àíàëèç ëîêàëüíûõ íåðåãóëÿðíîñòåé â íåêîòîðîì
ñìûñëå óíèâåðñàëåí (õîòÿ ðàçëîæåíèå ïî âåéâëåòàì îò âûáðàííîãî áàçèñà,
êîíå÷íî æå, çàâèñèò).

Âûäåëåíèåì ¾ñêåëåòîíà¿ çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé øàã àëãîðèòìà ÌÌÂÏ.
Òåîðåòè÷åñêè, àíàëèç âûäåëåííûõ ëèíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ èëè ëî-
êàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëÿòü ãåëüäåðîâñêèå ýêñïîíåíòû è àíàëèçèðîâàòü ñèíãóëÿðíîñòè ôóíêöèè
g(x). Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì � ïðè óâåëè÷åíèè ìàñøòàáà
ñêàçûâàåòñÿ âëèÿíèå ñîñåäíèõ íåðåãóëÿðíîñòåé, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì
îøèáêàì. Â òåîðèè ìóëüòèôðàêòàëîâ ïðåäïî÷èòàþò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû íà
îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü áîëåå íàäåæíûå
îöåíêè âû÷èñëÿåìûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîýòîìó âòîðîé øàã ìåòîäà ÌÌÂÏ
ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ôóíêöèé Z(q, a), íàçûâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè, ïî ôîðìóëå:

Z(q, a) =
∑

l∈L(a)

| W (a, xl(a)) |q, (9.12)

ãäå L(a) - ìíîæåñòâî âñåõ ëèíèé (l) ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò-
êîýôôèöèåíòîâ, ñóùåñòâóþùèõ íà ìàñøòàáå a; xl(a) õàðàêòåðèçóåò ðàñ-
ïîëîæåíèå íà ýòîì ìàñøòàáå ìàêñèìóìà, îòíîñÿùåãîñÿ ê ëèíèè l. Â äàí-
íîì ñëó÷àå ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì, îáåñïå÷èâàþùèì óñòîé÷èâîñòü ìå-
òîäà, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäóëè âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ.
Áåç ýòîãî (ñ ó÷åòîì èíôîðìàöèè î ôàçàõ) ìåòîä íå ïîçâîëèë áû ïîëó-
÷èòü óñòîé÷èâîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðåíèå ìàê-
ñèìóìîâ ìîæåò ñîçäàâàòü ïðîáëåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà
(ëó÷øå, êîãäà îïåðèðóþò ñðåäíèìè âåëè÷èíàìè). Òåì íå ìåíåå, ñàìà ïðîöå-
äóðà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäðàçóìåâàåò âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â
ïðåäåëàõ ÷àñòîòíî-âðåìåííîãî îêíà, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò ïðî-
âåäåíèå óñðåäíåíèÿ. Îïðåäåëåíèå (9.12) íå ïîäõîäèò äëÿ îòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèé q, ïîñêîëüêó âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà W (a, xl(a)) = 0. Â ñâÿçè
ñ ýòèì íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ôîðìóëà:

Z(q, a) =
∑

l∈L(a)

(sup
a′≤a

| W (a′, xl(a
′)) |)q, (9.13)

òî åñòü âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ âäîëü êàæäîé ëèíèè íà ìàñøòàáàõ, ìåíüøèõ çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ a. Îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü:

Z(q, a) ∼ aτ(q),

ãäå âåëè÷èíó τ(q), îïðåäåëÿåìóþ äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ q ïóòåì âû÷èñ-
ëåíèÿ íàêëîíà lnZ(q, a) îò ln a, íàçûâàþò ñêåéëèíãîâîé ýêñïîíåíòîé ïî
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àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ñèíãóëÿðíûõ ìåð. Âàðèàöèÿ ñòåïåíåé q ïðè ïîñòðîå-
íèè ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé (9.13) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü
τ(q) äëÿ ìîíîôðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ (H = dτ/dq = const) è íåëèíåéíóþ
çàâèñèìîñòü τ(q) = qh−D(h) ñ áîëüøèì ÷èñëîì ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò
h(q) = dτ/dq 6= const â ñëó÷àå ìóëüòèôðàêòàëîâ.

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ q ñêåéëèíãîâûå ýêñïîíåíòû τ(q) èìåþò ïðî-
ñòóþ èíòåðïðåòàöèþ. Òàê, ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó τ(2) è ïîêàçàòå-
ëåì ñòåïåíè β ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè S(f) ∼ 1/fβ:

β = 2 + τ(2).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ó÷èòûâàÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ìîùíîñòè ñâÿçàíà ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå,
çíàíèå β ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ñïàäà êîððåëÿöèé Ψ(τ) ∼ τ−γ, òî
åñòü ïîêàçàòåëü γ. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó îñíîâíûìè âåëè÷èíàìè, ðàññìàòðè-
âàåìûìè â ðàìêàõ àëãîðèòìà ÌÌÂÏ, îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëå-
æàíäðà:

{
h = dτ/dq,

D(h) = qh− τ(q).

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèè ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñèíãó-
ëÿðíîñòè ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ q. Ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Z(q, a)
ïðè q < 0 õàðàêòåðèçóþò îñîáåííîñòè ñêåéëèíãà äëÿ ñëàáûõ ñèíãóëÿðíî-
ñòåé (ìàëûõ ôëóêòóàöèé), à ïðè q > 0 � äëÿ ñèëüíûõ ñèíãóëÿðíîñòåé
(áîëüøèõ ôëóêòóàöèé).

Ïðîèëëþñòðèðóåì àëãîðèòì ÌÌÂÏ íà ïðèìåðå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà êàíòîðîâó ìíîæåñòâó ìîæåò áûòü ïî-
ñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé
è åäèíèö (íóëè îáîçíà÷àþò âûáðàñûâàåìûå ïðè ïîñòðîåíèè ðÿäà ÷àñòè îò-
ðåçêà). Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíà÷àëå (n = 0) ñîñòî-
èò èç îäíîãî ýëåìåíòà ¾1¿, íà ïåðâîì ýòàïå èç òðåõ: ¾101¿, íà âòîðîì � èç
äåâÿòè: ¾101000101¿ è ò.ä. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ôðàêòàëüíîé ôóíêöèè
g(x) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîé ìåðû µ íà êàíòîðîâîì ìíîæå-
ñòâå. Íîðìèðóÿ ìåðó (µ([0, 1]) = 1), îïðåäåëèì g(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) = µ([0, x]) =

∫ x

0
dµ.

Ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì ôóíêöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 9.6.
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Ðèñ. 9.6. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíî-
ðîäíîé ìåðû íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå

x

g

0 1
0

1

Âûáðàâ â êà÷åñòâå áàçèñíîãî âåéâëåòà ψ(m) ¾MHAT¿-âåéâëåò è ñëåäóÿ
àëãîðèòìó, èçëîæåííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íà ïåðâîì ýòàïå ïðîâå-
äåì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè g(x) è âûäåëåíèå ëèíèé ëîêàëüíûõ
ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 9.5, ÷èñ-
ëî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ìàñøòàáà a. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ (9.11), ëîêàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå g(x) ìîæåò àíàëè-
çèðîâàòüñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòè lnW (a, x0) îò ln a è âû÷èñëåíèÿ
íàêëîíà àïïðîêñèìèðóþùåé ïðÿìîé. Äàííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ
ðàçëè÷íûõ ëèíèé ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.7,à. Íà-
ðÿäó ñ îæèäàåìîé âåëè÷èíîé h = ln 2/ ln 3, äëÿ êîðîòêèõ ëèíèé ïîëó÷åíû
çíà÷åíèÿ ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò, âàðüèðóþùèåñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ.
Êàðòèíà ìåíÿåòñÿ, åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ëèíèè, ¾îáðûâàþùèå-
ñÿ¿ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ è ðàññìàòðèâàòü ñòåïåííûå çàâèñèìîñòè âåéâëåò-
êîýôôèöèåíòîâ, íàïðèìåð, ïðè ln a > 1.5 (ðèñ. 9.7,á). ×òîáû èçáåæàòü
ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ íåäîñòàòî÷íî õîðîøèì ðàçðåøåíèåì íà ìàëûõ ìàñ-
øòàáàõ, èçó÷åíèå ñêåéëèíãîâûõ îñîáåííîñòåé ïðîâîäèòñÿ ïðè íå ñëèøêîì
ìàëûõ ìàñøòàáíûõ êîýôôèöèåíòàõ a.

0 100 200i
0.2

0.4

0.6

0.8

h

à

0 100 200i
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á

Ðèñ. 9.7. Çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíò Ãåëüäåðà, âû÷èñëåííûõ ïî íàêëîíó ñòåïåííîé çà-
âèñèìîñòè âèäà (9.12) äëÿ âñåõ ëèíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ (à) è áåç ó÷åòà
ëèíèé, ¾îáðûâàþùèõñÿ¿ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ (ln a < 1.5) � (á)
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Íåïîñðåäñòâåííûå îöåíêè ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò h èç ñòåïåííûõ çàâè-
ñèìîñòåé äëÿ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ìåíåå òî÷íû, ÷åì îïðåäåëåíèå ñïåê-
òðà τ(q) ñòàòèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ h =
dτ/dq (âòîðîé ýòàï ìåòîäà ÌÌÂÏ). Ïðè áîëüøîì ÷èñëå øàãîâ n ïðîöå-
äóðû ïîñòðîåíèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ÷èñëåííî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ h
è ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé D(h) ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò òåîðåòè-
÷åñêèõ. Íàïðèìåð, â ðàñ÷åòàõ äëÿ n = 10 îòêëîíåíèå îò òåîðåòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ ln 2/ ln 3 íå ïðåâûøàåò 1%.

Óæå îòìå÷àëàñü îäíà îñîáåííîñòü ìåòîäà àíàëèçà ëîêàëüíîé ðåãóëÿð-
íîñòè ñèãíàëà íà îñíîâå êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî âû÷èñëÿåìûå ýêñïîíåíòû Ãåëüäåðà òåîðåòè÷åñêè íå çà-
âèñÿò îò âûáîðà áàçèñíîãî âåéâëåòà. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, òàêàÿ çàâèñè-
ìîñòü âñå-òàêè ïîÿâëÿåòñÿ. Â áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ ðàáîò â êà÷åñòâå áà-
çèñíûõ âûáèðàëèñü ôóíêöèè ¾WAVE¿ èëè ¾MHAT¿ (1-ÿ è 2-ÿ ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè Ãàóññà, ñîîòâåòñòâåííî). Åñëè â êà÷åñòâå àíàëèçèðóþùåãî âåéâëå-
òà èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà, òî ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ
êîðîòêèõ ëèíèé ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ W (a, x0) âîçðàñòàåò, ÷òî îáóñëîâ-
ëèâàåòñÿ îñöèëëèðóþùèìè ¾õâîñòàìè¿ ñîëèòîíîïîäîáíûõ ôóíêöèé ψ(m).
Â äàííîé ñèòóàöèè ïðèõîäèòñÿ èñêàòü êîìïðîìèññ ìåæäó èãíîðèðîâàíèåì
ïîëèíîìèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ (òðåíäà), äëÿ ÷åãî æåëàòåëüíî óâåëè÷è-
âàòü ïàðàìåòð m, è çíà÷èòåëüíûì ðîñòîì ïðè ýòîì ÷èñëà êîðîòêèõ ëèíèé
ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, êîòîðûå óñëîæíÿþò âèä ñêåëåòîíà è ïðèâîäÿò ê
îòêëîíåíèÿì îò ñòåïåííûõ çàâèñèìîñòåé íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ. Ïðè ïðîâå-
äåíèè ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíàëèçà íà ïðàêòèêå öåëåñîîáðàçíî îãðàíè÷è-
âàòüñÿ ìàëûì çíà÷åíèåì m (îáû÷íî m ≤ 2).
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Ðèñ. 9.8. Ñïåêòðû ñèíãóëÿðíîñòåé äëÿ
êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ñî ñëó÷àéíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ìåðû. Óâåëè÷åíèå
øèðèíû ñïåêòðà D(h) ñîîòâåòñòâóåò
óâåëè÷åíèþ íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìåðû

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû µ íà ôðàê-
òàëüíîì ìíîæåñòâå. Â ÷èñëåííîì àíàëèçå ìîæíî ðåàëèçîâàòü áîëåå ñëîæ-
íûé ïðèìåð - êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìåðû.
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Ïðè ïîñòðîåíèè òàêîãî ìíîæåñòâà âåñîâûå êîýôôèöèåíòû p1 è p2 = (1−p1)
íà êàæäîì øàãå âûáèðàþòñÿ ðàâíûìè 0.5 ± ξ, ãäå ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà. Ïðè ìàëîé äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñîçäàííîå ìíîæåñòâî áóäåò
èìåòü ñòðóêòóðó, áëèçêóþ ê ìîíîôðàêòàëüíîé. Ïðè óâåëè÷åíèè äèñïåð-
ñèè äèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ ìóëüòèôðàêòàëüíîé: òî÷êà íà ïëîñêîñòè D(h)
ïðåîáðàçóåòñÿ â ¾êîëîêîëîîáðàçíóþ¿ çàâèñèìîñòü, òèïè÷íóþ äëÿ ìóëüòè-
ôðàêòàëîâ (ðèñ. 9.8). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïðåäåëåíèè ìåðû
íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ñîîòâåòñòâó-
åò çíà÷åíèþ ln 2/ ln 3, à ñòåïåíü ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè èëè øèðèíà ñïåêòðà
D(h) çàâèñèò îò äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî åñòü îò íåðàâíîìåð-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû.

Ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèã-
íàëàì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ïîìèìî íåðåãóëÿðíûõ ðåàëèçàöèé íåïðåðûâ-
íîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå òåõíèêè ÌÌÂÏ ìîãóò àíàëè-
çèðîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ñèìâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèå êàê öåïî÷-
êè íóêëåîòèäîâ ìîëåêóë ÄÍÊ. Ñ ýòîé öåëüþ èõ ïðåîáðàçóþò â áèíàðíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u(i) = 1 èëè u(i) = 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé
íóêëåîòèä âñòðå÷àåòñÿ ïîä íîìåðîì i, ïîñëå ÷åãî ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè
îá îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà:

g(k) =
k∑

i=1

u(i). (9.14)

Ïðîâîäÿ ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç çàâèñèìîñòè g(k) ìåòîäîì ÌÌÂÏ,
ìîæíî ãîâîðèòü îá îòñóòñòâèè êîððåëÿöèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâî-
ëîâ, åñëè h = 0.5, è î íàëè÷èè êîððåëÿöèé ïðè h 6= 0.5. Èíîãäà ãîâîðÿò
òàêæå î êîððåëÿöèÿõ (h > 0.5) è àíòè-êîððåëÿöèÿõ (h < 0.5). Àíòèêîððå-
ëèðîâàííàÿ äèíàìèêà áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ÷åðåäîâàíèÿ íóëåé è åäèíèö (ïàð ¾01¿ è ¾10¿) âûøå âåðîÿòíîñòè ïàð
¾00¿ èëè ¾11¿. Â ñëó÷àå êîððåëèðîâàííîé äèíàìèêè çà íóëÿìè ÷àùå ñëå-
äóþò íóëè, çà åäèíèöàìè � åäèíèöû, òî åñòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ïàð
¾00¿ è ¾11¿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèé íåïðåðûâíîçíà÷íûõ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ çíà÷åíèÿ ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò òàêæå ïîçâîëÿþò äåëàòü
âûâîä î íàëè÷èè àíòè-êîððåëèðîâàííîé (h < 0.5) è êîððåëèðîâàííîé äè-
íàìèêè (h > 0.5). Â ïåðâîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ÷åðåäîâàíèå áîëüøèõ è
ìàëûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (âñëåä çà áîëüøèì çíà÷åíèåì ñ áîëü-
øåé âåðîÿòíîñòüþ ñëåäóåò ìàëîå è íàîáîðîò). Âî âòîðîì ñëó÷àå çà áîëüøèì
çíà÷åíèåì ÷àùå ñëåäóåò áîëüøîå, çà ìàëûì � ìàëîå: ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ áî-
ëåå ¾ãëàäêèì¿. ×àñòíûé ñëó÷àé h = 1 ñîîòâåòñòâóåò 1/f -øóìó, h = 1.5 �
âèíåðîâñêîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà àíàëèçà ìóëüòèñêåéëèíãîâûõ ÿâëåíèé äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (9.14) ïðèâîäèò ê òåì æå ñàìûì ðåçóëüòàòàì, ÷òî
è ðàññìîòðåíèå â êà÷åñòâå ôóíêöèè g èñõîäíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòè g(i) = u(i), åñëè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñêëþ÷èòü ìíîæèòåëü 1/a ïå-
ðåä çíàêîì èíòåãðàëà â (9.10). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå
óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèÿ h íà 1. Åñëè ó÷åñòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî â ôîðìóëå
(9.11), ìîæíî ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû áåç âû÷èñëåíèÿ ñóìì (9.14), àíàëîãè÷-
íûõ ïî ñìûñëó âçÿòèþ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Òàêîå
ñâîéñòâî ìåòîäà ïîëåçíî ïðè ïðèìåíåíèè ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíàëèçà íà
ïðàêòèêå.

9.4 Âîçìîæíîñòè è îãðàíè÷åíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî
àíàëèçà

Îñíîâàííûé íà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèè ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿ-
öèîííûõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, â òîì ÷èñëå íåñòàöèîíàðíûõ. Êàê
ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, èç ôîðìóëû (9.9), ìåäëåííàÿ íåñòàöèîíàðíîñòü (ïî-
ëèíîìèàëüíûé òðåíä) íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò, åñëè âûáèðàåò-
ñÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ψ, èìåþùàÿ íåñêîëüêî ïåðâûõ íóëåâûõ ìîìåíòîâ.
Ïîìèìî ïðîáëåìû íåñòàöèîíàðíîñòè ìåòîä ÌÌÂÏ ìîæåò äåìîíñòðèðî-
âàòü åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñïåêòðàëüíûì
àíàëèçîì. ßâëÿÿñü èíñòðóìåíòîì ¾ëîêàëüíîãî¿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû
ôóíêöèé âðåìåíè, ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü îöåí-
êó êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïî ñðàâíèòåëüíî êîðîò-
êèì ñèãíàëàì.

×òîáû îöåíèòü âîçìîæíîñòè è îãðàíè÷åíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ôîð-
ìàëèçìà, ïðîàíàëèçèðóåì íåîäíîðîäíûå ñèãíàëû, ñîäåðæàùèå ðàçëè÷íûå
òèïû ñèíãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ.

0 2000i
−80

−30

20

70

x

Ðèñ. 9.9. Òåñòîâûé ñèãíàë, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé ñóììó ðåàëèçàöèè
âèíåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ, èìåþ-
ùåé ñòðóêòóðó êàíòîðîâà ìíîæåñòâà

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà ïðîöåññîâ ñ ðàçëè÷íûìè ñòàòèñòè÷åñêè-
ìè ñâîéñòâàìè, è åñëè äàííûå ïðîöåññû îòëè÷àþòñÿ ïî àìïëèòóäàì, òî
ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ (ïðè ðàññìîòðåíèè ñëàáûõ ñèí-
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ãóëÿðíîñòåé) ïðîÿâèòñÿ îäèí èç íèõ, à íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ (ñèëüíûå
ñèíãóëÿðíîñòè) îáíàðóæèò ñåáÿ äðóãîé ïðîöåññ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîò-
ðèì èñêóññòâåííûé ñèãíàë, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììó ðåàëèçàöèè âè-
íåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ, èìåþ-
ùåé ñòðóêòóðó êàíòîðîâà ìíîæåñòâà. Çà ñ÷åò òàêîãî ñëîæåíèÿ (ðèñ. 9.9)
îæèäàåòñÿ, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøèõ ôëóêòóàöèé ïðîÿâèòñÿ ñòðóê-
òóðà êàíòîðîâà ìíîæåñòâà, íà ìåíüøèõ ìàñøòàáàõ áóäåò äîìèíèðîâàòü
âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ýòî ïîäòâåðæäàþò
(ðèñ. 9.10). Ïðè îòðèöàòåëüíûõ q (ñëàáûå ñèíãóëÿðíîñòè) çíà÷åíèÿ ãåëüäå-
ðîâñêèõ ýêñïîíåíò ïðèáëèæàþòñÿ ê h ≈ 1.5, òîãäà êàê ïðè ïîëîæèòåëüíûõ
q (ñèëüíûå ñèíãóëÿðíîñòè) h ≈ 0.63. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ÌÌÂÏ ÷åòêî
ôèêñèðóåò ðàçëè÷èÿ â ñòðóêòóðå àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà ïðè èçìåíåíèè
ìàñøòàáà íàáëþäåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ òèïîâ ñèíãóëÿðíîñòåé ìå-
òîä ÌÌÂÏ ïîçâîëÿåò èõ ÷åòêî ôèêñèðîâàòü, åñëè äàííûå îñîáåííîñòè îò-
íîñÿòñÿ ê ðàçíûì ìàñøòàáàì. Åñëè ðàçëè÷èÿ â ìàñøòàáàõ íåñóùåñòâåííû,
òî ÷åòêîãî ðàçäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé íå ïðîèçîéäåò. Â ÷àñòíîñòè, â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ñóììû èìïóëüñîâ ñî ñòðóêòóðîé êàíòîðîâà ìíîæå-
ñòâà è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ïîñëåäíåãî áóäåò
ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ïðè q > 0 çíà÷åíèÿ ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò áóäóò
ñìåùàòüñÿ ê h ≈ 1.5 (ðèñ. 9.10). Âòîðîé òèï ñèíãóëÿðíîñòåé (h ≈ 0.63)
ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ ëèøü ïðè î÷åíü áîëüøèõ q, íî ïðè óâåëè÷åíèè q ñíèæà-
åòñÿ íàäåæíîñòü îöåíîê ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ
òèïîâ ñèíãóëÿðíîñòåé, îòíîñÿùèõñÿ ê áëèçêèì ìàñøòàáàì, ìåòîä ÌÌÂÏ
ïðèâîäèò ê óñðåäíåííûì çíà÷åíèÿì h.

Ðèñ. 9.10. Çàâèñèìîñòü h(q) äëÿ ñèãíà-
ëà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 9.9 (÷åðíûå
êðóæî÷êè). Áåëûìè êðóæî÷êàìè îòìå-
÷åí ñëó÷àé íåçíà÷èòåëüíûõ ðàçëè÷èé â
ìàñøòàáàõ íàáëþäåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé

−10.0 −5.0 0.0 5.0 10.0h
0.5

1.0

1.5

2.0

D(h)

Îäíèì èç îãðàíè÷åíèé ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
îí îöåíèâàåò âåðõíþþ îãèáàþùóþ èñòèííîãî ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåê-
òðà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ïðèâîäèòü ê îøèáî÷íûì èíòåðïðåòàöèÿì
ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Âî-ïåðâûõ, åñëè èñòèííûé ñïåêòð ñèí-
ãóëÿðíîñòåé D(h) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, òî åñòü h ïðèíèìàåò òîëüêî äèñ-
êðåòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, îãèáàþùàÿ áóäåò âêëþ÷àòü ¾ëîæíûå¿ òî÷êè,
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ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé èíòåðïîëÿöèþ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà D(h). Âî-âòîðûõ,
îãèáàþùàÿ íå ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ¾âíóòðåííèå¿ òî÷êè, íå ïðè-
íàäëåæàùèå âåðõíåé îãèáàþùåé ñïåêòðà D(h), åñëè îíè ñóùåñòâóþò � ðèñ.
9.11. ¾Êîëîêîëîîáðàçíàÿ¿ ôîðìà ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìåòîä ÌÌÂÏ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè
ñèãíàëîâ, íå îáëàäàþùèõ ìóëüòèôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Åñëè ïðîöåññ
õàðàêòåðèçóåòñÿ íå ñïëîøíûì ñïåêòðîì D(h), à íåáîëüøèì äèñêðåòíûì
íàáîðîì ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò, òî ïîëó÷èâ îãèáàþùóþ, ïîäîáíóþ èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñ. 9.11, â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ äîñòîâåðíî ñêàçàòü, ñóùå-
ñòâóþò ëè ñèíãóëÿðíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ çíà÷åíèåì h, ðàâíûì, íà-
ïðèìåð, 0.63 ± 0.005? ×òîáû èçáåæàòü ñëîæíîñòåé â èíòåðïðåòàöèè ðå-
çóëüòàòîâ, öåëåñîîáðàçíåå íå àíàëèçèðîâàòü, êîíå÷íî ëèáî áåñêîíå÷íî ÷èñ-
ëî ñêåéëèíãîâûõ õàðàêòåðèñòèê, à ðàññìàòðèâàòü ìåòîä ÌÌÂÏ êàê àï-
ïàðàò ÷èñëåííîãî àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèé îöåíèâàòü äèàïàçîí èçìåíåíèÿ
ãåëüäåðîâñêèõ ýêñïîíåíò (ñòåïåíü ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè) è õàðàêòåðèçî-
âàòü íàëè÷èå êîððåëÿöèé ðàçëè÷íîãî òèïà â íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññàõ. Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëÿòü êîððåëÿ-
öèîííûé àíàëèç ïî íåñòàöèîíàðíûì ñèãíàëàì ìàëîé äëèòåëüíîñòè è ïðî-
âîäèòü îöåíêó êîëè÷åñòâåííîé ìåðû îäíîðîäíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
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?

Ðèñ. 9.11. Èëëþñòðàöèÿ îãðàíè÷å-
íèé ìåòîäà ìóëüòèôðàêòàëüíîãî
ôîðìàëèçìà. Êðóæî÷êè îáîçíà÷àþò
èñòèííûé ìóëüòèôðàêòàëüíûé ñïåêòð,
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíàëèçà.
Âíóòðåííèå òî÷êè (áåëûå êðóæî÷êè)
íå èäåíòèôèöèðóþòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà
ÌÌÂÏ

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû

Çàäàíèå 1. Ïðîâåñòè ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç êàíòîðîâà ìíîæå-
ñòâà ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìåðû. Ñ ýòîé öåëüþ â ïðîãðàììå
¾multi.x¿ óêàçàòü ôàéë äàííûõ ¾cantor.dat¿. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîãðåø-
íîñòü ðàñ÷åòà ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé äëÿ ðàçíîé äëèòåëüíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (âûáèðàÿ N â äèàïàçîíå îò 300 äî 3000).

Çàäàíèå 2. Ïðîâåñòè ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç êàíòîðîâà ìíîæå-
ñòâà ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìåðû. Ïî àíàëîãèè ñ çàäàíèåì 1 âîñ-
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ïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé ¾multi.x¿, óêàçàâ ôàéë äàííûõ ¾cantor2.dat¿.
Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ñïåêòðà ñèíãóëÿðíîñòåé ïðè âà-
ðüèðîâàíèè N â äèàïàçîíå îò 1000 äî 5000.

Çàäàíèå 3. Ïðîâåñòè ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëèç ïî ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì äàííûì (ñèãíàë àðòåðèàëüíîãî êðîâÿíîãî äàâëåíèÿ). Ñäåëàòü âûâîä
î íàëè÷èè è î õàðàêòåðå êîððåëèðîâàííîé äèíàìèêè.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Â ÷åì ñîñòîèò îòëè÷èå ôðàêòàëîâ è ìóëüòèôðàêòàëîâ?
2. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà?
3. ×òî õàðàêòåðèçóåò ñïåêòð ñèíãóëÿðíîñòåé?
4. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè è ñïåêòð ñêåéëèíãîâûõ ýêñïîíåíò?
5. ×òî õàðàêòåðèçóþò ýêñïîíåíòû Ãåëüäåðà?
6. Ïî÷åìó âåéâëåòû ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü àíàëèç ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ?
7. Ïåðå÷èñëèòå âîçìîæíîñòè è îãðàíè÷åíèÿ ìåòîäà ìóëüòèôðàêòàëüíîãî àíàëèçà.
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