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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà, âûïîëíÿþùèõ ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû â ðàìêàõ êîìïüþòåðíîãî
ïðàêòèêóìà �Ìåòîäû íåëèíåéíîé äèíàìèêè�. Îíî ñîäåðæèò îïèñàíèÿ 9 ðà-
áîò ïðàêòèêóìà, ìàòåðèàë êàæäîé èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò ïîñòàíîâêó çàäà-
÷è, òåîðèþ ìåòîäà, îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá àëãîðèòìå âû÷èñëåíèé è ïðàê-
òè÷åñêóþ ÷àñòü. Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò.

Ïîñîáèå îõâàòûâàåò øèðîêèé êðóã ìåòîäîâ íåëèíåéíîé òåîðèè êîëåáà-
íèé, ïîçâîëÿþùèõ èçó÷àòü ñëîæíóþ äèíàìèêó àâòîêîëåáàòåëüíûé ñèñòåì
â òåðìèíàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçîâàòü îñî-
áåííîñòè ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé. Ïåðâûå äâå ðàáîòû ïîñâÿùåíû
âèçóàëèçàöèè ðåøåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (ïî-
ñòðîåíèå ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ è ñå÷åíèé Ïóàíêàðå). Ñëåäóþùèå äâå ðàáîòû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ââåäåíèå â áèôóðêàöèîííûé àíàëèç, ÿâëÿþùèéñÿ âàæ-
íåéøèì èíñòðóìåíòîì íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèç íà
óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, èçó÷àåòñÿ êàñ-
êàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îäèí èç ñöå-
íàðèåâ ïåðåõîäà ê õàîñó. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå ðàáîòû ïîñâÿùåíû ïðîáëåìå
äèàãíîñòèêè ðåæèìà äèíàìè÷åñêîãî õàîñà ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà è ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, êîððåëÿöèîííîìó àíàëèçó õàîòè÷åñêèõ
ðåæèìîâ êîëåáàíèé è èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ.
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1 Âèçóàëèçàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàìêàõ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé èññëåäîâàíèå ðåæèìîâ ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ òðà-
åêòîðèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (êîòîðîå íàçûâàþò ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Îïðåäåëåíèå
Ïîä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (ÄÑ) ïîíèìàþò ëþáîé îáúåêò èëè
ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ
êàê ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðûõ âåëè÷èí â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè è
çàäàí çàêîí, êîòîðûé îïèñûâàåò èçìåíåíèå (ýâîëþöèþ) íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå
Ïðîñòðàíñòâî, êîîðäèíàòàìè òî÷êè â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåí-
íûå x1, x2, . . . , xN , îïðåäåëÿþùèå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïðîèçâîëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû. Èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò
äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè (ôàçîâîé
òðàåêòîðèè).

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîòîðîé èìå-
åò ñëåäóþùèé âèä:

d~x

dt
= ~F (t, ~x, ~µ), ~x ∈ RN , ~µ ∈ RK , (1.1)

ãäå ~x = (x1, . . . , xN) � íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ñî-
ñòîÿíèå ñèñòåìû, ~F = (F1, . . . , FN) � íåêîòîðûå ôóíêöèè (äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ õîòÿ áû îäíà èç íèõ äîëæíà áûòü íåëè-
íåéíîé), N � ÷èñëî ïåðåìåííûõ/óðàâíåíèé, ~µ � íàáîð ïàðàìåòðîâ, îïðåäå-
ëÿþùèõ äèíàìèêó ñèñòåìû.
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1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 5
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Ðèñ. 1.1: Äâóìåðíûå ïðîåêöèè ïåðèîäè÷åñêîé (à,á) è õàîòè÷åñêîé (â,ã) äèíàìèêè 3-
ìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (íà ïðèìåðå öåïè ×óà).

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ñîäåðæàùèå 3 è áîëåå îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), ñïîñîáíû äåìîíñòðèðîâàòü õàîòè÷åñêèå
ðåæèìû êîëåáàíèé, êîòîðûå íà ïåðâûé âçãëÿä èìåþò âèä ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ. Ïåðåõîä â ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íàãëÿäíóþ
èíôîðìàöèþ îá îñîáåííîñòÿõ ñëîæíîé äèíàìèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì,
è ïðåæäå âñåãî, î ãåîìåòðèè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìàì (ñì. ðèñ. 1.1).

Çà èñêëþ÷åíèåì îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì
âèäà (1.1) íåâîçìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; åãî ìîæíî ïîëó÷èòü
òîëüêî ÷èñëåííî (íà êîìïüþòåðå). Â ðàìêàõ äàííîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû
ìû îáñóäèì ðàçëè÷íûå âîïðîñû òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ
ñîïîñòàâëåíèå àëãîðèòìîâ áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ ïðîñòåéøåãî îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx

dt
= f(t, x), (1.2)

ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñèñòåìû n óðàâíåíèé ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ìíîãî-
êðàòíîìó îáðàùåíèþ ê ïðîöåäóðå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäî-
ãî óðàâíåíèÿ â îòäåëüíîñòè � ðàñïîëàãàÿ àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.2), âñåãäà ìîæíî ëåãêî ïåðåéòè ê ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ.
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6 1. Âèçóàëèçàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

x

tt

0

0

0

x

M

x=x(t)

Ðèñ. 1.2: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ: òðåáóåòñÿ íàéòè
èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M0 (çàäà÷à Êîøè).

1.2 Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ: Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè
åãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ â âèäå ôóíêöèè x(t), óäîâëåòâîðÿþùåé íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ

x(t0) = x0. (1.3)
Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ
x = x(t), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó M0(t0, x0) ïðè âûïîëíåíèè
ðàâåíñòâà (1.3) � ðèñ. 1.2.

Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ðÿä Òåéëî-
ðà

Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç ñòàðåéøèõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ÎÄÓ. Ïðîèëëþñòðèðóåì îñ-
íîâíóþ èäåþ äàííîãî ìåòîäà, çàïèñàâ ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè x(t) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè t = tn. Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) â íåêîòîðîé çàäàííîé òî÷êå, è òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü
ñëåäóþùóþ òî÷êó íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Â îêðåñòíîñòè t = tn ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

x(t) = xn + x
′
n(t− tn) +

x
′′
n

2
(t− tn)

2 +
x
′′′
n

6
(t− tn)

3 + . . . , (1.4)

ãäå xn = x(tn), x
′
n � ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè x(t) â òî÷êå t = tn, x

′′
n �

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ è ò.ä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåðâàë ïî âðåìåíè ìåæäó
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1.2. Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ: Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ 7

òî÷êàìè èíòåãðàëüíîé êðèâîé (øàã èíòåãðèðîâàíèÿ) âûáðàí ðàâíûì h:
tn+1 − tn = h.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñëåäóþùåé òî÷êè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïîäñòàíîâêîé tn+1 = tn + h â óðàâíåíèå (1.4):

xn+1 = xn + hx
′
n +

h2

2
x
′′
n +

h3

6
x
′′′
n + . . . (1.5)

Òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ÷èñëà ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà, äëÿ ïî-
âûøåíèÿ òî÷íîñòè òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè x(t). Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.2),

x
′
n = f(tn, xn),

ïîýòîìó äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå

x
′′
n =

∂

∂t
f(t, x) + f(t, x)

∂

∂x
f(t, x). (1.6)

Îáîçíà÷èâ
∂f

∂t
= ft,

∂f

∂x
= fx,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.6) â âèäå
x
′′
n = ft + f · fx.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî äâóìÿ ïðîèçâîäíûìè ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèè
â ðÿä Òåéëîðà, òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ôîðìóëîé

xn+1 = xn + h · (f +
h

2
[ft + f · fx]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ìåòîä î÷åíü íåóäîáåí ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ, ïîýòîìó îí ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå. Íåóäîáåí îí èç-
çà íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Äàæå äëÿ
x
′′′
n ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîå âûðàæåíèå

x
′′′
n = ftt + 2fftx + f 2fxx + ftfx + ff 2

x ,

à ïîñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå âûãëÿäÿò åùå ñëîæíåå. Öåííîñòü ìåòîäà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî îí äàåò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ íå ïðåâûøàåò ïåðâûé îòáðîøåííûé
÷ëåí ðÿäà Òåéëîðà. Íàïðèìåð, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â
âûðàæåíèè (1.5), òî îøèáêà áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà h3.

Äëÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïðàêòèêå
ïðåäïî÷èòàþò èñïîëüçîâàòü êëàññ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà, êîòîðûå íå òðåáó-
þò âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(t, x) â ïðîöåññå íàõîæäåíèÿ èñêî-
ìîãî ðåøåíèÿ, à òðåáóþò òîëüêî âû÷èñëÿòü ñàìó ôóíêöèþ.
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8 1. Âèçóàëèçàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

tt

x=x(t)

L

n tn+1

xn

n+1x
} ε

Ðèñ. 1.3: Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìåòîäà Ýéëåðà.

Ìåòîä Ýéëåðà

Íàèáîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
Ýéëåðà. Îí îòíîñèòñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà 1-ãî ïîðÿäêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2)
äîâåäåí äî òî÷êè (tn, xn), è òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òî÷êó íà èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé x(t). Â òî÷êå (tn, xn) ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ ëèíèþ ñ
òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà

x
′
n = f(tn, xn).

Íà ðèñóíêå 1.3 èçîáðàæåíà ôóíêöèÿ x = x(t) � òî÷íîå, íî íåèçâåñòíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) è ïðÿìàÿ L � êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (tn, xn). Èñêîìóþ
òî÷êó ðåøåíèÿ (tn+1, xn+1) â ðàìêàõ ìåòîäà Ýéëåðà ïðåäëàãàåòñÿ âûáèðàòü
íà êàñàòåëüíîé L. Åñëè øàã ïî âðåìåíè h = tn+1− tn ìàë, òî áóäåò ìàëà è
ïîãðåøíîñòü ε.

Ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó Ýéëåðà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì

xn+1 = xn + h · f(tn, xn). (1.7)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå ìåòîäîì Ýéëåðà, ìû ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíà òîëüêî îäíà òî÷êà (t0, x0), ÷åðåç êîòî-
ðóþ ïðîõîäèò ðåøåíèå (íà÷àëüíîå óñëîâèå). Çíà÷åíèå ôóíêöèè f(t0, x0)
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå. Âû-
áðàâ øàã h, ìû ñìåùàåìñÿ íà íåêîòîðîå ìàëîå ðàññòîÿíèå âäîëü êàñàòåëü-
íîé, ïîïàäàÿ â òî÷êó (t1, x1). Â íåé ñíîâà îïðåäåëÿåòñÿ êàñàòåëüíàÿ, è ýòîò
ïðîöåññ ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîðîòêèõ îòðåçêîâ ïðÿìîé ëèíèè, êîòîðûå, êàê ìû íàäååìñÿ,
ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê èñêîìîìó ðåøåíèþ x(t).
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x x=e t

t

Ðèñ. 1.4: Íàêîïëåíèå îøèáêè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìåòîäîì Ýéëåðà. Â êàæäûé ïîñëå-
äóþùèé ìîìåíò âðåìåíè tn (÷åðíûå êðóæî÷êè) ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ýéëåðà
(íèæíÿÿ êðèâàÿ) âñå ñèëüíåå îòêëîíÿåòñÿ îò èñòèííîãî ðåøåíèÿ (âåðõíÿÿ êðèâàÿ). Îá
ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò óâåëè÷åíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèâåäåííûìè çàâèñèìîñòÿìè ïî
îñè îðäèíàò.

Åñòåñòâåííî, òàêîé ìåòîä èìååò íåäîñòàòêè, ñâÿçàííûå ñ ïîïûòêîé ïðè-
áëèçèòüñÿ ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé îòðåçêàìè ïðÿìûõ ëèíèé. Ýòî ìîæåò
ïðèâîäèòü ê íàêîïëåíèþ îøèáêè è ñóùåñòâåííîìó îòêëîíåíèþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îòðåçêîâ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ � ðèñ. 1.4.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ýéëåðà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â
ðÿä Òåéëîðà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Ïîãðåøíîñòü (îøèá-
êà îãðàíè÷åíèÿ) â ýòîì ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíà h2. Â ñèëó ýòîãî äàæå ïðè
âûáîðå ìàëîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåò âîçíèêàòü ñèòóàöèÿ, ïîäîáíàÿ
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.4. Äàííàÿ ïðîáëåìà íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé óñòîé-
÷èâîñòè ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, è åé óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå ïðè àíà-
ëèçå ëþáîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ, îñîáåííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ f(t, x) ñîäåðæèò áîëüøèå íåëèíåéíîñòè (âûñîêèå ñòåïåíè t è x).

Â ðàìêàõ ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ xn+1 èñïîëüçóåòñÿ
íàêëîí êàñàòåëüíîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå (tn, xn). Äàííûé ìåòîä ìîæíî
óñîâåðøåíñòâîâàòü äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ÎÄÓ.

Èñïðàâëåííûé ìåòîä Ýéëåðà

Áóäåì ïðèìåíÿòü îáû÷íûé ìåòîä Ýéëåðà äëÿ òî÷êè (tn, xn), ýòî ïîç-
âîëèò îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ òî÷êó (tn+1, xn+1). Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.7),
xn+1 = xn + h · x′n. Êðîìå òîãî, tn+1 = tn + h. Â ðàìêàõ èñïðàâëåííîãî
ìåòîäà Ýéëåðà íàõîäèòñÿ ñðåäíèé òàíãåíñ óãëà íàêëîíà äëÿ äâóõ òî÷åê
(tn, xn) è (tn+1, xn+1). Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà â ïåðâîé òî÷êå ðàâåí f(tn, xn),
à âî âòîðîé f(tn+1, xn+1) = f(tn +h, xn +h ·x′n). Óñðåäíåíèå äâóõ òàíãåíñîâ
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10 1. Âèçóàëèçàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ

Φ(tn, xn, h) =
1

2

[
f(tn, xn) + f(tn + h, xn + h · x′n)

]
.

Èñêîìóþ òî÷êó (tn+1, xn+1) âûáåðåì íà ïðÿìîé Φ, çàïèñàâ ôîðìóëó
xn+1 = xn + h · Φ(tn, xn, h).

Ýòî è åñòü èñïðàâëåííûé ìåòîä Ýéëåðà, â ðàìêàõ êîòîðîãî âíà÷àëå íà-
õîäèòñÿ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ìåòîäà Ýéëåðà, à çàòåì
ïðîâîäèòñÿ êîððåêòèðîâêà êàñàòåëüíîé ñ ó÷åòîì òàíãåíñîâ óãëîâ íàêëîíà â
äâóõ òî÷êàõ. Ñêîððåêòèðîâàâ íàêëîí ëèíèè (âòîðîå ïðèáëèæåíèå), íà íåé
âûáèðàåòñÿ èñêîìàÿ òî÷êà. Òî÷íîñòü èñïðàâëåííîãî ìåòîäà Ýéëåðà âûøå
÷åì îáû÷íîãî, îøèáêà îãðàíè÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà h3.

Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ýéëåðà

Â èñïðàâëåííîì ìåòîäå Ýéëåðà óñðåäíÿëèñü íàêëîíû êàñàòåëüíûõ, íî
ìîæíî ïîñòóïèòü èíà÷å. Âåðíåìñÿ ê ðèñóíêó 1.3, êîòîðûé áûë ðàññìîòðåí
â ðàìêàõ îáû÷íîãî ìåòîäà Ýéëåðà. Â òîì ñëó÷àå ÷åðåç òî÷êó (tn, xn) ïðî-
âîäèëàñü ïðÿìàÿ L ñ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà x

′
n+1 = f(tn, xn). Íî òåïåðü

âûáåðåì òî÷êó P , ëåæàùóþ íà ïðÿìîé L è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåðåäèíå îò-
ðåçêà [tn, tn+1] � ðèñ. 1.5. Ýòà òî÷êà èìååò êîîðäèíàòû

(
tn +

h

2
, xn +

h

2
· x′n

)
.

Àáñöèññà ñîîòâåòñòâóåò ïîëîâèíå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, à îðäèíàòà âû÷èñ-
ëÿåòñÿ îáû÷íûì ìåòîäîì Ýéëåðà. Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷-
êå P ðàâåí

Φ(tn, xn, h) = f

(
tn +

h

2
, xn +

h

2
· x′n

)
.

Ïðÿìàÿ ñ òàêèì òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà îáîçíà÷åíà íà ðèñ. 1.5 êàê L1. Ïðî-
âåäåì ÷åðåç òî÷êó (tn, xn) ïðÿìóþ L2, ïàðàëëåëüíóþ L1, è âûáåðåì â êà÷å-
ñòâå èñêîìîé òî÷êè íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé òî÷êó, ëåæàùóþ íà ïðÿìîé L2
è ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ tn+1 = tn + h. Ôîðìóëà ìîäèôèöèðîâàííîãî
ìåòîäà Ýéëåðà èìååò âèä

xn+1 = xn + h · Φ(tn, xn, h).

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñïîñîáà ñîñòîèò â äðóãîì âàðèàíòå âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèè Φ. Òàêæå êàê è â ðàìêàõ èñïðàâëåííîãî ìåòîäà Ýéëåðà, òî÷êà
íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ â õîäå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé.
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t

L
L

L

1

2
x=x(t)

tn tn+1

h/2 h/2

P

xn

xn+1

Ðèñ. 1.5: Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ýéëåðà.

Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà

Èñïðàâëåííûé è ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîäû Ýéëåðà îòíîñÿòñÿ ê êëàñ-
ñó ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñóùåñòâóþò îáùèå ôîðìóëû äëÿ
ñåìåéñòâà ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà, íà êîòîðûõ ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòü-
ñÿ. Âìåñòî ýòîãî ðàññìîòðèì àëãîðèòì, ïîëó÷èâøèé íàèáîëüøóþ ïîïóëÿð-
íîñòü. Ýòî ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà, êîòîðûé îáû÷íî íàçûâàþò
ïðîñòî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà áåç óêàçàíèé íà ïîðÿäîê. Äàííûé êëàññè÷å-
ñêèé ìåòîä çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

xn+1 = xn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (1.8)

ãäå
k1 = f(tn, xn),

k2 = f

(
tn +

h

2
, xn +

hk1

2

)
,

k3 = f

(
tn +

h

2
, xn +

hk2

2

)
,

k4 = f (tn + h, xn + hk3) .

Îøèáêà îãðàíè÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà h5, òî åñòü ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè ÎÄÓ ìåòîäîì (1.8) äîñòèãàåòñÿ òî÷íîñòü h4. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ôóíêöèþ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü 4 ðàçà (ïîèñê òî÷êè
èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé).
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12 1. Âèçóàëèçàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Èçâåñòíû ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ. Åñëè ìû
áóäåì, íàïðèìåð, ðåøàòü óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ôóíêöèþ âèäà ex, òî ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x îøèáêà áóäåò ìåíüøå ÷åì ïðè áîëüøèõ.
Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûâàåò ïîëåçíî âà-
ðüèðîâàòü øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñ òåì, ÷òîáû íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îò-
ðåçêå äîñòèãàëàñü ïðèìåðíî îäèíàêîâàÿ òî÷íîñòü.

Êîíòðîëü ïîãðåøíîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì � ïðèìå-
íèòü ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà, è ïî èçâåñòíîé òî÷êå (tn, xn) ïîëó÷èòü ïîñëåäóþ-
ùèå. Íàéäåì òî÷êó (tn+2, xn+2) äâóìÿ ñïîñîáàìè:

• äâàæäû âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (1.8), ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèâ
(tn+1, xn+1) è (tn+2, xn+2);

• ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå ñ øàãîì 2h.

Ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ïîãðåøíîñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Åñëè ýòà ïîãðåøíîñòü âåëèêà, íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò ÷àñòè
ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé è óìåíüøèòü øàã. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ â
ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåçêî ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè èçíà-
÷àëüíî çàäàòü î÷åíü ìàëåíüêèé øàã, òî ýòî îáåñïå÷èò ìàëóþ ïîãðåøíîñòü,
íî ïðèâåäåò ê ñóùåñòâåííûì çàòðàòàì âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Âàðüèðîâàíèå
âåëè÷èíû h ïîçâîëÿåò íàéòè êîìïðîìèññ ìåæäó äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòüþ
è äëèòåëüíîñòüþ êîìïüþòåðíîãî ñ÷åòà.

Îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìû ðàññìîòðåëè ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ âèäà
(1.2). Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1) ïîäðàçóìåâàåò ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå çàïè-
ñàííûõ ôîðìóë äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ â îòäåëüíîñòè. Â ïàêåòàõ ïðèêëàä-
íûõ ïðîãðàìì ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ðåàëèçóåòñÿ â âèäå îòäåëüíîé
ïîäïðîãðàììû, è ê íåé èäåò îáðàùåíèå â öèêëå ïî ïåðåìåííîé, çàäàþùåé
íîìåð óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü.

Íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ôîðìóë èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ðåà-
ëèçóåòñÿ äëÿ îáû÷íîãî ìåòîäà Ýéëåðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè
ðåøåíèå ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà

dx

dt
= f(t, x, y), (1.9)

dy

dt
= g(t, x, y)

ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (t0, x0, y0). Èñêîìûå òî÷êè íà èíòå-
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1.3. ×èñëåííûé àëãîðèòì 13

ãðàëüíîé êðèâîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

tn+1 = tn + h,

xn+1 = xn + hf(tn, xn, yn),

yn+1 = yn + hg(tn, xn, yn).

Çíà÷åíèÿ (ti, xi, yi) âûâîäÿòñÿ â ôàéë (èëè íà ýêðàí) äëÿ âèçóàëüíîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ìîäåëè (1.9). Â öåëÿõ óñòðàíåíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðî-
öåññîâ âûâîä íà ýêðàí (èëè â ôàéë) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå äîñòèæåíèÿ
çàäàííîãî èññëåäîâàòåëåì âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ tu, òî åñòü ïðè t > tu.

Ïî àíàëîãèè ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé
ñèñòåìû (1.1), à òàêæå äëÿ äðóãîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

1.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Îïèñàííûå âûøå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ íà ïðàêòèêå
îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ â âèäå îòäåëüíîé ïîäïðîãðàììû (ôóíêöèè), ðåàëèçó-
þùåé ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå â îäèí øàã (ñì. ðèñ. 1.6). Êàê ïðà-
âèëî, óðàâíåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé çàäàíû â âèäå îòäåëüíîé ïîäïðîãðàììû
(ôóíêöèè), à òåêóùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ
õðàíÿòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàññèâàõ. Çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ îá-
íîâëÿþòñÿ íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèé, è äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ
íà êàæäîì øàãå èõ íóæíî ñîõðàíÿòü â ôàéëå ëèáî ìàññèâå.

Îòìåòèì, ÷òî íè÷òî íå ìåøàåò ìåíÿòü è çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïà-
ðàìåòðîâ ÷åðåç îäèí èëè íåñêîëüêî øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ
òàêîãî ïðèåìà ñîâìåñòíî ñ îáíîâëåíèåì ãðàôè÷åñêîãî âûâîäà ïîçâîëÿåò
ñîçäàâàòü êîìïüþòåðíûé àíàëîã íåêîòîðîãî óñòðîéñòâà, óïðàâëÿåìîãî â
ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè.

1.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Öåëüþ âûïîëíåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî çàäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå ðàçëè-
÷èé âî âðåìåííîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà
ñ çàòóõàíèåì (ìîäåëü lin_osc â ïàïêå ìîäåëåé ANONS).

Ïåðåä âûïîëíåíèåì çàäàíèÿ ñëåäóåò îçíàêîìèòüñÿ ñ �Ðóêîâîäñòâîì ïîëü-
çîâàòåëÿ� ïî ïðîãðàììíîìó êîìïëåêñó ANONS.

Ìåòîäèêà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ
Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS èìååò òðè âñòðîåííûõ ìåòîäà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ: Ýéëåðà, Ðóíãå-Êóòòà 4 ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì è Ðóíãå-
Êóòòà 4 ïîðÿäêà ñ àâòîìàòè÷åñêîé êîððåêöèåé øàãà. Ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó
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14 1. Âèçóàëèçàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Ðèñ. 1.6: Ïðèìåð àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ âðåìåííîé ðåàëèçàöèè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðè-
ðîâàíèè ñèñòåìû ÎÄÓ.

ìåòîäàìè ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êíîïêè â îêíå óïðàâëå-
íèÿ. Ïàðàìåòðû ÷èñëåííîé ñõåìû (òàêèå êàê øàã èíòåãðèðîâàíèÿ) òàêæå
çàäàþòñÿ â òîì æå îêíå.

Ïîñêîëüêó êîìïëåêñ íå ïðåäíàçíà÷åí äëÿ �ïëîõîãî� èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-
íåíèé ìîäåëè, óâèäåòü îøèáêè ìåòîäà ïðè íåàäåêâàòíîì âûáîðå ïàðàìåò-
ðîâ ÷èñëåííîé ñõåìû ìîæíî ëèøü, ñïåöèàëüíî ýêñïîðòèðóÿ ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòà âî âíåøíþþ ãðàôè÷åñêóþ ïðîãðàììó xmgrace. Äëÿ ýòîãî ñëåäó-
åò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòðîêîé ìåíþ �Export time course to xmgace� â ìåíþ
�Processes�.

ÂÀÆÍÎ: òðåáóåìûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò çàäàâàòü èìåííî â
îêíå óïðàâëåíèÿ, à íå â äèàëîãîâîì îêíå ïðîöåññà.

Âûâåäåííûé íà ýêðàí ãðàôèê íóæíî ñîõðàíèòü â âèäå ôàéëà äàííûõ,
ïðè ýòîì ðåêîìåíäóåòñÿ äàòü åìó íàçâàíèå, ñîäåðæàùåå òåêóùåå çíà÷å-
íèå èçìåíÿåìîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
íåñêîëüêî çàïèñàííûõ ôàéëîâ äàííûõ ñëåäóåò ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôè-
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1.4. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü 15

êå äëÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà â ôàéë Postscript èëè íà ïå÷àòü.

Óïðàæíåíèå 1
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ lin_osc èç êàòà-

ëîãà models. Ïîëó÷èòå âðåìåííóþ ðåàëèçàöèþ ïî îáåèì ïåðåìåííûì äëÿ
íàáîðà ïàðàìåòðîâ ïî óìîë÷àíèþ. Èçìåíèòå â áîëüøóþ è ìåíüøóþ ñòî-
ðîíó âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ è îõàðàêòåðèçóéòå èçìåíåíèÿ â íàáëþäàåìûõ
âðåìåííûõ ðåàëèçàöèÿõ. Ïåðåäâèãàÿ êóðñîð ìûøè â ïðåäåëàõ îêíà âûâîäà
âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé, èçìåðüòå óáûâàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñî âðå-
ìåíåì è îöåíèòå äîáðîòíîñòü òàêîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû.

Óïðàæíåíèå 2
Ïîëüçóÿñü ñîîòâåòñòâóþùèìè îðãàíàìè óïðàâëåíèÿ, îòìåíèòå âûâîä îêîí

âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé è îòêðîéòå îêíî ôàçîâîãî ïîðòðåòà. Ïîâòîðèòå ïî-
ëó÷åíèå ðåøåíèÿ. Ïîëüçóÿñü ñðåäíåé êëàâèøåé ìûøè, ïîñòðîéòå íàáîð
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ ñ ðàçëè÷íûé íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïî-
âòîðèòå ýòî, óñòàíîâèâ çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ω = −1.0. Îáú-
ÿñíèòå õàðàêòåð èçìåíåíèé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

Óïðàæíåíèå 3
Óñòàíîâèòå óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè ε = 1.0, α = 0.1, ω = 1

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ X = Xdot = 1.0. Óñòàíîâèòå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ
h = 0.01 è âðåìÿ íàáëþäåíèÿ Tobs = 10.0. Èñïîëüçóÿ ïîïåðåìåííî âñå
òðè ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîïîñòàâüòå ïîëó÷åííûå âðåìåííûå ðåàëèçà-
öèè ïðè íåñêîëüêèõ óâåëè÷èâàþùèõñÿ çíà÷åíèÿõ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h.
Îöåíèòå, ïðè êàêîé åãî âåëè÷èíå ðàçëè÷èÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) Êàê îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà

ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà?
2) Â ÷åì ñîñòîÿò íåäîñòàòêè ìåòîäà Ýéëåðà?
3) Ñîïîñòàâüòå îáû÷íûé è ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîäû Ýéëåðà ïî òî÷íîñòè âû÷èñ-

ëåíèé.
4) Êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíòðîëü ïîãðåøíîñòè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ÎÄÓ?
5) ×òî îçíà÷àåò ïîðÿäîê ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà?
6) Êàê îáîáùèòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòåéøåãî ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà íà ìíî-

ãîìåðíûé ñëó÷àé?
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2 Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âèçóàëüíûé àíàëèç õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàç-
ìåðíîñòè N ≥ 3 ÿâëÿåòñÿ íå î÷åíü íàãëÿäíûì: ìû íàáëþäàåì ïðîåêöèþ
íà ïëîñêîñòü ñëîæíîãî äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè, è â ýòîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ïðîáëåìàòè÷íûì èññëåäîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà. Ñóùåñòâóåò áîëåå óäîáíûé ìåòîä àíàëèçà ñëîæíîé
ãåîìåòðèè êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ � ââåäåíèå ñåêóùåé Ïóàíêàðå. Äàííûé
ïðèåì óäîáåí, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü íà 1 ðàçìåðíîñòü
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, è äëÿ 3-õ ìåðíûõ ÄÑ ïåðåéòè ê àíàëèçó äèíàìèêè
íà ïëîñêîñòè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, ñïåöèàëüíûé ñïîñîâ ââåäåíèÿ ñåêóùåé
äàåò âîçìîæíîñòü óñòðàíÿòü ïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ êîëåáàòåëüíî-
ãî ïðîöåññà, ÷òî áûâàåò ïîëåçíî ïðè àíàëèçå ðåæèìîâ äèíàìèêè íåàâòî-
íîìíûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå
Ïîä ñåêóùåé Ïóàíêàðå ïîíèìàåòñÿ ïëîñêîñòü (èëè ïîâåðõíîñòü) â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, âûáðàííàÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå òðàåê-
òîðèè, ïðèíàäëåæàùèå àòòðàêòîðó, ïåðåñåêàëè åå òðàíñâåðñàëüíî
(ïîä íåíóëåâûì óãëîì).

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå îòëè÷àåòñÿ äëÿ àâòîíîìíûõ è
íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè ïî-îòäåëüíîñòè.

Ñëó÷àé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ãåíåðàòîðà Âàí
äåð Ïîëÿ ñ âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì

d2x

dt2
− ε(1− x2)

dx

dt
+ ω2

0x = A sin ωt, (2.1)
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2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 17

êîòîðàÿ ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé dx/dt = y ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó 2-õ
ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx

dt
= y, (2.2)

dy

dt
= ε(1− x2)y − ω2

0x + A sin ωt.

Çäåñü ïàðàìåòð ω0 îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó àâòîêîëåáàíèé â ñè-
ñòåìå, ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè ε óïðàâëÿåò èíòåíñèâíîñòüþ äèññèïàöèè/
ïîäêà÷êè ýíåðãèè, ïàðàìåòðû A è ω çàäàþò àìïëèòóäó è ÷àñòîòó âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ. Òàêóþ n-ìåðíóþ íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå (n + 1)-ìåðíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû â �öèëèíäðè÷åñêîì� ïðî-
ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Äëÿ ìîäåëè (2.2) òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dx

dt
= y,

dy

dt
= ε(1− x2)y − ω2

0x + A sin z, (2.3)
dz

dt
= ω.

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ èçîáðàæàþ-
ùåé òî÷êè â 3-õ ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî �öèëèíäðó�, îñü êîòîðîãî
àññîöèèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé z, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé ñ óâåëè÷åíèåì
âðåìåíè � ðèñ. 2.1.

Â êà÷åñòâå ñåêóùåé â ýòîì ñëó÷àå âûáèðàþò ïëîñêîñòü ïîñòîÿííîé ôà-
çû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ z mod 2π = const, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó
òî÷åê ôàçîâîé òðàåêòîðèè ðîâíî ÷åðåç ïåðèîä T âíåøíåé ñèëû. Ïî òàêîìó
ïðèíöèïó ðàáîòàåò ñòðîáîñêîï, ïîýòîìó ðàññìîòðåííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðî-
åíèÿ ñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. Íà ðèñ. 2.2
ïðîèëëþñòðèðîâàí ïðèìåð ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ äëÿ êâàçèïåðèîäè-
÷åñêîãî ðåæèìà äèíàìèêè ìîäåëè (2.1).

Ñëó÷àé àâòîíîìíîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì 3-õ ìåðíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì C
è ââåäåì ñåêóùóþ ïëîñêîñòü P � ðèñ. 2.3. Ïðè äâèæåíèè ïî ïðåäåëüíî-
ìó öèêëó ïåðåñå÷åíèå ñåêóùåé â îäíîì íàïðàâëåíèè áóäåò ïðîèñõîäèòü â
òî÷êå x∗ â òå÷åíèå êàæäîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé (ñ ïðîñòîé ôîðìîé ïðåäåëüíîãî öèêëà �
ðèñ. 2.3) â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå áóäåò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà.

Äëÿ ðåæèìîâ êîëåáàíèé, îòëè÷íûõ îò îäíîòàêòíîãî öèêëà, â ñå÷åíèè
Ïóàíêàðå áóäåò íàáëþäàòüñÿ íàáîð òî÷åê x1, x2, . . ., êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïåðåñå÷åíèÿì ñåêóùåé � ðèñ. 2.4.
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18 2. Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå

Ðèñ. 2.1: Êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè ñèñòåìû (2.3) è ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ
ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. ×åðíûìè êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû 2 çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
z, âûáðàííûå ÷åðåç ïåðèîä âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

−3.0 −2.0 −1.0 0.0 1.0 2.0 3.0
x

−4.0

−2.0

0.0

2.0

4.0

y

à
−3.0 −2.0 −1.0 0.0 1.0 2.0 3.0

x

−4.0

−2.0

0.0

2.0

4.0

y

á

Ðèñ. 2.2: Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìîäåëè (2.1) è
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñòðîáîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå.

Îáîáùàÿ, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: çàìêíóòûå òðàåêòîðèè îáðàçóþò
êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â ñåêóùåé (îäíà òî÷êà � äëÿ ïðåäåëü-
íîãî öèêëà ñ ïåðèîäîì T0, äâå � äëÿ öèêëà óäâîåííîãî ïåðèîäà 2T0 è ò.ä.),
íåïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàòåëüíûì ðåæèìàì ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü îäíó èç êîîðäèíàò ïåðåñå÷åíèé ñåêóùåé: x1, x2, . . .,
ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, êîòîðîå òàêæå íàçûâàþò îòîá-
ðàæåíèåì ïîñëåäîâàíèÿ (çàâèñèìîñòü xn+1 îò xn). Íà ðèñ. 2.5 èçîáðàæåíû
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Ðèñ. 2.3: Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ îäíîòàêòíûì ïðåäåëüíûì öèê-
ëîì.

Ðèñ. 2.4: Õàðàêòåðíûé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â ñåêóùåé Ïóàíêàðå äëÿ àâ-
òîíîìíîé ñèñòåìû ñî ñëîæíûì ðåæèìîì äèíàìèêè.

îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ðåæèìîâ äèíàìèêè ìîäåëè ãå-
íåðàòîðà ×óà.

Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü òîíêóþ ñòðóêòóðó ñëîæíîé
ãåîìåòðèè õàîòè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Íà ðèñ. 2.6 ïðåäñòàâëåí âèä
ñåêóùåé äëÿ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà â ìîäåëè îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà:

d2x

dt2
+ k

dx

dt
− αx(β − x2) = A cos ωt.

Ïðè áîëåå äåòàëüíîì ðàññìîòðåíèè îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ íàáëþäàåòñÿ
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0.0 0.8
0.0

0.8

x

x

n

n+1

à −0.3 1.1
−0.3

1.1

x

x

n

n+1

á

Ðèñ. 2.5: Îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ñ ïåðèîäîì 2T0) è
õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ãåíåðàòîðà ×óà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèâåäåííûå îòîáðàæåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò äèíàìèêå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.1á,â.

ñàìîïîäîáíàÿ (ôðàêòàëüíàÿ) ñòðóêòóðà, õàðàêòåðíàÿ äëÿ õàîòè÷åñêèõ ïðå-
äåëüíûõ ìíîæåñòâ.

Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå îñîáåííî íàãëÿäíî äëÿ 3-õ ìåðíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì; â ýòîì ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü, ïîçâîëÿþùèé èçó÷àòü ðàçëè÷íûå äåòàëè
õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé. Äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ìåòîä ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ìåíåå íàãëÿäåí, òåì íå ìåíåå îí òàêæå îêàçû-
âàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ðàçìåðíîñòè õàîòè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà áîëåå òî÷íûå ðå-
çóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ, åñëè âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà â ñå÷åíèè
Ïóàíêàðå, à çàòåì îöåíèòü ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà, óâåëè÷èâ ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò íà 1.

2.2 Òåîðèÿ ìåòîäà

Ïðè ñîñòàâëåíèè êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ Ïóàí-
êàðå (äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ 3-õ ìåðíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè)
íåîáõîäèìî ïðåäóñìîòðåòü ïðîöåäóðû (À) âûáîðà ñåêóùåé ïëîñêîñòè è (Á)
íàõîæäåíèÿ è óòî÷íåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê åå ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâîé òðàåê-
òîðèåé.

Çàäàòü ñåêóùóþ ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð:

• Âðó÷íóþ âûáðàòü êîîðäèíàòû 3-õ òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷å-
ðåç êîòîðûå áóäåò ïðîõîäèòü ñåêóùàÿ (ýòè òî÷êè íå äîëæíû íàõîäèòü-
ñÿ íà îäíîé ïðÿìîé);

• Çàäàòü êîîðäèíàòû 1-é òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷åðåç êîòîðóþ
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à

á

â

Ðèñ. 2.6: Ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Ðèñóíîê á ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åííûì
ôðàãìåíòîì ðèñóíêà à, à ðèñóíîê â � óâåëè÷åííûì ôðàãìåíòîì ðèñóíêà á.

áóäåò ïðîõîäèòü ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü, è íàïðàâëåíèå âåêòîðà, îðòîãî-
íàëüíîãî ýòîé ïëîñêîñòè.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âàðèàíòû, îäíàêî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðåäâàðèòåëüíî
íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü èñõîäíûé ôàçîâûé ïîðòðåò, ÷òîáû âûáðàòü
ñåêóùóþ îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Â ÷àñòíîñòè, áûâàåò öåëåñîîáðàçíî âûáè-
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22 2. Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå

ðàòü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, âîêðóã êîòîðîãî
îñóùåñòâëÿåòñÿ äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, èëè âáëèçè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé (÷òîáû áûëî ëåãêî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ)
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñåêóùèå âèäà x = C = const (ãäå â êà÷åñòâå x ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû). Ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî êîíòðîëèðîâàòü ïðîöåññ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêî-
ñòè ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (î ïåðåñå÷åíèè
áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü ñìåíà çíàêà äëÿ ðàçíîñòè x − C = 0). Äëÿ ñå-
êóùèõ, çàäàííûõ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè Ax + By + Cz + D = 0 (â 3-õ
ìåðíîì ñëó÷àå), íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà
f = Ax+By +Cz +D. Åñëè f < 0, òî÷êà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ðàñïîëîæå-
íà ñ îäíîé ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè, åñëè f > 0 � òî ñ äðóãîé. Êîíòðîëèðóÿ
ñìåíó çíàêà f , ìû èäåíòèôèöèðóåì ïåðåõîä ôàçîâîé òðàåêòîðèè ÷åðåç ñå-
êóùóþ.

Â öåëÿõ óòî÷íåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè â ñå÷åíèè èñïîëüçóþò íåñêîëüêî
ïðèåìîâ:

• Ïîäñòðîéêà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëå òîãî, êàê ïðîèçîøëî
ïåðåñå÷åíèå ñåêóùåé P , öåëåñîîáðàçíî âåðíóòüñÿ íàçàä (â ïðåäûäó-
ùóþ òî÷êó), óìåíüøèòü øàã è ðåøàòü çàäà÷ó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ñ ìàëûì øàãîì äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà ïëîñêîñòü
P . Áîëåå ãèáêèå ïðîöåäóðû óïðàâëåíèÿ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò
ïðåäóñìàòðèâàòü ïîäñòðîéêó øàãà â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî
ïëîñêîñòè ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ. Èíûìè ñëî-
âàìè, ïîêà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè îò ñåêóùåé,
øàã âûáèðàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî áîëüøèì, ïðè ïðèáëèæåíèè ê íåé øàã
óìåíüøàåòñÿ.

• Ìåòîä Ýíî (Henon). Ýòîò îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò î÷åíü
áûñòðî îñóùåñòâëÿòü ïîèñê òî÷åê â ñå÷åíèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì åãî
èäåþ íà ïðèìåðå ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà:

dx

dt
= f1(x, y, z)

dy

dt
= f2(x, y, z) (2.4)

dz

dt
= f3(x, y, z)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êà÷åñòâå ñåêóùåé âûáèðàåòñÿ ïëîñêîñòü z = a =
const. Ðàçäåëèì ïåðâûå 2 óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.4) íà òðåòüå óðàâíå-
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2.3. ×èñëåííûé àëãîðèòì 23

íèå, à ñàìî òðåòüå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dx

dz
=

f1(x, y, z)

f3(x, y, z)

dy

dz
=

f2(x, y, z)

f3(x, y, z)
(2.5)

dt

dz
=

1

f3(x, y, z)

Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ z âûñòóïàåò â ðîëè íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé. Ïîëó÷èâ òåêóùåå çíà÷åíèå z âáëèçè ñåêóùåé ïóòåì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñèñòåìû (2.4), ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü, íà êàêóþ âåëè÷èíó
íåîáõîäèìî èçìåíèòü ýòî çíà÷åíèå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ðà-
âåíñòâà z = a; ñ òàêèì øàãîì ïî ïåðåìåííîé z äàëåå òðåáóåòñÿ ïðîèí-
òåãðèðîâàòü ñèñòåìó (2.5). Â ðåçóëüòàòå, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (2.5) âñåãî îäèí ðàç, ìû ñðàçó ïîïàäàåì â ñåêóùóþ ïëîñêîñòü.

2.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Ôðàãìåíò êîäà, ðåàëèçóþùèé ïîèñê è óòî÷íåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñåêóùåé
Ïóàíêàðå, óäîáíî âñòðîèòü â öèêë ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé
îáñóæäàëñÿ â ïðåäûäóùåé ðàáîòå. Íà ðèñóíêå 2.7 ïðèâåäåí ïðèìåð, êîãäà
óòî÷íåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîñëå êàæäîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, íå ïðîèçîøëî ëè ïå-
ðåñå÷åíèå ñåêóùåé. Äëÿ ýòîãî òåêóùèå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ïîä-
ñòàâëÿþòñÿ â âûðàæåíèå äëÿ ñåêóùåé, êîòîðîå çàäàíî îòäåëüíî. Â êîì-
ïëåêñå ANONS îíî îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè cutfun è çàäàåòñÿ
ïîëüçîâàòåëåì âìåñòå ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé. Èçìåíåíèå çíàêà
ýòîé ôóíêöèè îçíà÷àåò ïåðåñå÷åíèå ñåêóùåé íà äàííîì øàãå èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Åñëè òàêîå ñîáûòèå îáíàðóæåíî, òî óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ ôðàãìåíòó
ïðîãðàììû, óòî÷íÿþùåìó òî÷êó ñå÷åíèÿ. Çäåñü âîçìîæíû íåñêîëüêî âà-
ðèàíòîâ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà íå òðåáóåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé,
íî âàæíà èõ ñêîðîñòü, òî÷êà ñå÷åíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ
èíòåðïîëÿöèè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. Òàêîé ñïîñîá ðåàëèçîâàí â îêíå
ôàçîâûõ ïðîåêöèé ANONS è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïåðàòèâíîãî íàáëþäåíèÿ
ôàçîâûõ ïðîåêöèé â �ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè�.

Íà ðèñóíêå 2.7 ïðîèëëþñòðèðîâàí áîëåå òî÷íûé àëãîðèòì. Ïðè îáíàðó-
æåíèè ôàêòà ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé, ïðîâåðÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
îò ñåêóùåé. Åñëè îíî ïðåâûøàåò íàïåðåä çàäàííîå, òî èíòåãðèðîâàíèå âîç-
âðàùàåòñÿ ê ïðåäûäóùåìó øàãó ïóòåì âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíûõ çíà÷åíèé
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Ðèñ. 2.7: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñåãìåíòà ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùàÿ ïîèñê òî÷êè â ñå÷åíèè
Ïóàíêàðå ñ óòî÷íåíèåì ïîñðåäñòâîì äåëåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîïîëàì.

ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è âðåìåíè. Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ýòîì äåëèòñÿ ïî-
ïîëàì. Â ðåçóëüòàòå ïîâòîðåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîëîâèííûì øàãîì âîç-
ìîæíû äâà èñõîäà: ïåðåñå÷åíèå ïðîèçîéäåò ëèáî íà ïåðâîì, ëèáî íà âòîðîì
øàãå. Äàëåå ñëåäóåò ïîâòîðåíèå ïðîâåðêè íà òî÷íîñòü è, åñëè íåîáõîäèìî,
äàëüíåéøåå äåëåíèå øàãà ïîïîëàì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííûé âû-
øå ìåòîä ðàáîòîñïîñîáåí è ïðè íàëè÷èè øóìîâîé äîáàâêè â óðàâíåíèÿõ. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîâòîðåíèå ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîëîâèííûì øàãîì
íå ïîâòîðÿåò â òî÷íîñòè èñõîäíóþ òðàåêòîðèþ, îäíàêî åå ðåçóëüòàò ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äðóãàÿ, ðàâíîâåðîÿòíàÿ âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ, òàê
êàê äâà ñîñåäíèõ çíà÷åíèÿ øóìîâîãî ñèãíàëà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Ïðè àíàëèçå êîëåáàòåëüíîé äèíàìèêè òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êî-
ãäà çà êàæäûé îáîðîò ôàçîâîé òðàåêòîðèè âîêðóã ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
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2.4. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü 25

ïðîèñõîäèò äâà ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ, îáðàçóÿ
äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâà òî÷åê ñå÷åíèÿ. Ôîðìàëüíî, îáà ýòèõ
ïîäìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàò ñå÷åíèþ Ïóàíêàðå. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, îíè
ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ â ôàçîâîé ïðîåêöèè, ÷òî îñëîæíÿåò àíàëèç äèíàìè-
êè ñèñòåìû. Ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïîëåçíî ïðåäóñìîòðåòü
âîçìîæíîñòü âèçóàëèçàöèè îäíîãî èç äâóõ, ëèáî îáîèõ ïîäìíîæåñòâ òî÷åê.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:
• îòñëåæèâàÿ íàïðàâëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî
ó÷èòûâàòü õàðàêòåð ñìåíû çíàêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè cutfun (ñ ìèíóñà
íà ïëþñ ëèáî íàîáîðîò);

• âûâîäÿ íà ýêðàí (çàïèñûâàÿ â ôàéë) òîëüêî ÷åòíûå ëèáî íå÷åòíûå
òî÷êè ñå÷åíèÿ.

Ïðè àíàëèçå îäíîé íåïðåðûâíîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè îáà ñïîñîáû ýêâè-
âàëåíòíû. Â ñëó÷àå íàêîïëåíèÿ òî÷åê ñå÷åíèÿ â ïðîöåññå àíàëèçà íàáî-
ðà îòðåçêîâ âðåìåííîé ðåàëèçàöèè (ïåðèîäîãðàìì) íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü
ïåðâûé ñïîñîá.

2.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ïðåäëàãàåò äâà ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ñå-
÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Ïåðâûé èç íèõ àêòèâèðóåòñÿ íàæàòèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
êíîïîê-èíäèêàòîðîâ â îêíå ôàçîâûõ ïðîåêöèé è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïåðà-
òèâíîãî íàáëþäåíèÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïðè ïðåäâàðèòåëüíîì èññëåäîâàíèè
äèíàìèêè ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ òî÷åê îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðîöåäóðîé èíòåðïîëÿöèè è, òàêèì îáðàçîì, êîñâåííî çàäàåòñÿ øàãîì
èíòåãðèðîâàíèÿ. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì íàáëþ-
äåíèÿ Tobs è ïàðàìåòðîì êîëè÷åñòâà èçîáðàæàåìûõ òðàåêòîðèé â îêíå ôà-
çîâûõ ïðîåêöèé.

Âòîðîé ñïîñîá ðåàëèçîâàí â âèäå îòäåëüíîãî ïðîöåññà ñî ñâîèì íàáî-
ðîì ïàðàìåòðîâ (ñì. Ðóêîâîäñòâî ïîëüçîâàòåëÿ ê ANONS). Â ýòîì ñëó÷àå
èìåþòñÿ âîçìîæíîñòü çàäàòü òðåáóåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, æåëàåìîå
êîëè÷åñòâî òî÷åê ñå÷åíèÿ, ïðîñìîòðåòü ðåçóëüòàòû â îòäåëüíîì îêíå è çà-
ïèñàòü èõ â âèäå ôàéëà äàííûõ. Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ ýòîãî ïðîöåññà âîç-
ìîæíî âû÷èñëåíèå äâîéíîãî ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå è ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè.

Óïðàæíåíèå 1
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ f_vdp èç êàòà-

ëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà ñîñòî-
ÿíèÿ task_1.st. Îòêðîéòå îêíî ôàçîâûõ ïðîåêöèé è ïåðåéäèòå â ðåæèì
íåïðåðûâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïåðåïðèñâîåíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Èç-
ìåíÿÿ àìïëèòóäó âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà, èçó÷èòå èçìåíåíèÿ â
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âèäå ôàçîâîé ïðîåêöèè. Âåðíóâøèñü ê ñîñòîÿíèþ task_1, âêëþ÷èòå îòîá-
ðàæåíèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå â îêíå ôàçîâûõ ïðîåêöèé. Èçó÷èòå è îáúÿñ-
íèòå åãî ñòðóêòóðó. Ñîïîñòàâüòå ðåçóëüòàò âûáîðà ïîäìíîæåñòâà ñå÷åíèÿ
(êíîïêè-èíäèêàòîðû Both, Up, Down)

Óïðàæíåíèå 2
Âûêëþ÷èòå èçîáðàæåíèå ôàçîâûõ òðåêòîðèé, è âûáåðèòå ïîäìíîæåñòâî

ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ¾Up¿. Èçìåíÿÿ àìïëèòóäó è ÷àñòîòó ñèãíàëà ãàðìîíè-
÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ â ïðåäåëàõ, óêàçàííûõ ïðåïîäàâàòåëåì, èçó÷èòå ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ýâîëþöèþ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Â ÷àñòíîñòè, äàéòå èíòåðïðå-
òàöèþ íàáëþäàåìûì èçìåíåíèÿì ïðè

(1) óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà;
(2) èçìåíåíèè ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèé

1.0, 2.0, 3.0.

Óïðàæíåíèå 3
Ïåðåçàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ f_du� èç

êàòàëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà
ñîñòîÿíèÿ task_2_3.st.

Èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû àìïëèòóäû è ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, èçó÷è-
òå ñ ïîìîùüþ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ñòðîåíèå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ìîäåëü-
íîé ñèñòåìû. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ åãî òîíêîé ñòðóêòóðû èñïîëüçóéòå ïðîöåññ
PNC êîìïëåêñà ANONS. Ïðîâåäèòå ñîïîñòàâëåíèå òîíêîé ñòðóêòóðû õà-
îòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå è ïðè íàëè÷èè øóìà
ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) Â ÷åì ñîñòîÿò ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïî ñðàâíåíèþ ñ âèçóàëü-

íûì àíàëèçîì ôàçîâîãî ïîðòðåòà?
2) ×òî òàêîå �öèëèíäðè÷åñêîå� ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé è ñòðîáîñêîïè÷åñêîå ñå÷å-

íèå?
3) Êàê âûãëÿäèò ñòðîáîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå äâóìåðíîãî òîðà?
4) Êàêèì îáðàçîì ïî âèäó ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ôèêñèðóþòñÿ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ

ïåðèîäà?
5) Â ÷åì ñîñòîèò ôðàêòàëüíîñòü ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà?
6) Íàçîâèòå ìåòîäû óòî÷íåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå?Са
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3 Àíàëèç íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

3.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ðàìêàõ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îáû÷íî íà÷èíàþò ñ ïîèñêà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
è èññëåäîâàíèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè. Âåðíåìñÿ ê çàäàíèþ ÄÑ â âèäå ñèñòåìû
èç n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ẋ1 = F1(x1, . . . , xn, µ),

ẋ2 = F2(x1, . . . , xn, µ),

. . .

ẋn = Fn(x1, . . . , xn, µ), (3.1)

ãäå x1, . . . , xn � ôàçîâûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû, à µ � âåêòîð ñîâîêóïíîñòè
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé F1, . . . , Fn îïðåäåëÿþò
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè â n�ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Áîëåå êîìïàêòíî ñèñòåìà (3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âåêòîðíîé ôîðìå:

ẋ = F(x, µ), (3.2)

ãäå x - âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F â (3.2) ìîæåò áûòü
èíòåðïðåòèðîâàíà êàê íåêèé îïåðàòîð, çàäàþùèé îòîáðàæåíèå ñèñòåìû èç
ñîñòîÿíèÿ x0 â ìîìåíò âðåìåíè t0 â ñîñòîÿíèå x â ìîìåíò t:

xt = Φt(x0). (3.3)

Îïðåäåëåíèå
Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ xe àâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû åñòü
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå òàêîå, ÷òî

xe = Φt(xe). (3.4)

ïðè ëþáûõ t.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ôàçîâîé ñêîðîñòè â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ ðàâåí
íóëþ, òî åñòü

F1(x1, . . . , xn, µ) = 0,

F2(x1, . . . , xn, µ) = 0,

. . .

Fn(x1, . . . , xn, µ) = 0. (3.5)

Èç (3.5) âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî è ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ðàâíîâåñèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ëèøü âèäîì ôóíêöèé F1, ..., Fn.

Îòìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî,
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîäíûå ïðàâûõ ÷àñòåé
(3.5) íå îïðåäåëåíû â îñîáîé òî÷êå. Â íàøåì ðàññìîòðåíèè ýòè äâà òåðìèíà
ÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, îòðàæàÿ â ñâîåì íàçâàíèè ëèøü
íþàíñû ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð À. Óðàâíåíèå êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà ñ ïîòåðÿìè è ïîäêëþ-
÷åííûì èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå èìååò
âèä:

ẍ + αẋ + ω2
0x = E

è ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẏ = −αy − ω2
0x + E,

ẋ = y.

Îíî èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ (x, y) = (E, 0) (ñì. ðèñ. 3.1).
Ïðèìåð Á. Çàïèñàííîå äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ óðàâ-

íåíèå ìåõàíè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ çàòóõàíèåì

ẏ = −αy − sin x,

ẋ = y,

èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â (x, y) = (kπ, 0), ãäå k =
0,±1,±2... (ðèñ. 3.2). Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
÷åòíûì k , ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, à íå÷åòíûì � íåóñòîé÷èâûì (ìàÿòíèê
â âåðõíåì íåóñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè).

Ïðèìåð Â. Óðàâíåíèÿ òèïà �õèùíèê�æåðòâà� îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ïî-
ïóëÿðíûõ ìîäåëåé áèîëîãè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Çäåñü x îïèñûâàåò ïî-
ïóëÿöèþ æåðòâ (íàïðèìåð, çàéöû), à y�õèùíèêîâ (ëèñèöû):

ẋ = −3x + 4x2 − xy/2− x3,

ẏ = −2.1y + xy.
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Ðèñ. 3.1: Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà ñ ïîòåðÿìè.

Ðèñ. 3.2: Óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñ âðàùåíèåì.

Ïîìèìî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ (x = 0, y = 0), ñèñòåìà èìååò åùå òðè
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 3.3). Ïðè ýòîì P0 è P2 óñòîé÷èâûå, à P1 è P3 �
íåóñòîé÷èâûå.

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â òåîðèè êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óñòîé-
÷èâîñòè. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ îíî èìååò íàèáîëåå ïðî-
çðà÷íûé ñìûñë. Áåç ïðîâåäåíèÿ êàêèõ�ëèáî ðàñ÷åòîâ ìû îïðåäåëèì ñîñòî-
ÿíèå øàðèêà íà ðèñ. 3.4,à êàê óñòîé÷èâîå, à íà ðèñ. 3.4,á � êàê íåóñòîé÷èâîå.
Èíòóèòèâíî ìû âêëàäûâàåì â ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè (èëè íåóñòîé÷èâîñòè)
÷óâñòâèòåëüíîñòü ñèñòåìû ê âíåøíèì òîë÷êàì � âîçìóùåíèÿì. Â ïåðâîì
ñëó÷àå îíè ìàëî ÷òî ìåíÿþò, âî âòîðîì � øàðèê ñêàòèòñÿ!

Èìåííî ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà ñëàáîå âîçìóùåíèå è ïîëîæåíà â îñíîâó
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Ðèñ. 3.3: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû óðàâíåíèé òèïà �õèùíèê-æåðòâà�.

Ðèñ. 3.4: Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.

îïðåäåëåíèÿ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ
îíè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû òàê:

Îïðåäåëåíèå
Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ xe íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ìîæíî óêàçàòü íàñòîëüêî ìàëîå ÷èñëî
δ(ε), ÷òî äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ x(t) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îòëè-
÷àþùèìèñÿ îò xe ìåíåå, ÷åì íà δ, ïðè âñåõ ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ
t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(x(t),xe) < ε, (3.6)

ãäå ρ(x(t),xe) � ðàññòîÿíèå ìåæäó ôàçîâûìè òî÷êàìè ñ êîîðäèíà-
òàìè x(t) è xe.
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Èíûìè ñëîâàìè, ñîîòíîøåíèå (3.6) ãàðàíòèðóåò, ÷òî âîçìóùåííàÿ íà
âåëè÷èíó δ ñèñòåìà íèêîãäà íå óéäåò îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äàëåå, ÷åì íà
çàðàíåå çàäàííîå ε, òî åñòü íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, êàê ìèíèìóì, íå íàðàñ-
òàåò.

Îïðåäåëåíèå
Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ xe íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì,
åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è

lim
t→∞

ρ(x(t), xe) = 0. (3.7)

Óñëîâèå (3.7) òðàêòóåòñÿ ïðîñòî � ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîçìóùåíèå çà-
òóõàåò. ßñíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì
òðåáîâàíèåì, ÷åì óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

Âñÿêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì óñòîé-
÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, ñ÷èòàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Â ñëó÷àå, êîãäà àíàëèçèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé,
èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè � òàê íàçûâàåìàÿ îð-
áèòíàÿ óñòîé÷èâîñòü. Îíî ñõîæå ñ îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-
ïóíîâó, îäíàêî îòêëîíåíèå âîçìóùåííîé òðàåêòîðèè èçìåðÿåòñÿ íå îò òî÷-
êè, à îò çàìêíóòîé êðèâîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ìåíåå
æåñòêèì òðåáîâàíèåì. Äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ îðáèòíàÿ óñòîé÷èâîñòü
è óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ñîâïàäàþò.

3.2 Òåîðèÿ ìåòîäà

Àíàëèç íà óñòîé÷èâîñòü îñíîâûâàåòñÿ íà ðàñ÷åòå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëüêó â íàøè ïëàíû íå âõîäèò ðàññìîòðåíèå
áîëåå ÷åì òðåõìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàíà òðåìÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ẋ = Fx(x, y, z),

ẏ = Fy(x, y, z),

ż = Fz(x, y, z). (3.8)

Ýòàï I � ëîêàëèçàöèÿ îñîáîé òî÷êè

Ëîêàëèçàöèÿ êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîäðàçóìåâàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.5). Íàèáîëåå áûñòðûì
ñïîñîáîì ïîèñêà èñêîìîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Íüþòîíà-Ðàôñîíà.
Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èäåþ äàííîãî àëãîðèòìà ëåãêî ïðîèëëþñòðèðîâàòü
ãðàôè÷åñêè � ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ
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ïî êàñàòåëüíûì ê íåëèíåéíîé ôóíêöèè. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïðîöåäó-
ðà ÿâëÿåòñÿ íåìíîãî áîëåå ñëîæíîé, îäíàêî îñíîâíàÿ èäåîëîãèÿ àëãîðèòìà
ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ. Ðàññìîòðåíèå äåòàëåé ìåòîäà Íüþòîíà-Ðàôñîíà âû-
õîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îòíîñèòñÿ
ê ÷èñëó ñòàíäàðòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è âõîäèò â áîëüøèíñòâî ïàêåòîâ
ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Ýòàï II � ëèíåàðèçàöèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ (xe, ye, ze) ìîæíî ââåñòè ìàëûå îòêëîíåíèÿ

ξ = x(t)− xe,

η = y(t)− ye,

ζ = z(t)− ze, (3.9)

è çàïèñàòü óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ, ïðîâåäÿ ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (3.8) ñ
ó÷åòîì îáðàùåíèÿ â íîëü ïðàâûõ ÷àñòåé îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âåëè÷èí ξ, η
è ζ:

ξ̇ = (∂Fx

∂x )
e
ξ + (∂Fx

∂y )
e
η + (∂Fx

∂z )
e
ζ,

η̇ = (
∂Fy

∂x )
e
ξ + (

∂Fy

∂y )
e
η + (

∂Fy

∂z )
e
ζ,

ζ̇ = (∂Fz

∂x )
e
ξ + (∂Fz

∂y )
e
η + (∂Fz

∂z )
e
ζ. (3.10)

Ýòàï III � íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (3.10) îïðåäåëÿåòñÿ êîðíÿìè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∣∣∣

∂Fx

∂x − s ∂Fx

∂y
∂Fx

∂z
∂Fy

∂x
∂Fy

∂y − s
∂Fy

∂z
∂Fz

∂x
∂Fz

∂y
∂Fz

∂z − s

∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (3.11)

â êîòîðîì âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ (xe, ye, ze).
Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ (3.11) íàáîð êîðíåé îïðåäåëÿåò õà-

ðàêòåð îñîáîé òî÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ïîäîáíîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû èìååò âèä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåëè÷èí âèäà esit. Ñîîòâåòñòâåííî,
çíàêè si îïðåäåëÿþò çàòóõàíèå ëèáî âîçðàñòàíèå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ.

Ïîä òèïîì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ áóäåì ïîíèìàòü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â åãî îêðåñòíîñòè. Îí îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé è
õàðàêòåðîì êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.11), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ:
à) äåéñòâèòåëüíûé ýòî êîðåíü èëè êîìïëåêñíûé;
á) çíàê äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè êîðíÿ.
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Ýòàï IV � àíàëèç ñâîéñòâ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

Òèïû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì

Íà ðèñ. 3.5 ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè,
êîãäà ðàçìåðíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû n=2.

Óñòîé÷èâûé óçåë.
Íàëè÷èå äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé îçíà÷àåò, ÷òî âîç-

ìóùåíèå çàòóõàåò ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðî-
ñòåéøèé ïðèìåð � àïåðèîäè÷åñêèé ðàçðÿä â êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå ñ áîëü-
øèìè ïîòåðÿìè.

Ñåäëî.
Íàëè÷èå äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ðàçíûõ çíàêîâ îçíà÷àåò, ÷òî ïî

îäíîìó íàïðàâëåíèþ ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ, à ïî äðóãîìó � îòòàëêèâàþòñÿ. Âõîäÿùèå è âûõîäÿùèå èç ñåäëà
òðàåêòîðèè îáðàçóþò åãî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ. Îíè
èãðàþò ðîëü ñåïàðàòðèñ � ðàçäåëÿþò îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì ôà-
çîâûõ òðàåêòîðèé.

Òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå èëè âûõîäÿùèå èç îñîáûõ òî÷åê îòíîñÿòñÿ ê òàê
íàçûâàåìûì èíôèíèòíûì òðàåêòîðèÿì. Òî÷êà, ïîìåùåííàÿ, íàïðèìåð, íà
óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà, áóäåò áåñêîíå÷íî äîëãî ïðèáëèæàòüñÿ ê
íåìó, íî íèêîãäà íå äîñòèãíåò. Ýòó ñèòóàöèþ ëåãêî ïðåäñòàâèòü íà ïðèìå-
ðå âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà íà æåñòêîì ñòåðæíå. Ïûòàÿñü
òîëêíóòü ìàÿòíèê òàê, ÷òîáû îí çàñòûë â âåðõíåì ïîëîæåíèè, ìû äîëæíû
ñîîáùèòü åìó ðîâíî ñòîëüêî ýíåðãèè, ñêîëüêî íåîáõîäèìî äëÿ äîñòèæåíèÿ
ýòîé òî÷êè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà
òîëüêî ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ, òî åñòü íèêîãäà . . .

Íåóñòîé÷èâûé óçåë.
Äâà ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þò ñèòóàöèè, êîãäà âîçìóùåíèå íàðàñòàåò ïî îáîèì âîçìîæíûì íàïðàâëå-
íèÿì. Íåóñòîé÷èâûé óçåë ïåðåéäåò â óñòîé÷èâûé, åñëè îáðàòèòü íàïðàâ-
ëåíèå âðåìåíè â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå.

Óñòîé÷èâûé (íåóñòîé÷èâûé) ôîêóñ.
Íàëè÷èå ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî íà çàòóõàíèå (âîçðàñòàíèå) âîçìóùåíèÿ íàêëàäûâàåòñÿ âðà-
ùàòåëüíîå äâèæåíèå. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè êîðíåé
Re s1,2 < 0 ìû èìååì óñòîé÷èâûé ôîêóñ, à ïðè Re s1,2 > 0 � íåóñòîé-
÷èâûé. Ðàâåíñòâî Re s1,2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåãðóáîé ñèòóàöèè � òî÷êå
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Ðèñ. 3.5: Êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð1.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïåðå÷èñëåííûé âûøå íàáîð ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

ìîæåò áûòü ðàñøèðåí âêëþ÷åíèåì óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ôîêóñîâ
ñ ëåâûì íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ñàìîì äåëå,
óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà ñ çàòóõàíèåì

ẍ + αẋ + ω2
0x = 0,

1Â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî. Ìû æå, êàê ôèçè-
êè, êîíå÷íî, èìååì äåëî ñ äèññèïàòèâíûìè ñèñòåìàìè.
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ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ẋ = −αx− ωy,

ẏ = ωx,

Â òàêîé çàïèñè ïîÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó ñèòóàöèÿìè ω > 0 è ω < 0.
Ïåðâîé ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, âòîðîé � ïðîòèâ. Ðà-
çóìååòñÿ, ñ ïîçèöèé ìåõàíè÷åñêîé àíàëîãèè (ìàÿòíèêà íà ïîäâåñå) îòðèöà-
òåëüíàÿ ÷àñòîòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íîíñåíñîì. Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî âåêòîð
ïåðåìåùåíèÿ è âåêòîð ñêîðîñòè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû! Îäíàêî, ïðè
çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ðàäèîôèçè÷åñêèõ ñèñòåì òàêàÿ
ñèòóàöèÿ âîâñå íå èñêëþ÷åíà.

Èòàê, ñ ó÷åòîì âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé âðàùåíèÿ, ÷èñëî òèïîâ ñîñòîÿ-
íèé ðàâíîâåñèÿ â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî ñåìè. Ìû
ïåðå÷èñëèëè âñå âîçìîæíûå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèòóàöèè2. Îäíàêî, ñó-
ùåñòâóåò ðÿä èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ íå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, àíàëèç êîòîðûõ
ïîëåçåí äëÿ ïîíèìàíèÿ ñïîñîáîâ êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêè ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ íàøåé êîíå÷íîé öåëüþ.

Íàëè÷èå îäíîãî íóëåâîãî êîðíÿ.
Ñèòóàöèÿ Re s1 = 0, Re s2 < 0 îçíà÷àåò ñæàòèå ïî îäíîìó èç íà-

ïðàâëåíèé è áåçðàçëè÷íîå ñîñòîÿíèå ïî äðóãîìó. Ýòîò íåãðóáûé ñëó÷àé
(ðèñ. 3.6,à) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîãðàíè÷íûé ìåæäó ñåäëîì è óçëîì,
îí ðåàëèçóåòñÿ ïðè ñåäëî�óçëîâîé áèôóðêàöèè (áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå).

Ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.
Ïðè Re s1 = Re s2, Im s1 = Im s2 = 0 ðåàëèçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé

âûðîæäåííûé óçåë (ðèñ. 3.6,á). Îáû÷íî îí îáðàçóåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà òèï
îñîáîé òî÷êè ìåíÿåòñÿ ñ óçëà íà ôîêóñ (èëè îáðàòíî).

×èñòî ìíèìûå êîðíè.
Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð îïèñûâàåòñÿ óñëîâèÿìè: Re s1 = Re s2 =

0, Im s1 = −Im s2. Ïðèìåð � ìàÿòíèê áåç òðåíèÿ èëè èäåàëüíûé êîëå-
áàòåëüíûé êîíòóð áåç ïîòåðü. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ýëëèïñû ñ öåíòðîì â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ. Ðàçìåðû ýëëèïñà îïðåäåëÿþòñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Âíåøíå ýòè çàìêíóòûå òðàåêòîðèè âûãëÿäÿò êàê
ïðåäåëüíûé öèêë, îäíàêî ðàçëè÷èå åñòü è âåñüìà âàæíîå � â îêðåñòíî-
ñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà òðàåêòîðèè ëèáî ïðèòÿãèâàþòñÿ, ëèáî îòòàëêèâà-
þòñÿ îò íåãî, òîãäà êàê ïðè ñäâèãå íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ëþáóþ ñòîðî-
íó äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð ïðîñòî îáðàçóåòñÿ íîâûé ýëëèïñ
(ðèñ. 3.6,â).

2Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèòñÿ íèæå.
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Ðèñ. 3.6: Íåêîòîðûå âûðîæäåííûå ñëó÷àè. à � ñåäëî-óçåë; á � âûðîæäåííûé óçåë; â �
öåíòð.

Òèïû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ òðåõìåðíûõ ñèñòåì

Äëÿ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
ìîæåò èìåòü òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ, ëèáî îäèí âåùåñòâåííûé è äâà êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ. Â çàâèñèìîñòè îò èõ âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè âîçìîæíû êàê ìèíèìóì 5 ïàð ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
ñëó÷àåâ.

Óçåë (ðèñ. 3.7).
Ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì äîáàâëÿåòñÿ åùå îäèí êîðåíü è åùå

îäíî íàïðàâëåíèÿ ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ôàçîâûé
ïîðòðåò äëÿ íåóñòîé÷èâîãî óçëà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ñòðåëîê íà ðèñóíêå
íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Ñåäëî (ðèñ. 3.8).
Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

à) ñæàòèå ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì, ðàñòÿæåíèå ïî îäíîìó � åñëè ê äâóìåð-
íîìó ñåäëó äîáàâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå;
á) ñæàòèå ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ, ðàñòÿæåíèå ïî äâóì � åñëè äâóìåðíîå
ñåäëî äîïîëíèòü íåóñòîé÷èâûì íàïðàâëåíèåì.

Îáà ñëó÷àÿ ïåðåõîäÿò îäèí â äðóãîé ïðè èíâåðòèðîâàíèè âðåìåíè.

Ôîêóñ (ðèñ. 3.9).
Åñëè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ èìååò ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë (òðåòèé êîðåíü � äåéñòâèòåëüíûé), è âñå èõ äåéñòâèòåëü-
íûå ÷àñòè îäíîãî çíàêà, òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåàëèçóåòñÿ óñòîé-
÷èâûé èëè íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ (ïðè Re s1,2,3 < 0 èëè Re s1,2,3 > 0 ñî-
îòâåòñòâåííî). Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìîäóëåé äåéñòâè-
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Ðèñ. 3.7: Òðåõìåðíûé óçåë.

Ðèñ. 3.8: Òðåõìåðíîå ñåäëî.

òåëüíûõ ÷àñòåé âîçìîæåí ðàçëè÷íûé õàðàêòåð ñõîäèìîñòè (ðàçáåãàíèÿ)
òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. Äëÿ óñòîé÷èâîãî ôîêóñà, åñëè
|Re s3| > |Re s1,2|, òî èìååò ìåñòî áîëåå ìåäëåííîå ñæàòèå ôàçîâîãî îáúåìà
â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ (ðèñ. 3.9,á). Åñëè |Re s1,2| > |Re s3|, òî òðàåêòîðèÿ
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Ðèñ. 3.9: Ôîêóñ â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìåíÿåòñÿ ôîðìà îáðàçóþùåé, ïî êîòîðîé
òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. Â ñëó÷àå èõ ðàâåíñòâà òðàåêòîðèè ñêðó-
÷èâàþòñÿ ïî êîíóñó (íå ïîêàçàíî).

áûñòðåå ñêðó÷èâàåòñÿ â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ è òðàåêòîðèè ïîäõîäÿò ê ñî-
ñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñî ñòîðîíû îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ, îïðåäåëÿåìîãî s3 (ðèñ. 3.9,à).

Ñåäëî�ôîêóñ.
Â îòëè÷èå îò îïèñàííûõ âûøå òèïîâ îñîáûõ òî÷åê, ñåäëî�ôîêóñ íå èìå-

åò àíàëîãà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Êàê è â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ñåäëà, çäåñü
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Ðèñ. 3.10: Ñåäëî-ôîêóñ â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàçëè÷àþò ñëó÷àè äâó-
ìåðíîãî óñòîé÷èâîãî è îäíîìåðíîãî íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé (ââåðõó) è îáðàòíóþ
ñèòóàöèþ (âíèçó).

âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
à) Óñòîé÷èâîå äâóìåðíîå è íåóñòîé÷èâîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèÿ �

òðàåêòîðèÿ ñêðó÷èâàåòñÿ ê îñîáîé òî÷êå â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ, íî óáåãàåò
îò íåå âäîëü íåóñòîé÷èâîãî íàïðàâëåíèÿ (ðèñ. 3.10à);
á) íåóñòîé÷èâîå äâóìåðíîå è óñòîé÷èâîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèÿ � ïîëó-
÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ èíâåðòèðîâàíèåì âðåìåíè (ðèñ. 3.10,á).

Âûøå ìû ïåðå÷èñëèëè 10 ãðóáûõ òèïîâ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â òðåõ-
ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êîíå÷íî, êàê è â ñëó÷àå ôàçîâîé ïëîñêîñòè,
äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé âîçìîæíî âðàùåíèå êàê ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå, òàê è ïðîòèâ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ÷èñëî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ òèïîâ
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ðàçìåðíîñòè 3 äîñòèãàåò
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Ðèñ. 3.11: Íåêîòîðûå ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûå ñëó÷àè.

16. Íàðÿäó ñ íèìè, âîçìîæåí òàêæå ðÿä âûðîæäåííûõ ñèòóàöèé. Íåêîòî-
ðûå èç íèõ ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñ. 3.11. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç êàæäî-
ãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ íåñëîæåí è ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî
óïðàæíåíèÿ.

Áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

Ñëîâî áèôóðêàöèÿ îçíà÷àåò ðàçäâîåíèå è óïîòðåáëÿåòñÿ â øèðîêîì
ñìûñëå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âñÿêîé êà÷åñòâåííîé, òîïîëîãè÷åñêîé ïåðåñòðîéêè
ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò èçó÷à-
åìûé îáúåêò.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâî-
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äèò ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì
áîëåå òèïè÷íûìè (àäåêâàòíûìè ðåàëüíîé ïðèðîäå) ïðåäñòàâëÿþòñÿ òå ìî-
äåëè, êîòîðûå ìàëî ìåíÿþò ñâîå ïîâåäåíèå, òî åñòü óñòðîéñòâî ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(èçìåíåíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ).

Èçìåíåíèÿ â ðàçáèåíèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà òèïû òðàåêòîðèé ìî-
ãóò áûòü îöåíåíû ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî îäèí ôàçîâûé ïîðòðåò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðó-
ãîãî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé è âçàèìíî îäíîçíà÷íîé çàìåíû
êîîðäèíàò.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ãðóáîé, èëè ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâîé, åñëè åå ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíûì ðåøåíèÿì.

Ñ ïîçèöèé èçó÷åíèÿ ðåàëüíûõ (íàïðèìåð, êîíêðåòíûõ ðàäèîôèçè÷åñêèõ)
ñèñòåì âîçìîæåí è íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä. Îí áàçèðóåòñÿ íà íàëè÷èè íåêî-
òîðîé òðóäíîèçìåíÿåìîé îñíîâû â èññëåäóåìîé ñèñòåìå è íàáîðà ëåãêî äî-
ñòóïíûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìîé èíîãäà ïîíèìàþò èìåííî ýòîò �ñêåëåò�. Íàïðèìåð, â ãåíåðàòîðå Âàí
äåð Ïîëÿ òðàäèöèîííî ïîä óïðàâëÿåìûìè ïàðàìåòðàìè ïîíèìàþòñÿ ïàðà-
ìåòð íåëèíåéíîñòè ε è ÷àñòîòà ω, òîãäà êàê âèä ñàìîé íåëèíåéíîé ôóíêöèè
1− x2 ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçìåííûì � â ðåàëüíîé ýëåêòðîííîé ñõåìå âåñüìà
òðóäíî ñìåíèòü âèä íåëèíåéíîñòè õàðàêòåðèñòèêè ëàìïû èëè òðàíçèñòîðà.

Èìåííî ñ òàêèõ ïîçèöèé ãîâîðÿò î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîäðàçóìåâàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàçáèåíèÿ íà ðåæèìû
ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì
äåôîðìàöèÿì òîãî ñàìîãî �ñêåëåòà�, çàäàþùåãî âèä ïðàâûõ ÷àñòåé â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðèêëàäíîå ïðîèñõîæäåíèå òàêîãî ïîäõîäà î÷åâèä-
íî � ýêñïåðèìåíòàòîð äîëæåí áûòü óâåðåí, ÷òî, çàìåíèâ îäèí ýêçåìïëÿð
òðàíçèñòîðà íà äðóãîé, åìó íå ïðèäåòñÿ ïåðåïèñûâàòü óðàâíåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, äîñòàòî÷íî ëèøü ïîäïðàâèòü çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ.

Èìåÿ â âèäó òîò ôàêò, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
âåêòîðíîå ïîëå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîíÿòèå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâî-
ñòè (ãðóáîñòè) ìîæåò ñ ïîëíûì ïðàâîì ïðèìåíÿòüñÿ ê ñòðóêòóðå ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé â íåì. Òàê, ãîâîðÿ î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè êàêîãî-ëèáî òè-
ïà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ìû èìååì â âèäó ñâîéñòâà
ñàìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â êîíå÷íîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ åå óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ãðóáóþ (íåãðóáóþ) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó èíîãäà íàçûâàþò ñèñòåìîé
îáùåãî ïîëîæåíèÿ (íå îáùåãî ïîëîæåíèÿ).

Çàäà÷åé áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå ðàçáèåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ èçó÷àåìîé ñèñòåìû íà îáëàñòè ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð-
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íî óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ. Ïóñòü ïðè èçìåíåíèè íåêîòîðîãî óïðàâëÿþùåãî
ïàðàìåòðà µ ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ � ñìåíà îäíîãî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî-
ãî ðåæèìà íà äðóãîé. Òîãäà çíà÷åíèå µ = µ∗ íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì
çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà, à òî÷êà â n+1�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (îáðàçîâàííîì
n ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè è ïàðàìåòðîì µ) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêà-
öèè.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êå áèôóðêàöèè îòâå÷àåò ñòðóêòóðíî
íåóñòîé÷èâûé ðåæèì. Äåéñòâèòåëüíî, ñêîëü óãîäíî ìàëîå øåâåëåíèå ïàðà-
ìåòðà µ â ñòîðîíó îò áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ µ∗ ïåðåâîäèò ñèñòåìó â
îäèí èç äâóõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ. Ïîãðàíè÷íàÿ æå ñèòóàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåãðóáîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûÿñíåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ áèôóðêàöèé ñîñòîÿ-
íèé ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî èçó÷èòü âîçìîæíûå âàðèàíòû ñìåíû îäíîãî
èç ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ òèïîâ, ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, íà äðóãîé. Íèæå
ìû ðàçáåðåì îñíîâíûå áèôóðêàöèîííûå ñèòóàöèè, âîçìîæíûå â äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïåðâîãî � òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ïåðåõîä óçåë ⇔ ôîêóñ3.
Ñíîâà èñïîëüçóåì óðàâíåíèå êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà:

ẍ + 2αẋ + ω2
0x = 0. (3.12)

Ìàòðèöà ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû
(

0 1
−ω2

0 −2α

)

èìååò îïðåäåëèòåëü ω2
0 è ñëåä −2α. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò

âèä:

λ2 + 2αλ + ω2
0 = 0 (3.13)

Åãî êîðíè äåéñòâèòåëüíû, åñëè |α| ≥ ω è êîìïëåêñíûå ïðè |α| < ω. Èíûìè
ñëîâàìè, ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ ïîòåðÿõ â êîíòóðå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
áóäåò óñòîé÷èâûì ôîêóñîì, ïðè óâåëè÷åíèè æå äèññèïàöèè ìû ïîëó÷àåì
óñòîé÷èâûé óçåë (ðèñ. 3.12).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî |α| < ω ïðè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèÿõ â êîíòóðå
åìêîñòü çàðÿæàåòñÿ è ðàçðÿæàåòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, òîãäà êàê
ïðè |α| > ω òîê â êîíòóðå ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
Ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûì ðåæèìîì, ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷êå áèôóðêàöèè,
ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûé óçåë (ðèñ. 3.6,á).

3Íå áèôóðêàöèÿ, òàê êàê ïðè ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå äàííàÿ ïåðåñòðîéêà ðåæèìîâ äîëæ-
íà áûòü îòíåñåíà íå ê áèôóðêàöèîííîìó ìíîæåñòâó, à ê ò.í. ìíîæåñòâó Ìàêñâåëëà (äåéñòâèòåëüíûå
÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñëåë íå ïåðåñåêàþò íîëü).
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Ðèñ. 3.12: Ïåðåõîä óçåë ⇔ ôîêóñ.

Ñåäëî�óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ � äâóêðàòíîå ðàâíîâåñèå.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = α− x2,

ẏ = −y (3.14)

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà α îíà èìååò:
à) 2 ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ P0(

√
α, 0), P1(−

√
α, 0) ïðè α > 0;

á) îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ P (0, 0) ïðè α = 0;
â) íè îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè α < 0.

Âû÷èñëèâ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðè α > 0, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî P0 ÿâ-
ëÿåòñÿ óçëîì ñ Re s1 = −2α, Re s2 = −1, à P1 � ñåäëîì ñ Re s1 =
+2α, Re s2 = −1. Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà α òî÷êè P0 è P1 ñáëè-
æàþòñÿ, ñìåùàÿñü ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ñáëèæàåòñÿ, óìåíüøàÿñü
ïî ìîäóëþ, è ïàðà èõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Â áèôóðêàöèîííîé òî÷êå α = 0 P0
è P1 ñëèâàþòñÿ, îáðàçóÿ âûðîæäåííóþ îñîáóþ òî÷êó â íà÷àëå êîîðäèíàò
P (0, 0) ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, è èñ÷åçàþò ïðè α < 0.

Íà ðèñ. 3.13,ä ýòà êàðòèíà ïðåäñòàâëåíà â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå ôà-
çîâûõ ïåðåìåííûõ x, y è óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà α. Âåðõíèé ëèñò ïî-
âåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò óçëó P0 , íèæíèé � ñåäëîâîé òî÷êå P1. Èç ðèñóíêà
ÿñíî, ïî÷åìó òàêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ ñèòóàöèÿ íîñèò íàçâàíèå ñêëàäêè. Íà
ðèñ. 3.13,à�ã èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû è èçìåíå-
íèÿ â äèàãðàììàõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè óìåíüøå-
íèè ïàðàìåòðà α. Âûðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà, îáðàçóþùàÿñÿ ïðè ñëèÿíèè
ñåäëà è óçëà (ðèñ. 3.13,â) ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñåäëî�óçëà, ÷òî è îïðåäåëè-
ëî íàçâàíèå áèôóðêàöèè.

Òðåõêðàòíîå ðàâíîâåñèå.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = x3 + αx + β. (3.15)
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Ðèñ. 3.13: Ñåäëî�óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ. Ïðè ïðÿìîì äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó (à�ã) óçåë è
ñåäëî ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò. Ïðè îáðàòíîì � ïàðà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàåò �èç
íè÷åãî�. Íà ôàçîïàðàìåòðè÷åñêîé äèàãðàììå ä èìååò ìåñòî ñòðóêòóðà òèïà ñêëàäêè.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ìû èññëåäóåì äâóïàðàìåòðè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó. Àíàëèç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî:

1. Ïðè α > 0, äëÿ ëþáîãî β ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ P0 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì s < 0.

2. Ïðè α < 0 ñóùåñòâóåò îáëàñòü Φ çíà÷åíèé β (çàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 3.14),
ãäå ñèñòåìà (3.15) èìååò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ P0, P1, P2, ïðè÷åì s0 > 0,
s1,2 < 0.

Ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû îáëàñòè Φ ñîîòâåòñòâóåò �îäíîìåðíîìó âàðèàíòó�
ñåäëî�óçëîâîé áèôóðêàöèè, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå4. Äâà èç
òðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò. Ëèíèÿ l1 ñîîòâåòñòâóåò
ñåäëî�óçëîâîé áèôóðêàöèè äëÿ P0 è P1, l2 � äëÿ P0 è P2. Åäèíñòâåííîå îòëè-

4Ðîëü ñåäëà çäåñü èãðàåò íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ìîäåëü (3.15) ìîæíî áûëî áû äîïîë-
íèòü äî ðàçìåðíîñòè 2 äîïîëíèòåëüíûì óñòîé÷èâûì íàïðàâëåíèåì, íî ýòî áûëî áû ìåíåå íàãëÿäíî.
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Ðèñ. 3.14: Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ�ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ áèôóðêàöèè òðåõêðàòíîãî
ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðà òèïà ñáîðêè.

÷èå îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ � íàëè÷èå â ñèñòåìå åùå îäíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, íå ó÷àñòâóþùåãî â áèôóðêàöèè. Îäíàêî, ïðè ïåðåñå÷åíèè
ïàðàìåòðîì α íóëåâîãî çíà÷åíèÿ â ñëó÷àå β = 0 ëèíèè l1 è l2 ïåðåñåêà-
þòñÿ îäíîâðåìåííî. Ýòà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò áîëåå ñëîæíîé êà÷åñòâåííîé
ïåðåñòðîéêå. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î áèôóðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2, èìåÿ
â âèäó âûïîëíåíèå îäíîâðåìåííî äâóõ áèôóðêàöèîííûõ óñëîâèé. Â òî÷êå
α = 0, β = 0 èç åäèíñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîæäàåòñÿ ñðàçó òðè,
ïðè÷åì îòâåòâèâøèåñÿ áîêîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ áóäóò óñòîé÷èâû, à
öåíòðàëüíîå � íåò.

Îòìåòèì, ÷òî â äâóïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå òàêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñòðóê-
òóðíî íåóñòîé÷èâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñêîëü óãîäíî ìàëîå øåâåëåíèå ïàðà-
ìåòðà β ïðèâîäèò íàñ ê ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîìó íà ëèíèè l1 èëè l2 ñëó÷àþ
ñåäëî�óçëîâîé áèôóðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 1.

Â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå ôàçîâûõ êîîðäèíàò è ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
(3.15) èìååò ìåñòî ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñáîðêîé (ðèñ. 3.14). Â
îáëàñòè ñáîðêè âåðõíèé è íèæíèé ëèñòû ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì ñî-
ñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ, ñðåäíèé � íåóñòîé÷èâîìó.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ áîëåå äâóõ
áèôóðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 ìîãóò áûòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâû. Òàê, íà-
ïðèìåð, åñëè ââåñòè â (3.15) íåêîòîðûé ïàðàìåòð, îòâåòñòâåííûé çà ãëàä-
êóþ äåôîðìàöèþ ïðàâîé ÷àñòè, òî â óñëîâèÿõ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ðåæèì, ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå ñáîðêè, áóäåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâ
íà íåêîòîðîé ëèíèè â ôàçîïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà. Ðîæäåíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà.
Â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ðàçìåðíîñòè n ≥ 2 âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà
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Ðèñ. 3.15: Ñóïåðêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèè Õîïôà (L < 0) ñîîòâåòñòâóåò ðîæäåíèå óñòîé-
÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Â ñëó÷àå ñóáêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèè (L > 0) ñòÿãèâàåòñÿ
â òî÷êó è èñ÷åçàåò íåóñòîé÷èâûé öèêë.

ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ýòîì â ìîìåíò áèôóð-
êàöèè Re s1,2 = 0, Im s1 = Im s2 6= 0.

Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òàêîé ñèòóàöèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç õî-
ðîøî èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ ÷åðåç óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû. Ìû èñïîëüçóåì ìîäåëüíóþ ñèñòåìó â âèäå

U̇1 = αU1 − U2 + L(U 2
1 + U 2

2 )U1,

U̇2 = U1 + αU2 + L(U 2
1 + U 2

2 )U2, (3.16)
ãäå α è L � óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ U1 = ρ cos ϕ, U2 = ρ sin ϕ, ñèñòåìà (3.16) ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó:

ρ̇ = αρ + Lρ3,

ϕ̇ = 1. (3.17)
Â (3.17) õàðàêòåð áèôóðêàöèè â òî÷êå α = 0 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà L, âûäåëÿþò äâà ñëó÷àÿ:
1. L < 0. Ïðè α < 0 èìååòñÿ óñòîé÷èâûé ôîêóñ. Òî÷êå α = 0 ñî-

îòâåòñòâóåò íåãðóáàÿ ñèòóàöèÿ � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð (ñì.
ðèñ. 3.6,â), à ïðè α > 0 èç íåãî ðîæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë ñ àìïëèòóäîé
ρ =

√
| α/L |. Íà ÿçûêå ðàäèîôèçèêîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðåâûøåíèè

óðîâíÿ ïîäêà÷êè ýíåðãèè íàä ïîòåðÿìè â ñèñòåìå âîçáóæäàþòñÿ íåçàòóõà-
þùèå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.
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3.3. ×èñëåííûé àëãîðèòì 47

Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ �áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî ïîëÿ� (ïðè äîñòà-
òî÷íîé óäàëåííîñòè îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå) íè÷åãî
íå èçìåíèëîñü � îáëàñòü, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ïî�
ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé äëÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé (ðèñ. 3.15,à).
Ñëó÷àé L < 0 íîñèò íàçâàíèå ñóïåðêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�
Õîïôà.

2. Åñëè L > 0, òî ïðè α < 0 óñòîé÷èâûé ôîêóñ îõâà÷åí íåóñòîé÷èâûì
ïðåäåëüíûì öèêëîì, êîòîðûé ïðè α = 0 �âëèïàåò� â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.
Òàêæå, êàê è â ñëó÷àå L < 0, òî÷êå áèôóðêàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðíî
íåóñòîé÷èâàÿ îñîáàÿ òî÷êà òèïà öåíòð. Ïðè α > 0 èìååòñÿ îäèí íåóñòîé-
÷èâûé ôîêóñ (ðèñ. 3.15,á). Ñëó÷àé L > 0 íîñèò íàçâàíèå ñóáêðèòè÷åñêîé
áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà. Åãî ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàâèñèò îò
äèíàìèêè ñèñòåìû â ãëîáàëüíîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ α òðàåêòîðèÿ áëóæäàåò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äî òåõ
ïîð, ïîêà íå ïîïàäåò â îêðåñòíîñòü êàêîãî�ëèáî èíîãî àòòðàêòîðà ñèñòå-
ìû, ðåãóëÿðíîãî èëè õàîòè÷åñêîãî.

Ïàðàìåòð L íîñèò íàçâàíèå ïåðâîé ôîêóñíîé (ëÿïóíîâñêîé) âåëè÷èíû.

3.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Ïîèñê ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ ìå-
òîäîì Íüþòîíà. Íèæå èçëîæåíî ñèëüíî óïðîùåííîå îïèñàíèå ìåòîäà. Ïóñòü
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé:

dX

dt
= F (X) , (3.18)

ãäå

F (X) =




f1 (x1, ..., xn)
...

fn (x1, ..., xn)


 . (3.19)

Òîãäà, åñëè X∗ � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3.18), òî ñïðàâåäëèâî
óñëîâèå

F (X∗) = 0. (3.20)
Ïóñòü Ak � ñåìåéñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö, òîãäà óðàâíåíèå (3.20)

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
Ak · F (X∗) = 0. (3.21)

Ïåðåõîäÿ ê äèñêðåòíîìó âðåìåíè â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, èìååì óñëîâèå
äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

X(k+1) = X(k), (3.22)
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Ðèñ. 3.16: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ïðîöåññà ïîèñêà è àíàëèçà íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ
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à óðàâíåíèå (3.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü:

X(k+1) = X(k) − Ak · F
(
X(k)

)
. (3.23)

Ïîëîæèì Ak =
[
F ′ (X(k)

)]−1, ãäå

F ′
(
X(k)

)
= J

(
X(k)

)
=




∂f1

∂x1
... ∂fn

∂x1

... ... ...
∂f1

∂xn
... ∂fn

∂xn




X=X(k)

. (3.24)

Òîãäà óðàâíåíèå (3.23) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

X(k+1) = X(k) −
[
F ′

(
X(k)

)]−1
F

(
X(k)

)
, (3.25)

F ′
(
X(k)

)(
X(k+1) −X(k)

)
= −F

(
X(k)

)
. (3.26)

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

F ′
(
X(k)

)
P (k) = −F

(
X(k)

)
(3.27)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîé ïîïðàâêè P (k) è ïðèáàâëåíèþ ýòîé ïîïðàâêè ê
òåêóùåìó ïðèáëèæåíèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî:

X(k+1) = X(k) + P (k). (3.28)

Ñðàâíèâàÿ (3.26) ñ ôîðìàëüíûì ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà

F (X) = F
(
X(k)

)
+F ′

(
X(k)

)(
X −X(k)

)
+

1

2!
F ′′

(
X(k)

)(
X −X(k)

)2
+ ...,

(3.29)
âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.26) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ëèíåàðèçàöèè èñõîäíîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè F (X) è äîñòàòî÷íî
õîðîøåì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè X(0), ñõîäèìîñòü ê ðåøåíèþ áóäåò êâàä-
ðàòè÷íîé.

Ãðàôè÷åñêàÿ ñõåìà ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ïîèñêà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîãî ìåòîäà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.16. Õîòåëîñü áû
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü
íàéäåíî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ òîëüêî åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáðàíû â
äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè.
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3.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

1. Çàïèñàòü óðàâíåíèå àâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà. Ïîäîáðàòü
çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ñèñòåìå
ñóùåñòâîâàëî 3 ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íàéòè èõ êîîðäèíàòû àíàëè-
òè÷åñêè è ðàññ÷èòàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàéäåííûõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Íàéòè íåïîäâèæíûå òî÷êè (è èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) îñöèë-
ëÿòîðà Äóôôèíãà ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììíîãî êîìïëåêñà ANONS. Ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû.

2. Ìåíÿÿ çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðîíàáëþäàòü ñ ïîìîùüþ
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANONS áèôóðêàöèþ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé
â îêðåñòíîñòè îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþòñÿ åùå äâà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) ×òî òàêîå óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü?
2) Êàê îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè?
3) Ïåðå÷èñëèòå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ íà ôàçîâîé ïëîñ-

êîñòè.
4) ×òî òàêîå ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü?
5) Â ÷åì ñîñòîèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ?
6) Êàêèå èçìåíåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèñõîäÿò âñëåäñòâèå áèôóðêàöèè

Àíäðîíîâà-Õîïôà?
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4 Àíàëèç íà óñòîé÷èâîñòü
ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé

4.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì â âåêòîðíîé ôîðìå:

ẋ = F (x, µ), (4.1)
ãäå x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ðàçìåðíîñòè n, à µ � âåêòîð óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå
×àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1) x0(t) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì,
åñëè äëÿ ëþáîãî t

x0(t) ≡ x0(t + T ), x0(t) 6= const. (4.2)

Âòîðîå óñëîâèå â (4.2) èñêëþ÷àåò èç ðàññìîòðåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ.

Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííûì, åñëè îíî èìååò
îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ äðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Â àâòîíîì-
íîì ñëó÷àå èçîëèðîâàííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäåëü-
íûì öèêëîì.

Ïðåäåëüíûé öèêë â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì àâòîêîëå-
áàíèé â èñõîäíîé ðàäèîôèçè÷åñêîé ñèñòåìå. Êàê èçâåñòíî, òàêèå ðåæèìû
âîçìîæíû â ñèñòåìàõ ñ ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íå ìåíåå 2.

4.2 Òåîðèÿ ìåòîäà
Óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî ñîõðàíÿþò ñèëó äàííûå ðàíåå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-
ïóíîâó, îðáèòíîé è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Êàê ìû óâèäèì íèæå,
èìåííî õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîæåò
áûòü ïîëîæåí â îñíîâó èõ êëàññèôèêàöèè.
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Ðèñ. 4.1: Ê îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ïðåäåëüíîãî öèê-
ëà. Ïëîùàäêà S çàäàåò ñå÷åíèå Ïóàíêàðå.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ Γ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ðàçìåðíîñòè n ≥ 2 (ðèñ. 4.1). Íàñ èíòåðåñóþò âîçìîæíûå ïåðåñòðîéêè
ðàñïîëîæåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè Γ ïðè ìàëîé âàðèàöèè
ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ âûáåðåì íà
Γ òî÷êó O. Ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó òðàíñâåðñàëüíóþ (íå êàñàòåëüíóþ)
ê Γ ïëîùàäêó S. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè Γ, âûéäÿ èç S, âíîâü
ïåðåñåêàþò åå, ñäåëàâ îáîðîò âäîëü êðèâîé. Âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå îêðåñò-
íîñòè òî÷êè O íà S â S: êàæäîå ïðåäûäóùåå ïåðåñå÷åíèå ïëîùàäêè çàäàåò
ïîñëåäóþùåå, à óïðàâëÿåò ýòèì îïåðàòîð ýâîëþöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå, èëè
ïðîñòî îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå (ñì. ðàáîòó 2 äàííîãî ïîñîáèÿ).

Òî÷êà O íà ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè Γ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ, îíà ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ. Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ ôóíê-
öèè ïîñëåäîâàíèÿ â òî÷êå O. Óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìîæíî
îöåíèòü, îïðåäåëèâ, êàê ìàëîå âîçìóùåíèå y(t) = x(t)− x0(t) ìåíÿåòñÿ çà
ïåðèîä T . Åãî ýâîëþöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

y(t0 + T ) = My(t0), (4.3)

ãäå M � îïåðàòîð ìîíîäðîìèè.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî îäèí èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â òî÷êå O íàïðàâëåí âäîëü

òðàåêòîðèè, óäîáíî ðàñïîëîæèòü S îðòîãîíàëüíî ê òðàåêòîðèè â ýòîé òî÷-
êå. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàâøèåñÿ 2 ñîáñòâåííûõ âåêòîðà áóäóò ëåæàòü â ïëîñ-
êîñòè S. Ïîýòîìó, äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ î ìóëüòèïëèêàòîðàõ ñïðàâåä-
ëèâû äëÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå öèêëà Γ, ÷òî ïîçâîëÿåò îáñóæäàòü ïðîáëåìû
óñòîé÷èâîñòè è áèôóðêàöèé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ õàðàê-
òåðà íåïîäâèæíîé òî÷êè O íà S.
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Im

Re

1

1

Ðèñ. 4.2: Ìóëüòèïëèêàòîðû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ρ1 . . . ρn, ãäå n � ðàçìåð-
íîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû, òî åñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Det[M− ρE] = 0

íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè èñõîäíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ.
Èõ ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ïåðèîäè-

÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîå â ïðîåêöèÿõ íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
÷åðåç ïåðèîä T óìíîæàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìóëüòèïëèêàòîð ρi. Îò-
ñþäà ÿñíî, ÷òî äëÿ çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèÿ íåîáõîäèìî |ρi| < 1. Åñëè õîòÿ
áû îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïî ìîäóëþ áîëüøå 1, ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ôàçîâûå êðèâûå, óäàëÿþùèåñÿ îò çàìêíóòîé êðèâîé Γ.

Ëþáîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí ìóëüòèïëèêàòîð,
ðàâíûé 1, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò âîçìóùåíèþ âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè.
Ôèçè÷åñêè ýòî ýêâèâàëåíòíî òî÷íîé ïîâòîðÿåìîñòè ðåøåíèÿ ÷åðåç ïåðèîä
è ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (4.2). Íàëè÷èå ýòîãî åäèíè÷íîãî ìóëü-
òèïëèêàòîðà ïðè ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåò ìîë÷àëèâî ïðåäïîëà-
ãàòüñÿ, ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàÿñü.

Êàê è ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, íå èñ-
êëþ÷åíî íàëè÷èå â ðåøåíèè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ïàð ìóëüòèïëèêàòî-
ðîâ. Ïîýòîìó, óäîáíî ðàññìîòðåíèå èõ ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êðóãà
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 4.2).

Â îáùåì ñëó÷àå, íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëåæàò âíóòðè åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè, à íåñêîëüêî - ñíàðóæè. Ïåðâûì ñîîòâåòñòâóåò ñîâîêóï-
íîñòü ôàçîâûõ êðèâûõ, ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê Γ, âòîðûì - îòòàëêèâàþùèõ-
ñÿ (ïðèòÿãèâàþùèõñÿ â îáðàòíîì âðåìåíè). Ýòè ñîâîêóïíîñòè íîñÿò íà-
çâàíèÿ ïðèòÿãèâàþùåãîñÿ è îòòàëêèâàþùåãîñÿ ìíîãîîáðàçèé. Â
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n �ìåðíîì ñëó÷àå ñåêóùàÿ ïëîùàäêà èìååò ðàçìåðíîñòü n − 1. Ðàçìåð-
íîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïðèòÿãèâàþùåãîñÿ (îòòàëêèâàþùåãîñÿ) ìíîãîîáðàçèÿ ñ
S ðàâíà ÷èñëó ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñ |ρi| < 1 (|ρi| > 1). Â
ñëó÷àå n = 3 äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ìû ìîæåì ãîâîðèòü îá îäíîìåðíîì
óñòîé÷èâîì è îäíîìåðíîì íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè, ëèáî î äâóìåðíîì
óñòîé÷èâîì (íåóñòîé÷èâîì).

Êëàññèôèêàöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïî òèïó óñòîé÷èâîñòè

Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî, çàäà÷ó î êëàññèôèêàöèè òèïîâ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ â òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ ïî òèïó óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ñâåñòè ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ (óñòîé÷èâûõ, íåóñòîé÷èâûõ è ñåäëîâûõ)
äëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà ïëîñêîñòè. Ýòà çàäà-
÷à âî ìíîãîì ñõîæà ñ àíàëîãè÷íîé äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíûõ
ñèñòåì, íî èìåþòñÿ è îòëè÷èÿ.

Íà ðèñ. 4.3 ïðèâåäåíû 9 îñíîâíûõ ñëó÷àåâ. Ïðèíöèïû ïðîâåäåíèÿ ïî-
äîáíîé êëàññèôèêàöèè ñëåäóþùèå:

1. Êàæäûé ìóëüòèïëèêàòîð ñ |ρi| < 1 ïîðîæäàåò îäíîìåðíîå ïðèòÿãè-
âàþùååñÿ ìíîãîîáðàçèå.

2. Êàæäûé ìóëüòèïëèêàòîð ñ |ρi| > 1 ïîðîæäàåò îäíîìåðíîå îòòàëêè-
âàþùååñÿ ìíîãîîáðàçèå.

3. Ïàðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñ |ρ1,2| < 1 (|ρ1,2| > 1) ïîðîæäàåò äâóìåðíîå
ïðèòÿãèâàþùååñÿ (îòòàëêèâàþùååñÿ) ìíîãîîáðàçèå.

4. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) òî÷åê íà ïðèòÿãèâàþùåìñÿ (îò-
òàëêèâàþùåìñÿ) ìíîãîîáðàçèè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè
ìóëüòèïëèêàòîðà. Ïðè Re ρi > 0 êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå ðàñïîëàãàåòñÿ ïî òó æå ñòîðîíó òî÷êè O, ÷òî è ïðåäûäóùàÿ (âîç-
ìóùåíèå óìíîæàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó). Ïðè Re ρi < 0 êàæäàÿ
ïîñëåäóþùàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ ïî äðóãóþ ñòîðîíó òî÷êè
O � âîçìóùåíèå ìåíÿåò çíàê ïðè êàæäîì îáîðîòå âîêðóã öèêëà. Ïðè òà-
êîì õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè ê îïèñàíèþ îñîáîé òî÷êè ïðèáàâëÿåòñÿ ñëîâî
�îáðàòíûé�.

Íà ðèñ. 4.3 ïîçèöèè 5) è 6) ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü �ñåäëî� è �îáðàòíîå
ñåäëî�. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àè:
à)Im ρ1,2 = 0, Re ρ1,2 < −1;
á)Im ρ1,2 6= 0, −1 < Re ρ1,2 < 0.

Áèôóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

Çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ (ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå) íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé, åñëè åäèíèöà íå ÿâëÿåòñÿ åå ìóëüòèïëèêàòîðîì1. Ïðè ìàëîì

1Êîíå÷íî, çà èñêëþ÷åíèåì ìóëüòèïëèêàòîðà ïî íàïðàâëåíèþ âäîëü ïðåäåëüíîãî öèêëà.
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Ðèñ. 4.3: Êëàññèôèêàöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïî òèïó óñòîé÷èâîñòè.

�øåâåëåíèè� ïàðàìåòðîâ òàêàÿ êðèâàÿ íå èñ÷åçàåò, à ëèøü íåìíîãî äåôîð-
ìèðóåòñÿ � îíà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà. Ïðè ýòîì åå ìóëüòèïëèêàòîðû òàê-
æå ëèøü íåìíîãî äåôîðìèðóþòñÿ � êîëè÷åñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ, îïðå-
äåëÿþùèõ óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ, íå ìåíÿåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòè ãðóáîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè òàêæå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.

Îäíàêî, ïðè øèðîêîé âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé ñèñòåìû âîçìîæ-
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íû ñëó÷àè ïåðåñòðîéêè îäíîãî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.
Ýòî ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ áèôóðêàöèè. Èç èçëîæåííîãî âûøå ìàòåðèàëà
ÿñíî, ÷òî òàêèì òî÷êàì äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷è-
âàÿ ñèòóàöèÿ � âûõîä îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ íà åäè-
íè÷íóþ îêðóæíîñòü. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ðàññìîòðåíèå ñòðóêòóðû
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîæåò ïðîâîäèòñÿ
ïóòåì èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Ïðè ýòîì
áèôóðêàöèÿì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå áèôóðêà-
öèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ, à ýòî àíàëîã ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå â òåî-
ðèè ê ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå 3 ñåäëî�óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ è áèôóðêàöèÿ
Àíäðîíîâà�Õîïôà ïîëó÷àþò áîëåå øèðîêóþ òðàêòîâêó â òåðìèíàõ ïåðè-
îäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà.
Ïóñòü îïðåäåëåííûå â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå ìóëüòèïëèêàòîðû ïðåäåëüíîãî

öèêëà ρ1,2 < 1 (íàïîìíèì, ÷òî îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ ρ3 ≡ 1). Çäåñü
è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ âûáðàíà òàê, ÷òî ρ3 ñîîò-
âåòñòâóåò íàïðàâëåíèå, êàñàòåëüíîå ê ôàçîâîé òðàåêòîðèè â òî÷êå ñå÷å-
íèÿ. Ïóñòü äàëåå óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ñèñòåìû µ ìåíÿåòñÿ òàê, ÷òî ïðè
µ = µ∗ îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ âûõîäèò íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì ρ1 = 1, ρ2 < 1 . ×òî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò?

Ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè O îòîáðàæåíèÿ Ïó-
àíêàðå íà ïëîñêîñòè, óñëîâèå ρ1 = 1 àíàëîãè÷íî óñëîâèþ ðàâåíñòâà íóëþ
îäíîãî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïîòîêîâîé ñèñòåìå.
Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàëñÿ íàìè ðàíåå êàê ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ.
Ïðè ýòîì äëÿ µ < µ∗ ñóùåñòâóþò 2 íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ - P ′

è P ′′. Â òî÷êå áèôóðêàöèè îíè ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò. Â èñõîäíîé ñèñòå-
ìå ïåðâîíà÷àëüíî ñóùåñòâóþò äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà: óñòîé÷èâûé Γ′, äëÿ
êîòîðîãî ρ′1 < 1, ρ′′2 < 1, è ñåäëîâîé Γ′′ ñ ρ′1 > 1, ρ′′2 < 1. Ïðè µ = µ∗

öèêëû ñëèâàþòñÿ. Öèêë Γ â ìîìåíò áèôóðêàöèè, èìåþùèé â ñå÷åíèè Ïóàí-
êàðå íåãðóáóþ îñîáóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-óçåë, ÷àñòî íàçûâàþò �äâîéíûì�.
Ïðè îáðàòíîì äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó èç ñãóùåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
ðîæäàåòñÿ äâîéíîé öèêë, ðàñïàäàþùèéñÿ çàòåì íà óñòîé÷èâûé è ñåäëî-
âîé. Ñåäëî�óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðîèëëþñòðèðîâàíà
íà ðèñ. 4.4.

Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.
Åñëè â òî÷êå áèôóðêàöèè µ = µ∗ èìååò ìåñòî îáðàùåíèå îäíîãî èç

ìóëüòèïëèêàòîðîâ â -1, òî öèêë Γ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, îäíàêî, ïðî-
äîëæàåò ñóùåñòâîâàòü êàê ñåäëîâîé (ñì. ðèñ. 4.3, ñëó÷àé 8). Ïðè ýòîì â
åãî îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ íîâûé ïðåäåëüíûé öèêë ñ âäâîå áîëüøèì ïå-
ðèîäîì. Êàê ýòî ïðîèñõîäèò?
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Ðèñ. 4.4: Ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Ðèñ. 4.5: Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïóíêòèðîì ïîêàçàí ïîòå-
ðÿâøèé óñòîé÷èâîñòü èñõîäíûé öèêë.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 4.5, ïðè µ = µ∗. Åñëè
çàäàòü ìàëîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ε0 = +ε, òî ÷åðåç ïåðèîä îíî ñîñòàâèò
εT = ε0ρ1 = −ε, à ÷åðåç 2 ïåðèîäà � ε2T = ε0ρ1ρ1 = ε0. Çà äâà îáîðîòà òðà-
åêòîðèÿ çàìêíóëàñü, âåðíóâøèñü â èñõîäíóþ òî÷êó! Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî èñõîäíûé öèêë áûë óñòîé÷èâ íå â ìàëîì (òî åñòü èìåë êîíå÷íóþ îá-
ëàñòü ïðèòÿæåíèÿ), òî òðàåêòîðèè èçâíå ïðîäîëæàþò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê åãî
îêðåñòíîñòè. Òîãäà ïðè µ ≥ µ∗ íàéäåòñÿ íîâûé óñòîé÷èâûé ðåæèì Γ′ óäâî-
åííîãî ïåðèîäà.

Îïèñàííàÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â îä-
íîì èç �ñöåíàðèåâ� âîçíèêíîâåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, êîãäà êàæäûé èç
ðîäèâøèõñÿ öèêëîâ óäâîåííîãî ïåðèîäà â ñâîþ î÷åðåäü ïðåòåðïåâàåò òà-
êóþ æå áèôóðêàöèþ. Ïðè äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó óñòîé÷èâîñòü îáðåòàþò
ðåæèìû ñ ïåðèîäàìè 2T0, 4T0, 8T0, 16T0 . . . Íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå
µ = µcr ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèå ïåðèîäà â áåñêîíå÷íîñòü � ðîæäåíèå õà-
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îòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.

Ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè � áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ äâóìåðíîãî òîðà.

Åùå îäíà áèôóðêàöèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ � áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-
Õîïôà � èìååò ïðÿìîé àíàëîã äëÿ ñëó÷àÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â âèäå áè-
ôóðêàöèè Íåéìàðêà, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ â îòîáðàæåíèè Ïóàíêàðå, ïðåä-
ñòàâëÿþùåì ñîáîé îáðàç èñõîäíîé ñèñòåìû â âèäå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäíîé ñèñòåìû òàêîé áèôóðêàöèè
ñîîòâåòñòâóåò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðåäåëüíûì öèêëîì è ðîæäå-
íèå â åãî îêðåñòíîñòè äâóìåðíîãî òîðà.

Ïóñòü â òî÷êå áèôóðêàöèè µ = µ∗ ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ âûõîäèò íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü:

|ρ1| = |ρ2| = 1,

ρ1,2 = |ρ1,2|e±jω,

ω 6= 0,±π/2,±3π/4 . . . , (4.4)

ãäå ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ âûðîæäåíèé.
Óñëîâèþ (4.4) ñîîòâåòñòâóåò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöè-
åé ïîñëåäîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (ðèñ. 4.6). Íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ε
îò òî÷êè O íå ìåíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ, îäíàêî, êàæäàÿ íîâàÿ òî÷êà â ñå÷åíèè
S ëîæèòñÿ íà íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü L â ñå÷åíèè. L íàçûâàþò èíâàðè-
àíòíîé îêðóæíîñòüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå
íà L ïåðåõîäèò â òî÷êó, ëåæàùóþ íà L.

Îïðåäåëåíèå
�Ñîèçìåðèìîñòü ÷àñòîò� ω/2π = p/q ñ öåëûìè p è q íàçûâàåòñÿ
ðåçîíàíñîì ïîðÿäêà q. Ðåçîíàíñ íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì, åñëè åãî ïî-
ðÿäîê q ≤ 4. Âåëè÷èíà ω/2π íîñèò íàçâàíèå ÷èñëà âðàùåíèÿ
Ïóàíêàðå.

Â ñëó÷àå ðåçîíàíñà òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, ëåæàùàÿ íà L, ÷åðåç
q îáîðîòîâ ïåðåéäåò ñàìà â ñåáÿ � ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàìêíåòñÿ. Â ýòîé
ñèòóàöèè ãîâîðÿò î ðåçîíàíñíîì òîðå (ðèñ. 4.6,á).

Åñëè ñîîòíîøåíèå p/q èððàöèîíàëüíî, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè òðàåêòî-
ðèÿ âñþäó ïëîòíî çàïîëíèò ïîâåðõíîñòü �áóáëèêà�, íèêîãäà íå çàìûêàÿñü.
Òàêîé îáúåêò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷èë íàçâàíèå ýðãîäè÷åñêîãî òîðà
(ðèñ. 4.6,â).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êîíå÷íîì ïðåâûøåíèè ïàðàìåòðà µ íàä áèôóðêàöè-
îííûì çíà÷åíèåì µ∗ èíâàðèàíòíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â îòîáðàæåíèè Ïó-
àíêàðå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, à ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàíèÿ íå îáÿ-
çàòåëüíî ýêâèâàëåíòíà ïîâîðîòó. Îäíàêî, ïðè µ → µ∗ êðèâàÿ ñòðåìèòñÿ ê
ãëàäêîé, à ÷èñëî âðàùåíèÿ � ê ω/2π. Èíûìè ñëîâàìè, âñå ÷òî ãîâîðèëîñü
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Ðèñ. 4.6: Áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà. à � òðàåêòîðèÿ çàêðó-
÷èâàåòñÿ âîêðóã ïîòåðÿâøåãî óñòîé÷èâîñòü öèêëà (ïóíêòèð); á � ðåçîíàíñíûé òîð; â �
ýðãîäè÷åñêèé òîð (êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ).

âûøå î áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ äâóìåðíîãî òîðà òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî, ÷åì
áëèæå ñèñòåìà ê òî÷êå áèôóðêàöèè.

Ðîæäåíèå äâóìåðíîãî òîðà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ÿñíóþ ðàäèî-
ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Â òî âðåìÿ êàê ïðåäåëüíûé öèêë åñòü îáðàç
àâòîêîëåáàíèé, ìÿãêîå ðîæäåíèå èç íåãî äâóìåðíîãî òîðà îïèñûâàåò âîç-
íèêíîâåíèå áèåíèé, èëè àâòîìîäóëÿöèþ. Ïðè ýòîì íà ðèñ. 4.7 îñíîâíîé òîí
êîëåáàíèé ïåðèîäà T1 ñîîòíîñèòñÿ ñ äâèæåíèåì âäîëü ïîòåðÿâøåãî óñòîé-
÷èâîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà, à ìîäóëÿöèÿ ïåðèîäà T2 � ñ âðàùåíèåì íà
òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòè òîðà.

Íàêîíåö, êàê è â ñëó÷àå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà äëÿ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ, âîçìîæåí ñëó÷àé �æåñòêîé� áèôóðêàöèè, êîãäà â ìîìåíò ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè öèêëîì â íåãî �âëèïàåò� íåóñòîé÷èâûé äâóìåðíûé òîð.
Êàêèì áóäåò óñòîé÷èâûé ðåæèì ñèñòåìû çà òî÷êîé áèôóðêàöèè � çàâèñèò
â ýòîì ñëó÷àå îò ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû.

Áèôóðêàöèÿ ïîòåðè ñèììåòðèè.
Â ñèñòåìàõ ñ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè âîçìîæåí îñîáûé òèï

áèôóðêàöèè, êîãäà ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè µ = µ∗, ρ = +1 ïîòåðÿâøèé
óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíûé öèêë íå èñ÷åçàåò, à ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü
êàê ñåäëîâîé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè ïîòåðè ñèììåò-
ðèè. Â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû è òèïà
ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé áèôóðêàöèè ïåðåñòðîéêè â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìîãóò âûãëÿäåòü ïî-ðàçíîìó.
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Ðèñ. 4.7: Äâà âðåìåííûõ ìàñøòàáà êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

4.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñå÷åíèå Ïó-
àíêàðå Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå ïðåäåëüíîãî n-òàêòíîãî öèê-
ëà áóäåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà êðàòíîñòè n.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîèñêà è èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëü-
íîãî öèêëà ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó è èññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä Íüþòîíà, îïèñàííûé
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíîå îòëè÷èå � ýâîëþ-
öèþ ìàëîãî îòêëîíåíèÿ çà îäèí øàã â äàííîì ñëó÷àå íå ìîæåò îïèñûâàòü
ÿêîáèàí äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó îäèí øàã îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêà-
ðå ïî âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäó èññëåäóåìîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà è â
îáùåì ñëó÷àå ìíîãî áîëüøå âåëè÷èíû øàãà äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Íà-
ïîìíèì, ÷òî îïåðàòîðó (4.3), îïèñûâàþùåìó èçìåíåíèå ìàëîãî îòêëîíåíèÿ
îò ïðåäåëüíîãî öèêëà çà îäèí øàã îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóåò
ìàòðèöà ìîíîäðîìèè, à åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùèå óñòîé÷è-
âîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà, íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè. Ìàòðèöà ìîíî-
äðîìèè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ÷èñëåííî ïóòåì âíåñåíèÿ ìàëîãî îòêëîíåíèÿ
è îðòîãîíàëèçàöèè åãî èçìåíåíèÿ ÷åðåç âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó ïðåäåëüíîãî
öèêëà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ïðåäåëüíûé öèêë, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëå-
äóåò îïðåäåëèòü åãî ïåðèîä. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó îò
ìîìåíòà ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñ ñåêóùåé Ïóàíêàðå äî
n-ãî ïåðåñå÷åíèÿ, ãäå n � òàêòíîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà. Çàòåì, âíîñÿ ìà-
ëûå îòêëîíåíèÿ è îðòîãîíàëèçóÿ èõ èçìåíåíèÿ çà ïåðèîä, ñòðîèòñÿ ìàòðèöà
ìîíîäðîìèè. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ìîíîäðî-
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Ðèñ. 4.8: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ïðîöåññà ïîèñêà è àíàëèçà íà óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ
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ìèè äàåò âåëè÷èíû ìóëüòèïëèêàòîðîâ.
Ðåàëèçàöèÿ îïèñàííîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè íà ðèñ. 4.8.

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ åãî êîððåêòíîãî âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìî
çàäàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé êàê ìîæíî áëèæå ê ïðåäåëüíîìó öèêëó, èíà÷å
ìåòîä Íüþòîíà ìîæåò íå äàòü ñõîäèìîñòè.

4.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

1. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANONS ïðîíàáëþäàòü ïðåäåëü-
íûå öèêëû êðàòíîñòè 1, 2, 4 â ãåíåðàòîðå ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíî-
ñòüþ, ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ èõ ïåðèîäîâ è ìóëüòèïëèêàòîðîâ.

2. Èçìåíÿÿ çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðîíàáëþäàòü ñ ïîìî-
ùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANONS ýâîëþöèþ ìóëüòèïëèêàòîðîâ
ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïåðâîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Îáúÿñíèòü
ðåçóëüòàò.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) ×òî òàêîå ìóëüòèïëèêàòîð ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé?
2) Êàê îõàðàêòåðèçîâàòü óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà?
3) Â ÷åì ñîñòîèò ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà?
4) Êàê âû÷èñëèòü ÷èñëî âðàùåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ äâóìåðíîãî òîðà?
5) Â ÷åì ñîñòîèò áèôóðêàöèÿ ïîòåðè ñèììåòðèè?
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5 Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç êîëåáàíèé
êàê ìåòîä äèàãíîñòèêè ýâîëþöèè
êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ïðè ïåðåõîäå
ê õàîñó

5.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ìíîãèå ìîäåëè íåëèíåéíîé äèíàìèêè, íà÷èíàÿ ñ ïðîñòåéøèõ îòîáðà-
æåíèé è çàêàí÷èâàÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè, äåìîíñòðèðóþò ïåðåõîä
ê õàîñó ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Äàííûé
ïåðåõîä áûë äåòàëüíî èññëåäîâàí íà îñíîâå îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé Ì.
Ôåéãåíáàóìîì, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé áèôóðêàöèîííûé ìåõàíèçì âîç-
íèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ïîëó÷èë íàçâàíèå ñöåíàðèÿ Ôåéãåíáà-
óìà.

Â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì äàííîìó ñöåíàðèþ
ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííàÿ êà÷åñòâåííàÿ è êîëè÷åñòâåííàÿ ýâîëþ-
öèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Åå èçó÷åíèå ìîæåò ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëè÷íûìè ìå-
òîäàìè, âêëþ÷àÿ âèçóàëüíîå íàáëþäåíèå âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé è ôàçî-
âûõ ïðîåêöèé, èëè æå ðàñ÷åò ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Îäíàêî, ïî ìåðå óñëîæ-
íåíèÿ ãåîìåòðèè ïðåäåëüíîãî öèêëà, ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ çíà÷èòåëüíî
çàòðóäíÿåòñÿ. Â ýòèì óñëîâèÿõ, ïîëåçíî è ïîó÷èòåëüíî ïðèìåíåíèå ñïåê-
òðàëüíîãî ìåòîäà àíàëèçà, îñíîâàííîãî íà ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå è äàþ-
ùåãî íàãëÿäíóþ è îäíîçíà÷íóþ èíôîðìàöèþ î íàëè÷èè è îòíîñèòåëüíîé
àìïëèòóäå ñóáãàðìîíèê îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèÿ.

Â ðàìêàõ äàííîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû ñöåíàðèé Ôåéãåíáàóìà îïèñû-
âàåòñÿ íà ïðèìåðå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëî-
æåíèÿ ìàòåðèàëà. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü ðàáîòû âûïîëíÿåòñÿ íà ìîäåëÿõ ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ â ëîãèñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè

Íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî ñâîåé øèðîêîé èçâåñòíîñòüþ ëî-
ãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îáÿçàíî òîìó, ÷òî ïîñëóæèëî ïðèìåðîì äëÿ äå-
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ìîíñòðàöèè è èçó÷åíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ðåçóëü-
òàòå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ. Ïðè êàæäîé
òàêîé áèôóðêàöèè ïåðèîä âîçðàñòàåò âäâîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ¾óïîëîâèíè-
âàíèþ¿ ÷àñòîòû, ò.å. ïîÿâëåíèþ ñóáãàðìîíèêè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òàêóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé íàçûâàþò òàêæå ñóáãàðìîíè÷åñêèì êàñ-
êàäîì.

Ïðîâåäåì ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ ëîãèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

xn+1 = µxn(1− xn). (5.1)

Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ µ êðóòèçíà ïàðàáîëû ïëàâíî ðàñòåò. Âìåñòå ñ ýòèì
ìåíÿåòñÿ è óñòîé÷èâûé ðåæèì îòîáðàæåíèÿ. Èç ðèñ. 5.1 âèäíî, ÷òî
µ = 2.0 ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïåðèîäà 1. Äëÿ µ = 3.2 óñòîé÷è-
âûì ÿâëÿåòñÿ öèêë ïåðèîäà 2 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåòåðïåëà áèôóðêà-
öèþ óäâîåíèÿ. Îäíàêî äàëåå, ïðè áîëüøèõ µ, öèêë ïåðèîäà 2 òàêæå òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü, óñòóïàÿ öèêëó ïåðèîäà 4 (ðèñ. 5.1,á ), êîòîðûé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ñìåíÿåòñÿ öèêëîì ïåðèîäà 8, è ò.ä. Ïðè çíà÷åíèÿõ µ, áëèçêèõ ê 4,
òðàåêòîðèÿ ìîæåò âîîáùå íå çàìêíóòüñÿ â öèêë â òå÷åíèå ðàçóìíîãî âðå-
ìåíè íàáëþäåíèÿ.

Ïîïûòàåìñÿ ðàçîáðàòüñÿ, êàêîé ìåõàíèçì ëåæèò â îñíîâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ïåðèîäà öèêëîâ îòîáðàæåíèÿ (5.1)? Íåïîäâèæíàÿ òî÷-
êà ïåðèîäà 1 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì µx∗(1−x∗) = x∗. Ïîìèìî òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ x∗ = 0 (êîòîðîå íàñ ñåé÷àñ íå èíòåðåñóåò), ýòî äàåò

x∗ = 1− 1

µ
. (5.2)

Òî÷êà x∗ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, êîãäà íàêëîí êàñàòåëüíîé ê ôóíêöèè ïîñëå-
äîâàíèÿ â íåé ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì −1:

f ′(x∗) = µ− 2µx∗ = −1. (5.3)

Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò ïðè µ = 3.0. Â ýòîé òî÷êå äâàæäû
ïðèìåíåííîå îòîáðàæåíèå

f (2)(xn) = µ(µxn(1− xn))(1− µ2x2
n(1− x2

n)) (5.4)

ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ âèë, ïðè êîòîðîé èç ïîòåðÿâøåé óñòîé÷èâîñòü
x∗ ðîæäàþòñÿ äâå íîâûå óñòîé÷èâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè x1 è x2. Äëÿ èñ-
õîäíîãî îòîáðàæåíèÿ (5.1) îíè îáðàçóþò öèêë ïåðèîäà 2:

x∗1 −→ x∗2 −→ x∗1 −→ x∗2 −→ x∗1 −→ . . .

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè µ òî÷êè x∗1 è x∗2 îäíîâðåìåííî òåðÿþò óñòîé-
÷èâîñòü, êîãäà f (2)′(x∗1) è f (2)′(x∗2) â ñâîþ î÷åðåäü äîñòèãàþò çíà÷åíèÿ −1.
Èç ðèñ. 5.2 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ýòîìó ñîáûòèþ ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèÿ
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Ðèñ. 5.1: Èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ xn+1 = µxn(1−xn) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
µ âûÿâëÿþò ðàçëè÷íûå òèïû ïîâåäåíèÿ: à � ïðè µ = 2.9 íàáëþäàåòñÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà ïåðèîäà 2 (2-öèêë); á � ïðè µ = 3.4 íàáëþäàåòñÿ 4-öèêë; â � ïðè µ = 3.59
íàáëþäàåòñÿ 8-öèêë; ã � ïðè µ = 3.98 òðàåêòîðèÿ íå çàìûêàåòñÿ äàæå ïðè áîëüøîì
÷èñëå èòåðàöèé

âèë íåïîäâèæíîé òî÷êè äâàæäû ïðèìåíåííîãî îòîáðàæåíèÿ f (2), ò.å. f (4).
Ýòî îòîáðàæåíèå ïîñëå áèôóðêàöèè èìååò 4 íåïîäâèæíûõ òî÷êè, êîòîðûå
îáðàçóþò öèêë ïåðèîäà 4 îòîáðàæåíèÿ (5.1).

Ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàêëþ÷èòü, ÷òî îáíàðóæåí-
íûå íàìè öèêëû ðàçëè÷íîãî ïåðèîäà âîçíèêàþò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïî
ìåðå óâåëè÷åíèÿ µ êàæäîå èç 2n ðàç ïðèìåíåííûõ îòîáðàæåíèé îáðåòàåò
óñòîé÷èâóþ òî÷êó ïåðèîäà 1, à çàòåì ýòà òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè
äîñòèæåíèè óñëîâèÿ f (2n)′ = −1.

×òîáû óâèäåòü âåñü ïðîöåññ óñëîæíåíèÿ öèêëîâ îòîáðàæåíèÿ (5.1) ïî
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66 5. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç êîëåáàíèé

Ðèñ. 5.2: Ìåõàíèçì óñëîæíåíèÿ äèíàìèêè îòîáðàæåíèÿ xn+1 = µxn(1−xn) â îêðåñòíîñòè
áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà: à � â ãðàôèêå îäíîêðàòíî ïðèìåíåííîãî îòîáðàæåíèÿ
ïðè ïåðåõîäå îò µ = 2.9 ê µ = 3.1 íèêàêèõ êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé íå íàáëþäàåòñÿ; á �
äâóêðàòíî ïðèìåíåííîå îòîáðàæåíèå ïðè ïåðåõîäå îò îò µ = 2.9 ê µ = 3.1 ïðåòåðïåâàåò
ñóïåðêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ ïîòåðè ñèììåòðèè; â è ã � òîò æå ñöåíàðèé íàáëþäà-
åòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò µ = 3.445 ê µ = 3.450 äëÿ äâàæäû è ÷åòûðåæäû ïðèìåíåííîãî
îòîáðàæåíèÿ

ìåðå ðîñòà µ, ïîñòðîèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ áèôóðêàöèîííóþ äèà-
ãðàììó, ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè êîòîðîé îòëîæèì çíà÷åíèÿ µ, à ïî âåðòè-
êàëüíîé � çíà÷åíèÿ xn, ïðèíàäëåæàùèå óñòàíîâèâøåìóñÿ ðåæèìó (äëÿ ýòî-
ãî n äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì). Ãðàôèê, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 5.3,
íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò âåñü ïðîöåññ óâåëè÷åíèÿ ïåðèîäà öèêëîâ ñ ðîñòîì
µ.

Î÷åâèäíî, áèôóðêàöèîííûì òî÷êàì, ãäå ïðîèñõîäèò ñìåíà óñòîé÷èâîãî
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X
n
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Ðèñ. 5.3: Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. Âèäåí âåñü ïðîöåññ óñëîæ-
íåíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ.
µ1, µ2 è µ3 � òî÷êè ïåðâûõ òðåõ áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ

ðåæèìà, ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè âåòâëåíèÿ äèàãðàììû. Îöåíèì èõ ïîëîæåíèå
íà äèàãðàììå è îïðåäåëèì òåì ñàìûì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè öèêëîâ. Äëÿ
öèêëà ïåðèîäà 2, x∗1 è x∗2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

x∗2 = µx∗1(1− x∗1), (5.5)
x∗1 = µx∗2(1− x∗2),

÷òî äàåò

x∗1,2 = (1 + µ±
√

µ2 − 2µ− 3)/2µ. (5.6)

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ åñòü

f ′(x∗2) = µ(1− 2x∗2), (5.7)
f ′(x∗1) = µ(1− 2x∗1).

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ öèêëà ïåðèîäà 2 åñòü

|f ′(x∗1)f ′(x∗2)| = |µ2(1− 2x∗1)(1− 2x∗2)| < 1. (5.8)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.6) â (5.8), ïîëó÷èì:

3.0 < µ < 1 +
√

6 = 3.44949... ,

ïðè÷åì µ = 3.0 ñîîòâåòñòâóåò, êàê ìû âèäåëè âûøå, ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè
íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïåðèîäà 1 îòîáðàæåíèÿ (5.1), à çíà÷åíèå µ = 1 +

√
6

ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ öèêëà ïåðèîäà 2, ò.å. òî÷êå äèàãðàììû
µ2. Ïðèìåíåíèå àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðû ê öèêëàì áîëüøèõ ïåðèîäîâ äàåò
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µ1 = 3.0 µ5 = 3.568759 . . .

µ2 = 3.449490 . . . µ6 = 3.569692 . . .

µ3 = 3.544090 . . . µ7 = 3.569891 . . .

µ4 = 3.564407 . . . µ8 = 3.569934 . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó,
êîòîðûé îáîçíà÷èì êàê µ∞. Ïðåäïîëîæèâ ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð ñõî-
äèìîñòè µi, ìîæíî ïîïðîáîâàòü îöåíèòü åå ïàðàìåòðû, çàïèñàâ åå â âèäå

µ∞ − µk = c/δk, (5.9)

ãäå c è δ � ïîñòîÿííûå, ïî âåëè÷èíå áîëüøå åäèíèöû: c, δ = const > 1.
Òàê êàê íàïðÿìóþ ðàññ÷èòàòü µ∞ çàòðóäíèòåëüíî, âûðàçèì δ äëÿ êî-

íå÷íûõ k:

µ∞ − µk−1 = c/δk−1, (5.10)
µ∞ − µk = c/δk, (5.11)

µ∞ − µk+1 = c/δk+1. (5.12)

Âû÷òåì (5.11) èç (5.10) è (5.12) èç (5.11):
µk − µk−1

c
= δ1−k − δ−k, (5.13)

µk+1 − µk

c
= δ−k − δ−k−1. (5.14)

Ïîäåëèâ òåïåðü (5.13) íà (5.14) èìååì:

µk − µk−1

µk+1 − µk
=

δ1−k − δ−k

δ−k − δ−k−1 = δ. (5.15)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü δ èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà µk. Çíàÿ δ,
íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ c, à çàòåì è äëÿ µ∞. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
äàþò

δ = 4.669202 . . . , c = 2.637 . . . , µ∞ = 3.5699457....

Èòàê, íàì óäàëîñü êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü íàêîïëåíèå òî÷åê áè-
ôóðêàöèé µi ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó ñ ïîìîùüþ êîíñòàíò δ, c è µ∞.

Îäíàêî äèàãðàììà ðèñ. 5.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýâîëþöèÿ xn òàêæå ïîä÷è-
íÿåòñÿ íåêèì çàêîíîìåðíîñòÿì, îáðàçóÿ ñàìîïîäîáíóþ ñòðóêòóðó. Êàê ìû
óâèäèì íèæå, îíà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ äðóãîé êîíñòàíòû.

Âûøå ìû âûÿñíèëè, ÷òî áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ íàêàï-
ëèâàþòñÿ ê µ∞, îáðàçóÿ ñàìîïîäîáíóþ ñòðóêòóðó. Îäíàêî ïî âåðòèêàëü-
íîìó íàïðàâëåíèþ (ò.å. ïî çíà÷åíèÿì xn) äèàãðàììà ðèñ. 5.3 òàêæå äåìîí-
ñòðèðóåò ñàìîïîäîáíóþ ñòðóêòóðó. ×òîáû åå îõàðàêòåðèçîâàòü, ââåäåì â
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d3

d2

1
2

3

µ
µ

µ

X=0.5

d1

Ðèñ. 5.4: Ïðåîáðàçîâàíèå ìàñøòàáà äëÿ ñâåðõóñòîé÷èâûõ öèêëîâ (ñõåìàòè÷åñêè)

ðàññìîòðåíèå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µk, ñîîòâåòñòâóþùåå ñóïåðóñòîé÷èâûì
öèêëàì. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé 2k-öèêë îòîáðàæåíèÿ (5.1) ðîæäàåòñÿ ïðè
µk, èìåÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå +1, è òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè µk+1
ïî ìåðå äîñòèæåíèÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû −1. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè íåêîòîðîì µk < µk < µk+1 óñòîé÷èâîñòü 2k-öèêëà ìàêñèìàëüíà:

∣∣∣∣
dF 2k

(µk, xi)

dx

∣∣∣∣ =
2k−1∏
j=0

∣∣∣∣F ′(µk, xi)

∣∣∣∣ = 0, (5.16)

ãäå xi � ëþáàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ñóïåðöèêëó. Óñëîâèå (5.16) îçíà÷àåò,
÷òî õîòÿ áû îäíà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ñóïåðöèêëó, äîëæíà ëåæàòü íà
ýêñòðåìóìå f(µ, x), ãäå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ
(5.1) ýòî òî÷êà x ≡ 1

2 . Ïîìèìî òî÷êè x ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå îäíó òî÷-
êó ñóïåðöèêëà, x1, áëèæàéøóþ ê x. Ïåðåä òî÷êîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ
äëÿ µ ≤ µn íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïåðèîäà 1 áûëà óñòîé÷èâîé äëÿ îòîáðà-
æåíèÿ f 2k−1(µ, xn). Ïðè ïðîõîæäåíèè ïàðàìåòðîì çíà÷åíèÿ µn x0 òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü, ¾ðàñùåïëÿÿñü¿ íà 2 òî÷êè öèêëà ïåðèîäà 2. Ïðè äîñòèæå-
íèè ïàðàìåòðîì µ çíà÷åíèÿ µk îäíà èç ýòèõ òî÷åê ñòàíîâèòñÿ µ ≡ 1

2 , à
äðóãàÿ � x1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f 2k−1(µk, x) = x1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ýâîëþöèîíèðóåò ðàññòîÿíèå ìåæäó x è x1
ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïåðèîäà öèêëà: dk = f 2k−1(µk, x)− x. Âåëè÷èíû dk

ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.4.
Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ñäâèíåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ìàêñèìóìà

îòîáðàæåíèÿ (5.1) x = 1
2 . Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, ïîëîæèâ äëÿ íîâîé ïåðåìåí-

íîé g = x − 1
2 (äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè, áóäåì ïðîäîëæàòü èñïîëüçîâàòü òî

æå îáîçíà÷åíèå f() äëÿ ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ). Òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ dk

âûãëÿäèò òàê:
dk = f 2k−1(µk, 0). (5.17)
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Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà ðèñ. 5.4 dk ðàñïîëàãàþòñÿ ïîïåðåìåííî òî âûøå,
òî íèæå ëèíèè x = 0.5. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çíàêîïåðåìåííîñòè dk ñ ðîñòîì
k. Áîëåå òîãî, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ ïîñëå-
äóþùèõ òàêèõ îòðåçêîâ ñõîäèòñÿ ê êîíñòàíòå:

lim
k→∞

dk

dk+1
= −α = −2.50280... (5.18)

Èç (5.18) ñëåäóåò, ÷òî d1 ' (−α)dk+1 èëè ñ ó÷åòîì (5.17)

d1 = f(µ1, 0) ' lim
k→∞

(−α)kf 2k(µk+1, 0). (5.19)

Ñîîòíîøåíèå (5.19) ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè ìû ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ìàñ-
øòàáèðóåì çíà÷åíèå ìàêñèìóìà f 2k(µk+1), òî îíè ñîéäóòñÿ ê íåêîòîðîìó
ïðåäåëó ïðè óâåëè÷åíèè k. Äîáàâèì ê ýòîìó âàæíîìó ðåçóëüòàòó óæå îá-
ñóæäàâøèéñÿ íàìè ôàêò, ÷òî êàæäûé èç 2k-öèêëîâ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü
òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì, êàê è åãî ïðåäøåñòâåííèê, 2k−1-öèêë. Èç ýòîãî
ñëåäóåò ãåîìåòðè÷åñêîå ïîäîáèå fk−1 â îêðåñòíîñòè òåðÿþùåãî óñòîé÷è-
âîñòü öèêëà.

Íà ðèñ. 5.5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè f (21), f (22) è f (23) äëÿ çíà÷åíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñóïåðöèêëàì: µ1 = 3.24, µ2 = 3.50.., µ3 = 3.55... Ïðÿìî-
óãîëüíèêîì âûäåëåíà îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó ýêñòðåìóìà x = 0.5 è
áëèæàéøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ çíà-
÷åíèé n ãðàôèê íóæíî ïåðåâåðíóòü, î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå ôóíêöèé â
âûäåëåííûõ îáëàñòÿõ ïîäîáíî.

Âñå îáñóæäàâøèåñÿ âûøå çàêîíîìåðíîñòè íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî âåñü
êàñêàä áèôóðêàöèé â ëîãèñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ïîä÷èíÿåòñÿ íåêîòîðîìó
çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñøòàáîâ, ïî âñåé âèäèìîñòè, ñõîäÿñü ê êàêîìó-
òî óíèâåðñàëüíîìó âèäó òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðà-
öèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè òàêîé èäåè ïîïðîáóåì ïðîäåëàòü âû÷èñëåíèÿ, êîòî-
ðûå ïîçâîëèëè áû ïåðåíîðìèðîâàòü îòîáðàæåíèå ïîñëå îäíîé áèôóðêàöèè
óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Øàã 1. Ïåðåíîðìèðóåì îòîáðàæåíèå (5.1) òàê, ÷òîáû áèôóðêàöèÿ óäâî-
åíèÿ ïðîèñõîäèëà ïðè x = 0 è µ = 0. Ýòî îçíà÷àåò ñäâèã íà÷àëà êîîðäèíàò
â x∗ ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ z = x − x∗, à òàêæå èñïîëüçîâàíèå íîâîãî
ïàðàìåòðà ν = µ− 3. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x∗ = 1− 1

µ , ïîëó÷àåì

xn+1 −→ zn+1 + 1− 1

ν + 3
, (5.20)

µxn(1− xn) −→ (ν + 3)(zn + 1− 1

ν + 3
)(1− zn − 1 +

1

ν + 3
)

è íîâîå îòîáðàæåíèå f(ν, zn) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

zn+1 = −(ν + 1)zn − (ν + 3)z2
n. (5.21)
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Ðèñ. 5.5: Ìàñøòàáèðîâàíèå â ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ
ñâåðõóñòîé÷èâûõ öèêëîâ: à � f (21)() ïðè µ = 3.24 . . .; á � f (22)() ïðè µ = 3.50 . . .; â �
f (23)() ïðè µ = 3.55 . . .
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Øàã 2. Íàéäåì òî÷êè öèêëà ïåðèîäà 2 äëÿ îòîáðàæåíèÿ f(ν, zn), èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, íåïîäâèæíûå òî÷êè ïåðèîäà 1 äëÿ f (2)(ν, zn). Âûáåðåì èç
ïàðû òî÷åê ïîëîæèòåëüíóþ, ò.å. òó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò x1 â ðàññóæäåíèÿõ
âûøå:

z∗1 = (
√

ν2 + 4ν − ν)/2(ν + 3). (5.22)

Øàã 3. Ñäâèíåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó z∗1, äëÿ ÷åãî ââåäåì î÷å-
ðåäíóþ çàìåíó z̃ = z− z∗1 è ìîäèôèöèðóåì ôóíêöèþ ïîñëåäîâàíèÿ òàê,
÷òîáû z̃ = 0 áûëà íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Íîâàÿ ôóíêöèÿ f(ν, z̃) =
= f (2)(ν, z)− z1, ãäå z = z̃ + z∗1, à z∗1 äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.22).

Øàã 4. Ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòà íîâàÿ ôóíêöèÿ ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(ν, z̃) = c1z̃ + c2z̃
2 + ...,

èëè

z̃n+1 = c1z̃n + c2z̃
2
n + ...,

ãäå c1 è c2 � ôóíêöèè òîëüêî ν.

Øàã 5. Ïåðåíîðìèðóåì ïåðåìåííóþ îòîáðàæåíèÿ z = az̃ òàê, ÷òî

zn+1 = c1zn +
c2

a
z2

n + ... (5.23)

Øàã 6. Òåïåðü ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñîîòíîøåíèå (5.23) èìåëî â òî÷íîñòè
òó æå ôîðìó, ÷òî è (5.21) ñ öåëüþ îïðåäåëèòü íîâûé ïàðàìåòð ν :

c1 = −(ν + 1), (5.24)
c2

a
= −(ν + 3).

Ðåøàÿ âûøåïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ν è a (âûðàæàÿ èõ ÷åðåç
ν), ïîëó÷èì:

ν = ν2 + 4ν − 2, (5.25)

a =
ν3 + 7ν2 + 3

√
ν2 + 4ν(ν + 3) + 12ν

ν2 + 4ν + 1
. (5.26)

Òåïåðü, ïîëó÷èâ îòîáðàæåíèå â òîé æå ôîðìå, íî äëÿ íîâîé êîîðäèíàòû z è
íîâîãî ïàðàìåòðà ν, ìîæíî ïîâòîðèòü âåñü ïðîöåññ ðåíîðìàëèçàöèè ñíà÷à-
ëà. Î÷åâèäíî, (â ñèëó èçâåñòíûõ íàì ñâîéñòâ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ)
âåñü ïðîöåññ ñîéäåòñÿ ê íåêîòîðûì ν∞ è a∞. Èõ ìîæíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ
(5.25): ν∞ = ν2

∞ + 4ν∞ − 2. Ðåøåíèå äàåò ν∞ = 0.5615528..., ÷òî ñ ó÷åòîì
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èñïîëüçîâàííîãî íàìè ñäâèãà íà 3.0 ñîîòâåòñòâóåò µ∞ = 3.5615528... è ÷òî
óäèâèòåëüíî áëèçêî ê óæå ïîëó÷åííîé íàìè îöåíêå.

Èòàê, ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïðîñòàÿ (õîòÿ è íåñêîëüêî
ãðîìîçäêàÿ) ïðîöåäóðà ðåíîðìàëèçàöèè, îñíîâàííàÿ íà èäåå ïîäîáèÿ âñåõ
áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ðÿäà óíèâåðñàëüíûõ
êîíñòàíò. Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ïîäîáíûå ñâîéñòâà ñëåäóþò èç ñàìîãî ïðî-
öåññà ìíîãîêðàòíîé êîìïîçèöèè ôóíêöèé è, ïî ñóòè, ïðåäïîëàãàþò ñóùå-
ñòâîâàíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè, êîìïîçèöèÿ êîòîðîé ñ ñàìîé ñîáîé âîñïðî-
èçâîäèò ïðè ïðàâèëüíîì ìàñøòàáèðîâàíèè åå æå.

Îòíîñèòåëüíî êàñêàäà óäâîåíèÿ òàêèå óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà áûëè
ïîäìå÷åíû Ôåéãåíáàóìîì. ×òî îñîáåííî âàæíî, âñå óïîìèíàåìûå êîíñòàí-
òû íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî âèäà îòîáðàæåíèÿ. Èìååò çíà÷åíèå ëèøü õà-
ðàêòåð ìàêñèìóìà � îí äîëæåí áûòü êâàäðàòè÷íûì. Ñâîéñòâà óíèâåðñàëü-
íîñòè èçó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåíîðìãðóïïû, êîòîðûé ôîðìàëèçóåò
ïðîöåäóðû, ïîäîáíûå ïðîäåëàííîé íàìè äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ,
è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü èñêîìûå óíèâåðñàëüíûå ôóíêöèè.

Áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ïîòîêîâûõ ñèñòåìàõ

Ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðåäåëü-
íîãî öèêëà íàáëþäàåòñÿ âî ìíîãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì. Ýòîò ïåðåõîä äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç. Âèçóàëü-
íî ìû ôèêñèðóåì áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ, åñëè ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùå-
ãî ïàðàìåòðà ïåðèîä êîëåáàíèé óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ñòàíîâèòñÿ
âäâîå áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé T0 äî òî÷êè áèôóðêàöèè
� âîçíèêàåò ðåæèì êîëåáàíèé óäâîåííîãî ïåðèîäà 2T0 (ðèñ. 5.6).

Åñëè è äàëüøå ïðîäîëæàòü ìåíÿòü ïàðàìåòð, òî áèôóðêàöèþ óäâîå-
íèÿ áóäåò ïðåòåðïåâàòü ðåæèì 2T0, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàáëþäàþòñÿ êîëå-
áàíèÿ ñ ïåðèîäîì 4T0. Äàëüíåéøèé ðîñò ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
ðåæèìîâ 8T0, 16T0, . . . Ïðîèñõîäèò êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà,
ïðèâîäÿùèé ê õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó êîëåáàíèé. Äàííûé ñöåíàðèé âîçíèê-
íîâåíèÿ õàîñà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ ñèñòåì, äåìîíñòðèðóþùèõ áè-
ôóðêàöèè óäâîåíèÿ, è íàáëþäàåòñÿ âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Óíèâåðñàëüíîñòü åãî ñîñòîèò â îáùèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ è â âîçìîæíîñòè
ïðîãíîçèðîâàòü áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç αk çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå k-é áèôóð-
êàöèè óäâîåíèÿ, òî äëÿ âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äåìîíñòðèðóþùèõ äàí-
íûé ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê õàîñó, ñóùåñòâóåò ñõîäèìîñòü ê êîíå÷íîìó ïðå-
äåëó δ = 4.669202..., êàê è äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ âûøå.
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Ðèñ. 5.6: Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì T0 (à,á) è ïåðèîäîì 2T0 (â,ã) â äèíàìèêå
ãåíåðàòîðà ×óà.

Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà êîëåáàíèé ïðè êàñêàäå áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ

Èçìåíåíèÿ ðåæèìîâ àâòîêîëåáàíèé, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ óäâîåíèÿõ ïåðèîäà, ìîæíî ëåãêî çàôèêñèðîâàòü â õîäå ñïåê-
òðàëüíîãî àíàëèçà, ïîçâîëÿþùåãî îõàðàêòåðèçîâàòü ÷àñòîòíûé ñîñòàâ èñ-
ñëåäóåìîãî ïðîöåññà. Ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé äàííîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðè ýòîì, ýâîëþöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ îòîá-
ðàæàåòñÿ â âèäå îáîãàùåíèÿ ñïåêòðà ñóáãàðìîíèêàìè îñíîâíîãî òîíà êî-
ëåáàíèé. Â ðåçóëüòàòå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ñòðóêòóðû è ïóòåé âîçíèê-
íîâåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáñóæäàâøèìñÿ âûøå
ñâîéñòâàì ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè è ñêåéëèíãà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæè-
ìîâ ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííûé íàáîð ÷àñòîò è àìïëèòóä ñóáãàð-
ìîíèê â ñïåêòðå ìîùíîñòè. À èìåííî, êàæäîé î÷åðåäíîé áèôóðêàöèè óäâî-
åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèå ñóáãàðìîíèêè íà ÷àñòîòå, ñîîòâåòñòâóþùåé
óäâîåííîìó ïåðèîäó ïîòåðÿâøåãî óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïî ìå-
ðå óäàëåíèÿ îò òî÷êè áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ, àìïëèòóäà ñóáãàðìîíèêè ðàñ-
òåò. Ïðè ýòîì, ê ìîìåíòó êàæäîé ïîñëåäóþùèé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ, àì-
ïëèòóäà êàæäîé ïîñëåäóþùåé ñóáãàðìîíèêè íà 13 äÁ ìåíüøå, ÷åì ïðåäû-
äóùåé. Ìîìåíòó âîçíèêíîâåíèÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé òåîðåòè÷åñêè
ñîîòâåòñòâóåò ëèíåé÷àòûé ñïåêòð ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ñïåêòðàëü-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ, ðàñïîëîæåííûõ íà áåñêîíå÷íî ìàëîì ðàññòîÿíèè.
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5.2 Òåîðèÿ ìåòîäà

Êàê èçâåñòíî, ëþáîé ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë x(t), ò.å. ñèãíàë, äëÿ êî-
òîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x(t + T0) = x(t), ãäå T0 - ïåðèîä, ìîæíî
ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

x(t) =
∞∑

k=−∞
Ck(kω0)e

jkω0t,

ãäå ω0 = 2π/T0 � áàçîâàÿ ÷àñòîòà â ñïåêòðå, Ck(kω0) íàçûâàþò ñïåêòðàëü-
íîé àìïëèòóäîé, èëè ïðîñòî ñïåêòðîì ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà x(t). Ñïåêòð
ëþáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è ýêâèäèñòàíòíûì,
òàê êàê êîýôôèöèåíòû Ck îïðåäåëåíû òîëüêî íà áàçîâîé ÷àñòîòå ω0 è íà
÷àñòîòàõ, êðàòíûõ áàçîâîé ÷àñòîòå: kω0, k = 1, 2, 3, . . .

Åñëè x(t) � íåïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë (ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíî-
ãî èëè äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîöåññà X(t)), òî îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íåïåðèîäè÷åñêîãî ïðî-
öåññà èìååò âèä:

F (f) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−j2πftdt,

ãäå F (f) íàçûâàþò ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé. Ïåðåìåííàÿ t, êàê ïðàâèëî,
èçìåðÿåòñÿ â ñåêóíäàõ, à f � â ãåðöàõ. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò ñïåêòðàëü-
íóþ ôóíêöèþ F (ω), ãäå ω = 2πf .

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñóùåñòâóåò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àáñîëþò-
íîé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè x(t):

∫ ∞

−∞
x2(t)dt < ∞.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

x(t) =

∫ ∞

−∞
F (f)ej2πftdf.

Îòìåòèì îäíî î÷åíü âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Äëÿ ðåàëèçàöèé ñòàöèîíàð-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó
íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè. (À ýòî óñëîâèå íå
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé îòëè÷íîé îò íóëÿ ðåàëèçàöèè ñòàöèîíàð-
íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà!) Íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóå-
ìîñòè íà ïðàêòèêå îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè ïðèâåäåò ê
áîëüøèì îøèáêàì. Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà îñîáåííîñòåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t) â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ïîëüçóþòñÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêîé � ôóíêöè-
åé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè èëè ñïåêòðîì ìîùíîñòè S(f).
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Îòëè÷èå F (f) è S(f) â òîì, ÷òî F (f) îïðåäåëÿåò àìïëèòóäíûé ñïåêòð, à
S(f) � ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå ôóíê-
öèè S(f), ðàññìîòðèì íå âñþ áåñêîíå÷íî äëèííóþ ðåàëèçàöèþ x(t), à åå
ôðàãìåíò äëèòåëüíîñòè T , òî åñòü ôóíêöèþ:

xT (t) =

{
x(t), | t |≤ T/2
0, | t |> T/2

Îíà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî èç áåñêîíå÷íîãî âî âðåìåíè ïðîöåññà �âûðå-
çàåòñÿ� íåêîòîðàÿ ÷àñòü. Ôóíêöèÿ xT (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ àáñîëþò-
íîé èíòåãðèðóåìîñòè, è äëÿ íåå ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

FT (f) =

∫ T/2

−T/2
x(t)e−j2πftdt,

xT (t) =

∫ ∞

−∞
FT (f)ej2πftdf.

Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ FT (f) õàðàêòåðèçóåò ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êî-
íå÷íîãî îòðåçêà êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. ×òîáû îõà-
ðàêòåðèçîâàòü èñõîäíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê
ïðåäåëó T → ∞. Ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äëÿ ôóíêöèè FT (f) îñóùå-
ñòâèòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå îïðåäåëåíî â ýòîì ïðå-
äåëå (èç-çà íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ ôóíê-
öèè x(t)). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðåõîä ê ïðåäåëó T → ∞ âîçìîæåí, åñëè
ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó | FT (f) |2 /T âìåñòî FT (f).

Öåëüþ àíàëèçà ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå õàðàêòåðè-
ñòèê ïðîöåññà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ñèãíàë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òà èëè
èíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äîëæíà îòðàæàòü ñâîéñòâà íå îòäåëüíî âçÿòîé ðåàëè-
çàöèè, à âñåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
(ïóñòü äàæå ãèïîòåòè÷åñêîãî). Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ëþáîé õàðàêòåðèñòè-
êè äîëæíî âêëþ÷àòü îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ ïî àíñàìáëþ çíà÷åíèé
(è ëèøü äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìû ìîæåì çàìåíÿòü óñðåäíåíèå ïî àí-
ñàìáëþ óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè).

Ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (èëè ñïåêòð ìîùíîñòè) ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà X(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(f) = lim
T→∞

| FT (f) |2
T

,

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé.
Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ìîùíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå îò
êâàäðàòà ìîäóëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óñå÷åííîé ðåàëèçàöèè.

Íà ïðàêòèêå, âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðîâîäÿò ïî îäíîé ðåàëèçà-
öèè, çàìåíÿÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ óñðåäíåíèåì ïî ðàçëè÷íûì ó÷àñòêàì
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Ðèñ. 5.7: Ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå çàâèñèò îò äëèíû ïåðèîäîãðàììû m.

ðåàëèçàöèè (ìåòîä ïåðèîäîãðàìì)1. Èíûìè ñëîâàìè, âðåìåííîé ðÿä ðàçáè-
âàåòñÿ íà ó÷àñòêè (íåïåðåêðûâàþùèåñÿ ëèáî ïåðåêðûâàþùèåñÿ), äëÿ êàæ-
äîãî èç íèõ âû÷èñëÿåòñÿ êâàäðàò Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàòåì ðåçóëüòàòû
óñðåäíÿþòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé S(f) îáû÷íî
ðàññìàòðèâàþò õîòÿ áû 8-10 ïåðèîäîãðàìì.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñ÷åò ñïåêòðà ìîùíîñòè íà ïðàêòèêå ïîäðàçóìåâàåò ïî-
èñê êîìïðîìèññà ìåæäó äëèíîé ïåðèîäîãðàììû (÷åì îíà áîëüøå, òåì ëó÷-
øå ñïåêòðàëüíîå ðàçðåøåíèå) è ÷èñëîì ñåãìåíòîâ (ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷å-
ñòâà ïåðèîäîãðàìì ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ áîëåå ãëàäêèì èç-çà ëó÷øåãî óñðåä-
íåíèÿ � ýòî îñîáåííî âàæíî äëÿ çàøóìëåííûõ äàííûõ). Òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû êà÷åñòâåííî ïîñ÷èòàòü ñïåêòð ìîùíîñòè, öåëåñîîáðàçíî ñîïîñòàâèòü
ðåçóëüòàòû ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñ÷åòà è âûáðàòü îïòèìàëüíûé (ñì.,
íàïðèìåð, ðèñ. 5.7).

Ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ñì. ðèñ. 5.8,à) ñîäåðæèò îñíîâíóþ
èëè áàçîâóþ ÷àñòîòó ω0 = 2π/T0 è åå ãàðìîíèêè kω0. Áèôóðêàöèÿ óäâîå-
íèÿ ïåðèîäà ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì ñóáãàðìîíèê ïîëîâèííîé ÷àñòîòû
nω0/2 (ðèñ. 5.8,á); èõ àìïëèòóäû ðàñòóò ïðè óäàëåíèè îò òî÷êè áèôóð-
êàöèè è äîñòèãàþò íàñûùåíèÿ ê ìîìåíòó ñëåäóþùåé áèôóðêàöèè óäâîå-
íèÿ. Ó÷åòâåðåíèå ïåðèîäà ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì ñïåêòðàëüíûõ êîì-
ïîíåíò nω0/4 (ðèñ. 5.8,â), è àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà ïîâòîðÿåòñÿ ïðè ïîñëå-
äóþùèõ áèôóðêàöèÿõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 5.9 èçîáðàæåíû èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ïðîèñ-
õîäÿò â ïðîöåññå ïåðåõîäà ê õàîñó ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ ïåðèîäà â ãåíåðàòîðå ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ (ãåíåðàòîðå
Àíèùåíêî-Àñòàõîâà). Õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, âîçíèêàþùèé íà áàçå êàñ-

1Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì ìû èìååì äåëî íå ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âðåìåíè x(t), à ñ âðåìåííûì
ðÿäîì x(i), è âñå èíòåãðàëû â ðàíåå çàïèñàííûõ ôîðìóëàõ çàìåíÿþòñÿ ñóììàìè.
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à á

â ã

Ðèñ. 5.8: Ñïåêòðû ìîùíîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé: à � ïåðèîäà T0, á � 2T0, â � 4T0

è ã � ñïåêòð ìîùíîñòè õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

êàäà óäâîåíèé, íàñëåäóåò õàðàêòåðíûå ÷åðòû ìåõàíèçìà ïåðåõîäà ê õàîñó.

5.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåé
ôîðìå:

Xk =
N−1∑
n=0

xne
−j2πkn

N (5.27)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðîâ ìîùíîñòè âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé â ïðîãðàìì-
íîì êîìïëåêñå ANONS ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå. Àëãîðèòì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � ýòî îïòèìèçèðîâàííûé
ïî ñêîðîñòè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äâóõ ïóíêòàõ:

1. Íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü ñóììó (5.27) èç N ñëàãàåìûõ íà äâå ñóììû
ïî N/2 ñëàãàåìûõ è âû÷èñëèòü èõ ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êàæäîé èç ïîäñóìì íàäî èõ òîæå ðàçäåëèòü íà äâå è ò.ä.
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Ðèñ. 5.9: Ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñêàä â ãåíåðàòîðå ñ èíåðöèîííîé
íåëèíåéíîñòüþ: ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, âðåìåííûå çàâèñèìîñòè îäíîé èç êî-
îðäèíàò ñîñòîÿíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåêòðû ìîùíîñòè äëÿ öèêëîâ T0, 2T0, 4T0 è
õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.
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2. Íåîáõîäèìî ïîâòîðíî èñïîëüçîâàòü óæå âû÷èñëåííûå ñëàãàåìûå.
Â ñèëó ñïåöèôèêè àëãîðèòìà ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü òîëüêî N , ÿâëÿþùè-
åñÿ ñòåïåíÿìè 2.

Îïðåäåëèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
{
x[even]

}
è

{
x[odd]

}
÷åðåç ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {x} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x[even]n = x2n, x[odd]n = x2n+1, n = 0, 1, ...,
N

2
− 1. (5.28)

Ïóñòü ê ýòèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïðèìåíåíû äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû â âèäå äâóõ íîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé{
X[even]

}
è

{
X[odd]

}
ïî N/2 ýëåìåíòîâ â êàæäîé. Òîãäà ýëåìåíòû ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {X} ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé{
X[even]

}
è

{
X[odd]

}
ïî ôîðìóëå

Xk = X[even]k + W k
NX[odd]k, k = 0, 1, ..., N

2 − 1,

Xk = X[even]k−N
2
−W

k−N
2

N X[odd]k−N
2
, k = N

2 , ..., N − 1,
(5.29)

ãäå
W k

N = e
−j2πk

N (5.30)
íàçûâàåòñÿ ïîâîðà÷èâàþùèì ìíîæèòåëåì.

Ôîðìóëà (5.29) ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî óìíîæåíèé âäâîå (íå ñ÷è-
òàÿ óìíîæåíèé ïðè âû÷èñëåíèè X[even]k è X[odd]k) åñëè âû÷èñëÿòü Xk íå
ïîñëåäîâàòåëüíî îò 0 äî N − 1, à ïîïàðíî: Xk è XN

2 +k ïî ôîðìóëàì:

Xk = X[even]k + W k
NX[odd]k,

XN
2 +k = X[even]k −W k

NX[odd]k,

k = 0, 1, ..., N
2 − 1.

(5.31)

Ïóñòü èìååòñÿ N = 2T ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x} è íàäî ïî-
ëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {X}. Ïðåæäå âñåãî, íàì ïðèäåòñÿ ðàçäåëèòü
{x} íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ýëåìåíòû ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè íîìå-
ðàìè. Çàòåì òî÷íî òàê æå ïîñòóïèòü ñ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. Ýòîò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, êîãäà îñòàíóòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíîé ïî 2 ýëåìåíòà. Ïðèìåð äëÿ N = 16 èçîáðàæåí
íà ðèñ. 5.10. Ïîñëå òàêîé ñîðòèðîâêè, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (5.31), ñòðî-
èòñÿ Ôóðüå-îáðàç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé,
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 5.10.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðîèçâîäèòñÿ íîðìèðîâêà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè X{N}.

5.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Óïðàæíåíèå 1
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Ðèñ. 5.10: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè ìåòîäîì áûñòðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
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Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ gen_aa, rossler
èëè lorenz (ïî óêàçàíèþ ïðåïîäàâàòåëÿ)èç êàòàëîãàmodels. Èçìåíÿÿ óïðàâ-
ëÿþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, íàéäèòå èõ èíòåðâàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðå-
õîäó îò ðåæèìà êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ÷åðåç äëèííîïåðèîäè÷å-
ñêèå öèêëû (êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà) ê äåòåðìèíèðîâàííîìó
õàîñó. Îïðåäåëèòå áàçîâóþ ÷àñòîòó (îñíîâíîé òîí) êîëåáàíèé è â äàëüíåé-
øåì ñêîíöåíòðèðóéòåñü íà èññëåäîâàíèè îáðàñòè ÷àñòîò îò íóëÿ äî áàçîâîé
÷àñòîòû. Â íàéäåííîì ðàíåå èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, èññëåäóéòå
ýâîëþöèþ ñòðóêòóðû ñïåêòðà ìîùíîñòè, îòñëåæèâàÿ èçìåíåíèÿ â ÷àñòîò-
íîì ñîñòàâå ñóáãàðìîíèê îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèÿ è èõ àìïëèòóäû.

Óïðàæíåíèå 2
Â ïðîäîëæåíèå çàäàíèÿ Óïðàæíåíèÿ 1, èññëåäóéòå õàðàêòåð ýâîëþöèè

ñïåêòðà ìîùíîñòè â îáëàñòè âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ õàîòè÷åñêîãî àò-
òðàêòîðà, äî ïðåâðàùåíèÿ åãî â îäíîëåíòî÷íûé.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) Ïî÷åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà íàçûâàåòñÿ ñóáãàðìî-

íè÷åñêèì êàñêàäîì?
2) Êàê îïðåäåëèòü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè ïåðèîäà 1

äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ?
3) Â ÷åì ñîñòîèò óíèâåðñàëüíîñòü ñöåíàðèÿ Ôåéãåíáàóìà?
4) Êàê ïðåäñêàçàòü ïîñëåäóþùèå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, çíàÿ çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèëè ïðåäûäóùèå áèôóðêàöèè?
5) Êàêèì îáðàçîì ìîæíî ñóäèòü î áèôóðêàöèÿõ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïî ñïåêòðó ìîù-

íîñòè?
6) ×òî òàêîå ïðîöåäóðà ðåíîðìàëèçàöèè?
7) Ïî÷åìó äëÿ àíàëèçà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòð ìîùíîñòè, à íå

àìïëèòóäíûé ñïåêòð?
8) Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè?
9) Èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé âûáèðàþòñÿ äëèíà ïåðèîäîãðàììû è ÷èñëî ñåãìåíòîâ?
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6 Äèàãíîñòèêà ðåæèìà äèíàìè÷åñêîãî
õàîñà ñ ïîìîùüþ ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé

6.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äëÿ ðåæèìà äèíàìè÷åñêîãî õàîñà õàðàêòåðíî íàëè÷èå ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè ñèñòåìû ê âûáîðó íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé-
÷èâîñòè òðàåêòîðèé. Êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ýèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ íàáîð
âåëè÷èí, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëÿïóíîâñêèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïî-
êàçàòåëÿìè. Ïîïðîáóåì îöåíèâàòü óñòîé÷èâîñòü ê ñëàáîìó âîçìóùåíèþ
ïðîèçâîëüíîé, âûáðàííîé íàìè òðàåêòîðèè x0(t). Äëÿ ýòîãî â ìîìåíò âðå-
ìåíè t0 = 0 ââåäåì âîçìóùåíèå σ0, ïåðåéäÿ òåì ñàìûì íà íåêóþ òðàåê-
òîðèþ x(t). Íàáëþäàÿ çàòåì çà ïîâåäåíèåì âî âðåìåíè ðàçíîñòè σ(t) =
x(t) − x0(t), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè (åñëè σ(t) íå íàðàñ-
òàåò) èëè î íåóñòîé÷èâîñòè îïîðíîé òðàåêòîðèè x0(t). Èíòåðåñóÿñü ìàëîé
îêðåñòíîñòüþ x0(t) , èìåþò äåëî ñ ëèíåàðèçàöèåé èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå çàòóõàíèå (ëèáî íàðàñòàíèå) âîçìóùåíèÿ íîñèò
ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èìååò ñìûñë ñðàâíèâàòü èç-
ìåíåíèå âîçìóùåíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé.

Íàêîíåö, ïðåäñòàâëÿÿ èñõîäíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â âåêòîðíîé ôîð-
ìå (3.2) è çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óñòîé-
÷èâîñòü òðàåêòîðèè â ïðîåêöèÿõ íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà:

ẏ = A(t)y. (6.1)

Çäåñü A(t)� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (òèïà (3.10)) ñ ýëåìåíòàìè

ai,j(t) = (∂Fi

∂xj
) |

xi=x0
i (t)

, i, j = 1, 2, . . . , N. (6.2)

Óðàâíåíèå (6.1) èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé, ñîñòàâëåííóþ
èç N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé yi(t), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì
ñîáñòâåííûì âåêòîðàì.
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Îïðåäåëåíèå
Ëÿïóíîâñêèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè íàçûâàåòñÿ
ñîâîêóïíîñòü n âåëè÷èí

λi = lim
t→∞

(
1

t
ln ‖ yi(t) ‖), i = . . . n, (6.3)

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò âåðõíèé ïðåäåë, à ‖ o ‖ � íîðìà.

Ñïåêòðîì ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (ñïåê-
òðîì ËÕÏ) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïî óáûâàíèþ ñîâîêóïíîñòü
âåëè÷èí λ1 ≤ λ2 ≤ λ3... ≤ λn. Íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ ïîêàçà-
òåëü íàçûâàþò ñòàðøèì. Òàêèõ ïîêàçàòåëåé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.

Ñèãíàòóðà ñïåêòðà ËÕÏ n�ìåðíîé ñèñòåìû åñòü óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, îòðàæàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çíàêîâ ïîêàçàòåëåé ñïåêòðà ËÕÏ. Ïðè ýòîì íóëåâîìó çíà-
÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ îòâå÷àåò ñèìâîë "0".
Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ïîíÿòèå ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïî-

êàçàòåëåé (ËÕÏ) ðåàëèçóåò íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä ê âîïðîñó îá óñòîé-
÷èâîñòè äâèæåíèÿ, à èìåííî, îíè ïîêàçûâàþò, êàê âåäåò ñåáÿ âîçìóùåíèå
ïðîèçâîëüíîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Çàòóõàíèþ âî âðåìåíè âîçìóùåíèÿ ïî
êàêîìó-ëèáî èç íàïðàâëåíèé (ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû) ñîîòâåòñòâó-
åò îòðèöàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîêàçàòåëÿ λi < 0. ×èñëî ïîëîæè-
òåëüíûõ ýêñïîíåíò â ñïåêòðå ËÕÏ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì íåóñòîé÷è-
âûõ íàïðàâëåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, âñòðîåííûõ â õàîòè÷åñêèé àòòðàê-
òîð. Â ðàìêàõ äàííîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû ìû â îñíîâíîì áóäåì âåñòè
ðå÷ü î äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ îäíèì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿ-
ïóíîâà λ1.

Ïðè âû÷èñëåíèè λ1 äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ¾òèïè÷íîñòè¿ ôàçîâîé
òðàåêòîðèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ÄÑ ïðè âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ïîêàçàòåëÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå
âðåìåíè T , ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ λ1, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî T → ∞. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà äèñêðåòíûå ìîäåëè
äåìîíñòðèðóþò î÷åíü äëèòåëüíûå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû (äî 1500000 èòåðà-
öèé äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ ¾õàîòè÷åñêîé¿, ïîñëå ÷åãî ñìåíÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé).
Ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ýòî ñîîòâåòñòâóåò òî-
ìó, ÷òî âåëè÷èíà λ1 â òå÷åíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ è òîëüêî íà î÷åíü äëèòåëüíûõ âðåìåíàõ ñïàäà-
åò äî íóëÿ. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ïîâåäåíèå òèïè÷íîé ôàçîâîé òðàåê-
òîðèè, èíîãäà èñïîëüçóþò ïîíÿòèå ¾ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé íà êîíå÷íîì
âðåìåíè¿ (�nite time Lyapunov exponents), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



6.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ 85

ðàçáåãàíèÿ èëè ñæàòèÿ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì â òå÷åíèå êîíå÷íîãî
âðåìåííîãî èíòåðâàëà T .

Ëþáàÿ ïîòîêîâàÿ ÄÑ, åñëè åå ðåøåíèå îòëè÷íî îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëåâîé ïîêàçàòåëü, õàðàêòåðèçóþùèé ïðàê-
òè÷åñêè íå ìåíÿþùóþñÿ âåëè÷èíó îñè ýëëèïñîèäà, êàñàòåëüíîé ê ïîòîêó.
Îñè, ðàçìåð êîòîðûõ áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ (óìåíüøàòüñÿ), ñîîòâåòñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì) ïîêàçàòåëÿì. Ñèãíàòóðû ñïåêòðà ËÕÏ
ðàçëè÷íûõ àòòðàêòîðîâ â òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå
6.1.

òèï àòòðàêòîðà çíàêè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (�, �, �)
ïðåäåëüíûé öèêë (0, �, �)
äâóìåðíûé òîð (0, 0, �)

ñòðàííûé àòòðàêòîð (+, 0, �)
Òàáëèöà 6.1. Çíàêè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðàçëè÷íûõ àòòðàêòîðîâ.

Èçó÷àÿ äèíàìèêó ñèñòåì ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïî
âåëè÷èíå ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ ìîæíî ñóäèòü î ïåðåõîäå îò ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåæèìîâ êîëåáàíèé ê õàîòè÷åñêèì, î ñóùåñòâîâàíèè �îêîí ïåðèîäè÷íîñòè�
âíóòðè îáëàñòè äèíàìè÷åñêîãî õàîñà è ò.ä. Òèïè÷íàÿ èëëþñòðàöèÿ çàâèñè-
ìîñòè λ1 îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èçîáðàæåíà
íà ðèñ. 6.1.

Ñïåêòð ËÕÏ ïîçâîëÿåò äèàãíîñòèðîâàòü ìíîãî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, îá-
ðàçîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûé òîð (n ïåðâûõ ïîêàçàòåëåé â ýòîì ñëó÷àå
áóäóò ðàâíû íóëþ) è ðåæèìû ãèïåðõàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, äëÿ êîòîðûõ
õàðàêòåðíî íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Èíîãäà ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè àíàëèçèðóþò â òåðìèíàõ èíôîðìàöèè,
â ÷àñòíîñòè, êàê ñêîðîñòü ïîòåðè èíôîðìàöèè î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Â
ýòèõ ñëó÷àÿõ èõ îïðåäåëÿþò â òàêèõ åäèíèöàõ, êàê áèò/ñåê (êîëè÷åñòâî áèò
èíôîðìàöèè â ñåêóíäó), áèò/ïåðèîä (äëÿ ïîòîêîâûõ ñèñòåì) èëè áèò/èòå-
ðàöèÿ (äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì). Ñîîòâåòñòâåííî âû÷èñëÿþò
ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé íå ïî çàêîíó eλ1t, à ïî çàêîíó
2λ1t. Íàïðèìåð, åñëè ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà Ëîðåíöà ðàâåí 2.16 áèò â åäèíèöó âðåìåíè, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðå-
äåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé ìèëëèîííîé ÷àñòè (≈ 20 áèò), òî äàëüíåé-
øåå ïîâåäåíèå íå ìîæåò áûòü ïðåäñêàçàíî ñïóñòÿ 9 åäèíèö áåçðàçìåðíîãî
âðåìåíè (20/2.16), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî 20 îáîðîòàì âîêðóã îäíîãî
èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ñïóñòÿ ýòî âðåìÿ ìàëàÿ íà÷àëüíàÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòü áóäåò ïîêðûâàòü âåñü àòòðàêòîð, è ôàçîâàÿ òî÷êà ìîæåò îêàçàòüñÿ
ãäå óãîäíî.
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Ðèñ. 6.1: Çàâèñèìîñòü ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ñè-
ñòåìû Ðåññëåðà.

Ñïåêòð ËÕÏ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ëÿïóíîâñêóþ ðàçìåðíîñòü õàîòè÷å-
ñêîãî àòòðàêòîðà D, êîòîðàÿ íà ïðàêòèêå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê
èíôîðìàöèîííîé ðàçìåðíîñòè

D = j +

∑j
i=1 λi

|λj+1| ,

ãäå j îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì:

j∑
i=1

λi > 0,

j+1∑
i=1

λi < 0.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ðàçìåðíîñòè D òðåáóåò çíàíèÿ íå òîëüêî ïî-
ëîæèòåëüíûõ, íî è îòðèöàòåëüíûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

6.2 Òåîðèÿ ìåòîäà

Åñëè óðàâíåíèÿ ÄÑ, ãåíåðèðóþùèå ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ, èçâåñòíû, òî
îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ (èëè ïîëíûé ñïåêòð ËÕÏ)
ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò,
ïðåäëîæåííîãî íåçàâèñèìî â ðàáîòå Áåíåòòèíà ñ ñîàâòîðàìè, à òàêæå â
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p1(0)

p2(0)

p1(t)

p2(t)

 

 

Ðèñ. 6.2: Ýâîëþöèÿ ïî âðåìåíè áåñêîíå÷íî ìàëîé n-ìåðíîé ñôåðû íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

ðàáîòå Øèìàäû è Íàãàøèìû. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d~x

dt
= ~f(~x, ~µ), ~x ∈ Rn, ~µ ∈ Rm, (6.4)

â êîòîðîé ~x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ~f � íåëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ~µ � âåêòîð
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü óñòîé÷èâîñòü åå ðåøåíèÿ, àíàëèçèðóåòñÿ âðå-
ìåííàÿ ýâîëþöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé n-ìåðíîé ñôåðû íà÷àëüíûõ óñëîâèé; ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ýòà ñôåðà ïðåîáðàçóåòñÿ â ýëëèïñîèä (ðèñ. 6.2).

Åñëè ãîâîðèòü î ñïåêòðå ËÕÏ, òî i-é ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí â òåðìèíàõ äëèí îñåé ýëëèïñîèäà pi(t):

λi = lim
t→∞

1

t
ln

pi(t)

pi(0)
,

ãäå λi óïîðÿäî÷åíû îò íàèáîëüøåãî ê íàèìåíüøåìó. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
êàçàòåëè Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì ëèáî ñæàòèåì ñôåðû ïî
ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñêîëüêó îðèåíòàöèÿ
ýëëèïñîèäà íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ìåíÿþòñÿ è íàïðàâëåíèÿ, àñ-
ñîöèèðóþùèåñÿ ñ òåì èëè èíûì ïîêàçàòåëåì. Ïîýòîìó íåëüçÿ ãîâîðèòü î
êàêîì-òî îäíîì íàïðàâëåíèè äëÿ êàæäîé ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàäàåòñÿ òîëüêî îäíî âîçìóùåíèå (ýòî çíà÷èò, ÷òî
ìû ñëåäèì ëèøü çà ãëàâíîé îñüþ ýëëèïñîèäà), òî îíî áóäåò â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè óâåëè÷èâàòüñÿ ïî çàêîíó eλ1t. Äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ âîçìó-
ùåíèé ïëîùàäü ýëëèïñà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó e(λ1+λ2)t; äëÿ òðåõ � ýâîëþöèÿ
îáúåìà îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì e(λ1+λ2+λ3)t è ò.ä. Äàííîå ñâîéñòâî ïðèâîäèò
ê íåñêîëüêî èíîìó îïðåäåëåíèþ ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò: ñóììà
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ïåðâûõ j ïîêàçàòåëåé îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà j-
ìåðíîãî ýëåìåíòà îáúåìà. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îáåñïå÷èâàåò îñíîâó äëÿ
àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ËÕÏ.

Âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ëÿïóíîâñêèå ïî-
êàçàòåëè ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ! Åñëè íà
ïðàêòèêå çàäàòü n-ìåðíóþ ñôåðó íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ÄÑ âèäà (6.4),
òî â ïðåäåëå t → ∞ îíà äîñòèãíåò ðàçìåðà àòòðàêòîðà, ïðåâûñèòü êîòî-
ðûé äëèíû îñåé pi(t) ïðîñòî íå ìîãóò. Áîëåå òîãî, åùå íà ýòàïå ïðèáëèæå-
íèÿ ê ðàçìåðàì àòòðàêòîðà ñêàçûâàþòñÿ íåëèíåéíîñòè, è ðàçáåãàíèå òðà-
åêòîðèé ïåðåñòàåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíûì. ×òîáû êîððåêòíî îöåíèâàòü
ñïåêòð ËÕÏ, íåîáõîäèìî îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé
è ðàññìàòðèâàòü ñîâìåñòíî ýâîëþöèþ èñõîäíîé ñèñòåìû (6.4) è óðàâíåíèÿ
â âàðèàöèÿõ (ò.å. ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàì íåîá-
õîäèìî ïîëó÷èòü óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè,
òî åñòü îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü ìíîãîêðàòíîãî ïîñåùåíèÿ ñàìûõ ðàçíûõ
ó÷àñòêîâ àòòðàêòîðà.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé � ðàñ÷åò òîëüêî ñòàðøåãî
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà (â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ).
Èñêîìàÿ âåëè÷èíà λ1 áóäåò îïðåäåëÿòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè âåêòîðà âîç-
ìóùåíèÿ

r(t) = r0e
λ1t,

ãäå r0 � âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ (â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0),
r0 = |~x(t0)−~xp(t0)|, ~xp � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.4), óñòîé÷èâîñòü êîòî-
ðîãî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü. Äàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïðèáëèæåí-
íîé, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè íà àòòðàêòîðå.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè îïðåäåëÿþò ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé â âàðèàöèÿõ, ðàññìàòðèâàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå âîçìóùåíèÿ. Îäíàêî
ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé ñïðàâåäëèâ íå òîëüêî äëÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé, íî òàêæå è äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé êîíå÷-
íîé âåëè÷èíû, ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âïîëíå ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà ïðè ïðàêòè÷åñêîì àíàëèçå ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 6.3). Â
äàííîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì íàãëÿäíóþ èëëþñòðàöèþ ïðîöåäóðû ðàñ-
÷åòà λ1.

Öåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí äàåò îñíî-
âó äëÿ àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì, êîãäà íåèçâåñòíû óðàâíåíèÿ ÄÑ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ ââåñòè
â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ. Ïîñêîëüêó áîëüøèå çíà÷åíèÿ r(t)
ïðèíèìàòü íå ìîæåò (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ), ïðè ðàñ÷åòå ñòàðøåãî ËÕÏ ïðîâîäÿò ïåðåíîðìè-
ðîâêè, â õîäå êîòîðûõ çàäàþòñÿ íîâûå âîçìóùåíèÿ � ìàëûå ïî âåëè÷èíå,
íî âûáðàííûå â íàïðàâëåíèè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó âîçìóùåíèÿ
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Ðèñ. 6.3: Ïðèìåð ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçáåãàíèÿ áëèçêèõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò òðàåêòî-
ðèé äëÿ àòòðàêòîðà â ñèñòåìå Ëîðåíöà.

íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïåðåíîðìèðîâêîé. Çàòåì âíîâü îöåíèâàþò ñêîðîñòü
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçáåãàíèÿ áëèçëåæàùèõ òðàåêòîðèé. Â ðåçóëüòàòå âû-
÷èñëÿåòñÿ óñðåäíåííàÿ âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè ~xp(t) êîëè÷åñòâåííàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà ñòåïåíè õàîòè÷íîñòè. Ñõåìàòè÷íî ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâ-
êè âåêòîðà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 6.4. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âàæíûì ìîìåíòîì
ÿâëÿåòñÿ âûáîð ãðàíèö ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ � åñëè èõ çàäàòü íåïðà-
âèëüíî, ðàñ÷åòû áóäóò ïðîèçâåäåíû ñî çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Ìå-
òîä, îñíîâàííûé íà ñîâìåñòíîì àíàëèçå ñèñòåìû (6.4) è ëèíåàðèçîâàííûõ
óðàâíåíèé, ëèøåí ýòîãî íåäîñòàòêà. Ðàññìîòðèì åãî äåòàëè íà êîíêðåòíîì
ïðèìåðå.

Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïîëíîãî ñïåêòðà ËÕÏ ëåã÷å ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà
ñèñòåìå ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Âûáåðåì äëÿ èëëþñòðàöèè îòîáðàæåíèå
Õåíîíà

xn+1 = 1− ax2
n + yn,

yn+1 = bxn. (6.5)
Íàðÿäó ñ èòåðèðîâàíèåì îòîáðàæåíèÿ (6.5), íåîáõîäèìî àíàëèçèðîâàòü äè-
íàìèêó âî âðåìåíè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

(
δxn+1

δyn+1

)
= Jn

(
δxn

δyn

)
, (6.6)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè J îïðåäåëÿþòñÿ êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ïî ðàçëè÷íûì êîîðäèíàòàì âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ,
â äàííîì ñëó÷àå, xn è yn:

Jn =

[
2axn 1

b 0

]
.
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Ðèñ. 6.4: Ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâîê ïðè ðàñ÷åòå ËÕÏ ïî çàäàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.
Â äàííîì ñëó÷àå r1 � âåêòîð âîçìóùåíèÿ äî ïåðåíîðìèðîâêè, r

′
1 � ïîñëå.

Çàäàâàÿ íàáîð èç äâóõ îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ, íàïðèìåð, (0,1)
è (1,0), è óìíîæàÿ ìàòðèöó ßêîáè J íà êàæäûé âåêòîð, ìîæíî èçó÷àòü
ýâîëþöèþ âî âðåìåíè äâóõ íåçàâèñèìûõ âîçìóùåíèé, ôîðìèðóåìûõ ýòè-
ìè âåêòîðàìè. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî
âûáðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (x0, y0) è äëÿ âåêòîðà âîçìóùåíèÿ (0,1) ïåðå-
ïèñàòü (6.6) â âèäå

(
δxn

δyn

)
= Jn−1

(
Jn−2 . . . J1

(
0
1

))
(6.7)

èëè
(

δxn

δyn

)
= [Jn−1Jn−2 . . . J1]

(
0
1

)
.

Â ôîðìóëå (6.7) ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà ßêîáè óìíîæàåòñÿ íà òåêóùèé âåêòîð,
êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñõîäíûé âåêòîð (0,1), óìíîæåííûé íà âñå
ïðåäûäóùèå ìàòðèöû ßêîáè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ íåçàâèñèìûõ âîçìóùåíèé (0,1) è (1,0), âåëè÷è-
íà êàæäîãî èç íèõ áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ, à
óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 6.5,
îòëè÷èòü ïîâåäåíèå íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ óäàåòñÿ ëèøü íà ïðîòÿæåíèè
íåñêîëüêèõ ïåðâûõ èòåðàöèé.
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Ðèñ. 6.5: Óãîë ìåæäó äâóìÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè âåêòîðàìè (1) ïðè ïîñëåäóþùèõ
èòåðàöèÿõ (2,3) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ïðîöåäóðó îðòîãîíàëè-
çàöèè âåêòîðîâ. Ñ ýòîé öåëüþ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàí-
íûé íà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà. Â îáùåì ñëó÷àå n-ìåðíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû ýòà ïðîöåäóðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî çàäàíà ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ {v1, v2, . . . , vn},
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò âîçìóùåíèÿ àíàëèçèðóåìîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè
ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì. Âñå âîçìóùåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ðàñòè â íàïðàâëå-
íèè, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîêàçàòåëþ λ1, è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñî âðåìåíåì
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà ïîçâîëÿåò
çàäàòü íîâûå íàïðàâëåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ
{v′1, v

′
2, . . . , v

′
n}:

v
′
1 =

v1

||v1|| ,

v
′
2 =

v2− < v2, v
′
1 > v

′
1

||v2− < v2, v
′
1 > v

′
1||

,

. . . (6.8)

v
′
n =

vn− < vn, v
′
n−1 > v

′
n−1 − ...− < vn, v

′
1 > v

′
1

||vn− < vn, v
′
n−1 > v

′
n−1 − ...− < vn, v

′
1 > v

′
1||

,

ãäå ñêîáêàìè < . > îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ âíåøíåãî ïðîèçâå-
äåíèÿ. Ïðîöåäóðà (6.8) íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèåì ïåðâîãî âåêòîðà, êîòîðûé
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õàðàêòåðèçóåò ìàêñèìàëüíîå �ðàçáåãàíèå� ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è àññîöèè-
ðóåòñÿ ñ ïîêàçàòåëåì λ1.

Âòîðîé âåêòîð v
′
2 âûáèðàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåêòîðó v

′
1; ñ ïîìîùüþ

äâóõ âåêòîðîâ v1 è v2 àíàëèçèðóåòñÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïëîùà-
äè ïàðàëëåëîãðàìì, èìè îáðàçóåìîãî, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
e(λ1+λ2)t. Ðàññìîòðåíèå ïîñëåäóþùèõ âåêòîðîâ v

′
3, . . . , v

′
n ïîçâîëÿåò ó÷èòû-

âàòü íîâûå íàïðàâëåíèÿ äëÿ ìàëûõ îòêëîíåíèé îò èññëåäóåìîé ôàçîâîé
òðàåêòîðèè è ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè, êîòîðûå àññîöèèðóþòñÿ ñ ýòèìè íà-
ïðàâëåíèÿìè. ×àñòîòà ïðîâåäåíèÿ îðòîãîíàëèçàöèè íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷-
íîé, åñëè òîëüêî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè âîçìóùåíèÿ äî ïåðåíîðìèðîâêè
íå ñòàíîâèòñÿ áëèçîê ê íóëþ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (îòîáðàæåíèÿ Õåíîíà), ëÿïó-
íîâñêèå ïîêàçàòåëè âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà äëèíû ïåð-
âîãî âåêòîðà (λ1) è ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ôîðìè-
ðóåìîãî äâóìÿ âåêòîðàìè (λ1 +λ2). Âû÷èñëÿåìûå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè
íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Êàæäûé ïîêàçàòåëü îïðåäå-
ëÿåòñÿ â õîäå óñðåäíåíèÿ, ïðè ðàññìîòðåíèè äëèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âäîëü
ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Ïîïûòêè îöåíèòü ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ëîêàëüíî ìî-
ãóò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì îòëè÷èÿì îò óñðåäíåííûõ âåëè÷èí.

Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ìîäåëèðóå-
ìûõ ñèñòåìîé (6.4), ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñõîäíîé, íî âìåñòî
èòåðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü êàê èñõîäíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó, òàê è ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. ×òîáû îïðåäåëèòü ïîë-
íûé ñïåêòð ËÕÏ, çàäàþòñÿ n íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Â îòëè÷èå îò äèñ-
êðåòíûõ îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-
Øìèäòà ïðîâîäèòñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè, äëÿ ïîòîêîâûõ ñèñòåì îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå â òå÷åíèå íåêîòîðîãî çàäàííîãî âðåìåíè (íàïðèìåð,
õàðàêòåðíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé), è ëèøü ïîñëå ýòîãî ïðîâîäèòñÿ îðòîãî-
íàëèçàöèÿ.

6.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ËÕÏ ïðîèçâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé,
îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Óêðóïíåííàÿ ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà íà ðè-
ñóíêå 6.6 èëëþñòðèðóåò ëîãèêó ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû. Êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü, íàðÿäó ñ èíòåãðèðîâàíèåì ñàìîé N -ìåðíîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî èí-
òåãðèðîâàòü N ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé, ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî èç
íàïðàâëåíèé âåêòîðîâ âîçìóùåíèÿ Uk(t), èçíà÷àëüíî ôîðìèðóþùèõ îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ýòî ïðîäåëûâàåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè, çàäàííîãî
ïàðàìåòðîì ¾Time between reortonormalizations¿ ïðîöåññà PNC ïðè ðàáîòå
â êîìïëåêñå ANONS.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì âû÷èñëÿþòñÿ îáúåìû Vk, k = 1 . . . N , k-ìåðíûõ ïà-
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Ðèñ. 6.6: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñåãìåíòà ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé ðàñ÷åò ñïåêòðà ëÿïó-
íîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé.
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ðàëëåïèïåäîâ, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ âåêòîðàìè Ur(t).
Äàëåå, âû÷èñëÿþòñÿ òåêóùèå çíà÷åíèÿ k-ìåðíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

ïî ôîðìóëå

λ(k) =
1

τ
ln{ Vk(t0 + jτ)

Vk(t0 + (j − 1)τ))
}

è ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà äëÿ âåêòîðîâ
Uk(t).

Âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ ïîñëå ïîâòîðåíèÿ îïèñàííîé âûøå ïðîöåäó-
ðû ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îïðåäåëåíî ïàðàìåòðîì ¾Calculation steps¿ ïðîöåñ-
ñà PNC, ïðè ýòîì ïàðàìåòð ¾Transient steps¿ çàäàåò êîëè÷åñòâî ïîâòîðåíèé
ýòîé ïðîöåäóðû ïåðåä íà÷àëîì ñîáñòâåííî âû÷èñëåíèé (ðåçóëüòàòû áóäóò
îòáðîøåíû êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäó óñòàíîâëåíèÿ).

Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñïåêòð ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïî-
êàçàòåëåé ðàíæèðóåòñÿ ïî óáûâàíèþ, âûâîäèòñÿ êàê ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè.

Ðàñ÷åò ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè èìååò ñâîè òåõíè÷åñêèå îñîáåííîñòè.
Ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå òåîðåòè÷åñêè íóëåâîìó çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ ËÕÏ
âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ìàëîå, íî êîíå÷íîå çíà÷åíèå, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñìûñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî çàäàòü äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî, ñîãëàñíî
êîòîðîìó çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ, ìîäóëü êîòîðîãî ìåíåå íåêîòîðîãî ïîðîãî-
âîãî çíà÷åíèÿ, îáúÿâëÿåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ïðè ðàáîòå â êîìïëåêñå ANONS
òàêîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì ¾Zero level for LCEs¿ ïðî-
öåññà PNC.

6.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Óïðàæíåíèå 1
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ van_der_pol

èç êàòàëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà
ñîñòîÿíèÿ task_LCE_1.st. Óñòàíîâèòå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ â îáëàñòè àâòîêîëåáàíèé, òàê, ÷òîáû íà ôàçîâîì ïîðòðåòå íàáëþäàëñÿ
áû ïðåäåëüíûé öèêë. Ñ ïîìîùüþ îêîí âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé îöåíèòå ïå-
ðèîä êîëåáàíèé. Çàïóñòèâ îêíî ïðîöåññà PNC, ïðîèçâåäèòå ðàñ÷åò ñïåêòðà
ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ÷èñëåí-
íîé ñõåìû, äîáèâàÿñü ìàêñèìàëüíîé áëèçîñòè ê íóëþ ñòàðøåãî èç ïîêàçà-
òåëåé. Èçìåíÿéòå âåëè÷èíó âîçìóùåíèÿ, âðåìÿ ìåæäó ïåðåíîðìèðîâêàìè
âåêòîðîâ, à òàêæå øàãîâ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà è âû÷èñëåíèé. Ïîñòðîéòå
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñòàðøåãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ïðè èçìåíåíèè
óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðåäëîæèòå îáúÿñíåíèå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì,
ñîîòíåñÿ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè êîëåáà-
íèé â ìîäåëüíîé ñèñòåìå.

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



6.4. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü 95

Óïðàæíåíèå 2
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ f_vdp èç êàòà-

ëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà ñîñòî-
ÿíèÿ task_LCE_2.st. Âûáåðèòå äâà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îäíî èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâîâàëî áû íåðåçîíàíñíîìó òîðó (òî÷êè â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå ëî-
æàòñÿ íà èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ), à äðóãîå � ðåçîíàíñó N:1 (N òî÷åê â
ñå÷åíèè Ïóàíêàðå). Ïðåäâàðèòåëüíî îïòèìèçèðîâàâ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
÷èñëåííîé ñõåìû, ðàññ÷èòàéòå â êàæäîì ñëó÷àå âåëè÷èíó ëÿïóíîâñêîé ðàç-
ìåðíîñòè.

Ïåðåçàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ gen_aa,
rossler èëè lorenz (ïî óêàçàíèþ ïðåïîäàâàòåëÿ)èç êàòàëîãàmodels. Èçìå-
íÿÿ óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïîäáåðèòå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. ñîîò-
âåòñòâóþùåå ïåðåõîäó îò ðåæèìà ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ê äåòåðìèíè-
ðîâàííîìó õàîñó. Ïîñòðîéòå ãðàôèê èçìåíåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé
è ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïà-
ðàìåòðà. Ïðåäëîæèòå îáúÿñíåíèå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) Êàêèå çíàêè ïðèíèìàþò ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äâóìåðíîãî òîðà è ñòðàííîãî àò-

òðàêòîðà?
2) ×òî òàêîå ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü?
3) Êàê âû÷èñëèòü ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà?
4) Äëÿ ÷åãî íóæíû ïåðåíîðìèðîâêè âåêòîðîâ âîçìóùåíèÿ?
5) Â ÷åì ñîñòîèò ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà?
6) Êàê âû÷èñëèòü âòîðîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ îòîáðàæåíèÿ Õåíîíà?
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7 Àíàëèç ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà ñ ïîìîùüþ êîððåëÿ-
öèîííîé ðàçìåðíîñòè

7.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå
ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñëîæíûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé. Ñ ýòîé
öåëüþ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç. Îäíàêî ðàñ-
÷åò ñïåêòðîâ íå äàåò âîçìîæíîñòè îòëè÷èòü õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó â ñèñòå-
ìàõ ñ ìàëûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû îò äèíàìèêè ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì.
Âèçóàëüíî î÷åíü ïîõîæèå ñïåêòðû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê äëÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, òàê è äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà èìååò èññëåäîâàíèå òðàåêòîðèé â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå. Íî ïðè ýòîì óäàåòñÿ ïîëó÷àòü
òîëüêî êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ, ïðè÷åì äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
î ãåîìåòðèè àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
íå äîëæíà áûòü áîëüøå òðåõ. Îáðàçîì õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûé àòòðàêòîð � ãåîìåòðè÷åñêè
î÷åíü ñëîæíûé îáúåêò. Îñîáåííîñòè åãî ãåîìåòðèè ìîæíî êîëè÷åñòâåííî
îõàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âèäû ðàçìåðíîñòåé. Ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (n) ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿþùèõ ñî-
ñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ÄÑ). Åñëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÄÑ çà-
äàíà â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà

d~x

dt
= ~F (~x, ~µ), ~x ∈ Rn, ~µ ∈ Rk, (7.1)

òî n îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì äàííûõ óðàâíåíèé. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S â ïðîñòðàíñòâå Rn, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ dT . Îíà ðàâíà ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðîå íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷òîáû îáîçíà÷èòü ïîëîæåíèå òî÷êè
íà ìíîæåñòâå S. Âåëè÷èíà dT (òàêæå êàê è n) ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè ðå÷ü èäåò î ëèíèè, òî dT = 1; äëÿ ïîâåðõ-
íîñòè dT = 2 è ò.ä.
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Äðóãîå îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè áûëî ïðåäëîæåíî Õàóñäîðôîì. Ïóñòü
S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîêðû-
âàåì äàííîå ìíîæåñòâî êóáèêàìè {Bi} ñ âåëè÷èíîé ðåáðà, íå ïðåâûøàþ-
ùåé íåêîòîðîå çíà÷åíèå ε. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S äîëæíà
îáÿçàòåëüíî ïîïàñòü â òîò èëè èíîé êóáèê. Òîãäà ìåðà Õàóñäîðôà lδ ââî-
äèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lδ(S) = lim
ε→0

inf
K(ε)

∑

Bi∈K(ε)

|Bi|δ.

Çäåñü inf � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (íèæíÿÿ ãðàíü) ïî âñåì âîçìîæíûì ïî-
êðûòèÿì K(ε) ìíîæåñòâà S êóáèêàìè {Bi}; |Bi| � âåëè÷èíà ðåáðà êóáèêà
(|Bi| ≤ ε). Óêàçàííûé ïðåäåë çàâèñèò îò ïàðàìåòðà δ. Ðàçìåðíîñòü Õà-
óñäîðôà dH ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêîå çíà÷åíèå δ, ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà
lδ(S) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé:

{
δ > dH(S) =⇒ lδ(S) = 0
δ < dH(S) =⇒ lδ(S) = +∞.

Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, dH ìîæåò ïðèíèìàòü íåöåëûå çíà÷å-
íèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåöåëîé, åå íàçûâàþò
ôðàêòàëüíîé. Ñîîòâåòñòâåííî, îáúåêòû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ íåöåëîé ðàç-
ìåðíîñòüþ, íàçûâàþò ôðàêòàëàìè. Íàëè÷èå íåöåëîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåò-
ñÿ òèïè÷íîé îñîáåííîñòüþ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà õîðîøî îïðåäåëåíî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìàòåìàòèêè, íî åå ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî âû÷èñëèòü. Ïîýòîìó îáû÷íî èñ-
ïîëüçóþò áîëåå ¾ïðàêòè÷íûå¿ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.
Îäíèì èç òàêèõ ¾ïðàêòè÷íûõ¿ îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ åìêîñòü (èëè åì-
êîñòíàÿ ðàçìåðíîñòü D0). Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
Rn, êîòîðîå ïîêðûâàåòñÿ êóáèêàìè ðàçìåðà ε. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç N(ε)
÷èñëî êóáèêîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîêðûòèÿ âñåãî ìíîæåñòâà, òî åìêîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåë ñëåäóþùåãî âèäà:

D0 = lim
ε→0

ln N(ε)

ln (1/ε)
. (7.2)

Ïî ñóòè, ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïî-
êðûòèÿ ïðè èçìåíåíèè ε:

N ∼ ε−D0.

Åñëè â êà÷åñòâå S ðàññìàòðèâàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, òî N(ε) = 1 è íå
çàâèñèò îò ε:

N ∼ ε0 =⇒ D0 = 0.
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1
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1/4

1/8

1

2
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8

Nε

Ðèñ. 7.1: Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.

Åñëè àíàëèçèðóåòñÿ îòðåçîê ëèíèè äëèíû L, òî

N(ε) =
L

ε
∼ ε−1 =⇒ D0 = 1.

Äëÿ ïîâåðõíîñòè ïëîùàäè P :

N(ε) =
P

ε2 ∼ ε−2 =⇒ D0 = 2.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ åìêîñòü D0 ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíî-
ñòüþ dT è ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáúåêòà ñ äðîáíîé
ðàçìåðíîñòüþ D0 (ôðàêòàëüíîãî îáúåêòà) ðàññìîòðèì êàíòîðîâî ìíîæå-
ñòâî. Ïðîöåäóðà åãî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Áåðåòñÿ îòðåçîê
åäèíè÷íîé äëèíû [0, 1], ðàçáèâàåòñÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè, è ñðåäíÿÿ èç íèõ
âûáðàñûâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå íà ïåðâîì øàãå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ êàíòî-
ðîâà ìíîæåñòâà ìû ïîëó÷àåì äâà îòðåçêà [0, 1/3] è [2/3, 1] äëèíîé ε = 1/3
(ðèñ. 7.1). Íà ñëåäóþùåì øàãå êàæäûé èç ýòèõ îòðåçêîâ âíîâü ðàçáè-
âàåòñÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè, è îïÿòü âûáðàñûâàåòñÿ ñðåäíÿÿ ÷àñòü. Òàêàÿ
ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ ñî âñåìè îñòàâøèìèñÿ îòðåçêàìè. Åñëè äëÿ ïî-
êðûòèÿ ìíîæåñòâà íà íåêîòîðîì øàãå k èñïîëüçóþòñÿ êóáèêè ñ âåëè÷èíîé
ðåáðà ε = 1/3k, òî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ ñîñòàâèò N(ε) = 2k.
Òàêèì îáðàçîì:

D0 = lim
ε→0

ln 2k

ln 3k
=

ln 2

ln 3
≈ 0.63.

Åñëè ãîâîðèòü î ãåîìåòðèè äàííîãî îáúåêòà, òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî
åñòü íå÷òî áîëüøåå, ÷åì òî÷êà (äëÿ êîòîðîé D0 = 0), íî íå÷òî ìåíüøåå,
÷åì èíòåðâàë (D0 = 1). Äëÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà åìêîñòü ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà D0 = dH , íî íå ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàç-
ìåðíîñòüþ (dT = 0). Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

dT ≤ dH ≤ D0.
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Ðèñ. 7.2: ¾Ñíåæèíêà¿.

Åùå îäíèì ïðèìåðîì ôðàêòàëà ñëóæèò îáúåêò, íàçûâàåìûé ¾ñíåæèí-
êîé¿ (èëè êðèâîé Êîõ). ¾Ñíåæèíêà¿ èìååò óäèâèòåëüíîå ñâîéñòâî: åå ïå-
ðèìåòð ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, òîãäà êàê ñàìà îíà çàíèìàåò îãðàíè÷åííóþ
ïëîùàäü íà ïëîñêîñòè. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ¾ñíåæèíêè¿ ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, êàæäàÿ ñòîðîíà
êîòîðîãî ðàçáèâàåòñÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè, è ê ñðåäíåé ÷àñòè ¾ïðèðèñîâû-
âàåòñÿ¿ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ìåíüøåãî ðàçìåðà (ðèñ. 7.2). Çàòåì
äàííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ ñ êàæäûì îòðåçêîì ïîëó÷åííîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ôèãóðû.

Ê ñîæàëåíèþ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòå-
ðåñ (íàïðèìåð, åñëè ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñëîæíîé ãåîìåòðèè îáúåêòîâ ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà), âû÷èñëèòü åìêîñòü ìîæíî òîëüêî ÷èñëåííî, è ïðè
ýòîì îïðåäåëåíèå D0 íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (7.2) çà÷àñòóþ îñëîæíÿ-
åòñÿ î÷åíü ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ îòíîøåíèÿ ln N(ε)/ ln(1/ε) ê ïðåäåëó
ε → 0 (åñëè ðå÷ü èäåò î ðàñ÷åòå åìêîñòè îáúåêòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ðàçìåðíîñòè n > 2). Êðîìå òîãî, D0 íå çàâèñèò îò âåðîÿòíîñòè ïîñåùå-
íèÿ òåõ èëè èíûõ îáëàñòåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü íå ó÷èòûâàåò
ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîòîêà, îáóñëîâëåííûå äèíàìèêîé ñèñòåìû (7.1).
Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå âìåñòî åìêîñòè ïðåäïî÷èòàþò âû÷èñëÿòü îïèñàííóþ
íèæå êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü ν, êîòîðóþ ìîæíî ëåã÷å è áûñòðåå îöå-
íèòü ÷èñëåííî. Äëÿ îáúåêòîâ ñ öåëîé ðàçìåðíîñòüþ ν = D0. Â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå ν ≤ D0.
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7.2 Òåîðèÿ ìåòîäà

Ðàññìîòðèì ÄÑ âèäà (7.1), äåìîíñòðèðóþùóþ õàîòè÷åñêèé ðåæèì êî-
ëåáàíèé. Ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.1) ÿâëÿåòñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
~x(t). Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèç íå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âðåìåíè, à äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ~x(i∆t), ãäå ∆t �
øàã äèñêðåòèçàöèè (îí ìîæåò áûòü âûáðàí ðàâíûì, íàïðèìåð, øàãó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ ìíîãîìåðíûìè âðåìåííûìè
ðÿäàìè xj(i∆t), i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , n , ãäå N � ÷èñëî òî÷åê àíàëè-
çèðóåìûõ äàííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ~x(t) n-ìåðíîé
ÄÑ (7.1) ëåæèò íà íåêîòîðîì àòòðàêòîðå A è âîçâðàùàåòñÿ â ëþáóþ ñêîëü
óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äàííîãî àòòðàêòîðà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ki(ε) ÷èñëî òî÷åê ~xj âíóòðè øàðà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â
òî÷êå ~xi. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà íà àòòðàêòîðå ïîïàäåò â ýòîò øàð
(ìåðó øàðà) ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèòü êàê Pi(ε,N) = ki(ε)/N . Ýòà âå-
ðîÿòíîñòü, óñðåäíåííàÿ ïî âñåìó àòòðàêòîðó, íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííûì
èíòåãðàëîì, è â êà÷åñòâå åå îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü

C(ε,N) =
1

N

∑
i

Pi(ε,N).

Ôàêòè÷åñêè C(ε,N) � ýòî ïðîñòî îòíîøåíèå ÷èñëà ïàð òî÷åê, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè |~xj−~xi| ìåíüøå ε, ê ïîëíîìó ÷èñëó ïàð. Åñëè îáîçíà÷èòü
ñðåäíåå ÷èñëî ε-¾ñîñåäåé¿ òî÷êè ÷åðåç k(ε) =

∑
i ki(ε)/N , òî C(ε,N) =

k(ε)/N . Îïðåäåëåíèå êîððåëÿöèîííîãî ïîêàçàòåëÿ ν îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ
ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà:

ν = lim
ε→0

[
log[limN→∞C(ε,N)]

log ε

]
,

òî åñòü íàëè÷èè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè âèäà C(ε,N) ∼ εν, ñïðàâåäëèâîé
ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε. ×àñòî ôîðìóëó äëÿ ν çàïèñûâàþò èíà-
÷å:

ν = lim
ε→0

lim
N→∞

ln C(ε,N)

ln ε
, (7.3)

C(ε,N) = N−2
∑

i6=j

θ(ε− |~xi − ~xj|), (7.4)

ãäå θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ~xi = ~x(i∆t), ~xj = ~x(j∆t). Â ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ N âñåãäà êîíå÷íî, è îáà ïðåäåëà ε → 0 è N → ∞ ÿâëÿþòñÿ
áåññìûñëåííûìè; ïîýòîìó îòíîøåíèå ln C(ε,N)/ ln ε ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè
íå ñëèøêîì ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε.
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Ðèñ. 7.3: Çàâèñèìîñòü ln C(ε,N) îò ln ε.

Ðàñ÷åò êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ íåïîñðåäñò-
âåííî ïî ìàññèâó âåêòîðîâ ~x(i∆t). Îäíàêî äëÿ îöåíêè ν àòòðàêòîðà A
öåëåñîîáðàçíåå îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä ê ñå÷åíèþ Ïóàíêàðå è âû÷èñëÿòü
êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü òî÷åê â ñå÷åíèè (νc). Ðàçìåðíîñòü àòòðàêòî-
ðà A â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ νc íà åäè-
íèöó: ν = νc + 1. Îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: âû÷èñëåíèå ν
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåêîòîðóþ îöåíêó ñíèçó çíà÷åíèÿ åìêîñòè D0 ëèáî
ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà àòòðàêòîðà A. Ïðè÷åì, åñëè êîððåëÿöèîííàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî êàê îöåíêà dH , íóæíî ïðèíèìàòü âî
âíèìàíèå, ÷òî ν ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ðàçìåðíîñòè Õà-
óñäîðôà (â ÷àñòíîñòè, äëÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñèñòåìå Ðåññëåðà ν
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå ≈ 1.6, òîãäà êàê dH > 2). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè-
âëå÷åíèå àëãîðèòìà ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÄÑ ïî îäíîìåðíûì ¾ïðîåêöèÿì¿ ôà-
çîâîé òðàåêòîðèè (ñêàëÿðíûì âðåìåííûì ðÿäàì). Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëå-
íèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè (èëè
îòñóòñòâèè) ìàëîìåðíîé äèíàìèêè ñèñòåìû (ν < 4).

Ïðè âû÷èñëåíèè ν ïî ôîðìóëå (7.3) íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî â ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòàõ N âñåãäà êîíå÷íî, è îáà ïðåäåëà ε → 0 è N →∞ íå èìåþò
ðåàëüíîãî ñìûñëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ν ñòðîÿò çàâèñèìîñòü ln C(ε,N) îò ln ε
â øèðîêîì äèàïàçîíå ïî ε (ðèñ. 7.3) è ïðîâîäÿò ïîèñê ëèíåéíîãî ó÷àñòêà,
íàêëîí êîòîðîãî îïðåäåëÿåò èñêîìîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè.

Ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà ñóùåñòâóåò ðÿä îãðàíè÷å-
íèé íà âåëè÷èíó ε. Åñëè ε ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàçìåðàì àòòðàêòîðà εmax, òî
C(ε,N) = 1, à ñëåäîâàòåëüíî, → ln C(ε,N) = 0. Íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè
ln C(ε,N) îò ln ε (ðèñ. 7.3) îáû÷íî ìîæíî âûäåëèòü åùå äâà ìàñøòàáà:
• âåðõíþþ ãðàíèöó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà εF (íà÷àëî ìàñøòàáíîé èíâàðè-
àíòíîñòè C ∼ εν). ×àñòî îòñóòñòâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðè ε > εF
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Ðèñ. 7.4: Ëîêàëüíûå íàêëîíû çàâèñèìîñòè ln C(ε,N) îò ln ε.

îáúÿñíÿþò âëèÿíèåì êðàåâ àòòðàêòîðà, ãäå ñðåäíåå ÷èñëî ε-ñîñåäåé
îáû÷íî ìåíüøå, ÷åì â ¾ñåðåäèíå¿;

• íèæíþþ ãðàíèöó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà εmin. Äëÿ ε < εmin ñòðóêòóðà àò-
òðàêòîðà îñòàåòñÿ íåðàçðåøåííîé. ×åì ìåíüøå ε, òåì ìåíüøå ÷èñëî
ñîñåäåé âíóòðè ÿ÷åéêè áóäåò ó òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàç-
ìåðíîñòü íå ìîæåò áûòü èçìåðåíà, åñëè â ñðåäíåì èìååòñÿ ìåíüøå ν
ñîñåäåé, ïîýòîìó çíà÷åíèå íèæíåé ãðàíèöû εmin çàâèñèò îò âðåìåíè
íàáëþäåíèÿ Tobs è ÷èñëà òî÷åê N , èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàñ÷åòå ðàçìåð-
íîñòè.

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà âìåñòî çàâèñèìîñòè ln C(ε,N) îò ln ε ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ëîêàëüíûå íàêëîíû äàííîãî ãðàôèêà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
ëè÷íûì ìàñøòàáàì (ðèñ. 7.4). Âàðèàöèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëî-
æåíèÿ ïîçâîëèò íàáëþäàòü íàñûùåíèå çíà÷åíèÿ ν â îáëàñòè ó÷àñòêà ìàñ-
øòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè (èëè ôðàêòàëüíîñòè), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè ln C(ε,N) îò ln ε.

Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé ëè-
íåéíîãî ó÷àñòêà, òî åñòü âåëè÷èíîé p = εF/εmin. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè íàëè-
÷èè ñâîéñòâ ôðàêòàëüíîñòè p íå ìîæåò áûòü ìåíüøå pmin ≈ 2 ÷ 3, à äëÿ
íàäåæíîãî èçìåðåíèÿ ν íåîáõîäèìî p ≈ 10.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îöåíêè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà òî÷åê äëÿ ïðàâèëü-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ν. Àðãóìåíòû â ïîëüçó òîé èëè èíîé îöåíêè ñëåãêà âàðüè-
ðóþòñÿ â ðàçíûõ èññëåäîâàíèÿõ, íî âñå îíè îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèÿõ
îá ¾îäíîðîäíîñòè¿ àòòðàêòîðà. Àòòðàêòîðû â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïî-
÷òè íèêîãäà îäíîðîäíûìè íå áûâàþò, íî òåì íå ìåíåå ýòè îöåíêè ïîëåçíû
è äàþò, ïî êðàéíåé ìåðå, îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ðàçìåðíîñòè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðè ðàñ÷åòå ν ìîæíî âûäå-
ëèòü 3 âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâà äàííûõ: ïîëíîå âðåìÿ íàáëþäåíèÿ
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Tobs, ÷èñëî òî÷åê N è øàã ìåæäó íèìè ∆t. Îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
Tobs = N∆t, è èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âìåñòå, ïîñêîëüêó îäíîé õàðàê-
òåðèñòèêè íåäîñòàòî÷íî: áîëüøîå Tobs ïðè ìàëîì N ìîæåò áûòü ñòîëü æå
ïëîõî, êàê è ìàëîå Tobs ïðè áîëüøîì N .

Âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ïî äàííûì òîëüêî
îá îäíîé òðàåêòîðèè îñíîâàíà íà õîðîøî èçâåñòíîì ñâîéñòâå õàîòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ: òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó, â òå÷åíèå íåêî-
òîðîãî âðåìåíè áëóæäàåò ïî àòòðàêòîðó, íî çàòåì (÷åðåç èíòåðâàë âðåìåíè
TR) îíà âîçâðàùàåòñÿ â ε-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè. ×åì ìåíüøå ε, òåì áîëü-
øå äîëæíî áûòü TR. Ïðè îäíîì è òîì æå ε âåëè÷èíà TR îáû÷íî ìåíÿåòñÿ
îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé, íî òåì íå ìåíåå, ìîæíî ââåñòè íåêîòîðîå ñðåäíåå
âðåìÿ âîçâðàòà. ×òîáû îïðåäåëèòü ν ïî èíòåðâàëó ìàñøòàáîâ ε ∈ [εmin, εF ],
òî÷êè àòòðàêòîðà äîëæíû èìåòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ¾ñîñåäåé¿. Äëÿ ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê àòòðàêòîðà ÷èñëî ε-ñîñåäåé áóäåò îòëè÷àòüñÿ, íî ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî εmin ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà â ñðåäíåì ó òî÷êè àòòðàêòîðà
ñóùåñòâóåò ïîðÿäêà îäíîãî ñîñåäà âíóòðè øàðà ðàäèóñà εmin, òî åñòü êî-
ãäà k(εmin) ≈ 1. Ñîîòâåòñòâóþùåå Tobs äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû äëÿ
áîëüøèíñòâà òî÷åê òðàåêòîðèÿ óñïåëà âåðíóòüñÿ â èõ εmin-îêðåñòíîñòü 1�2
ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìîòðåòü ïîêðûòèå àòòðàêòîðà øàðàìè ðàç-
ìåðà εmin (÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî M), òî áîëüøèíñòâî èç íèõ òðàåêòîðèÿ
ïîñåòèò 1�2 ðàçà.

Äëÿ äàííîãî Tobs ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê N ,
íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàçðåøåíèå íà ìàñøòàáå εmin (ýòî
÷èñëî äîëæíî áûòü áëèçêî ê M). Òàê êàê ñêîðîñòü |d~x/dt| âäîëü òðàåêòî-
ðèè ìåíÿåòñÿ, ïðè îäíîðîäíîì ðàçáèåíèè òðàåêòîðèè ïî âðåìåíè ti ïëîò-
íîñòü òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíîé íå áóäåò, íî ýòèì ýôôåê-
òîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Åñëè N << M , òî ðàçðåøàåìûé ìàñøòàá áóäåò
îãðàíè÷åí óæå âåëè÷èíîé N âìåñòî Tobs, à â ñëó÷àå N >> M íà ìàëûõ
ìàñøòàáàõ (ε < εmin) àëãîðèòì áóäåò èçìåðÿòü ðàçìåðíîñòü íå àòòðàêòîðà,
à ñàìîé òðàåêòîðèè, åñëè íå ïðèíÿòü ñïåöèàëüíûõ ìåð ïðåäîñòîðîæíîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ðàçðåøèòü ìàñøòàá εmin, íåîáõîäèìî N ≈ M .

Ñóùåñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèå êîððåëÿöèîí-
íîé ðàçìåðíîñòè, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîé äëèíîé àíàëèçèðóåìîãî âðåìåííîãî
ðÿäà:

νmax =
2 ln N

ln(1/r)
, r =

ε

εmax
.

Äàííàÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè íå ìîæåò
äàòü çíà÷åíèå áîëüøå, ÷åì νmax ïðè çàäàííîì ÷èñëå òî÷åê N . Èíûìè ñëî-
âàìè, åñëè r = 0.1 è N = 1000, òî νmax ≤ 6; åñëè N = 100000, òî νmax ≤ 10.
Íàëè÷èå ôóíäàìåíòàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ñîçäàåò ñåðüåçíûå ïðîáëåìû, åñëè
ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñëîæíûõ, íî äåòåðìèíèðîâàííûõ ðåæèìîâ äèíàìè-
êè â ñèñòåìàõ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû è ñëó÷àéíûõ
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ïðîöåññîâ. Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ìàëîìåðíûõ ñèñòåì òàêèõ ïðîáëåì íå
âîçíèêàåò.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè ν ïðåäïîëà-
ãàåò ñîñòàâëåíèå ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà â øè-
ðîêîì äèàïàçîíå ïî ïàðàìåòðó ε è íàõîæäåíèå ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ çà-
âèñèìîñòè ln C(ε,N) îò ln ε. Åñëè óðàâíåíèÿ ÄÑ (7.1) èçâåñòíû, òî åñòü
ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, â ôîðìóëå (7.4) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìàññèâ âåêòîðîâ ~xi. Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà
ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâîäèòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ (âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå çàäåðæ-
êè è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ), ïîñëå ÷åãî â ôîðìóëå (7.4) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìàññèâ âåêòîðîâ ~zi. Åñëè ðàñ÷åò ðàçìåðíîñòè ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ïðîöåäóðîé ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà, ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ïàðàìåòðû, êîòîðûå òàêæå âëèÿþò íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû
áûòü óâåðåííûì â ðåçóëüòàòàõ âû÷èñëåíèé, ýêñïåðèìåíòàòîðû ïðåäïî÷è-
òàþò íåìíîãî ïîâàðüèðîâàòü ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó-
÷åííûå îöåíêè ν ïðè ýòîì áóäóò ìåíÿòüñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Ìåíüøå ïðîáëåì âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé
âèäà

~xn+1 = ~F (~xn, ~µ), ~x ∈ Rn, ~µ ∈ Rk,

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâè-
ñèò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè (â ÷àñòíîñòè, îò-
ñóòñòâóåò ∆t), â òî âðåìÿ êàê ñàìà ïðîãðàììà ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòè îñòà-
åòñÿ ïðåæíåé.

7.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Ðèñóíîê 7.5 èëëþñòðèðóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ðàç-
ìåðíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûìè âûøå ôîðìóëàìè. Âõîäíûå äàííûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé N -ìåðíûé ìàññèâ, ñîäåðæàùèé òî÷êè ñå÷åíèÿ Ïóàí-
êàðå, ãäå N � ðàçìåðíîñòü ìîäåëüíîé ñèñòåìû. Òîò ôàêò, ÷òî òàêîé ìàññèâ
ôàêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò (N − 1)-ìíîæåñòâó ñå÷åíèÿ, íå âëèÿåò îòðèöà-
òåëüíî íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà, íî óäîáåí ñ òî÷êè çðåíèÿ îðãàíè-
çàöèè âû÷èñëåíèé.

Ïðåäâàðèòåëüíî, äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êàæäîé èç ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ
ïðèâîäèòñÿ ê èíòåðâàëó 0.0 . . . 1.0. Ýòà ïðîöåäóðà ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêîé
è îáðàòèìîé äåôîðìàöèè èñõîäíîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâåííûå ìàñøòàáû ïî âñåì ïåðåìåííûì âûðàâíèâàþòñÿ, è äàëüíåé-
øåå ïîêðûòèå îáúåìà ìîæíî ïðîâîäèòü ñôåðàìè.

Èçíà÷àëüíî çàäàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ ñôåðû ïîêðûòèÿ (îí îïðå-
äåëåí ïîëüçîâàòåëåì êàê ïàðàìåòð ÷èñëåííîé ñõåìû) Äàëåå äëÿ êàæäîé
èç îïîðíûõ òî÷åê ïåðåáèðàþòñÿ âñå îñòàëüíûå òî÷êè îáëàêà. Êîëè÷åñòâî
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Ðèñ. 7.5: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñåãìåíòà ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùàÿ ðàñ÷åò êîððåëÿöèîííîé
ðàçìåðíîñòè ïî çàäàííîìó îáëàêó òî÷åê ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå.
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îïîðíûõ òî÷åê âûáèðàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ðàçóìíîãî âðåìåíè âû÷èñëå-
íèé è îáû÷íî ñîñòàâëÿåò îêîëî 10% îò îáùåãî ÷èñëà òî÷åê. Äëÿ êàæäîé
ïàðû òî÷åê ðàññ÷èòûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Åñëè ýòî ðàññòîÿíèå
íå ïðåâûøàåò ðàäèóñ ñôåðû ïîêðûòèÿ, òî ïåðåìåííîé ñ÷åò÷èêà ÷èñëà òî-
÷åê äàåòñÿ ïðèðàùåíèå íà åäèíèöó. Ïî îêîí÷àíèþ ïåðåáîðà òî÷åê äëÿ äàí-
íîãî ðàäèóñà ðàññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå C(ε) â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.4), çàòåì
ðàäèóñ ñôåðû ïîêðûòèÿ óìåíüøàåòñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ íà çàäàííûé ïîëü-
çîâàòåëåì êîýôôèöèåíò (ìåíüøèé åäèíèöû) è âñÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ.
Âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ ïî äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîãî ïîëüçîâàòåëåì
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàäèóñà ñôåðû ïîêðûòèÿ.

7.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè â êîìïëåêñå ANONS ðåàëè-
çîâàíî êàê äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà PNC è ïðåäïîëàãàåò ïðåä-
øåñòâóþùåå âû÷èñëåíèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå.

Óïðàæíåíèå 1
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ f_vdp èç êàòà-

ëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà ñîñòî-
ÿíèÿ task_PNC_1.st òàê, êàê ýòî äåëàëîñü â ðàáîòå 2 ïðè âû÷èñëåíèè
ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Âûáåðèòå äâà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îäíî èç êîòîðûõ ñîîò-
âåòñòâîâàëî áû íåðåçîíàíñíîìó òîðó (òî÷êè â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå ëîæàòñÿ
íà èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ), à äðóãîå - ðåçîíàíñó N:1 (N òî÷åê â ñå÷åíèè
Ïóàíêàðå). Ðàññ÷èòàéòå â êàæäîì ñëó÷àå âåëè÷èíó êîððåëÿöèîííîãî èí-
òåãðàëà â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà ñôåðû ïîêðûòèÿ è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê
â ïðîãðàììå xmgrace. Èñïîëüçóÿ âñòðîåííûå ñðåäñòâà xmgrace, âû÷èñëèòå
êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ öåíòðàëüíîãî ó÷àñòêà çàâèñèìîñòè
è òåì ñàìûì îïðåäåëèòå çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè.

Óïðàæíåíèå 2
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ gen_aa, rossler

èëè lorenz (ïî óêàçàíèþ ïðåïîäàâàòåëÿ)èç êàòàëîãàmodels. Èçìåíÿÿ óïðàâ-
ëÿþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïîäáåðèòå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïåðåõîäó îò ðåæèìà ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ê äåòåðìèíèðîâàííîìó
õàîñó. Äàâàÿ ïðèðàùåíèå óïðàâëÿþùåìó ïàðàìåòðó òàê, ÷òîáû ýòî çàìåòíî
ìåíÿëî âèä ôàçîâîé ïðîåêöèè àòòðàêòîðà, ïðîâåäèòå 6-8 èçìåðåíèé êîð-
ðåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè è ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê. Ïðåäëî-
æèòå îáúÿñíåíèå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) ×òî òàêîå ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà?
2) ×åì îòëè÷àþòñÿ åìêîñòíàÿ è êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòè?
3) Ïî÷åìó èìåííî êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü ïðåäïî÷èòàþò âû÷èñëÿòü íà ïðàê-

òèêå?
4) Îáúÿñíèòå, â ÷åì ñîñòîÿò îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó ε ïðè ðàñ÷åòå êîððåëÿöèîí-

íîãî èíòåãðàëà.
5) Â ÷åì ñîñòîÿò îãðàíè÷åíèÿ âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòè ïðè êîíå÷íîé âûáîðêå?
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8 Àíàëèç ñòðóêòóðû äèíàìè÷åñêîãî
õàîñà ñ ïîìîùüþ àâòîêîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè

8.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííûé àíàëèç, êîòîðûé íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìå-
íåíèÿ â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåäà÷åé èíôîðìàöèè, ðàäàðíûì îáíàðó-
æåíèåì, ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ, àíàëèçîì âèáðàöèé, âûäåëåíèåì ñëàáîãî
ñèãíàëà ïðè íàëè÷èè ôëóêòóàöèé áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè, èññëåäîâàíèåì
ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè ïðîöåññîâ â ôèçèêå, áèîëîãèè è ò.ä. Êîâàðè-
àöèîííûå (êîððåëÿöèîííûå) ôóíêöèè äîïóñêàþò ðàçíûå âàðèàíòû èíòåð-
ïðåòàöèè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè ïîçâîëÿþò âûÿâëÿòü ñòåïåíü ñõîäñòâà (ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè) äâóõ ñèãíàëîâ ïðè âàðüèðîâàíèè ñäâèãà ïî âðåìåíè
ìåæäó íèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î âçàèìíûõ êîâàðèàöèîííûõ (âçàèì-
íûõ êîððåëÿöèîííûõ) ôóíêöèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ïðèìåíèìû äëÿ
èçó÷åíèÿ âçàèìîñâÿçè çíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â
ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ àâ-
òîêîâàðèàöèîííûõ (àâòîêîððåëÿöèîííûõ) ôóíêöèé.

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (ÀÊÔ) ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñòàòèñòè÷åñêîé
õàðàêòåðèñòèêîé, ïîçâîëÿþùåé èçó÷àòü ñâîéñòâà õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ àâ-
òîêîëåáàíèé, ïîðîæäàåìîé äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêîé íåëèíåéíûõ ñè-
ñòåì. Ñïàäàíèå ÀÊÔ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýôôåêòà ïåðåìåøèâàíèÿ, êîòî-
ðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáîé ìàëûé ýëåìåíò ôàçîâîãî îáúåìà ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè �ðàçìàçûâàåòñÿ� ïî âñåìó õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó. Êàê ñëåä-
ñòâèå, òåðÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñîñòîÿíèìè ñèñòåìû,
ðàçäåëåííûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïðîìåæóòêîì âðåìåíè. Äëÿ õàîòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ ðàñùåïëåíèå êîððåëÿöèé âî âðåìåíè ñâÿçàíî ñ íåóñòîé÷èâî-
ñòüþ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Îñîáåííîñòüþ ÀÊÔ (â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò
ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå ìîæíî âû÷èñëÿòü íåçàâèñè-
ìî îò ïðèðîäû ñèãíàëà: îäèí è òîò æå àëãîðèòì ïðèìåíèì ê ïîëíîñòüþ
äåòåðìèíèðîâàííûì ïðîöåññàì, çàøóìëåííûì õàîòè÷åñêèì ñèãíàëàì è ñî-
âåðøåííî ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì (íàïðèìåð, öâåòíîìó øóìó).

Ïîýòîìó ïðè îïèñàíèè ìåòîäà ðàñ÷åòà ÀÊÔ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
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áîëåå îáùèé ñëó÷àé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî âñå ôîðìóëû
è èõ òðàêòîâêà ñïðàâåäëèâû äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû äèíàìè÷åñêîãî õàîñà
ïî îäíîìåðíûì ïðîåêöèÿì ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ïðèíàäëåæàùåé àòòðàê-
òîðó.

8.2 Òåîðèÿ ìåòîäà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèçèðóåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t).
Îõàðàêòåðèçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü åãî çíà÷åíèé X1 = X(t) è
X2 = X(t + τ) ìîæíî ñ ïîìîùüþ àâòîêîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè

K(τ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2p(x1, x2, τ)dx1dx2 (8.1)

èëè àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

Ψ(τ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x1 −X)(x2 −X)p(x1, x2, τ)dx1dx2, (8.2)

ãäå X � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, p(x1, x2, τ) � äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Â çàäà÷àõ àíàëèçà ñòðóêòóðû ñèãíàëîâ íà ýòàïå
ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèâåäåíèå èñõîä-
íîãî ïðîöåññà ê íóëåâîìó ñðåäíåìó óðîâíþ, â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè
K(τ) è Ψ(τ) ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåäåíèå âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (8.1) è (8.2) ïðåä-
ïîëàãàåò íàëè÷èå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà ñ çàäàííîé íà íåì ôóíêöèåé p(x1, x2, τ). Íî ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ èññëåäîâàòåëü èìååò äåëî ëèøü ñ îäíîé ðåàëèçàöèåé
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x∗(t), ïîýòîìó ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ñèãíàëó x∗(t), åñëè
çàìåíèòü ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà ïåðåìåøèâàíèÿ.

Êîâàðèàöèîííàÿ (èëè àâòîêîâàðèàöèîííàÿ) ôóíêöèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà X(t), èìåþùåãî êîíå÷íóþ äëèòåëüíîñòü T , âû÷èñëÿåòñÿ
ïî îäíîé ðåàëèçàöèè x(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K(τ) =
1

T − τ

∫ T−τ

0
x(t)x(t + τ)dt, (8.3)

ãäå 0 ≤ τ < T . Îíà õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæ-
äó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ñäâèíóòûìè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà
íà èíòåðâàë âðåìåíè τ . Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè âðåìåíè K(τ) òàêæå
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ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ òåì æå ñàìûì ïåðèîäîì. Åñëè X(t)
� ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, íå ñîäåðæàùèé ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò, òî ñ ðî-
ñòîì τ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè X = 0. Òàêîå
ïîâåäåíèå K(τ) ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîòåðè ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè: ñ
óâåëè÷åíèåì τ ïðåäûäóùèå ñîñòîÿíèÿ �çàáûâàþòñÿ�.

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò êîððåëÿöèîííàÿ (èëè àâòîêîððåëÿ-
öèîííàÿ) ôóíêöèÿ (ÀÊÔ):

Ψ(τ) =
1

T − τ

∫ T−τ

0
(x(t)− < X >)(x(t + τ)− < X >)dt, (8.4)

ãäå < X > � ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
îòëè÷èå ôîðìóë (8.3) è (8.4) ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ
ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá ýíåðãèè ïðîöåññà X(t), òîãäà êàê êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ òåðÿåò ÷àñòü èíôîðìàöèè ïðè ïåðåõîäå ê íóëåâîìó ñðåäíåìó
óðîâíþ.

Ïî âèäó ÀÊÔ ìîæíî äåëàòü âûâîäû îá èçìåíåíèè ðåæèìà ôóíêöèî-
íèðîâàíèÿ èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ ñ ïåðèîäîì T0: Ψ(0) = Ψ(τ = T0) = Ψ(τ = nT0), ò.å. ÀÊÔ
áóäåò òàêæå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé (ðèñ. 8.1,à).

Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà (íàëè÷èå ïîâòîðÿåìîñòè â ïîâåäåíèè ÀÊÔ) íà-
áëþäàåòñÿ ïðè áèôóðêàöèÿõ óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ðèñ. 8.1,á) äî ïåðåõîäà ê
õàîñó. Â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå îãèáàþùàÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
γx(τ) áóäåò ñïàäàòü äî íóëÿ (ðèñ. 8.1,â), ïðè÷åì ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ åå ê
íóëþ ñëóæèò âàæíîé êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé: ÷åì áûñòðåå ñïà-
äàåò γx(τ), òåì áîëåå õàîòè÷åí ðåæèì. Îáû÷íî äëÿ òîãî ÷òîáû îõàðàêòå-
ðèçîâàòü ñêîðîñòü ñïàäàíèÿ îãèáàþùåé, èñïîëüçóþò âðåìÿ êîððåëÿöèè τc

� âðåìÿ, çà êîòîðîå | γx(τ) | óìåíüøèòñÿ â e ðàç:

| γx(τc) |
| γx(0) | =

1

e
.

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä,
ïðè êîòîðîì çàâèñèìîñòü γx(τ) íå óäàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ýêñïîíåíöè-
àëüíîé èëè ñòåïåííîé ôóíêöèåé (ðèñ. 8.2).

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþò äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ τc:

τc =
1

σ2

∫ ∞

0
γx(τ)dτ.

×åì ìåíüøå âðåìÿ êîððåëÿöèè, òåì áûñòðåå ïðîèñõîäèò ¾çàáûâàíèå¿
ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé, òî åñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ¾õàîòè÷-
íûì¿. Ñëó÷àé τc = 0 ñîîòâåòñòâóåò áåëîìó øóìó, äëÿ êîòîðîãî ¾ïàìÿòü î
ïðîøëîì¿ ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò.

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



8.2. Òåîðèÿ ìåòîäà 111

0.0 20.0
−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

ψ

τ à

0.0 20.0
−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

ψ

τ á

0.0 100.0
−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

ψ

τ

γ
x

â

Ðèñ. 8.1: Àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè: à � ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïåðèîäà T0, á �
ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïåðèîäà 2T0, â � õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ôîðìóëû, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ êîâàðèàöèîííûå è êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè, áûëè çàïèñàíû äëÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà x(t). Ìîäèôèöèðóåì èõ
òåïåðü äëÿ ñëó÷àÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì âðåìåí-
íîé ðÿä x(i), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(t),
äèñêðåòèçîâàííîé ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ∆t: x(i) = x(i∆t), i = 1, 2, . . . , N .
Ïðîöåäóðà äèñêðåòèçàöèè âñåãäà ïðîâîäèòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè àíàëîãî-
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Ðèñ. 8.2: Ïðèìåð ÀÊÔ õàîòè÷åñêîãî ïðîöåññà, èìåþùåé ñëîæíóþ äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ôîðìó.

âûõ ñèãíàëîâ â öèôðîâóþ ôîðìó äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà íà êîìïüþòå-
ðå. Äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà N è øàã äèñêðåòèçàöèè ∆t îïðåäåëÿþòñÿ êàê
ïðàêòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, íàïðèìåð, ïðèåìëåìîé ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòüþ ýêñïåðèìåíòà T = N∆t, òàê è òåõíè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè èñïîëü-
çóåìîé èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû è õàðàêòåðèñòèêàìè ÀÖÏ.

Ðàñ÷åòû êîâàðèàöèîííîé è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé â ýòîì ñëó÷àå ïðî-
âîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

K(m) = K(m∆t) =
1

N −m

N−m∑
i=1

x(i)x(i + m),

Ψ(m) = Ψ(m∆t) =
1

N −m

N−m∑
i=1

(x(i)− < X >)(x(i + m)− < X >).

Çäåñü m = 0, 1, . . . , M � ÷èñëî øàãîâ äèñêðåòèçàöèè, õàðàêòåðèçóþùåå
ñäâèã ïî âðåìåíè ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (îáû÷íî âûáèðà-
þò M << N). Çàìåòèì, ÷òî ñâîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÀÊÔ ïðèíèìàåò
â íóëå Ψmax = Ψ(0), è îíî ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé: Ψ(0) = σ2. Ïî àíàëîãèè,
êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â íóëå
Kmax = K(0), îíî ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåé ýíåðãèè ïðîöåññà X(t).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñòåïåíü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó
çíà÷åíèÿìè àíàëèçèðóåìûõ äàííûõ, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íîðìèðîâàííîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé � êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè:

R(m) =
Ψ(m)

σ2 ,
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êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò −1 äî 1 è íå çàâèñèò îò åäèíèö
èçìåðåíèÿ ïåðåìåííîé x(t). Ïðè÷åì, êàê è ñàìà ÀÊÔ, ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïðèíèìàåò â íóëå: Rmax = R(0) = 1.

8.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Ðèñ. 8.3: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñåãìåíòà ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé ðàñ÷åò íîðìèðîâàííîé
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå èñïîëüçóþò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ðàñ-
÷åòà àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè: ëèáî â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè âû-
øå îïðåäåëåíèÿìè, ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Âèíåðà-Õèí÷èíà, ïó-
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òåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè. Ïî-
ñêîëüêó àëãîðèòìû ðàñ÷åòà Ôóðüå-ñïåêòðà ìîùíîñòè õîðîøî ðàçðàáîòàíû
è îïòèìèçèðîâàíû (áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå), òî âòîðîé ñïîñîá ÷à-
ñòî ïðåäïî÷òèòåëåí êàê áîëåå áûñòðîäåéñòâóþùèé. Îäíàêî â ðÿäå çàäà÷,
îñîáåííî ïðè àíàëèçå êîððåëÿöèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿ-
ìîå âû÷èñëåíèå ÀÊÔ. Íà ðèñóíêå 8.3 èçîáðàæåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðóê-
òóðíàÿ ñõåìà ïðîãðàììû. Êàê ìîæíî âèäåòü, îíà îòíîñèòåëüíî íåñëîæíà.
Ïîñëå ïîäãîòîâèòåëüíûõ äåéñòâèé ( ïîëó÷åíèå è öåíòðèðîâàíèå âðåìåí-
íîé ðåàëèçàöèè) äàííûå ïåðåäàþòñÿ íà îáðàáîòêó â äâà âëîæåííûõ öèêëà,
âíåøíèé èç êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåò ïåðåáîð âñåõ âðåìåííûõ ñäâèãîâ èç çà-
äàííîãî èíòåðâàëà, à âíóòðåííèé - ïåðåáîð çàäàííîãî ÷èñëà ïàð òî÷åê,
ñóììà ïðîèçâåäåíèé êîòîðûõ íàêàïëèâàåòñÿ â ýëåìåíòå ìàññèâà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì òåêóùåìó âðåìåííîìó ñäâèãó. Ïî âûõîäó èç âëîæåííûõ öèêëîâ,
çíà÷åíèÿ ìàññèâà íîðìèðóþòñÿ íà ÷èñëî ïàð òî÷åê è íà çíà÷åíèå ñðåäíåé
êâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíû äëÿ âñåé âðåìåííîé ðåàëèçàöèè.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âðåìåííîé èíòåðâàë ìåæäó òî÷êàìè âðåìåííîé
ðåàëèçàöèè äîëæåí áûòü ðàâåí òîìó ìèíèìàëüíîìó (íåíóëåâîìó) ñäâèãó
τ , êîòîðûé èíòåðåñóåò ïîëüçîâàòåëÿ è çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì ¾Time step¿
ïðîöåññà ACF êîìïëåêñà ANONS. Íàèáîëüøèé âðåìåííîé ñäâèã τmax çà-
äàåòñÿ òàì æå ïàðàìåòðîì ¾Maximal time shift¿, à êîëè÷åñòâî ïàð òî÷åê N
ïðè óñðåäíåíèè - ïàðàìåòðîì ¾Average number¿. Â ðåçóëüòàòå, âðåìåííàÿ
ðåàëèçàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ÀÊÔ áóäåò ñîäåðæàòü M = INT{τmax/τ} + N
òî÷åê, ãäå INT{} îáîçíà÷àåò îêðóãëåíèå äî öåëîãî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òîé æå äëèíå âðåìåííîé ðåàëèçàöèè óñðåäíåíèå ÀÊÔ
íà ìàëûõ âðåìåíàõ ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå íå ïî N ,
à ïî INT{M − τi/τ} òî÷êàì, ãäå τi - òåêóùèé âðåìåííîé ñäâèã. Ïðè ýòîì,
îäíàêî, êà÷åñòâî óñðåäíåíèÿ áóäåò íåîäèíàêîâî äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé ãðà-
ôèêà.

8.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Óïðàæíåíèå 1
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ van_der_pol

èç êàòàëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà
ñîñòîÿíèÿ task_ACF_1.st. Èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû ÷èñëåííîé ñõåìû ïðîöåñ-
ñà ACF, ðàññ÷èòàéòå àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ íà áîëüøèõ è ìàëûõ
âðåìåíàõ è ðàçëè÷íîé ñòåïåíè óñðåäíåíèÿ. Îáúÿñíèòå ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû.

Óïðàæíåíèå 2
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ van_der_pol

èç êàòàëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà
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ñîñòîÿíèÿ task_ACF_1.st. Óñòàíîâèòå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ÷èñëåííîé ñõåìû, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè.

Èçìåíÿÿ óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïîäáåðèòå ñëåäóþùèå ñîñòî-
ÿíèÿ:

(1) çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå øóìà;
(2) çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïðè íàëè÷èè øóìà ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè,

òàêîé, ÷òî âî âðåìåííîé ðåàëèçàöèè ïðîñëåæèâàþòñÿ íåðåãóëÿðíûå îñöèë-
ëÿöèè;

(3) òî æå, ïðè çíà÷èòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè øóìà, êîãäà äèíàìèêà âû-
ãëÿäèò ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíîé.

Ðàññ÷èòàéòå ãðàôèêè ÀÊÔ äëÿ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ.Îáúÿñíèòå ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû.

Óïðàæíåíèå 3
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ gen_aa, rossler

èëè lorenz (ïî óêàçàíèþ ïðåïîäàâàòåëÿ)èç êàòàëîãàmodels. Èçìåíÿÿ óïðàâ-
ëÿþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïîäáåðèòå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïåðåõîäó îò ðåæèìà ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ê äåòåðìèíèðîâàííîìó
õàîñó. Äàâàÿ ïðèðàùåíèå óïðàâëÿþùåìó ïàðàìåòðó òàê, ÷òîáû ýòî çàìåòíî
ìåíÿëî âèä ôàçîâîé ïðîåêöèè àòòðàêòîðà, ïðîâåäèòå äëÿ êàæäîãî çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà ðàñ÷åò àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è ïîñòðîéòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàôèêè. Ïðåäëîæèòå îáúÿñíåíèå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) ×òî õàðàêòåðèçóþò êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè?
2) Êàê âû÷èñëèòü âðåìÿ êîððåëÿöèè? ×òî îíî õàðàêòåðèçóåò?
3) ×òî òàêîå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè? Ïî÷åìó äàííîé õàðàêòåðèñòèêîé óäîáíåå

ïîëüçîâàòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÀÊÔ?
4) Ïî÷åìó ÀÊÔ õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ñïàäàþùåé ôóíêöèåé?
5) ×åì îòëè÷àåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ îò êîððåëÿöèîííîé?
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9 Àíàëèç ñòðóêòóðû òî÷å÷íûõ
ïðîöåññîâ

9.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ íàóê âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, êîòîðûå
òðåáóþò ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé, ïðîèñõî-
äÿùèõ â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, . . . , tN . Ãåîìåòðè÷åñêè êàæ-
äóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå òî÷åê íà îñè âðåìåíè,
ïîýòîìó åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî òî÷å÷-
íîãî ïðîöåññà. Ïîä òî÷å÷íûì ïðîöåññîì, òàêèì îáðàçîì, ïîíèìàåòñÿ ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ, â êîòîðîì íîñèòåëÿìè èíôîðìàöèè î äèíàìèêå ÿâëÿþòñÿ
âðåìåíà êàêèõ-òî ñîáûòèé. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ìîìåíòû ñðàáàòûâà-
íèÿ ïîðîãîâûõ óñòðîéñòâ ïðè äîñòèæåíèè íåïðåðûâíûì ñèãíàëîì íà âõîäå
ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ èëè ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âûëåòà ýëåêòðîíîâ èç íà-
ãðåòîãî êàòîäà ýëåêòðîííîé ëàìïû, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ ïðè÷èí
íàëè÷èÿ äðîáîâîãî øóìà àíîäíîãî òîêà. Òåðìèíîëîãèÿ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðèíöèïîâ êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè
íåéðîíàìè â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåêòðè÷åñêèõ èìïóëüñîâ (ïîòåí-
öèàëîâ äåéñòâèÿ). Â ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîôèçèêå õîðîøî èçâåñòåí ïðîöåññ
Ïóàññîíà, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðîñòåéøèé òî÷å÷íûé ïðîöåññ, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì ñòàöèîíàðíîñòè è íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé.

Â òåîðèè êîëåáàíèé ïðèìåðàìè òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ ñëóæàò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè âðåìåí ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé ñåêóùåé ïëîñêîñòè,
íà îñíîâå êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ âðåìåíà âîçâðàòà â ñåêóùóþ. Íàðÿäó ñ ñå-
÷åíèåì Ïóàíêàðå, âðåìåíà âîçâðàòà ïîçâîëÿþò õàðàêòåðèçîâàòü �ïîïåðå÷-
íóþ� ñòðóêòóðó õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Íà÷èíàÿ ñ 80-õ ãîäîâ, èçó÷åíèå
ñëîæíûõ ðåæèìîâ àâòîêîëåáàíèé ïî ñêàëÿðíûì âðåìåííûì ðÿäàì â òåð-
ìèíàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà çàäåðæåê,
îáîñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò òåîðåìà Òàêåíñà è åå îáîáùåíèÿ. Âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì âðåìåí
âîçâðàòà ÿâëÿåòñÿ ìåíåå î÷åâèäíîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàññìîòðåíèå
âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ âìåñòî ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ S(t) äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû îçíà÷àåò ñóùåñòâåííóþ ïîòåðþ èíôîðìàöèè î ðåæèìå åå ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè òî÷å÷íûé ïðîöåññ
ñëóæèò îòðàæåíèåì ñëîæíîãî ðåæèìà êîëåáàíèé íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé
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S(t)

T Ti i+1

Ðèñ. 9.1: Ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà S(t) ïîðîãîâûì óñòðîéñòâîì, ãåíåðèðóþùèì êðàòêî-
âðåìåííûé èìïóëüñ ïðè äîñòèæåíèè ïîðîãîâîãî óðîâíÿ.

ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, òî ìîæíî ëè èäåíòèôèöèðîâàòü ñîñòî-
ÿíèå äàííîé ñèñòåìû íà îñíîâå èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â òî-
÷å÷íîì ïðîöåññå (íàïðèìåð, ïðîâåñòè îöåíêó ìåòðè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà)? Åñëè äà, òî ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ?

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè è óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïåðåõîä
îò ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ S(t) ê òî÷å÷íîìó ïðîöåññó Ti ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëà S(t) ïîðîãîâûì óñòðîéñòâîì, ãåíåðèðóþ-
ùèì ñòåðåîòèïíûå èìïóëüñû ïðè äîñòèæåíèè ïîðîãîâîãî óðîâíÿ (ðèñ. 9.1).

Â ðÿäå èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñî-
ñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ti, áûëà ðàññìîòðå-
íà ìîäåëü ïîðîãîâîãî óñòðîéñòâà òèïà �íàêîïëåíèå-ñáðîñ� (ÍÑ). Ñîãëàñíî
òåðìèíîëîãèè, èñïîëüçóåìîé â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, äàííàÿ ìîäåëü ÷à-
ñòî íîñèò íàçâàíèå �integrate-and-reset� èëè �integrate-and-�re� (â äîñëîâíîì
ïåðåâîäå, �èíòåãðèðóé è ñòðåëÿé�). Ýòà ìîäåëü ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì äèíàìèêè íåéðîíîâ è èõ àí-
ñàìáëåé. Íàðÿäó ñ èññëåäîâàíèÿìè ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè êëåòîê, òà-
êèå ìîäåëè âñòðå÷àþòñÿ è íåïîñðåäñòâåííî â ðàäèîôèçèêå, íàïðèìåð, ïðè
ðàññìîòðåíèè ñèãìà-äåëüòà ìîäóëÿöèè. Òî÷å÷íûå ïðîöåññû, ãåíåðàöèþ êî-
òîðûõ îïèñûâàåò ÍÑ-ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âðåìåí âîçâðàòà. Äëÿ íèõ äîêàçà-
íà âîçìîæíîñòü èäåíòèôèêàöèè ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â âèäå
òåîðåìû âëîæåíèÿ, àíàëîãè÷íîé òåîðåìå Òàêåíñà äëÿ âðåìåííûõ çàâèñè-
ìîñòåé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Â ðàìêàõ ÍÑ-ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ïðåîáðàçîâàíèå äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ ïðîöåññîâ, â êà÷åñòâå ñèãíàëà S(t) íà âõîäå ïîðîãîâîãî óñòðîéñòâà
÷àñòî âûáèðàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ ìàëîìåð-
íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, äåìîíñòðèðóþùåé ðåæèì àâòîêîëåáàíèé, èëè
ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ñèãíàë S(t) èíòåãðèðóåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè T0, à âðåìåíà Ti, â êîòîðûå èíòåãðàë äîñòè-
ãàåò çàäàííîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå θ, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

∫ Ti+1

Ti

S(t)dt = θ, Ii = Ti+1 − Ti. (9.1)
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Ðèñ. 9.2: Ìîäåëè �íàêîïëåíèå-ñáðîñ� (à) è �ïåðåñå÷åíèÿ ïîðîãà� (á). Òî÷êàìè íà ñèãíà-
ëàõ S(t) îáîçíà÷åíû ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå äîñòèæåíèþ ïîðîãà è ãåíåðà-
öèè èìïóëüñà. Âíèçó íà êàæäîì ðèñóíêå èçîáðàæåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñèãíàë íà âûõîäå ñèñòåìû.

Ïðè äîñòèæåíèè ïîðîãà ãåíåðèðóåòñÿ êðàòêîâðåìåííûé èìïóëüñ (ðèñ.9.2,à),
ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèå èíòåãðàëà îáíóëÿåòñÿ. Ìåæèìïóëüñíûå èíòåðâàëû (ÌÈ)
Ii èíîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ, ïîçâîëÿþùåé
îõàðàêòåðèçîâàòü äèíàìèêó õàîòè÷åñêîãî ñèãíàëà S(t). Â ÷àñòíîñòè, áûëà
äîêàçàíà òåîðåìà Çàóýðà (òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ
ìîäåëè �íàêîïëåíèå-ñáðîñ�).

Äðóãîé ìîäåëüþ ïîðîãîâîãî óñòðîéñòâà (ðèñ.9.1) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü �ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïîðîãà� (ÏÏ), ïðåäïîëàãàþùàÿ ââåäåíèå óðîâíÿ Θ, êîòîðûé çàäàåò
óðàâíåíèå ñåêóùåé S = Θ, è çàïèñü èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ïåðåñå-
÷åíèÿìè äàííîãî óðîâíÿ ñèãíàëîì S(t) â îäíîì íàïðàâëåíèè, íàïðèìåð,
ñíèçó ââåðõ (ðèñ.9.2,á). Äëÿ àòòðàêòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èíòåðâàëû
Ii ñîîòâåòñòâóþò âðåìåíàì âîçâðàòà â ñåêóùóþ ïëîñêîñòü.

Ïðîáëåìà àíàëèçà ÌÈ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âîçíè-
êàþò ñëîæíîñòè ðåãèñòðàöèè ïîëíîé ðåàëèçàöèè èíòåðåñóþùåãî íàñ ïðî-
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öåññà S(t) (èëè îíà ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íåäîñòóïíà), è åäèíñòâåííî äî-
ñòóïíûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí Ti. Êëàññè-
÷åñêèì ïðèìåðîì ñëóæèò ñåíñîðíûé íåéðîí, êîòîðûé ìîæåò èíòåðïðåòè-
ðîâàòüñÿ êàê ïîðîãîâîå óñòðîéñòâî, ïðåîáðàçóþùåå âõîäíîé ñèãíàë S(t) â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �ñïàéêîâ�, ãåíåðèðóåìûõ ïðè ïðåâûøåíèè ïîðîãà. Äàí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå íåîäíîêðàòíî èññëåäîâàëîñü ñ ïîçèöèè òåîðèè èíôîð-
ìàöèè.

Åñëè â ñëó÷àå ÍÑ-ìîäåëè âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê õà-
îòè÷åñêèõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé ïî òî÷å÷íîìó ïðîöåññó áàçèðóåòñÿ íà òåî-
ðåìå Çàóýðà, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âðåìåí âîçâðàòà ñòðîãîãî äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû âëîæåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî. Òåì íå ìåíåå,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí âîçâðàòà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü îöåíêó òàêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ñëîæíîé äèíàìèêè êàê ðàçìåðíîñòè, ýíòðîïèè, ëÿïóíîâñêèå
ïîêàçàòåëè.

9.2 Òåîðèÿ ìåòîäà

Àíàëèç òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâå ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ (ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàìì ìåæèìïóëüñíûõ èíòåðâàëîâ, îòîáðà-
æåíèé ïîñëåäîâàíèÿ è ò.ä.). Íàïðèìåð, èç ðèñóíêà 9.3 âèäíî, ÷òî îòîáðàæå-
íèå âðåìåí âîçâðàòà äëÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà êà÷åñòâåííî íàïîìèíàåò
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.

Äðóãîé âàðèàíò àíàëèçà � ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðåêîíñòðóêöèè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì (åñëè íåîáõîäèìî èçâëå÷ü èíôîðìàöèþ î ðåæèìå ñëîæíîé
äèíàìèêè, îòðàæåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûé ïðîöåññ). Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê õà-
îòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (âîçìîæíî, ñ íåçíà÷èòåëüíûìè ìîäèôèêàöèÿìè).

Ìîäåëü íàêîïëåíèå-ñáðîñ

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîáëåìó ðåêîíñòðóêöèè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòî-
ðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âõîäíîìó ñèãíàëó ÍÑ-ìîäåëè, ïî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ Ii. Êà÷åñòâî ðåêîíñòðóêöèè â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ïîðîãà θ. Åñëè ÷àñòîòà ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ íà
âûõîäå ïîðîãîâîãî óñòðîéñòâà âåëèêà, òî ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíîé òåîðå-
ìû î ñðåäíåì â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìåæèì-
ïóëüñíûå èíòåðâàëû Ii êàê íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî ñèãíàëà
S(t):

Ii ≈ θ/Si, Si = S(Ti). (9.2)
Ïîñêîëüêó ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì íåëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, âåëè÷èíà λ1, âû÷èñëåííàÿ äëÿ àòòðàêòîðà, ðåêîí-
ñòðóèðîâàííîãî ïî òî÷å÷íîìó ïðîöåññó, äîëæíà ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì
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Ðèñ. 9.3: Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå (à) è îòîáðàæåíèå âðåìåí âîçâðàòà (á) äëÿ õàîòè÷å-
ñêîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû Ðåññëåðà.

ïîêàçàòåëÿ, îïðåäåëåííîãî ïî âõîäíîìó ñèãíàëó S(t). Âîïðîñ ñîñòîèò ëèøü
â òîì, êàêóþ ìåòîäèêó âûáðàòü äëÿ ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëÿ.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òî÷å÷íûé ïðîöåññ èñêëþ÷èòåëü-
íî êàê äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I1, I2, . . . , IN , âîññòàíàâëèâàòü àò-
òðàêòîð ìåòîäîì çàäåðæêè (Ii, Ii+1, . . ., Ii+m−1) è îïðåäåëÿòü äëÿ íåãî ìåðó
õàîòè÷íîñòè êàê óñðåäíåííóþ çà îäíó �èòåðàöèþ� ñêîðîñòü ïîòåðè èíôîð-
ìàöèè î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè; ïðè÷åì, äëèòåëüíîñòü �èòåðàöèè� ïðèáëè-
æåííî ìîæíî ïðèíÿòü ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäíåìó çíà÷åíèþ âðåìåííîãî
èíòåðâàëà I = 1

N

∑N
i=1 Ii. Äàííûå âû÷èñëåíèÿ îáû÷íî ïðèâîäÿò ê çàíè-

æåííûì çíà÷åíèÿì λ1. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷åòû íà ïðèìåðå ñèñòåìû Ðåññëåðà
â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå ïðèâîäÿò ê íåäîîöåíêå λ1, ñîñòàâëÿþùåé ïðèìåðíî
25%. Â êà÷åñòâå âõîäíîãî ñèãíàëà â ýòîì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàëàñü çàâè-
ñèìîñòü S(t) = x(t) + 40, à ïîðîã áûë âûáðàí ðàâíûì θ = 35.

Äðóãîé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ðàñ÷åòà λ1 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè èç-
âåñòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ii, òî ñîãëàñíî (9.2)

1

Ii
≈ 1

θ
Si = kS(Ti), k =

1

θ
, (9.3)
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Ðèñ. 9.4: à) - Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî ñèãíàëà 1
θ
S(t) � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ è âðå-

ìåííàÿ çàâèñèìîñòü Sint(t) - ðåçóëüòàò èíòåðïîëÿöèè òî÷åê 1
Ii

(Ti) � ïóíêòèð. Íåáîëü-
øîå ñìåùåíèå ïî îñè âðåìåíè ìîæåò áûòü óñòðàíåíî, åñëè â ôîðìóëå (9.2) ðàññìîòðåòü
Si = S((Ti + Ti+1)/2); (á) - Òî÷êè óñðåäíåííîé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ïî Ãèëüáåðòó â
ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñå÷åíèþ ïîðîãà, - ωH(Ti) (÷åðíûå êðóæî÷êè,
ñîåäèíåííûå ïóíêòèðíîé ëèíèåé) è çíà÷åíèÿ 2π

Ii
(Ti) â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè (áåëûå

êðóæî÷êè, ñîåäèíåííûå ãëàäêîé ôóíêöèåé ωint(t)).

òî åñòü â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè Ti ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ
âõîäíîãî ñèãíàëà, óìíîæåííûå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Çíàÿ çíà÷åíèÿ
kS(Ti) è æåëàÿ âîññòàíîâèòü âõîäíîé ñèãíàë êàê íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
âðåìåíè, ïðåäëàãàåòñÿ èíòåðïîëèðîâàòü òî÷êè 1/Ii, ðàññìîòðåííûå â ìî-
ìåíòû âðåìåíè Ti, ãëàäêîé ôóíêöèåé Sint(t) (íàïðèìåð, êóáè÷åñêèì ñïëàé-
íîì). Èíòåðïîëÿöèÿ ïîçâîëèò ïåðåéòè ê ïîñòîÿííîìó øàãó ïî âðåìåíè è
ïðèáëèæåííî âîññòàíîâèòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî ñèãíàëà, òî
åñòü âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü kS(t) � ðèñ. 9.4,à. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåêîíñòðóè-
ðîâàííûé ïî ñèãíàëó Sint(t) ôàçîâûé ïîðòðåò áóäåò ñîõðàíÿòü ìåòðè÷åñêèå
è äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïðîöåññó S(t). Ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ
ïîãðåøíîñòü, ñâÿçàííàÿ êàê ñ îøèáêàìè èíòåðïîëÿöèè, òàê è ñ ïðèáëè-
æåííûì õàðàêòåðîì ñîîòíîøåíèÿ (9.3). Îäíàêî çíà÷åíèå λ1, âû÷èñëåííîå
ïî ñèãíàëó Sint(t), ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ
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Ëÿïóíîâà ïî èñõîäíîìó ñèãíàëó S(t), ïðè÷åì, òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñóùå-
ñòâåííî âûøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå (ïî äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Ii). Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ïîãðåøíîñòü îöåí-
êè λ1 ïðèìåðíî â 2-3 ðàçà. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì,
÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà òî÷åê â èíòåðïîëèðîâàííîé âðåìåííîé çàâèñèìîñòè
Sint(t) ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÌÈ (ñîîòâåòñòâåí-
íî, óâåëè÷åíèå ÷èñëà òî÷åê â âîññòàíîâëåííîì ôàçîâîì ïîðòðåòå) ïðèâî-
äèò ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ îøèáêè îðèåíòàöèè âåêòîðà âîçìóùå-
íèÿ ïðè ðàñ÷åòå λ1.

Ìîäåëü ïåðåñå÷åíèÿ ïîðîãà

Áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêà äèíàìè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïî íàáîðó âðåìåí âîçâðàòà. Âîçìîæíûé
âàðèàíò ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä îò íàáîðà âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ Ii ê òî÷êàì ω(Ti) = 2π/Ii, ñî-
îòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì óñðåäíåííîé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ωH çà âðåìÿ
âîçâðàòà Ii = Ti+1 − Ti, ãäå Ti � âðåìåíà ïåðåñå÷åíèÿ ïîðîãîâîãî óðîâ-
íÿ. Äàëåå òî÷êè ω(Ti) èíòåðïîëèðóþòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé (êóáè÷åñêèì
ñïëàéíîì) ωint(t) äëÿ ïåðåõîäà ê ñèãíàëó ñ ðàâíîìåðíîé âûáîðêîé, èñïîëü-
çóþùåìóñÿ ïðè ðåêîíñòðóêöèè � ðèñ. 9.4,á. Äàííàÿ âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü
ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî îïèñàòü ïîâåäåíèå óñðåäíåííîé ìãíîâåííîé ÷àñòî-
òû êîëåáàíèé, è ðåêîíñòðóèðîâàííûé àòòðàêòîð ñîõðàíÿåò õàðàêòåðèñòèêè
õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèíàìèêå íà âõîäå ïîðîãîâîãî
óñòðîéñòâà.

9.3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Öåíòðàëüíîé çàäà÷åé ïðè àíàëèçå òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ âûäå-
ëåíèå ìîìåíòîâ ñîáûòèé è íàêîïëåíèå èíôîðìàöèè î íèõ. Íà ðèñóíêå 9.5
ïðèâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììû â ñëó÷àå ìîäåëè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïîðîãà.

Îòñëåæèâàíèå ìîìåíòîâ ñîáûòèé ïðîèñõîäèò â öèêëå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàñòóïëåíèþ ñîáûòèÿ ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå äî-
ñòèæåíèå çàäàííîãî óðîâíÿ âûáðàííîé ïåðåìåííîé (ñì. âñòàâêó â ïðàâîì
âåðõíåì óãëó ðèñóíêà). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ äèàãíîñòèêè ñîáûòèÿ äî-
ñòàòî÷íî îòñëåæèâàòü èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïåðåìåííîé è çàäàííîãî
óðîâíÿ A. Åñëè íà ïðåäûäóùåì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ýòà ðàçíîñòü áûëà
îòðèöàòåëüíîé, à ïîñëå øàãà ñòàëà ïîëîæèòåëüíîé - òî ñîáûòèå îáíàðó-
æåíî. Îäíàêî, â öåëîì ðÿäå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âîçäåéñòâèåì øóìà íà
íåëèíåéíûå ñèñòåìû, òàêîé ìåòîä íåíàäåæåí. Íàëè÷èå ôëóêòóàöèé äåëà-
åò âîçìîæíûì îáðàòíîå è ïîâòîðíîå ïåðåñå÷åíèå ïîðîãîâîãî óðîâíÿ A â
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Ðèñ. 9.5: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñåãìåíòà ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé ðàñ÷åò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè.

òå÷åíèå êîðîòêîãî âðåìåíè, ÷òî îòðàæàåò ëèøü íàëè÷èå øóìà. íî íå äè-
íàìèêó ñàìîé ñèñòåìû. Ïîäîáíûé ýôôåêò îñîáåííî âûðàæåí, êîãäà ïîðîã
ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè çàìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ôàçîâîé ïåðåìåííîé, íà-
ïðèìåð, ïðè ïðåîäîëåíèè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè â
áèñòàáèëüíîé (ìóëüòèñòàáèëüíîé) ñèñòåìå.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ãîðàçäî áîëåå íàäåæåí è óíèâåðñàëåí ìåòîä äèàãíîñòè-
êè ñîáûòèé, êîòîðûé ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêå. Â äîïîëíåíèå ê ïîðî-
ãó íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A, ââîäèòñÿ òàêæå ïîðîã çàâåðøåíèÿ ñîáûòèÿ B,
èìåþùèé ìåíüøåå çíà÷åíèå (ñì. âñòàâêó íà ðèñóíêå). Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
êîäèðóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé event. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì
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ïðîñò: èñõîäíî event = 0. Ïåðâîå ïðåâûøåíèå ïîðîãà A âûáðàííîé ïåðå-
ìåííîé ïåðåâîäèò ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ñîáûòèÿ event = 1. Â ýòîì ñîñòîÿ-
íèè, ïåðâîå ïåðåñå÷åíèå óðîâíÿ B (ñâåðõó) âîçâðàùàåò èñõîäíîå ñîñòîÿíèå
event = 0. Òàêèì îáðàçîì óñòðàíÿåòñÿ âëèÿíèå âîçìîæíûõ ôëóêòóàöèé
ñèñòåìû â îáëàñòè ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïåðåñå÷åíèÿ ïîðîãà A èëè
B, ïî ñóòè, ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ òî÷êè â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå. Äëÿ óòî÷-
íåíèÿ ìîìåíòà ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âñå îáñóæäàâøèåñÿ
ðàíåå ìåòîäû: èíòåðïîëÿöèÿ, äåëåíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ä. (ñì. Ðà-
áîòó 2). Íà ðèñóíêå 9.5 ýòè äåòàëè îïóùåíû.

Îáðàáîòêà ïåðâîãî îáíàðóæåííîãî ñîáûòèÿ ñâîäèòñÿ ê çàïîìèíàíèþ ìî-
ìåíòà âðåìåíè, êîãäà îíî ïðîèçîøëî. Îáðàáîòêà ïîñëåäóþùèõ ñîáûòèé
âêëþ÷àåò òàêæå âû÷èñëåíèå èíòåðâàëà îò ïðåäûäóùåãî ñîáûòèÿ, ïðèðà-
ùåíèå ñ÷åò÷èêà ñîáûòèé, è íàêîïëåíèå ñòàòèñòèêè èíòåðâàëîâ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ãèñòîãðàììû.

Âûõîä èç âû÷èñëèòåëüíîãî áëîêà ïðîèçâîäèòñÿ ïî äîñòèæåíèþ çàäàííî-
ãî ÷èñëà ñîáûòèé. Íà ïðàêòèêå, ïðåäóñìàòðèâàþò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
àâàðèéíîãî âûõîäà èç âû÷èñëèòåëüíîãî áëîêà â òîì, íàïðèìåð, ñëó÷àå, êî-
ãäà ñîáûòèÿ íå îáíàðóæåíû èëè ñëó÷àþòñÿ ñëèøêîì ðåäêî (íà ðèñóíêå
äëÿ óïðîùåíèÿ íå ïîêàçàíî). Òàêèì óñëîâèåì àâàðèéíîãî âûõîäà ìîæåò
ñëóæèòü äîñòèæåíèå ïðåäåëüíîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé, ëèáî ïðåâûøåíèå
çàðàíåå çàäàííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè îò ïðåäûäóùåãî ñîáûòèÿ.

9.4 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Óïðàæíåíèå 1
Çàïóñòèòå ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANONS ñ ìîäåëüþ fh_n èç êàòà-

ëîãà models. Çàäàéòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ èç ôàéëà ñîñòî-
ÿíèÿ task_ISI_1.st. Èçìåíÿÿ óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû a è b ìîäåëè, à
òàêæå èíòåíñèâíîñòü øóìà Dnoise, ïîäáåðèòå òðè ñîñòîÿíèÿ:

(1) Àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì: ðåãóëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëü-
ñîâ â îòñóòñòâèå øóìà;

(2) Âîçáóäèìûé ðåæèì: â îòñóòñòâèå øóìà ñèñòåìà îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè
ðàâíîâåñèÿ, äîáàâëåíèå øóìà ïðèâîäèò ê ãåíåðàöèè íåðåãóëÿðíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ïðèìåðíî îäèíàêîâîé àìïëèòóäû;

(3) Ñèñòåìà â îáëàñòè ïåðåõîäà ìåæäó âîçáóäèìûì è àâòîêîëåáàòåëü-
íûì ðåæèìîì. Â îòñóòñòâèå øóìà íàáëþäàþòñÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêèå àâòî-
êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû, íåáîëüøîé ñäâèã óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà
ïðèâîäèò ê ðåæèìó (1) èëè (2). Ïðè äîáàâëåíèè øóìà ñèñòåìà ãåíåðèðóåò
íåðåãóëÿðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ, â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó êîòî-
ðûìè âèäíû íåðåãóëÿðíûå îñöèëëÿöèè ìàëîé àìïëèòóäû.

Ñîïîñòàâüòå êàæäîìó èç óêàçàííûõ ñîñòîÿíèé õàðàêòåðíîå âçàèìîðàñ-
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ïîëîæåíèå íóëüêëèí, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ âîñïîëüçóéòåñü îêíîì ôà-
çîâûõ ïðîåêöèé.

Óïðàæíåíèå 2
Â êàæäîì èç óêàçàííûõ âûøå ñîñòîÿíèé, èññëåäóéòå âëèÿíèå èíòåíñèâ-

íîñòè øóìà íà ñðåäíþþ ÷àñòîòó ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ è íà âèä ðàñïðåäåëå-
íèÿ (ãèñòîãðàììû) èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè. Ñîïîñòàâüòå ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì è âçàèìîðàñïîëîæåíèåì íóëüêëèí.
Ïðåäëîæèòå îáúÿñíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1) ×òî òàêîå òî÷å÷íûé ïðîöåññ?
2) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ è ãåíåðèðóþùèõ èõ ìîäåëåé.
3) Â ÷åì ñîñòîèò ðàçëè÷èå ìîäåëåé íàêîïëåíèå-ñáðîñ è ïåðåñå÷åíèÿ ïîðîãà?
4) Êàêèå ìåòîäû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ àíàëèçà òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ?
5) Êàê ìîæíî âû÷èñëèòü ñòàðøèé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âðåìåí âîçâðàòà â ñåêóùóþ ïëîñêîñòü äëÿ õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà àâòîêîëåáàíèé?
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Âèêèïåäèÿ (Èíòåðíåò-ýíöèêëîïåäèÿ) http://ru.wikipedia.org
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ:
Cïèñîê ìîäåëüíûõ ñèñòåì

Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANONS äëÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ íèæå ìîäå-
ëåé ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è øóìîâîãî
ñèãíàëà ñëåäóþùèì îáðàçîì

F (t) = Aff(t) + Dnoiseξ(t).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæåò äîáàâëÿèò-
ñÿ â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ìîäåëüíûõ ñèñòåì.

Îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà van_der_pol ).
Ýòà ñèñòåìà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ

òåîðèè êîëåáàíèé. Êàê ïðàâèëî, èìåííî íà åå ïðèìåðå îáñóæäàåòñÿ ïðîáëå-
ìà âîçáóæäåíèÿ íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé è ñòàáèëèçàöèè èõ àìïëèòóäû.

εẍ− (µ− x2)ẋ + ω2x = 0,

Ïàðàìåòð ω îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìå, ïàðàìåòð íåëè-
íåéíîñòè ε óïðàâëÿåò èíòåíñèâíîñòüþ äèññèïàöèè/ïîäêà÷êè ýíåðãèè.

Äîáàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü âíåøíåå ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, ìîæíî ïå-
ðåéòè ê íåàâòîíîìíîìó îñöèëëÿòîðó Âàí äåð Ïîëÿ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðåêðàñíóþ ìîäåëü äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè (òî åñòü,
ïðàêòè÷åñêè, áèôóðêàöèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ).

Íåàâòîíîìíûé îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà
f_vdp).

εẍ− (µ− x2)ẋ + ω2x = Asin sin(z),

ż = ωsin
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128 9. Àíàëèç ñòðóêòóðû òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ

Ìîäåëü FitzHugh-Nagumo (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà fh_n).

εẋ = x− x3/3− y

ẏ = x + a + by.

Â êîìïëåêñå ANONS ìîæíî âêëþ÷èòü âíåøíåå âîçäåéñòâèå F (t) â ïðàâóþ
÷àñòü 2-ãî óðàâíåíèÿ.

Íåàâòîíîìíûé îñöèëëÿòîð Äóôôèíãà (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà f_du�).
Ýòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ïàññèâíûé íåëèíåéíûé êîíòóð,

êîòîðûé ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé âûíóæäàþùåé ñèëû (ïåðèîäè÷åñêîãî
âîçäåéñòâèÿ) ñïîñîáåí äåìîíñòðèðîâàòü ñëîæíîå è ðàçíîîáðàçíîå ïîâåäå-
íèå. Â ëèòåðàòóðå ïîä íàçâàíèåì �îñöèëëÿòîð Äóôôèíãà� ìîæíî âñòðå-
òèòü ðàçíîîáðàçíûå ìîäèôèêàöèè óðàâíåíèé. Çäåñü ïðèâîäèòüñÿ íàèáîëåå
îáùàÿ ôîðìà çàïèñè, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè ñîîòâåò-
ñòâóþùèì âûáîðîì ïàðàìåòðîâ:

ẍ + kẋ− α x(β − x2) = Asin sin(z),

ż = ωsin

Â óðàâíåíèÿõ k�ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà äèññèïàöèþ â êîíòóðå (îáû÷-
íî k = 0.1 . . . 0.2); α è β ïîçâîëÿþò çàäàâàòü íåëèíåéíóþ õàðàêòåðèñòèêó
(òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ: α = 1/2, β = 1 ëèáî α = 1, β = 0). Â ïðàâîé ÷àñòè �
âíåøíÿÿ âûíóæäàþùàÿ ñèëà ñ àìïëèòóäîé A è ÷àñòîòîé ωsin .

Ãåíåðàòîð Àíèùåíêî-Àñòàõîâà (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà gen_aa).
Ïîäîáíûé òèï àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû èçâåñòåí ñ 50-õ ãîäîâ (ðàáî-

òû Ê.Ô. Òåîäîð÷èêà). Çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ìîäè-
ôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü òàêîãî ãåíåðàòîðà (ãåíåðàòîð Àíèùåíêî�Àñòàõîâà)
ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü áîãàòîå ðàçíîîáðàçèå ñëîæíûõ, â òîì ÷èñëå è õàîòè-
÷åñêèõ, êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñäåëàëî ÃÈÍ óäîáíîé
ìîäåëüþ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèè õà-
îòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàçâàíèåì, àìïëèòóäà êîëåáàíèé òàêîãî ãåíåðàòîðà ðå-
ãóëèðóåòñÿ íå õàðàêòåðèñòèêîé óñèëèòåëüíîãî êàñêàäà, à ñïåöèàëüíîé öå-
ïüþ îáðàòíîé ñâÿçè (ÎÑ), óïðàâëÿþùåé êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è ëèíåé-
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íîãî óñèëèòåëÿ. Ñàìà öåïü ÎÑ ñîñòîèò èç äåòåêòîðà (íåëèíåéíûé ýëåìåíò)
è ôèëüòðà (èíåðöèîííîñòü).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÃÈÍ ñîäåðæèò òðè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿ:

ẋ = m x− x z + y − a x3,

ẏ = −x,

ż = −g(z − x
x + |x|

2
).

Çäåñü m� íîðìèðîâàííûé ïàðàìåòð ïåòëåâîãî óñèëåíèÿ; g � íîðìèðî-
âàííûé ïàðàìåòð èíåðöèîííîñòè (îòíîøåíèå ÷àñòîòû ñðåçà ôèëüòðà â öå-
ïè ÎÑ ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ãåíåðàòîðà). Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ:
g = 0.2 . . . 0.3, m = 0 . . . 2.0.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ãåíåðàòîðà Âàí äåð Ïîëÿ, âêëþ÷åíèå â ïðàâóþ
÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïðèâîäèò
ê íåàâòîíîìíîé ìîäåëè ÃÈÍ, ïîçâîëÿþùåé íàáëþäàòü è èññëåäîâàòü ðàç-
íîîáðàçíûå áèôóðêàöèè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ.

Ñèñòåìà Ðåññëåðà (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà rossler).
Ýòà òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà áûëà ïðåäëîæåíà íà îñíîâå äèíàìèêè õèìè÷å-

ñêèõ ðåàêöèé. Ïðè âàðèàöèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ α è µ îíà äåìîí-
ñòðèðóåò êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà è ðîæäåíèå õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà.

ẋ = −(y + z),

ẏ = x + α y,

ż = α + z(x− µ).

Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: α = 0.2, µ = 2.6 . . . 6.0.

Ñèñòåìà Ëîðåíöà (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà lorenz).
Çíàìåíèòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ àìåðèêàíñêèì ìåòåîðîëî-

ãîì Ëîðåíöåì ïðè óïðîùåíèè óðàâíåíèé Çàëüöìàíà äëÿ òåïëîâîé êîíâåê-
öèè â æèäêîñòè, íûíå ñòàëà êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ñ õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì.

ẋ = σ(y − x),

ẏ = rx− y − xz,

ż = −bz + xy.

Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: σ = 10, b = 8/3, r = 28.0.
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Öåïü ×óà ¾Double Scroll¿ (ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà chua_ds).
Ýòîò ïðèìåð íåñëîæíîé ðàäèîòåõíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ âåñüìà ðàçíîîá-

ðàçíîé äèíàìèêîé áûë ðàçðàáîòàí T.Matsumoto, L.Chua è äð. â 1984ã. Â
ïîñëåäóþùèå ãîäû, âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ íåèñòîùèìîé ýíåðãèè è ýíòóçèàç-
ìó ïðîôåññîðà L.Chua (óíèâåðñèòåò Áåðêëè, ÑØÀ) ýòà êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà áûëà èññëåäîâàíà èëè èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå ìîäåëè â ìíîæå-
ñòâå ðàáîò ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ. Áûëî ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìî-
äèôèêàöèé è âàðèàíòîâ. Çäåñü ïðèâåäåí îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ âà-
ðèàíòîâ � òàê íàçûâàåìàÿ �double scroll circuit�. Ýòà ñõåìà îáÿçàíà ñâîèì
íàçâàíèåì õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó ñëîæíîé ñòðóêòóðû - �äâîéíîé çàâè-
òîê�.

ẋ = α(y − x− g(x)),

ẏ = x− y + z,

ż = −β y.

g(x) = cx + 0.5(b− c)(|x + d| − |x− d|) +

+ 0.5(a− b)(|x + 1| − |x− 1|).
Çäåñü α, β, a, b, c, d � óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Èç íèõ ÷åòû-

ðå ïîñëåäíèõ çàäàþò íåëèíåéíóþ õàðàêòåðèñòèêó (íàêëîí ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ñåãìåíòà). Òèïè÷íûé íàáîð ïàðàìåòðîâ: 11.0, 14.0, -0.713, -0.445, 4.6,
7.2 .
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