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dxi

dt
= fi(x1, ..., xN), i = 1, ..., N
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(dx1

dt
, dx2

dt
, ..., dxN

dt
) = 0.
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C5+#&�''& .'#3r5$'+5r3(,q,&?.<
 & n�&x&'$'+38 +5q/+� 5+58|C3.�#3((' C5+5.'&�&�� � � n�4/+5.'&�C36 � #!' n�V�&'#3(/C3q . r q"n�( !�"=V�H (,6T�
J,"3q/C5p2rF%x#%� +5r3+56 )'.'+3q/C5.'#3$'q/C3r5(*q,&'q"C5(/675 
 ��� �	�7C3+�&�'t#

P
q�'1+5+5.3!-&'$'#%C�#367&

x1 = x̄1, x2 =

x̄2, ..., xN = x̄N

.'r%n�.'(/C3q . q/+5q/C3+	.'$'&'(/6 .�#3r3$'+5r5(/q,&�. !�#%$'$'+58aq,&'q"C5(/675|A-C3+f(/q/C5p�*

fi(x̄1, x̄2, ..., x̄N ) = 0, (i = 1, ..., N)

K��� ���

�65T 5(/.'(,6 $�#	&�#�n�p5$�5B( "3q"n�+3r5&�.:rV+#''.'(,q"C5$'+3q/C5& q,+5q"C5+	.'$'&?. .�#%r5$'+5r5(/q,&�. *

x1 = x̄1 + x̃1, x2 = x̄2 + x̃2, ..., xN = x̄N + x̃N

K�#� ��

4 !-(
x̄1, x̄2, ..., x̄N

F '1+5+5.3!-&'$�#�C�5jq/+5q/C3+�.�$'&�.:.�#3r5$�+5r5(,q/&�.�A
x̃1, x̃2, ..., x̃N

F�6�#�n�5B(*)'.'&�.�#!H (oF
$'&�. ��J|+ !�q/C�#3r5&�6 
K�#� �� rP"t.�#3r5$�(,$'&�.aq/&'q/C3(,675�
K�#� ��� *

dx̄i

dt
+

dx̃i

dt
= fi(x̄1 + x̃1, ..., x̄N + x̃N ),


K�#�LK9�

i = 1, ..., N

J|.'&h6�#�n�56� +3C#' n�+5$�(,$'&�.=�
x̃i

%O"t$�' ; &'& fi(xi)
67+ 0f$'+g.�#%�"n�+ 0 & C5p�rS..t!�Q�(/8 n�+5.'#g+#'t+�n�+

C5+#&�''&
(x̄1, ..., x̄N )

A'+54/.�#3$'&�&'&'r
#!.�q,p2n�&'$'(/8'$�5B67& & n�(,$'#367& .�#��/n�+ 02(/$'&�. 
 n�&�$'( #3.�&�� +5r5#%C5p9� *

fi(x1, ..., xN) = fi(x̄1, ..., x̄N ) +

N∑

j=1

∂fi(x1, ..., xN )

∂xj

∣∣∣∣
x̄1,...,x̄N

x̃j


K�#� ���

4 !-(|� $'#�&�(,$'&�.a)'.�+5&�� r3+ !�$�56�ar�5T&'&'qon/.�V>C5q .:r2C5+�&�'1(*.�#3r3$'+5r5(/q,&�. ��J*+,!-q"C�#3r%n/.?.3
K������� r 
K�#�LK9�
&a)'.'&'$'&�6�#!.ar5+~r5$'&'6�#3$�&'(<
K��� ���"A � #3)'&?8 (,6I" .'#3r5$'(/$'&�.�!�n/.CB,r3+%n�V ; &'&:r3+3� 6L"9H (/$'&'8+*
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���������� ��!"����#���$%�&�����	��� ')(+*��,����$�!��������,��-.�0/���12*��3#���4����

dx̃i

dt
=

N∑

j=1

∂fi(x1, ..., xN)

∂xj

∣∣∣∣
x̄1,...,x̄N

x̃j


K�#� I�

� +5q"C5+	.'$'&�(f.�#%r5$'+5r5(/q,&�.  #" !-("C1"5q/C3+58�&'&�r�5B6BA (/q"n�&�r5q/(Vr3+3� 6L"9H (/$'&�.
x̃i

 #" !�"1C:� #%C#"�
#%C5p:r5+
r5.'(/67(,$'& ��J|.'&:'t##''&?� "5q"n�+5r5&�.=�:B/C3+1 #" !-(/C�)'.�+5&'q@�
+,!-& C5p��fu@.�#3r5$'(/$'&�. 
 ��� I�N.�r%n/.�V>C5q ._n�&tF
$'(/8'$�5B67& & &?� .�(-8 (/$'&�. &'67(-V C %*+5.'6L"

x̃ ∼ exp(λt)
� �6'1q,)'+3$'(,$ ; &�#�n�p5$'#!. % "t$�' ; &�.  #"
F

!-("CV� #%C#"�
##V�H (,8m)'.'& "tr5(on�&�&'(/$'&'&_r5.�(,67(,$�&
t
A'(/q"n�&:)'+�'t#%� #%C5(on�p<B-'1q,)'+5$�(,$�C#5O+3C5.'& ; #%C5(on�(,$


 r3(-H (/q/C3r5(,$'$�5B8��a& n�&Q&'67(/(/Ce+3C5.�& ; #%C3("n�p5$?"?V r5(-H (,q"C5r5(/$'$�"=V &�#%q/C5p 
 '1+567)tn�(('1q,$�5B8�� � � �
C5(/+5.'&'&�n�&�$'(,8'$�56�1" .'#3r5$'(/$'&'8�&�� r3(,q/C3$'+'A/&�C3+2)'+�'t#%� #%C5(on�&

λi

+5)�.'(o!-(on/.�V>C5q . 't##' '1+5.'$'& �1# F
.�##' C5(,.�&'q/C3&�&'(,q-'1+54,+ "t.�#3r5$�(,$'&�. *

det

[
∂fi(x1, ..., xN)

∂xj

∣∣∣∣
x̄1,...,x̄N

− δijλ

]
= 0


 ��� �#�



δij

F q/&'67r5+%ncz*.�+5$'(('1(/.�#�f& n�&�A & C5+ C3+ 0 (_q #367+3(3A�' #!' q,+� 3q/C5r3(,$'$�5B(_�,$�#	&'(,$�&�. 6�#%C3.'& ; 5
_O'1+� 5&

[∂fi/∂xj ]
�?Q ##''&�6 +� 5.�#�� +56BA5!�n/.fC5+54/+0&�C5+� #5U&�q,q"n�(o!-+5r5#%C5p0"5q"C5+58�&'&'r5+5q"C5pVq,+5q"C5+	.'$�&�.

.�#3r3$'+5r5(/q,&�. A�$'(,+� >�5+ !�&'67+ )'.�+ !�("n-#%C3pfqon�(o!/"?V H (/(#*

������#3)�&'q #%C3pf6�#�C5.'& ; "5A�B"n�(/67(,$�C�#%67&4'1+3C5+5.�+58 .�r%n/.�V>C5q .C&�#3q"C5$�5B( )'.'+5& � r5+,!-$�5B(x+3CV)'.�# F
r�56� &�#3q"C5(,8 "t.�#3r3$'(,$'&�8:q/&'q/C3(,675^)�+ !-&'$�#367&�&'(,q-''&'6 )�(,.'(/67(,$'$�5B6

∂fi/∂xj


 6�#%C5.�& ; #
_O'1+� 5&�� �

�?� �65T&�&'q"n�& C5pf�,$�#	&'(,$�&�. '1+�B-% %x& ; &'(,$ C5+5rf6�#%C5.'& ; 5jr~C5+�&�'1(x.�#3r5$�+5r5(,q/&�.+�

��� Y )'.'( !-("n�&�C5p�q/+� 5q/C3r5(,$�$�5B( &'&'qon-# )'+�n/"=&'(,$'$�+584&'&'qon�+5r5+38_6�#%C5.�& ; 5 [aij]
� � C3+�67+ 0 $�+

q !-(on-#%C3p'A�.'(-8 &'r~!�n�.�$'(,(O�1#3.'##'�C5(/.'&'q"C5&�&'(/q('1+5( "t.�#3r3$'(,$'&�(#*

det[aij − λδij] = 0

 �������

4 !-(
δij

FE(o!-&�$'&�&'$�#M.:6�#�C5.'& ; #��

� G

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



���������	��
���
������������������
���������� ��!"����#���$%�&�����	��� ')(+*��,����$�!��������,��-.�0/���12*��3#���4����

����� � �
�P	�� 	����	 � �� 	 	���� � �	� � 	�� 	���� � 	� � � � 	���
 �"�


� ����� �
�P	�� 
 ��� ���� 	 �	��	�� � ����� � �P	�� 
 � � � ��� �
� ���

�O������ � � 	�

J|.'+3r5(o!-(/6 #%$�#�n�&��>q/+5q/C3+�.�$'&'8f.�#3r5$'+3r5(,q/&�. !�n/.~)'.�+5q/C3(,8�8 &?�V!�&'$�#367&�&�(,q('�&?�Vq,&'q"C5(/6 r 't+�F
C5+3.�56� r5+3� 67+ 0f$�5 '1+%n�(( 
#3$�&�.|F q/&'q/C3(,6mq�.�#%�,67(,.'$�+5q/C3p�V %x#%�,+5r5+54/+ )'.�+5q/C3.�#3$'q"C5r
#

N = 2

 C5+

(,q"C5pa$�# %x#%� +5r3+58m) n�+5q-'1+5q/C3&�� ��U|#%.�##'�C3(,.�+5q,+� 3+58mC5+�&�'�&�
 q,+5q"C5+	.'$'&?.S.'#3r5$'+5r3(,q,&?.�� +5)�.'(o!-(oF
n/.�(/C5q . �
#3.�##' C5(,.�+56S)�+5r5(o!�(,$'&�.A%x#%� +5r#56� C3.�#3((' C5+5.'&�8Vr@(,(<6�#�n�+58 +�''.�(,q/C3$'+5q"C5&+�9J|+5r5( !-(,$�&'(
%x#%� +3r�56�*C5.�#%(('�C3+5.'&'82r� �n�&�� &xC5+�&�''& .�#3r3$'+5r5(/q,&�. +5)'&'q-5Br
#3("C5q .A"t.�#%r5$'(,$�&�.'67& r r
#3.'&'# ; &�.=� A
C5+�(/q/C5pa)'.'&�6�#�n�56�_+3C�'tn�+5$'(/$'&�.?��+%C�q,+5q"C5+	.'$'&?. .�#%r5$'+5r5(/q,&�.g675 )'.'(/$'(( 3.'(,4o#3(/6j$'(on�&'$'(/8 F
$�5B67& qon-#34o#3(/675B67& )'.'& .�#%�/n�+ 0 (,$'&'& r ..t! Q�(,8tn�+5.�# 
K������� � Q�##''&'6 +� 5.�#%�,+56BA�)'+5r5( !-(,$�&'(
q,&�q/C5(/675 )'.'&� %n�&�02(/$'$'+ +5)'&�q(5Br
#3("C5q .cn�&'$'(/8'$�5B67& !-&�% %*(,.'(/$ ; &�# n�p5$�5B67&E" .'#3r5$'(/$'&�.'67& A
.'( 8 (,$�&'( '1+3C3+5.�56�h&'67(/(/C3%x+3.'6L"

x̃ ∼ ∑
Ci exp(λit)

A C3+S(/q/C5p�q,+# 5q/C3r5(,$'$�5B(:� $'#�&�(,$'&�.
λi

)'+%n�$'+5q/C3p�V +5)'.'( !-("n/.�V CP�1#3.'##'�C5(/.:C3+�&�''&:.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�!-&'$�#367&�&'(,q-'t+38 q,&�q/C5(/675O�
$ #3q,q/67+3C5.�&'6h!-&'$'#367&�&'(/q('�"=V q/&'q/C3(,6L"ar5&t!-#�*

dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y)


 ���LI�

&V&'q,qon�(o!�"3(,6 r5+3�,67+ 0 $�5B(BC3&')�5 C3+�&'(('f.�#3r5$�+5r5(,q/&�.V$�# % #�� +5r5+38V)tn�+5q('1+5q"C5&+�?J,"5q"C5p C3+�&�'t#
P

q '1+5+5.3!-&�$�#%C�#367&
x = x̄, y = ȳ

.�r%n/.�(/C5q .~q/+5q/C3+	.'$'&'(/6S.'#3r5$'+5r3(,q,&?.+�5z*##'F"t0 (  �5 n�+|)'+#' #�� #3$'+
r�5 8 (1
K��� ��Br +�'�.'(,q"C5$'+5q"C5& B/C3+58 C5+#&�''&m675O67+ 02(,6 )�.'(o!-q"C�#3r5&�C3p !-&'$�#367&�&'(,q-''&'(2)'(/.'(,67(/$ F
$�5B( q,&�q/C5(/675 r|r5&t!�(

x = x̄+ x̃, y = ȳ+ ỹ

 4 !-(

x̃, ỹ
F�6�#�n�5B( r5(on�&�&'&'$�5 � �9J|+,!-q/C�#3r�n/.�.V$'+5r#5B(

���
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���������� ��!"����#���$%�&�����	��� ')(+*��,����$�!��������,��-.�0/���12*��3#���4����

)'(/.'(,67(/$'$�5B( r 
 ��� I�� &:&'q/)'+%n�p%�("#.:.�#%�"n�+ 02(,$�&'( r~..t!4Q�(/8 n�+5.'#�A')'+%n�"?&�&'6

dx̃

dt
= f(x̄, ȳ) +

∂f(x, y)

∂x

∣∣∣∣
x̄,ȳ

x̃ +
∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣
x̄,ȳ

ỹ

dỹ

dt
= g(x̄, ȳ) +

∂g(x, y)

∂x

∣∣∣∣
x̄,ȳ

x̃ +
∂g(x, y)

∂y

∣∣∣∣
x̄,ȳ

ỹ

K�#� � G��

J|+5q('1+%n�p�'�"
f(x̄, ȳ) = 0, g(x̄, ȳ) = 0

Atn�&'$'(,#3.'&��,+5r
#3$'$'#!.arf+�'�.'(,q"C5$'+5q"C5& C3+�&�''&:.�#3r5$�+5r5(,q/&�.
q,&�q/C5(/6�#f)'.�&'67(/Cfq"n�( !�"=V�H &'8mr5&t! *

dx̃

dt
= Ax̃ + Bỹ,

dỹ

dt
= Cx̃ + Dỹ.


 ��� �#���

� #3$'$�"=V q,&�q/C5(/6L"a67+ 0f$'+~)'.'( !-q/C�#%r5&�C5p rV6�#�C5.'&�&�$'+58 %*+5.�67(



dex
dt

dey
dt


 =




A B

C D







x̃

ỹ


 ,


K����� ���

4 !-(
A = ∂f(x,y)

∂x

∣∣∣
x̄,ȳ

, B = ∂f(x,y)
∂y

∣∣∣
x̄,ȳ

, C = ∂g(x,y)
∂x

∣∣∣
x̄,ȳ

, D = ∂g(x,y)
∂y

∣∣∣
x̄,ȳ

� J|+%n/"=&'(/$�#_q,&�q/C5(oF
6�#*!-r!"9�Vn�&'$�(,8'$�56�V!-&�% %*(,.'(/$ ; &�# n�p5$�56��" .'#3r5$'(/$'&'8�q@)�+5q/C3+�.�$'$�5B67&1'1+�B(% %*& ; &�(,$�C�#367& A�q
)'+567+!H p�V)'t+%C5+5.'+38�67+ 0f$'+ )�.'+
#3$�# n�&�� &�.'+5r
#%C3pA�1#3.'##'�C5(/.�q,+5q"C5+	.'$'&�8a.'#3r5$'+5r3(,q,&?.+� �x#%q/C5$�+5(
.'( 8 (,$�&'( q/&'q/C3(,675G"t.�#3r5$�(,$'&'8 
K�#� ���	� &�H ("C5q ._r~r5&1!-(

x̃ = γ1 exp(λt), ỹ = γ2 exp(λt).

 ��� � ��

Y  #H (/(@.'( 8 (/$'&'( q/&'q/C3(,675 n�&'$'(/8'$�56�<" .'#3r5$'(/$'&'8�(,q"C5p n�&'$'(,8�$�#!. '1+567 3&'$�# ; &?. &�#3q"C5$�56� .'(oF
8 (/$'&'8+�

� �
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���������� ��!"����#���$%�&�����	��� ')(+*��,����$�!��������,��-.�0/���12*��3#���4����

J|+,!-q"C�#3r%n/.?.2
 ����� �� r 
K���������oA')'+%n�"?&�&'6

(A − λ)γ1 + Bγ2 = 0

Cγ1 + (D − λ)γ2 = 0.

K�#� � K�

�xn/.hC5+34,+ &�C3+� �5 q,&�q/C5(/6�# n�&'$'(/8'$�56� +,!-$�+5.'+,!-$�56� #�n�4,(- 5.�#3&�&'(,q-''&?��"t.�#%r5$'(,$�&'8 
K����� K9�
+3C3$'+5q,& C5("n�p5$'+@$�(,&��,r5(,q"C5$�56�

γ1

&
γ2

&'67("n-#B$'(/$�" n�(,r#5B( .'( 8 (/$'&�.�A $'(/+� >�
+,!-&'67+ &@!-+5q/C�#�C5+�&'$�+'A
&�C3+� �5^+3)'.'(o!�("n�&�C3("n�p (,(  �5 n:.�#3r5(/$:$�" n�V

det




A − λ B

C D − λ


 = 0.


K�#� ���#�

u@.�#3r5$�(,$'&'( 
K��������� $�#%�>5Br5#3(/C3q .4�1#3.�#!'�C5(/.'&'q/C3&�&'(/q(''&'6G"t.�#%r5$'(,$�&'(,6Uq,&'q"C5(/675 
 ��� �#��� � Y $'+
)'.'( !-q/C�#%r%n/.'("C�q/+� 5+58 &�#%q/C5$�5B8 q"n�"?&'#38C"t.�#%r5$'(,$�&�.3
K������� ��J|(,.'(/)'&�8 (,6I�
#3.�##'�C3(,.'&�q/C5&�&'(,q-'t+3(
"t.�#3r5$�(,$'&'(�
K�#� ���#� rVr3&t!-(

λ2 − Sλ + J = 0,

 ��� � I�

4 !-(
S = A + D, J = AD − BC

� Y C367(/C3&'6BA & C5+ S
&

J
F>qon�(o! &_!-(/C3(,.'67&'$'#3$�C_6�#�C5.'& ; 5|A

r!�5+ !/.�H &�( r0"t.�#3r5$�(,$'&'(�
K�#� � �#� ��z|+5.'$�&1�
#3.�##'�C3(,.'&�q/C5&�&'(,q-'t+34,+ "t.�#3r5$'(/$'&�. 
K�#� � I��

λ1,2 =
S

2
±

√
S2

4
− J


K�#� ���#�

+5)'.�(o!-(on/.�V>Cf.�(-8 (/$'&'(*q,&�q/C5(/675 
 ��� �#���"A q"n�( !-+5r
#%C3("n�p3$'+~&�)'+5r5( !-(,$'&�(O% #�� +5r�56� C5.�#%(('�C3+5.'&'8
r +�'�.'(,q"C5$'+5q"C5&cC5+�&�''& .�#3r5$�+5r5(,q/&�.+� � r5+3)'.'+5q/( +� "3q/C3+58�&'&'r3+5q/C3&Qq/+5q/C3+�.�$'&�. .'#3r5$'+5r3(,q,&?.
+5)'.�(o!-(on/.�V HA"=Vj.'+%n�p &'4/.�#3("C � $'##'~!-(/8'q/C3r5&�C3("n�p5$�+581&�#3q/C3&�q,+# 5q/C3r5(,$'$�+54,+ �,$�#	&'(,$�&�.:
 ;��

λ
� �

R7q"n�& �
+3C	.  �5�"g+,!-$'+34,+C't+3.'$�. �1#3.�#!'�C5(/.'&'q/C3&�&'(/q('1+54,+ "t.�#3r5$�(,$'&�.m!-(/8'q/C3r5&�C5(on�p5$�#M. &�#3q"C5p
)'+%n�+ 0f&�C3("n�p5$'#!.�


Re λ1 > 0
&tn�&

Re λ2 > 0
�oA<C5+hq,+5q"C5+	.'$'&�( .�#3r3$'+5r5(/q,&�.U$'( "5q/C3+58�&'&�r5+��

� +5q"C5+	.'$'&�( .�#%r5$'+5r5(/q,&�.�"5q/C3+58�&'&�r5+fC3+%n�p�'1+~r2C5+56hq"n/"=&�#%(3A/'1+54 !�#~&
Re λ1 < 0

A'&
Re λ2 < 0
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Q &')�5^q,+3q/C5+	.�$'&�.:.�#3r5$'+3r5(,q/&�.a+5)'.'( !-("n/.�V C3q . C5(/6BA�' #!'t+3r�5G'1+5.'$'&
λ1

A
λ2

�1#3.'##'�C5(/.'&'q"C5& F
&'(/q('1+54,+ "t.�#3r5$'(/$'&�. ��vx#0%x#%�,+5r5+58�) n�+3q('1+5q/C3&_67+54 "tCf$�## �n�V !�#%C3p5q .aq"n�( !�"=V�H &�( q"n/"=&�#%&+*

���
λ1

A
λ2

F '1+567) n�(-'1q,$�5B(xq|+3C5.�& ; #%C3("n�p5$�5B67& r5( H (,q"C5r5(/$'$�5B67& &�#3q/C	.�67&+* λ1 = −α + jω
A

λ2 = −α−jω
A
α > 0

&
ω
F�r5(-H (,q"C5r5(/$'$�5B( &'&'q"n�#��J|+,!-q/C�#3$�+5r�'t# !�#3$'$�56� q,+� 3q/C5r3(,$'$�56�

�,$�#	&'(,$'&�8 rS+# #H (/(:.'( 8 (/$'&'( )�.'&'r5+,!-&�C ' qon�(o!�"=V H (,8 � #3r5&'q/&'67+5q"C5&h!-&�$�#367&�&'(/q(''&=�
)'(/.'(,67(/$'$�56�:+3CVr5.'(/67(,$'& *

x̃ = X exp(−αt) cos(ωt + Θ1)

ỹ = Y exp(−αt) cos(ωt + Θ2)

4 !-(fr5(-H (,q"C5r5(/$'$�5B( '1+5$'q"C�#3$�C�5
X, Y, Θ1, Θ2

+5)'.�(o!-(on/.�V>C5q . &��f$�#	&�#�n�p5$�56� "5qon�+5r5&'8 �
� &1!aC5.�#3(-'�C5+3.'&'8�r +�''.�(,q/C3$'+5q"C5&aq,+5q"C5+	.'$'&?.�.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�)'.�(o!-q"C�#3r%n/.�(/CVq,+� 3+58�� ##'�.�"
F
&'&�r
##V�HF"=V@q .~q,)�&'.�#�n�p<
 .'&'q#����� ���� �#Q &') q/+5q/C3+�.�$'&�.~.�#%r5$'+5r5(/q,&�. FPSJG=9>.CK:EXA60/2 K YP.CITSJG-�

�?�
λ1

A
λ2

FF't+367) n�(('1q/$�5B(:&'&'qon-# X )'+%n�+ 0f&�C5(on�p5$�5B67& r3(-H (/q/C3r5(,$'$�5B67&E&'#3q/C	.�67&
λ1 =

α + jω
A
λ2 = α − jω

A
α > 0

&
ω
Fxr3(-H (/q/C3r5(,$'$�5B(4&'&'qon-#�� � &t! .'( 8 (,$�&'8eC3+3CS0 (3A

&�C3+ &Sr:)'.�(o! 5 !�"9H (,6 )�"t$�'�C3(3A�$�+:)'+#' #�� #%C3("n�p4B-'1q,)'+5$�(,$�C#5 F )'+�n�+ 0 &�C3("n�p3$�5B8+���~# F
�,+5r�5B8 )�+5.�C5.�(/Cm)'.�(o!-q"C�#3r%n/.�(/Cmq/+� 5+58S.�#3q('�.�"=&'&'r
##V HA"=V@q . q,)'&'.'#�n�p 
 .'&'q#����� �����oA�C3&')
q/+5q/C3+�.�$'&�.:.�#3r5$�+5r5(,q/&�.�F B6;=SJGM9>.CK:EFA6012 KaYP.-ITSJGHe

���
λ1

A
λ2

F�!-(,8�q/C5r3&�C5(on�p5$�5B(*+3C3.'& ; #%C3("n�p3$�5B( &'&'q"n�#�* λ1 < 0
A
λ2 < 0

��� B"C5+56 qon/"=&�#3( .'(oF
8 (,$'&'(|n�&'$�( #3.'& � +5r
#%$'$'+54/+ "t.�#3r3$'(,$'&?. r~+�''.�(,q/C3$'+5q"C5&_q/+5q/C3+�.�$'&�.:.�#3r5$�+5r5(,q/&�.a&'67((V>C
r5&1! *

x̃ = ξ1 exp(λ1t) + ξ2 exp(λ2t)

ỹ = ζ1 exp(λ1t) + ζ2 exp(λ2t)
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4 !-( )'+5q/C3+	.'$'$�5B(
ξ1,2

&
ζ1,2

+3)'.'(o!�("n/.�V C5q .U&��_$�#	&�#�n�p5$�56��"5qon�+5r5&�8+�T� &t!)%x#%�,+5r�56�
C3.�#3((' C5+5.'&�8�rf+�''.'(/q/C3$'+5q/C3&Sq/+5q/C3+	.'$'&�._.�#3r5$'+3r5(,q/&�._)'+#' #�� #3$_$'# .'&'q!� ��� � X �DQ .�#3(-'�C5+�F
.'&�&hq@�5+,!�.�C3q . ' q,+3q/C5+	.�$'&�V .�#3r5$�+5r5(,q/&�.  5("��r5.�#!H (,$'&�. r3+�''.�"t4�$'(/4,+�� � #3$'$�5B8 C3&')
q/+5q/C3+�.�$'&�.:.�#3r5$�+5r5(,q/&�.�$�#%�(5Br
#3("C5q .iSJGM9>.CK:EFA6012 K S\,/;mk e

K��
λ1

A
λ2

F�!�(,8'q"C5r5&�C3("n�p3$�5B(2)'+%n�+ 0f&�C5(on�p5$�5B( &'&'qon-#�*
λ1 > 0

A
λ2 > 0

��� &t!_.'( 8 (,$�&�.:C3+3C
02(%A &�C3+�&mr�)'.'( ! 5 !�"9H (/6j)�"t$�'�C3(#��Q .�#3(-'�C5+3.'&'&g+3C!�5+,!�.�Ca+3C�q/+5q/C3+	.'$'&�.g.'#3r5$'+5r3(,q,&?.

 .'&'q#����� ����� �/Q>&�)a.'#3r5$'+5r3(,q,&?.�F B6;MSJG=9>.CK:EXA60/2 K S\,/;mk e

�?�
λ1
A
λ2
F�!-(/8'q/C3r5&�C5(on�p5$�5B(F&'&'qon-#2.�#%� $�56��� $�#!'t+3r�*

λ1 > 0
A
λ2 < 0

��� &t! .'(-8 (,$'&�.�F7C3+3C
02(%A�&�C3+x&~r|qon/"=&�#3(T"1�/n-#�A
$�+|)'+�'t#%� #�C5("n�&�B('1q/)'+5$'(/$�C &�67((V Cx.�#�� $�5B(B� $'##''&+�J|.'&PB"C5+56
$�#C%x#%� +5r3+58 ) n�+5q('1+5q"C5& q-"9H (,q/C3r#"5("CSC3.�#3(-'�C5+5.�&�.E
 C3+�&'$'(/(�67$'+ 02(/q/C5r3+ C5.�#%(('�C3+5.'&'8��oA
$�#%)'.�#3r%n�.�V�H #!.'q .S)'.'&Sr5+3�,.�#3q/C�#%$'&'& r5.�(,67(,$�&��cq,+5q"C5+	.'$'&�V .�#3r3$'+5r5(/q,&�.�
 !�n�.�C3+54,+�A
&�C3+� �5 +�'t#%� #%C5p3q . $�#aC�#!'t+38 C5.�#3(-'�C5+3.'&'& $�"10f$'+_r�5T 5.'#%C5p:$�#	&�#�n�p5$�5B( � $�#	&'(/$'&�. C�# F
''&�67&�A?& C5+� �5 '1+5$�q/C�#3$�C#5

ξ1

&
ζ1

r 
 �����	��7+�'t#%� #�n�&'q,p .'#3r5$�5B67&�$?" n/VO� � � +5r5+#'�"t)'$'+5q"C5p
C�##'�&?�hC5.�#3(-'�C5+3.'&'8 $�#%�(5Br
#3("C5q . 5\7:A:9gR<]?A60/*�7��UAX3�3DB6.-]M.-. W 7J*1,1A6;N3 q/+5q/C3+	.'$'&�. .�#3r%F
$'+3r5(,q/&�.I
 C�##' 02(~&'q,)'+�n�p3�("3(/C3q . C5(/.'67&'$my "5q"C5+58�&'&'r5+5(~67$'+34,+5+� 3.�#%� &�("}K� � v*#3)'.�#%r%n�(,$�&'(
)'.�&�C	.'4/&'r
##V H (,4/+f67$�+54,+5+# 5.�#%�,&�. � # !�#3("C5q .�q,+# 5q/C3r5(,$'$�5B6 r5(-'�C5+5.�+56 6�#%C5.'& ; 5cn�&'$'( # F
.'& � # ; &�&2
 ��� � ���"A'q/+5+3C3r5(/C3q/C5r!"?V H &'6U+3C3.'& ; #%C3("n�p3$'+56L"�q,+# 5q/C3r5(,$'$�+56L"�� $�#	&'(/$'&�VA*




A B

C D


~a = λ2~a

Q .�#3(-'�C5+3.'&'&m$'( n�("0~#!H &'( $�#�)'.�&�C	.'4/&'r
##V H (,6Q67$'+54/+5+� 5.�#�� &'&m67+54 "1C�C�##'�02( r�C3((&'(oF
$'&�&m+54,.�#%$'&�&'(/$'$'+54/+ar3.'(,67(/$'&g)'.'&� %n�&�0~#%C3p5q .:'mq,+3q/C5+	.�$'&�V .�#3r3$'+5r5(/q,&�. A $'+�r '1+5$ ; (
'1+5$ ; +5r "�
+,!�. C +3C $�(,4,+ 
 .'&'q!����� � �>� ��R7q"n�& 675 .�#%q,q,67+%C5.'&'6 B/r5+%n�V ; &�V q/&'q/C3(,675 r
+� 3.�#%C5$�+56 r5.'(/67(,$'& A>C3+ (,q"C5p )�.'&^� #%67(,$'(

t
$�# −t

A>675 q/67+ 0 (,6 $�#%8�C5&^C�#!''&'( $�# F
&�# n�p5$�5B( "5qon�+5r5&?.�AL&�C3+�C3.�#3(-'�C5+5.�&�.  #" !-(/C�$'(/+54,.�#%$'&�&'(/$'$'+ )�.'&� %n�& 0~#%C5p3q .I' C3+�&�'1(
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.�#%r5$'+5r5(/q,&�. 
 !�n/. C5+54/+'A�&�C3+� �5U+�'t#%� #%C3p5q .�$�# C�##'1+58�C3.�#3((' C5+5.'&�&:$�"10f$'+2r�5T 5.'#%C5p~$�#�F
&�# n�p5$�5B(*� $�#	&'(/$'&�.aC�##''&'67& AD&�C3+� �5G'1+5$�q/C�#3$�C#5

ξ2

&
ζ2

r 
K�����	��<+�'t#%� #�n�&'q/pf.�#%r5$�5B67&
$�" n�V,� � � +5r5+#'�"t)'$'+5q"C5p C�##'�&?�gC5.�#%(('�C3+5.'&'8 $�#��>5Br
#3("C5q . .-9U9U*Hk<ITA601*�7��UAX3	3rB6.-]^.-. W V
7J*-,1A6;N3 
 & n�&�$'(-"3q/C5+38�&'&'r�5B6e67$'+54/+5+� 5.�#�� &'(/6�� q,+5q"C5+	.'$�&�.�.�#3r5$�+5r5(,q/&�.+� v*#3)'.�#%r%n�(,$�&'(
+3C%C�#�n�''&�r
##V�H (,4/+ 67$'+54/+5+� 5.'#%� &�. � # !�#%(/C5q .�q/+� 5q"C5r5(/$'$�5B6 r3(('�C3+5.'+56h6�#%C5.�& ; 5Un�&'$'( # F
.'& � # ; &�&2
 ��� � ���"A'q/+5+3C3r5(/C3q/C5r!"?V H &'6U)'+%n�+ 0f&�C3("n�p5$�+56L"�q,+# 5q/C3r5(,$'$�+56L"�� $�#	&'(/$'&�VF*




A B

C D


~b = λ1

~b

� q/(�C5.�#3(-'�C5+3.'&'& $'(�n�("0~#!H &'(:$'#g+%C3C�#�n�'�&'r
##V H (,6 67$�+54,+5+# 5.�#%�,&'&er '1+5$ ; ( '1+5$ ; +5r
+3C,!-#�n/.�V>C5q .S+3C�$'(/4,+�)'.'&

t → −∞ �DQ�+�&�'t#�.�#%r5$'+5r5(/q,&�.:"='t#%� #3$'$'+54/+:r#5 8 ( C5&�)�#a$'#�F
�(5Br
#3(/C3q .iG=;=@Mk<.?3 �

I��6�xn/. '1+5$'q/(,.'r
#�C5&'r5$�56� +3q ; & n�n/.�C3+5.'+5r:67+ 0f$'+�r�5 !-(on�&�C3p q"n�"?&'#38�A 't+34 !�# λ1

A
λ2

F &'&tF
q"C5+�67$'&�675B(3A�C�� (!�

Re λ1 = 0
&

Re λ2 = 0.
� &t!g.�(-8 (/$'&�.mq@�5+ 0 qx.'(-8 (,$'&�(,6cr qon/"=&�#3(

%*+�'�"3q #�A�$'+f)'+�'t#%� #%C5(on�p B('1q/)'+5$'(/$�C�5 $�" n�(,r3+58+�D� &t! %x#%�,+5r�56��C3.�#3((' C5+5.'&�8mr +�''.�(,q/C�F
$'+3q/C5&�q/+5q/C3+	.'$'&�.�.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�&��,+� 5.�#%0 (,$�$�# .'&'q#�D��� ��� �9Q>&�)�q,+5q"C5+	.'$�&�.�.�#3r3$'+5r5(/q,&�.VF
o6;MB:9+7��

v*# .'&'q!����� �|)�+�'t#%� #3$�5Q+� �n-#3q/C3&:q "9H (,q"C5r5+3r
#3$'&�.a.�#��/n�&�&�$�56��C5&')�+5r~q,+5q"C5+	.'$'&?.:.'#3r5$'+5r3(,q,&?.
$�#m) n�+3q('1+5q/C3& 


J, S
� � Y C367(/C3&'6BA &�C5+g+5q/p�+3.5!�&'$�#%C 
 S = 0

�xF B"C5+mn�&'$'&�. A q,+3+3C5r5("C5q"C5r#"=V>F
H2#M. 't+3$'q,(/.'r
#%C3&'r5$�5B6 q,&'q"C5(,6�#%6T� �~#�� +5r�5B(�)�+5.�C5.�(/C�5 )'(,.'(-&'&'qon�(,$'$�56�eC3&')'+5rgq/+5q/C3+�.�$'&'8
.�#3r3$'+5r5(/q,&�.a)'.'( !-q/C�#%r%n�(,$�5O$�#V.�&'q#����� �?�
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J=S 2
/4J

S
������������������

� �
	������������

� � � �
	������������

� � � �
	������������

� � � 	��

� �
	������������

� ��� � �� ��� � �

��� �
���� �
�

$7&'q#���#� ��* Y  %n�#3q/C3&Sq "=H (,q"C5r5+5r5#3$'&�.S.�#%�"n�&�&'$�56��C3&')'+5r�q,+3q/C5+	.�$'&�.S.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�$�#�) n�+5q-'t+�Fq"C5& 
���A���� �

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X

Y

a b

c d

e f

$7&'q#���#� �?*/Q &')�5^q,+3q/C5+	.�$'&'8_.�#%r5$'+5r5(/q,&�.a$�# %x#%� +5r3+58�) n�+5q-'t+3q/C5& *7
 ���EF "3q/C3+58�&'&'r#5B8:%x+#'�"5q%A

 ���@F $'( "5q"C5+58�&�&'r�5B8 %*+�'�"5q%A 
 X � F�"3q/C5+38�&'&'r�5B82"1�,("n�A 
 ���@F $�(-"5q"C5+58�&'&'r�5B8 "1� ("n A
 �	�EFEq/(o!�n�+�A 
 � �EF ; (,$�C3.[e
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����� � �� 	 � 
 ��
 � ����� �
�P	�� 
 � �1 � � �X��Q	�� ����

�  � 	 	�� ��� � � ��� � 	 � � �� 	��	� � ��� �
� � � �

� � �� 	 � �"��� 	��4� � ����� ��� 	 � 	��

� !-&�$�#367&�&'(/q('1+58hq,&'q"C5(/67( q�.�#%�,67(,.'$�+5q/C3p %x#%� +3r5+54,+m)�.'+5q/C3.�#3$'q"C5r
#�.�#3r5$�+58 C5.'(/6 &'67(oF
(/C3q . �:'1+5.'$?.2�1#3.�#!'�C5(/.'&'q/C3&�&'(/q('1+54,+ "t.�#3r3$'(,$'&?.+�7Q�+#&�''& .�#3r5$�+5r5(,q/&�. 67+54 "tC�&'67("C5p3 5+%n�(/(
q"n�+ 0f$�5B8a&:.'#%� $'+3+� 5.�#%�,$�5B8 �1#3.�#!'�C5(/.+� ��!�(,q,pVr5+3�,67+ 0 $�5Uq"n�(o!�"=V�H &'( +3q,$'+5r3$�5B(*q"n/"=&�#3& *

���
λ1, λ2, λ3

F !�(,8'q"C5r5&�C3("n�p3$�5B( +3C3.'& ; #%C3("n�p3$�5B( 
 )'+%n�+ 0f&�C5(on�p5$�5B(>�1&'&�q"n-#�� � +3q/C5+	.�$'&'(
.�#%r5$'+5r5(/q,&�.arPB/C3+56 qon/"=&�#3(x$�#%�(5Br
#3(/C3q . SJGM9>.CK:EFA601243�
 B6;MSJG=9>.CK:EFA601243�US\,=k .?3|A

�?�
λ1

F !-(,8�q/C5r3&�C5(on�p5$�5B8�A
λ2

&
λ3

F,'1+567) n�(('1q,$�5B(%A�)'.�&�&'(,6 r5q/(<'1+5.�$'& &'67(-V Cm+3C3.'& ; # F
C3("n�p5$�5B(1
 )'+�n�+ 0 &�C3("n�p3$�5B(	�B!�(,8'q"C5r5&�C3("n�p3$�5B(P&�#3q/C3&+� � +3q/C5+	.�$'&'( .�#%r5$'+5r5(/q,&�. r�B"C5+56
qon/"=&�#3(x$�#%�>5Br5#3(/C3q . SJGM9>.-K:EXA60/243�
 B6;=SJGM9>.CK:EFA601243� YP.CITSJGH.83*A

��� Y !-&'$ &�� '1+5.'$'(/8S!-(,8�q/C5r3&�C5(on�p5$�5B8�A�!-r5#�!-.�"t4/&?� '1+567) n�(('1q,$�5B(%A7)'.'&�&�(,6O� $�#!''&S!-(,8tF
q"C5r5&�C3("n�p3$'+54,+C'1+5.'$�.g&:!�(,8'q"C5r5&�C3("n�p3$�56�3&�#3q/C3(,8_!-r#"�:!�.�"t4,&?�4't+367) n�(('1q/$'+�FBq,+5)'..tF
02(/$'$�56� '1+5.�$'(,8mF>.�#%�,$�5B( 


λ1

F<!-(,8�q/C5r3&�C5(on�p5$�5B8�A
λ2, λ3

F '1+567) n�(-'1q,$'+�F>q,+5)�.9. 02(,$tF
$�5B(%A

λ1 < 0
A
Re λ2,3 > 0

� � � +3q/C5+	.�$'&'( .'#3r5$'+5r3(,q,&?. r B/C3+56 q"n/"=&�#%( $�#%�(5Br
#3("C5q .LG=;=@Mk<.
V YP.CITSJGH.?3O�

K�� � q/( 't+3.'$'&�!�(,8'q"C5r5&�C3("n�p3$�5B( &a.�#%� $�56��� $�##'1+5r�� � C5+3Cfq"n/"=&�#%8 q,+3+3C5r5("C5q"C5r#"3(/C�+5q/+� �5B6
C3+�&�'t#36BA/'1+3C5+3.�5B( $�#��>5Br
##V>C5q . GH;M@=k<.CVtS\,/;mk �

����� �  � � � �(����  � �� 	���
 ���� � ������� �P	�� 


J|+5r3(o!-(/$'&'(*!�&'$�#367&�&�(,q('1+58gq/&'q/C3(,675 )'.'&m$'(/)'.'(,.�5Br5$'+56c&��,67(,$'(/$'&'&g(,( )�#3.�#367("C5.�# A )'.'+�F
�
+,!�.E&'(/.'(/��$'(-'1+3C5+5.�5B(��,$�#	&'(,$'&?.�AB67+ 02(/Ch)'.�(/C5(/.')'(/r
#%C5pI't#�&�(,q/C3r5(,$�$�5B( &��,67(,$'(/$'&�.�AT& C5+
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P
P
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S

a)

P
SN

b) c)

$7&'q#���#� ��*�J|(/.'(,q"C5.'+58�''&mq/C3.�"='�C#"t.�5 %x#%� +5r3+54,+f)'.'+5q"C5.�#3$�q/C5r5#�rf+�'�.'(,q"C5$'+5q"C5&mC5+#&'(('_.'#3r5$'+%F
r3(,q,&?.:)�.'&:q/(o!�n�+%F "1�/n�+5r5+58C 5&�%O"t.�'t# ; &'&be

+3C3.�#%0~#3("C5q .�r1't#�&�(,q/C3r5(,$�$'+58 )'(/.'(,q"C5.'+38�'1(�%x#%� +3r5+54,+�)�+5.�C5.�(/C�#�� J|+,!-+� 5$�5B(P't#	&'(,q"C5r5(/$'$�5B(
&��,67(,$'(/$'&�.cr )'+5r3(o!-(/$'&'&cq,&'q"C5(/675 )'.'&c$'(/)'.'(/.�5Br5$'+56 &��,67(,$'(/$'&'&U)�#3.�#367("C5.�# $�#��>5Br
##V>C
 5&�%O"t.�'t# ; &�(,8+��� $�#	&'(/$'&�.g)�#%.�#367(/C3.�#�A�)�.'& 't+%C5+5.'+36Q)'.�+5&'q@�
+,!-& C4 5&�%O"t.�'t# ; &?.�A�$�#��>5Br
##V>C
 5&�%O"t.�'t# ; &�+5$'$�5B6U� $�#	&'(/$'&'(,6^& n�&mC5+�&�'t+383 5&�% "t.�'t# ; &'&+� �Q!-&'$�#%67&�&'(,q-''&?��q/&'q/C3(,6�#M��67+%F
4-"1CV)'.'+3&'q@�
+,!-&�C3p  5&�%O"t.�'t# ; &�&:q/+5q/C3+�.�$'&'8a.�#3r5$�+5r5(,q/&�.�A� 5&�%O"t.�'t# ; &'&a)'.'( !-("n�p3$�56� ; &�' n�+5r
&C 5&�%O"t.�'t# ; &'&C 5+%n�(/(*q"n�+ 0f$�56�a)'.'( !-("n�p3$�56�:67$'+ 02(,q"C5r��
$ #3q,q/67+3C5.�&'6 $�#3&� 5+%n�(/( &'#3q/C3+fr5q"C5.'(-&�##V H &'(/q .: 5&�%O"t.�'t# ; &'&:q,+5q"C5+	.'$�&'8 .�#%r5$'+5r5(/q,&�. �

��������� �	��
��������������������� �"!#�%$�&'�)(�"�

J,"3q/C5p2rA% #�� +5r5+36 )'.'+5q"C5.�#%$'q/C3r5(*q,&'q"C5(,675U&'67(/(/C5q .�!-r3( C5+#&�''&�.�#3r3$'+5r5(/q,&�. *="3q/C5+38�&'&'r�5B8
"1� (on

PN
& q/(o!�n�+

PS

 .'&'q!� ��� ��� �� � J|.'&�!-r5&�02(/$'&'&_)�+ )�#3.'#367(/C3.�"

m
' $'(-'1+3C5+5.�+56L"  3&�%O" .tF

't# ; &'+3$'$'+56L" �,$�#	&'(,$'&�V mcr

C5+�&�'�& .�#3r5$�+5r5(,q/&�.hq( %n�&�0~##V>C5q . &h)'.'&h� $�#	&'(/$'&'&
m = mcr

)'.'+3&'q@�
+,!-&�C  5&�%O"t.�'t# ; &�.eq"n�&�.'$'&?. "1�"n-#S& q,( !�n-#�qa+# 5.�#%�,+5r
#3$'&�(,6 $'(,4/.�"= 5+54,+Sq,+5q"C5+	.'$�&�.
.�#3r3$'+5r5(/q,&�. A�$�#%�(5Br
#3(/67+54,+2q/(o!�n�+ F "t�"n�+56 
 .'&�q#����� �?� ��� ��J|.'&f!�# n�p5$'(/8�8 (/6 &��,67(,$'(/$'&'&a)�#3.�#�F
67(/C3.�#V� # C5+�&�'?"1 5&�%O"t.�'t# ; &'&:)'+%n�+ 02(/$'&'(*.�#3r5$�+5r5(,q/&�.a&'q(&�(/� #%(/C 
 .'&'q!� ��� ��� X � �
J|.'+3q/C5(/8�8 (/8 67+,!-(on�p5$'+58Vq,&�q/C5(/67+58�At+5)'&'q-5Br
##V H (,8Vq"n�&�.'$'&�( &~&'q-&'(/�,$'+5r5(/$'&'(�"3q/C3+58�&'&'r3+%F

�JI

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



���������	��
���
������������������
���������� ��!"����#���$%�&�����	��� ')(+*��,����$�!��������,��-.�0/���12*��3#���4����

4,+V&�$'(-"3q/C3+58�&'&'r3+54,+�q/+5q/C3+	.'$'&�.:.�#3r3$'+5r5(/q,&�. A�q"n/"10f&�CP" .'#3r5$'(/$'&'(xr5&t!�#�*

dx

dt
= m − x2,


K�����JI�

4 !-(
x
F !-&�$�#367&�&'(/q('t#!.:)'(,.�(,67(,$�$�#!.�A

m
F "t)'.�#%r%n/.�V H &'8:)�#3.�#%67(/C5. �

u@.�#3r5$�(,$'&'(2
K�����JI�A.�r%n/.'("C5q . + !�$'+567(,.�$�5B6 & r (/4,+3% #�� +5r5+36 )'.'+5q"C5.�#%$'q/C3r5(_(,q"C5(/q/C5r3(,$ F
$'+f$'( 67+ 02("C�)'.'+3&'q@�
+,!-&�C3p�q,(o!'n�+%F "1�"n�+5r
#!.  5&�%O"t.�'t# ; &�. 
 +5$'#fC5.'(- #"5("C1't##'_67&'$'&�6L" 6e!�r#"
F
67(,.�$'+54,+ %x#%�,+5r5+54/+ )'.'+3q/C5.'#3$'q/C3r
#� � Y !-$�##'1+'AE� ##'1+5$'+367(,.'$'+3q/C5&Uq"n�&�.'$'&?. & &'q-&'(/�,$'+5r5(/$'&�.
q,+3q/C5+	.�$'&'8 .�#3r5$�+5r5(,q/&�. r4%x#%�,+5r5+56O)�.'+5q/C3.�#3$'q"C5r5(�q/&'q/C3(,675 
K�����JI� ' #	&'(/q/C3r5(,$'$�+S)'+3r3C5+5..tF
V C~� ##'1+5$'+567(/.'$'+5q"C5&aq,(o!'n�+%F "1�"n�+5r5+58C 5&�%O"t.�'t# ; &�&:r2)'.�+5q/C3.�#3$'q"C5r5(F 5+%n�p#8 (,8�.�#%�,67(,.'$�+5q/C3&+�
J|+,!-+� 5$�5B(�)�.'+5q/C3(,8�8 &'( %*+5.�675 !�&�% %x(/.'(,$ ; &�#�n�p3$'+54,+ "t.�#3r5$�(,$'&�.hrm+�'�.'(,q"C5$'+5q"C5&e+5q,+� 3+58
C5+#&�''&�A�'1+3C3+5.�5B(V)'+%n�$'+3q/C5p#V +3)'&'q(5Br5##V C�n�+�'t#�n�p5$�"=V  5&�%O"t.�'t# ; &�V &�r 't+%C5+5.�56��r5#%0 $�5B(
!�n/. �1#3.�#!'�C5(/.'&'q/C3&�''&S+5q,+� 3+58 C5+#&�''&gr5("n�&�&'&'$�5 +�'t#%�(5Br
##V C3q .�r�5B)'&'q,#3$'$�5B67&gr�.�r5$'+56cr5& F
!-( 
 $�#3)'.'&�67(,.�A�q/+� 5q/C3r5(,$�$�5B(x�,$�#	&'(,$�&�.��oAbB:*1,12P0/*�7h9>G8R B6.d7J3D* k6nTB6.CK YP.87T3r.-K/�'v*+3.'6�#�n�p5$�+58
%*+5.'67+58�q/(o!�n�+�F "1�/n�+3r5+58  3&�%O" .�' # ; &'&1.'r%n/.�(/C3q . "t.�#3r3$'(,$'&�( 
 ��� � I� �

� &�q/C5(/6�#4
 ��� � I� &'67(,("CV!-r3(*C3+�&�''&a.�#3r3$'+5r5(/q,&�.aq '1+5+5.3!-&'$�#�C�#367&
x1 =

√
m
&

x2 = −√
m
�

� &t!�$'+'AL&�C3+S+3$'& +5)'.'( !-("n�(/$�5 C3+%n�p�'1+�)'.'&
m > 0

����� "5q"C5+58�&�&'r5+5q"C5p +3)'.'(o!�("n/.�(/C5q . q,+� �F
q/C3r5(,$�$�5B6h�,$�#	&'(,$�&'(,6

ρ = −2xi


 4 !-(
xi

FL'1+5+5.3!-&�$�#%C�# C5+�&�''&�.�#3r5$�+5r5(,q/&�.�� ��xn/. q,+5q"C5+	.'$�&�.
.�#3r3$'+5r5(/q,&�.Sq<'1+5+3.5!�&'$�#%C3+58

x1 =
√

m
)'+%n/"=&�#%(,6

ρ1 = −2
√

m
A�&m!�n/.�C5+�&�'�&

x2 = −√
m

)'+%n�"?&'#3(,6
ρ2 = 2

√
m
� � n�(o!-+5r5#%C5(on�p5$'+'A

x1
F�"3q/C3+58�&'&'r5#!.~C5+�&�'t#|.�#3r3$'+5r5(/q,&�. A
#

x2
F�$'(-"3q/C3+58 F

&'&'r5#!.+��� .'(/�-" n�p C�#%C5(h675 )�+%n/"=&�#3(/6  3&�%O" .�' # ; &'+5$'$?"?V !-&'#34,.�#%676L"5A@& � +� 5.'#%02(,$�$�"=V $�#
.'&'q!� �#�LK��

�3G
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x

m

x

x

1

2

$7&'q#���#�LK�*?� &�#%4,.�#3676�# q/(o!�n�+%F "1�/n�+5r5+58  5&�% "t.�'t# ; &'&+�NJ|.'& m < 0
q,+5q"C5+	.'$'&?.c.�#3r5$'+3r5(,q/&�.

+%C5q-"1C3q/C5r!"?V>C��=�  5&�%O"t.�'t# ; &'+3$'$'+58 C3+�&�'1( m = 0
r5+%� $'&�'t#3("C*q,( !�n�+%F "t�,("n �#J|.'&

m >
0
&'67(/(/C3q .Q!-r5(�r5(/C3r5&^q/+5q/C3+	.'$'&'8^.�#3r5$'+3r5(,q/&�.+*T"5q"C5+58�&'&'r
#!. 
 q/) n�+#8 $�#!.cn�&'$'&�. A

$'# 't+%C5+5.'+38mn�(/0~#%C�C3+�&�''&
x1

� &g$'( "5q"C5+58�&�&'r
#!. 
 8 C5.'&=�
+5r
#M.gn�&'$'&�. A�$�# '1+3C5+3.'+58
n�(/0~#%C~C3+�&�''&

x2

� �

��������� � $������ &�$���� �
	"��� & � � � � !#� $ & �)( �"�

J|.'&m!�#3$'$�+582 5&�%O"t.�'t# ; &�& )'.'+5&�q@�
+,!-&�C�+� 567(/$3"3q/C5+38�&'&'r5+3q/C5p#V 67(/02!�"_!-r#"t6L. C3+�&�'t#367&
.�#3r3$'+5r5(/q,&�. ��v*+3.'6�#�n�p5$'#!. %*+5.'6�# !�n/.�C3.�#3$'q-''.'&�C3&�&'(,q-'1+58  5&�%O"t.�'t# ; &'&:&'67(,("C r5&1! *

dx

dt
= mx − x2 
K��� �3G�

� &'q"C5(,6�#C
 ��� �%G��&�67(,(/Cx!-r5( C3+�&�''&�.'#3r5$'+5r3(,q,&?.
x1 = 0

&
x2 = m

� ���<"3q/C3+58�&'&'r3+5q/C3pV+3)'.'(o!�("F
n/.�(/C5q .�q/+� 5q/C3r5(,$�$�5B6Q�,$�#	&'(,$'&�(,6

ρ = m − 2xi

�/�xn/.mC5+�&�''&g.�#3r5$'+3r5(,q/&�.
x1 = 0

)'+�n/"=&�#3(,6
ρ1 = m

&g!�n/.SC5+�&�''&
x2 = m

)�+%n/"=&�#3(/6
ρ2 = −m

� � &t!�$'+'A &�C5+:C5+�&�'t#
x1 = 0

.'r�n/.'("C5q .
"5q"C5+58�&'&'r5+58 )'.'&

m < 0
&�$'( "5q/C3+58�&'&�r5+58 )'.'&

m > 0
�D�xn/.gC3+�&�''&

x2 = m
r5q,(~$�#%+� 5+5.'+%C��

J|.'&  5&�% "t.�'t# ; &'+5$'$'+36��,$�#	&'(,$'&�&V)'#3.�#367("C5.�# m = 0
C3+�&�''&~.�#%r5$'+5r5(/q,&�. q"n�&�r
##V C3q .~&2+� 567(oF

$'&'r5##V C3q .3"3q/C5+38�&'&'r5+3q/C5p#VA�+� &'#34,.�#%676�#�C3.�#3$'q-''.'&�C3&�&'(,q-'1+58  5&�%O"t.�'t# ; &'&S&�� +� 3.�#%02(/$�#�$�#
.'&'q!� �#� �?�
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x

m

x x
x

x
2

2

1 1

$7&'q#�������?*=� &�#%4,.�#3676�#2C5.'#3$'q('�.'&�C5&�&'(,q-'t+38: 5&�%O"t.�'t# ; &'&

������� � � �"!#�%$�&'�)(�"� �%����� ��� �

v|+5.�6�#�n�p5$�#M. %*+5.'6�#�A�+5)�&'q(5Br
#!V�H2#M.�!-#3$'$�"=VW 5&�%O"t.�'t# ; &�V A�&'67(,("C r5&1! *

dx

dt
= mx − x3 
K��� �?���

� B"C5+582q/&'q/C3(,67(B)'.'&
m < 0

&'67(,("C5q .~+,!-$�# C3+�&�'t#@.�#%r5$'+5r5(/q,&�.
x1 = 0

�#J|.'&
m > 0

q-"9H (/q/C3r#"
F
(/CVC5.�&_q,+5q"C5+	.'$�&�. .'#3r5$'+5r3(,q,&?.+*

x1 = 0
A
x2 =

√
m
&

x3 = −√
m
�'u�q"C5+58�&�&'r5+5q"C5p�q/+5q/C3+�.�$'&'8

.�#3r3$'+5r5(/q,&�. �
#3.�##' C5(,.�&��("3(/C5q .jq,+� 5q"C5r5(/$'$�5B6 � $�#	&'(/$'&'(,6
ρ = m − 3x2

i

�6� &t!-$'+�A &�C5+ !�n�.
C5+#&�''&

x1 = 0
q,+� 5q"C5r5(/$'$'+5( � $�#	&'(/$'&'(

ρ = m
A3!�n/.

x2 =
√

m
&

x3 = −√
m
q,+� 3q/C5r3(,$'$'+3(@� $�# F

&'(/$'&'(>F
ρ = −2m

�?�h.�(/�(" n�p C�#%C3(|)'+%n/"=&�#%(,62 5&�% "t.�'t# ; &'+5$'$�"=VU!�&�#34,.'#3676L"5A1&��,+� 5.�#%0 (,$'$�"=V
$�#�.'&'q!� �#� I��+J*.�&�)�(,.'( �
+,!-(P" )�.�#3r%n/.�V�H (,4,+a)�#3.'#367(/C3.�#C&�(,.'("�f$�+%n�p "5q"C5+58�&'&'r5+5(Vq,+3q/C5+	.�$'&'(
.�#3r3$'+5r5(/q,&�. q"C�#3$'+5r3&�C5q .h$'( "5q/C3+58�&'&�r�5B6 & r_(/4,+m+�''.�(,q/C3$'+5q"C5& .�+ 02!�#3("C5q . )�#%.�# "5q"C5+58�&'& F
r�56�:q,&�6767(/C5.�&�&'$�56�a!-.�"t4x!-.�"t4 ":q/+5q/C3+	.'$'&'8m.'#3r5$'+5r3(,q,&?.+� � n�(o!�"3(/C�+3C367(/C3&�C5p'AD&�C5+~!�#3$'$�#M.
 5&�%O"t.�'t# ; &?.g$�## %n�V !-#3(/C3q .gr�q,&'q"C5(,6�#��gq q,&�6767(/C5.�&'(,8+��
 � &'q/C3(,6�#3
K��� �?��� q,&'6767("C5.'&�&'$�#�)'+
+3C3$'+#8 (/$'&�V 'a� #367(,$�(

x ↔ (−x)
� �
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x

m

x x
x

x

1 1

2

3

$7&'q#���#� I�*?� &�#%4,.�#3676�#: 5&�% "t.�'t# ; &'& r5&tn � � ) n�+#8 $�5B(an�&'$'&'&hq,+5+%C5r5("C5q/C3r#"=V C "3q/C5+38�&'&'r�5B6q/+5q/C3+	.'$'&�.�6BA/8 C5.�&?�
+5r5#!.aFE$�(-"5q"C5+58�&'&'r�5B6 q/+5q/C3+�.�$'&�.�6

��������� � �"!#�%$�&'�)(�"��� � 
 $ � ��� ��� ��� � ��! �

J|.'& B/C3+58  5&�%O"t.�'t# ; &'& q/+5q/C3+	.'$'&�. .�#3r3$'+5r5(/q,&�.x)'.'+3&'q@�
+,!-&�C@.'+ 0~!�(,$'&'(E)'.'( !-("n�p5$'+54/+ ; &�'tF
n-#���v|+5.�6�#�n�p5$�#M. %*+5.'6�#�A'+3)'&'q(5Br5##V�H #!.�!-#3$'$�"=VW 5&�%O"t.�'t# ; &�V A�&'67(,("C r5&1! *

dz

dt
= (m + iω)z − z|z|2, 
K��� �5���

4 !-(
z
F 't+367) n�(('1q/$�#!.:)'(,.'(/67(,$'$'#!.�A

i =
√
−1
A
ω
F )'.�+5&�� r3+%n�p5$�#M. '1+5$�q/C�#3$�C�# AD'1+3C3+5.�#!.:+5)'.'(oF

!-(on/.'("C�q,+� 5q"C5r5(/$'$�"=V &�#3q"C5+3C!"mq,&�q/C5(/675 &_$�( &'4,.'#3(/C�.'+�n�&: 5&�%O"t.�'t# ; &'+3$'$'+54/+�)�#3.�#367("C5.�#?�
v|+5.'6�#�n�p5$�#!.3%*+5.'6�# 
 ��� �3���O.�r%n/.�(/C5q .2't+367) n�(('1q/$�5B6 B-''r5&'r5#�n�(,$ C5+56 $'+5.�6�#�n�p5$'+382%*+5.'675
 5&�%O"t.�'t# ; &�& r5& n��
J|(/.'(,)'&?8 (,6 
K��� �5���*rmr5(-H (,q"C5r5(/$'$�56�h)'(/.'(,67(/$'$�56��A�)'+%n-#34o#M.

z = x + iy
�L� .'("�(" n�p C�#%C3(

)'+%n�"?&�&'6 q/&'q/C3(,6L"�!-r#"�1"t.�#3r5$�(,$'&'8 *

dx

dt
= [m − (x2 + y2)]x − ωy,

dy

dt
= [m − (x2 + y2)]y + ωx,
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x y

m

$7&'q!� �#� �?*9� &'#34,.�#%676�#P 3&�%O" .�' # ; &'& � $t!-.'+3$'+5r
# F U +3)�%x#

u .'#3r5$'(/$'&�.�!�n/.aq/C�# ; &'+5$�#%.'$�56�:.'(-8 (,$'&�8 &'67(-V Cfr5&t! *

[m − (x2 + y2)]x − ωy = 0

[m − (x2 + y2)]y + ωx = 0

 ��� �7K9�

� +567$�+ 02#!.V)'(,.'r3+5( "t.�#%r5$'(,$�&'( $�#
x
A r3C3+5.'+5(BF�$�#

y
& q(' n-# ! 5Br
#!.f)'.�#3r#5B(@&Vn�(,r�5B(,&'#3q/C3&�A

)'+%n�"?&�&'6

[m − (x2 + y2)](x2 + y2) = 0.

K�#� ���#�

� &t!�$'+'A�&�C5+fq-"9H (/q/C3r#"5("C�!�r
#V.�(-8 (/$'&�. * +,!-$'+V&�� $'&?��F
x = 0, y = 0


 & n�&
z = 0

� &ar3C5+3.'+5(3A
!�n/. '1+3C3+5.'+54/+

x2 + y2 = |z|2 = m
� Q�+g(,q"C5p )�.'&I 3&�%O" .�' # ; &'+5$'$�+56 � $'#�&�(,$'&'& m = 0

r
+�''.�(,q/C3$'+5q"C5& q/+5q/C3+�.�$'&�.�.�#3r3$'+5r5(/q,&�.�q0'1+5+5.3!-&'$'#%C�#367&

x = 0, y = 0
.'+ 02!�#3(/C3q .�)'.'(o!�("n�p%F

$�5B8 ; &�'tn�A .�# !�&�"5q '1+3C3+5.'+54/+ |z| =
√

m
� � �
(,6�#  5&�%O"t.�'t# ; &�& � $t!-.'+3$'+5r
#:F�U +5)�%x#a!�n�.

$'+5.�6�#�n�p5$'+38 %x+3.'675 
 ��� �5���"A )'.'( !-q/C�#3r�n�(,$'$�+58 r~)'..'67+!" 4/+%n�p5$�56�1'1+5+5.3!-&'$�#�C�#M��A-& � +� 5.'#%02("F
$�#2$�#~.'&'q!� �����?�
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�h� ##' n�V�&'(,$�&'( .�#3q/q,67+3C3.'&'6 )'.'&�67(,.�&'q/q"n�( !-+5r
#3$�&�.�q/+5q/C3+�.�$'&'8�.�#%r5$'+5r5(/q,&�.fr +3q ; & n�n/.�C3+5.'(
�<#3$tF !-(/. F J|+%n/. �
�����������
	�� #3$'+0"t.�#3r5$'(/$'&'(x+5q ; & n'n/. C5+5.�#?*

x′′ − (ε − x2)x′ + x = 0.

 ��� �%I�

Y )'.'( !-("n�&�6 q,+5q"C5+	.'$�&�. .�#3r5$'+3r5(,q/&�. +5q ; & n'n/. C5+5.�#?�FJ|(/.'(,)'&?8 (,6 
K��� �3I�:rcr5&1!-( q,&'q"C5(,675
"t.�#3r5$�(,$'&'8:)'(,.�r5+54,+V)'+5..1! 't#�*

x′ = y,

K�#� ���#�

y′ = (ε − x2)y − x.

K�#� �#���

J|.'&'.�#%r5$�.'(/6Q$?" n/V )�.�#3r�5B(0&�#%q/C5& "t.�#3r5$'(/$'&'8+*
y = 0

A
(ε − x2)y − x = 0

��R !-&'$'q"C5r5(/$'$�#!.
C5+#&�'t#�A�" !-+5r%n�(/C5r3+5..�V�H #!. B"C5&'6 "t.�#3r5$'(/$'&�.�6BA F7$�#	&�# n�+0'1+5+5.3!-&'$�#�C

(0, 0)
� � n�( !-+5r
#�C5("n�p5$'+'A

+5$�#C.'r%n/.�(/C3q . q,+5q"C5+	.'$�&'(,6 .�#3r3$'+5r5(/q,&�.S!'n/. .�#%q,q,6�#�C5.'&'r5#3(,67+58 q/&'q/C3(,675O�LQ (,)'(/.'p_+5)�.'(o!-(oF
n�&'6 �1#3.�#!'�C5(/.�"5q/C3+58�&'&�r5+5q/C3& $�#38t!�(,$'$'+34,+ q/+5q/C3+�.�$'&�. .�#3r5$'+3r5(,q/&�.+� �xn/. B/C3+54,+ )�+5q/C3.'+5&'6
6�#%C3.'& ; ""_O'1+� 5&+*




0 1

−2xy − 1 ε − x2


 ,

'1+3C5+3.�#!.ar~$�#	&�#�n�( '1+5+5.3!-&'$�#�C� #" !-("CV&'67(/C3pf� $'#�&�(,$'&�. '1+�B(% %*& ; &�(,$�C3+5r�*




0 1

−1 ε


 .

� C5+� #5 +5)'.�(o!-(on�&�C5p q,+� 3q/C5r3(,$'$�5B( � $'#�&�(,$'&�.f)'+%n�"?&�(,$'$'+38 6�#%C3.'& ; 5 n�&'$'(,#3.'&�� # ; &'&�A1)'+3q/C5.�+%F
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&'6 �1#3.�#!'�C5(/.'&'q/C3&�&'(/q('1+5( "t.�#3r5$�(,$'&'(!*

det




−λ 1

−1 ε − λ


 = 0

& n�& *

λ2 − ελ + 1 = 0.

$�(-8 (,$'&'(|!�#3$'$�+54,+P''r
# !-.�#%C3$'+54,+ "t.�#3r5$'(/$'&�.�!�#3("CV$�#36 q/+� 5q"C5r5(/$'$�5B( �,$�#	&'(,$�&�.+*

λ1,2 =
ε ±

√
ε2 − 4

2
.

J|.'+
#3$'#�n�&��,&'.�"5(/6O)'+%n/"=&'(/$'$�5B(fq,+� 5q"C5r5(/$'$�5B(V� $�#	&'(/$'&�. r�� #%r5&'q,&�67+5q/C3& +3C:)�#3.�#%67(/C5.'#:q,&tF
q/C3(,675

ε
� J|.'&a6�#�n�56�

ε

 |ε| < 2

�<)'+,! '1+5.'(,$�$'+5(xr�5B.�#%02(/$'&'(x+3C5.�& ; #%C3("n�p5$�+'A qon�(o!-+3r
#%C5(on�p5$'+
q,+# 5q/C3r5(,$'$�5B( � $'#�&�(,$'&�. '1+567) n�(-'1q,$'+%F q,+5)�.9. 02(,$�$�5B(#*

λ1 =
ε

2
+ j

√
4 − ε2

2
, λ2 =

ε

2
− j

√
4 − ε2

2
.

J|.'&
ε < 0

q,+5q"C5+	.'$�&'(~.�#3r5$'+3r5(,q/&�.g)'.'( !-q/C�#3r�n/.'("C q/+� 5+58:"5q"C5+58�&'&'r�5B83%x+#'�"5qC
 .'&'q#����� ���� �
J|.'& )�(,.'( �
+,!-(_)�#%.�#367(/C3.�#

ε
&'(,.'("�m$'+%n�pSq/+5q/C3+�.�$'&'(_.'#3r5$'+5r3(,q,&?.eC3(,..'("C2"5q"C5+58�&�&'r5+5q"C5p &

q/C�#%$'+5r5&�C3q . $'(-"3q/C3+58�&'&'r#5B6 %*+�'�"3q,+56�
 .'&'q!� ��� ����� � J|.'&3B/C3+56 %x#%� +5r#5B8 )'+5. C5.'("Cgr +�''.�(,q/C�F
$'+5q"C5&gq,+3q/C5+	.�$'&�.g.�#3r3$'+5r5(/q,&�. ' #	&'(/q/C3r5(,$'$�+:67(/$�.'("C5q . 
 q/.�#3r5$'&�6U.�&'q#� ��� ��� & ��� ����� �DQ ##'�&'6
+� 5.'#%� +56BA1)'.�& )'(/.'( �5+ !�( )�#3.�#%67(/C5.'#

ε
&'(/.'(/�@$'+%n�p q,+5q"C5+	.'$�&'( .�#3r3$'+5r5(/q,&�.f)'.'("C5(,.�)'(,r
#%(/CP 5& F

%O"t.�'t# ; &�VF��R7q"n�& �,$�#	&'(,$�&'( ε
r5(on�&�'1+P
 |ε| > 2

�"A C5+ )�+ !�'t+3.'(,$'$�+5(Br�5B.�#%0 (,$'&'( )'+%n�+ 0f&�C5(on�p5$'+
&�+� 
#�q,+# 5q/C3r5(,$'$�56�S�,$�#	&'(,$�&�. &�&'q/C3+ r5( H (,q"C5r5(/$'$�5B(!�LJ|.'&

ε > 2
+� 5#�q/+� 5q"C5r5(/$'$�56�g� $'#�&�("F

$'&�. )'+%n�+ 0f&�C5(on�p5$�5 & q,+5q"C5+	.'$'&�(�.'#3r5$'+5r3(,q,&?. )'.'( !-q/C�#3r�n/.'("C q/+� 5+58 $'( "5q"C5+58�&�&'r�5B8)"1�,("n

 .�&'q#����� ����� ��J*.�&

ε < −2
+� 5# q,+� 5q"C5r5(/$'$�56���,$�#	&'(,$�&�.a+3C5.'& ; #%C5(on�p5$�5^&aq/+5q/C3+	.'$'&'(*.�#%r5$'+5r5(oF

q,&?.:)�.'(o!-q"C�#3r%n/.�(/C q,+� 5+38C"3q/C5+38�&'&'r�5B8 "t�,("n 
 .'&'q!� �#� � X � �
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 ��
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P
 1

mg

N

ϕ


 ��� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������
����������������������������
���������������������������� F(x)

m

x


 X �

U(x)

x

$7&'q#���#����*�J|.'&�67(,.�5 't+�n�(( 
#�C5("n�p5$�56�eq,&'q"C5(/6BAE)�.'&'r5+,!�.?H &?� ' "t.�#3r5$�(,$'&�V �F"=% %x&�$'4o#�* 
 ���
F 6�#%C3(,6�#%C3&�&'(/q(''&'8 6�#!. C5$'&�' )'.'& $�(( 5+%n�p#8 &?�3"t4 n-#M�S+3C#' n�+5$'(/$'&�. AT
 �/� F@4,.�"1� $�#
)�.�"10 &'$�( q $'(on�&'$'(/8'$'+58�02(/q/C�'1+5q"C5p�V A 
 X �7F !�r5&�02(/$'&'(O&�#3q"C5& ; 5Qr )�+3C5(/$ ; &�#�n�(|&��!�r#"� .'6T�

���	� 
 ���� 	Q�  ����� � �P�
	�� �
�4�"���	 � �� 	���
 ����

� ����� �
�P	�� 
 � � � �  � � 
 	 � � 	 � ��� �  �Z�9�

��� � ��� � � �'����
 ����� � � � � � ����� �

Y q ; & n'n/. C5+5. �F"=% %x&�$'4o#�& n�&m+5q ; & n'n�.�C5+3.�q0'?"? 3&�&'(,q-'1+58g$'("n�&�$'(,8'$�+5q/C3p�V .'r%n/.�(/C3q .g+ !'F
$'+58f&�� $'#3&� 5+%n�(,(@.'#3q,)'.�+5q/C3.�#3$'(/$'$�56��67+,!-(on�(,8 C3(,+5.�&'& '1+%n�(( 5#3$'&'8+�1u .'#3r5$'(/$'&'(@+3q ; & n�n/.�C3+%F
.�#2&'67(/(/C�r3&t! *

ẍ + αẋ + βx + γx3 = 0.

K�#� ��I��

R74,+|67+ 0f$'+ )'+%n�"?&�&�C5p'A3.�#3q,q/6�#%C5.�&'r
#!. A�'2)'.'&'67(/.�"5A#'t+�n�(( 
#%$'&�.26�#%C3(,6�#%C3&�&'(/q('1+54,+ 6�#!.�C3$'&�'t#
)'.'& $'(( 5+�n�p#8 &=�4"t4 n-#M� +3C�'tn�+5$'(/$'&�. 
 .'&'q#� ���S� ��"A '1+%n�(- 
#3$'&�. 4,.�"1�,&�'t#�$'# )'.�"10f&'$'( q $'("n�&tF
$'(/8'$'+58gr5+3�,r5.�#!H ##V�H (,8gq,&tn�+58�A�.'#3q,)'+�n�+ 02(,$'$�+54,+�$�#�)tn�+5q('1+58g4/+5.'&��,+5$�C�#�n�p3$'+58�)'+5r5(/.� $'+�F
q/C3& 
 .'&�q#� ��������� �L� #3$'$'+5(1"t.�#3r5$�(,$'&'(:C�##'�02(_67+ 0f$'+�)'+%n/"=&'&�C3p )'.'& +3)'&'q #%$'&'&e!-r5& 02(,$'&?.
&�#3q"C5& ; 5 rS)'+%C5(,$ ; &�#�n�(:&���!-r#"� .'6 
 .'&�q#�N���S� X � � $�#3q/q,67+3C3.'&'6 )'(/.'((&'&�q"n�(/$'$�5B(_)'.�&'67(,.�5
 5+%n�(,(*)'+,!-.'+� 3$'+��
#�� ��` #%C3(,6�#%C3&�&'(,q-''&'8:6�#!.�C3$'&�'�)'.'( !-q/C�#%r%n/.'("CVq,+� 5+38�4,.�"1�,&�'�6�#�n�+54/+ .�#%�,67(,.�# 6�#%q,q,+38��aA

)'+,!-r5( 8 (/$'$�5B8 $'# !'n�&'$'$'+38hC3+5$�'1+58h$'&�C5&
l

 .'&'q!� ���S� �� �LJ*.�(o!-)'+�n-#34o#3("C5q .�A &�C3+S6�#%q,q #m6�#�F
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.�C3$'&�'t# q/+5q,.'( !-+3C3+�&'(,$'#�r 4,.?"t�,&�'1(2& $'& C5p�.�r%n/.'("C5q . $'(,.�#%q/C	.�0f&'67+58 � ��#3)'&?8 (,6�"t.�#%r5$'(,$�&'(
!-r5& 02(,$'&?.  3(/� "=&'(/C�#~C5.'(/$'&�.

ma = −P1,

4 !-(
a
F "5q-'t+3.'(,$'&�(a!-r5&�0 (,$'&�. A

P1
F r5+3q,q/C�#%$�#3r%n�&�r
##V�H #!. q/& n-#��Ez*##'hr5&t!-$�+S&��:.'&'q "t$�'t#�A

P1 = mgSin(ϕ).
�x&'$'(/8'$�#!.Q&)"t4 n�+3r
#!.Qq('1+5.'+5q"C5&jq/r#.�� #3$�5 q/+5+3C5$�+#8 (/$'&'(,6

v = l dϕ
dt

.
�

.'("�(" n�p C�#%C5( )'+%n/"=&�#3(/6

d2ϕ

dt2
+

g

l
sin ϕ = 0.

�A"t$�' ; &�V sin ϕ
67+ 0f$'+ .�#��/n�+ 0f&�C5p r ..t! Q (,8 n�+5.�# r +�'�.'(,q"C5$'+5q"C5& C5+�&�''& .�#3r5$'+3r5(,q/&�.

ϕ = 0
*
sin ϕ = ϕ − ϕ3

6
+ ϕ5

120
∓ . . .

� J|.'&e6�#�n�56� "t4 n-#M�e+3C#' n�+5$�(,$'&�. +3CSq,+5q"C5+	.'$'&?. .�#3r�F
$'+5r3(,q,&?.E
 qon/"=&�#38 q"n-#! 5+58 $'(on�&'$'(/8'$'+5q"C5&��2r_.�#��/n�+ 02(/$'&'& 67+ 0 $'+ +54,.�#%$'&�&'&�C3p5q . )'(/.'r�5B67&
!-r#"t6L.aq"n�#34o#3(,675B67& �D� B/C3+56 qon/"=&�#3( "t.�#3r5$'(/$'&'(x)'.'&'67("C r3&t! *

d2ϕ

dt2
+

g

l
(ϕ − 1

6
ϕ3) = 0.

� "=&'(/C3+56Sq/& n�5hq,+5)�.'+3C5&�r%n�(,$�&�.Vq,.'( ! 5|A�'1+3C5+3.�"=V  #" !-(,6g)'+%n�#34o#%C5p*)'.�+5)'+5. ; &'+5$�#�n�p5$'+582q-'t+�F
.'+5q"C5&

(Fd = δv)
A')�+%n/"=&'&'6 " .'#3r5$'(/$'&'(

d2ϕ

dt2
+ δl

dϕ

dt
+

g

l
ϕ − g

6l
ϕ3

� r5+,!�. +� 5+3�,$�#	&'(,$'&?.
ϕ = x, δl = α, (g/l) = β

&
(−g/6l) = γ

A )�.'&?�
+,!-&�6�'2"t.�#3r5$�(,$'&�V

K�#� ��I�� �

 � � � '1+%n�(- 
#%C3("n�p5$�+58 q,&'q"C5(/67(3A &��,+� 5.�#�02(,$'$�+58 $�#:.'&'q#�����S����A�$�#:4/.�"1� &�' 6�#%q,q,+38
m
!-(,8tF

q/C3r#"5("C�r5+%� r5.�#MH2##V H2#!.�q/& n-#
F
A?'1+3C5+5.'#!.�� #3r5&�q,&�CV+3C202(/q/C#'t+3q/C5& )'.�"10 &�$�5

k
&�q/67(-H (/$'&�.

�#�
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x
+%CSq/+5q/C3+	.'$'&�.h.�#%r5$'+5r5(/q,&�. A7&eq/& n-#_C5.�(,$'&�.

Fd

� H�" !�(,6 )�+%n-#34o#%C3p'A &�C5+�q,&tn/"2"t)'.�"t4,+3q/C5&
)'.�"10f&'$�5Q67+ 0f$'+2� # !�#%C5pVrVr5&t!-(

F = k0x + k1x
3,

#2q,& n�#~C3.'(,$'&?. )'.�+5)'+5. ; &'+5$�#�n�p5$�#~q('1+5.'+5q"C5&

Fd = δ
dx

dt
.

Q�+34 !�#2)'+%n/"=&'&'6I" .'#3r5$'(/$'&'( !-r5&�02(/$'&�.

m
d2x

dt2
+ δ

dx

dt
+ k0x + k1x

3 = 0

& n�&

ẍ + αẋ + βx + γx3 = 0,

4 !-(
α = (δ/m), β = (k0/m)

&
γ = (k1/m).

r� �$ #3q,q/67+3C5.'&�6�!-r5&�0 (,$'&'(N&�#%q/C5& ; 5 6�#3q/q,+58 m
r*)'+%C5(,$ ; &�#�n�(>&��<!-r#"�0.�6�
 q,6T�5.�&'q#�����S�3q	�oA

'1+3C5+3.�5B8 +5)�.'(o!-(on/.'("C5q . % "t$�' ; &'(,8

u(x) =
1

2
ax2 +

1

4
bx4,

4 !-(
a < 0

&
b > 0.

J|.'& +3C#' n�+5$�(,$'&'&<&�#3q"C5& ; 5 +%C q/+5q/C3+�.�$'&�.f.�#3r5$�+5r5(,q/&�.�A1$�#*$'(/(B!-(/8'q/C3r#"5("C
r5+3�,r5.�#!H ##V�H #!.~q,&tn-#

F = −∂V (x)
∂x

.
� +3C5q "1C5q/C3r5&'(B!-.�"t4,&?�Vq/& n�A�"t.�#3r3$'(,$'&�(<!�r5&�02(/$'&�.~&'67(/(/C

r5&t!

mẍ +
∂V (x)

∂x
= 0
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& n�&

mẍ + ax + bx3 = 0.

� "=&'("C5+56 q,& n�5QC5.'(/$'&�.
Fd = δẋ

)'+%n�"?&�&'6 "t.�#3r5$�(,$'&'(�
K�#� ��I��

ẍ + αẋ + βx + γx3 = 0,

4 !-(
α = (δ/m), β = (a/m), γ = (b/m).

$ #3q,q/67+3C5.�(,$'$�5B(~)'.�&'67(,.�5 )'.�(o!-q"C�#3r%n/.�V C�q,+# 5+58_)'.�+5q/C3(,8�8 &'(0'1+%n�(( 5#%C5(on�p5$�5B(2q/&'q/C3(,675O�
Y q ; &tn'n/.�C3+5. �A"=% %*&'$'4o# .'r�n/.'("C5q . �
+5.�+#8 (/8:67+,!-(on�p�VO& !�n/.1 5+�n�(,(|qon�+ 0 $�56��q,&'q"C5(/6T��v*#�F
)'.'&�67(,.�A7"t.�#3r5$�(,$'&'(:$'( #%r3C5+5$�+567$'+54/+ +5q ; & n'n/. C5+5.'# +5)'&'q-5Br
#3("C r�5B$?"t02!-(/$'$�5B(4'1+%n�(- 
#3$'&?.
&��,+54,$�"1C3+54,+ q"C5(,.
0f$�. rS+,!-$'+567+,!-+5r3+56 )'.'&� %n�&�02(/$'&'&W
 �3G�� � Y q ; & n'n�.�C5+3.I�A"=% %*&'$'4o#�)'.'&
r5$'( 8 $'(/6 4o#3.'67+3$'&�&'(/q('1+56 r5+%�"!-(/8'q/C3r5&'&�8 &'.'+�'1+x&'q,)'+�n�p3�("3(/C3q .�)'.'&V&��("=&'(/$'&'&�q/r5+58'q"C5rO�1#3+�F
C5&�&'(,q-''&?�0'1+%n�(( 
#3$�&'8 & .'r%n/.�(/C3q . +,!-$'+58 &��6 5#%� +5r#56�x67+ !�("n�(/8 C5(,+3.'&'&x!-("C5(/.'67&'$'&'.�+5r
#3$'$�+54,+
�1#%+5q #��

��� � ��� ��$ �)& �%� 	"� � &��"� ��� 
 � �)�"�

���>v*#38�C3&a#3$�#�n�& C5&�&'(/q(''&ar5q/(|q,+5q"C5+	.'$'&?.�.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�q,&�q/C5(/675 
K�#� ��I��"At)'.'+5r5(/q/C3&:&?��#3$�#�F
n�& � 
 C3&')�q,+5q"C5+	.'$'&?.�.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�& "5q"C5+58�&'&'r5+5q"C5pVr � #3r3&'q,&'67+3q/C5&�+3C � $�#	&'(/$'&'8a)�#3.�#�F
67("C5.'+5r

β, µ
� �t�|q,)'+�n�p3� +3r
#%C5pF%*&�'1q,&'.'+3r
#3$'$'+3( )'+�n�+ 0 &�C3("n�p3$'+5( �,$�#	&'(,$�&'(,'1+�B(% %*& ; &tF

(/$�C�#2!-&�q,q,&�)�# ; &'& α

 � # !�#3("C5q .:)'.'(,)�+ !-#3r
#%C3("n�(/6�� �

�?�>v*# ) n�+5q('1+5q"C5ph)�#3.�#367("C5.'+3r
β
F

µ
$�#3$'(/q/C3&cn�&�$'&'&�A .�#%� 4/.�#3$'&�&'&'r
##V H &'(g+� �n-#3q/C3&cq

.�#�� $�5B6hC5&')'+36 )'+5r5( !-(,$�&�.�A !�n�. 't#%02!-+54/+~&��x$�#38t!-(/$'$�56�aq/+5q/C3+�.�$'&'8:.�#3r5$'+3r5(,q/&�.+�
���>�|q,)�+%n�p3�-"#.S)'.'+54/.�#3676L" &'&'qon�(,$�$'+54,+:&'$�C3(,4,.�&'.'+5r
#%$'&�.�!�&�% %x(/.'(,$ ; &�#�n�p3$�56� " .'#3r5$'(oF
$'&�8�A�)'+3q/C5.�+5&�C5pgC5&�)'&�&'$�5B(1't#3.�C3&'$�5 % #�� +5r�56�SC5.'#3(('�C3+5.'&'8hrm+�''.�(,q/C3$'+5q"C	.?�hq,+3q/C5+�F

�5G
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.�$'&'8 .'#3r5$'+5r3(,q,&?.+� � $�#	&'(,$'&?. )�#%.�#367(/C3.'+5r
β
&

µ
!-+�n�0 $�5  �5<C5p r3�(. C�5 &�� q,+5+3C3r5(/C�F

q"C5r#"=V�H &?�S+� %n-#%q/C5(/8 
 q,6T��)+���#� � �xn/. B/C3+54,+a)'.'+3&'$�C5(/4,.'&�.'+5r
#%C3p_q,&�q/C5(/6L" " .'#3r5$'(/$'&'8
rV)'..'67+56er5.'(/67(,$'&:&�� $�(,q('1+%n�p�''&?�:$�#	&�#�n�p5$�56�C"5qon�+5r5&'8:rf+#''.'(,q"C5$'+3q/C5&:'t#%02!-+54/+~&��
r�5T 3.�#3$'$'+34,+ q/+5q/C3+�.�$'&�.~.�#%r5$'+5r5(/q,&�. �#J|+5q"C5.'+3&�C5pO&'&�q"n�(/$'$'+*)'.'&�C	.�4,&'r5##V�H &'( & +3C3C�# n'F
''&�r
##V�H &'(x67$'+54,+3+� 5.�#%�,&�.�q,( !�n�+5r#56��C5+�&'(-'+���xn/.a)'+5q/C3.'+5(/$'&�.:+3C3C�#�n/''&'r
##V H &?� 67$'+%F
4/+5+� 5.�#�� &'8�r�5T 3.�#%C5p $'(,q-'t+�n�p�'1+~$�#	&�#�n�p5$�56� "5qon�+5r5&�8�r2+�''.'(/q/C5$�+5q/C3&:q/(o!�n�+3r5+58�C5+#&�''&
&V)'.'+5&�$�C5(/4,.'&'.�+5r
#%C3p q,&'q"C5(/6L" "t.�#%r5$'(,$�&'8 rx)'..'67+56Sr5.'(/67(,$'&+�#�xn/.V)'+5q"C5.'+3(,$'&�.f)'.'&tF
C	.�4,&'r
#!V�H &=�~67$'+54/+5+� 5.�#�� &'82r�5T 3.�#%C5p|$�(,q('1+%n�p�'1+x$'#�&'#�n�p5$�56�A"5qon�+5r5&'8~r +#''.'(,q"C5$'+3q/C5&
q/(o!�n�+3r5+58�C5+�&�'�&:&a)'.'+5&�$�C5(/4,.'&'.�+5r
#%C3p�q,&'q"C5(/6L"C"t.�#%r5$'(,$�&'8 r~+� 5.'#%C5$'+36 r5.'(/67(,$'& �

K��6�xn/.:"='t#%� #%$'$�56��)'.'(/)'+,!�#3r
#�C5("n�(,6^�,$�#	&'(,$'&�8S)�#%.�#367(/C3.'+5ra)'+5q"C5.'+5& C5pa+� #HA"=V 't#3.�C3& F
$�"S.�#3q/)'+%n�+ 02(/$'&�. %x#%�,+5r�56�SC5.�#3(-'�C5+3.'&'8�A � # !�#3r
#M. $�#	&�#�n�p5$�5B(�� $'#�&�(,$'&�. rm.'#%� $�56�
+� �n-#3q/C	.=�C%x#%� +5r3+54,+2)'.�+5q/C3.�#3$'q"C5r
#��

�?� �65B)�+%n�$'&�C3pc)�"t$�'�C�5 � & Kh!'n/. '1+5$'q/(,.'r
#�C5&'r5$�+54,+c+5q ; & n'n/. C5+5.'# �A"=% %*&'$'4o# 
 )�.'&
α = 0

� � J|.'+3&�� r5(/q/C3& q,.�#3r3$'&�C5(on�p5$�5B8c#%$�#�n�&�� )'+5r5( !-(,$�&�. '1+5$�q,(,.�r
#%C5&�r5$'+54/+ & !-&'qoF
q/&')�#%C3&'r5$'+54/+ +5q ; & n'n�.�C5+3.'+5r��
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����� 
 ���� 	Q�  ����� � �P�
	�� �
�4�"���	 � �� 	���
 ����

� ����� �
�P	�� 
 � �A � � �X���	���� ��� � � ��	 �/��

�	�� � � �4����� 	�� � ��� � ��X��Q	�� ���� � 	 � � � ��

�������� � � �'����
 ����� � � � � � ����� �

`a(/C5+,! 5eC5(,+3.'&'&�'1+%n�(( 
#3$�&'8 67+54 "1C )'.�&'67(,$�. C5p5q .<'~� # !�#	&�#%6 &��>.�#%�,$�56�V+� %n�#3q/C3(,8 $'#	"=''& *
%*&�� &�''&�A � &'67&'& A7 5&'+%n�+34,&'&�A�q,+ ; &�+%n�+54/&'&�ALB-'t+3$'+567&�''& � � !-#3$'$'+58 .'## 5+3C3(�.�#3q,q/6�#%C5.�&'r
#3("C%F
q . )�.'&'67(,$�(,$'&'(�67("C5+,!-+5r_C3(,+5.�&'& '1+%n�(( 5#3$'&'82'S� # !�#	&�#%6O&'q,qon�(o!-+3r
#3$'&�.3�
+,!�#C� &'67&�&�(,q('�&?�
.'(,##' ; &'8 $�#4't#%C�# n�&�C5&�&'(,q-''&?�h.'( 8 (/C#'t#M�D� J,"3q/C5p�&'67(-V C5q . r3(-H (/q/C3r
#_!�r#"� C5&�)'+5r X

&
Y
A

67(/02!�"�'t+%C5+5.�5B67&ar5+3�,67+ 0 $�5cqon�(o!�"=V H &'( .'( ##' ; &'&+��J|.'&�r5q"C5.'(-&'(x$�# 67+%n�(-'�" n�( ' #�C�#�n�&�� #�F
C5+3.�# 67+%n�(-'�" n�5

X
&

Y
r3� #3&'67+,!-(,8�q/C5r!"?V>CVq +� 5.�#�� +5r
#%$'&'(,6S!�r#"��67+%n�(('�" n

Y

 r5(-H (,q/C3r5+

X

)'.'(/r5.�#!H #3(/C3q ._r~r5( H (,q"C5r5+
Y
� *

X + Y
α→ 2Y,


K�#� �5G��

4 !-(
α
F�q-'1+5.'+5q"C5p .�( ##' ; &'&+�R7q"n�&VC�##'1+58Vr5q"C5.'(-&'& $'(B)�.'+5&'q@�5+ !�&�C A
C5+x+5q-"9H (/q/C3r%n/.�V>C5q . .'( ##'tF

; &'&�!-r#"��C3&')'+5r����c67(/q/C3( $�#��
+ 0~!�(,$'&�.a67+%n�(('�" n:)'(,.�r5+54,+~C5&�)�#V)�.'+5&'q@�5+ !�&�C�&?��4,(,$�(,.�# ; &�.
&��x$'(/.'( #34/&'.�"=V�H &?� 't+367)'+5$'(/$�C5+5rfq,.'( ! 5O*

X + S
β→ 2X,


K�#� ���	�

#frf67(,q"C5( $�#��
+ 0~!�(,$'&�.:67+%n�(-'�" ngr3C3+5.'+54/+�r5(-H (,q"C5r
# )�.'+5&'q@�5+ !�&�C�&?�:.�#%�"n�+ 02(,$'&�( $�#V$'(,.'(oF
#34/&'.�"=V�H &'(A'1+567)'+3$'(,$�C#5O*

Y + S
γ→ 2S,


K�#� �
�#�
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4 !-(
β
&

γ
F<q-'1+5.'+5q"C5&mq,+3+3C5r5("C5q"C5r#"=V�H &?��.'(,##' ; &'8 A�#V�,$�##' S

+%� $�#	&�#3("CfyHr5##'t#3$�C5$�+5( 67(/q/C5+�}
& n�&�y !�5B.�'t#�} �
$ #3q,q/67+3C5.�&'6 !-&'$�#367&�'�"a+5)'&'q,#3$'$�56� .'( #!' ; &'8_r3+fr5.�(,67(,$�&+��z*##'  #" !�"1C�&��,67(,$�. C5p5q .:'1+5$tF

; (/$�C5.�# ; &'&�r5( H (,q"C5r X
A
Y
At# C�#!'�02( !�5B.'+�'

S
r5+ r5.'(/67(,$'& � Y  5+3�,$�#	&'&'6 B"C5& '1+5$ ; (/$�C5.'# ; &'&

 #"=''r
#%67&
x, y

&
s
A7q,+5+3C3r5(/C3q/C3r5(,$'$�+�� �xn/.h.'( 8 (,$�&�. � # !�#	&'& )�.'&'67(,$�&'6 )'+,!/�5+ ! } q,.�(o!-$'(/4,+

)'+%n�. } A )'.'& '1+3C5+3.'+56 q(&'&�C�#%(/C5q . A &�C5+g.'(,#34,&'.?"?V H &'(C'1+567)'+5$�(,$�C#5 .�#3r5$�+567(,.'$�+m.�#3q,)�.'(o!-(oF
n�(/$�5 )'+�r5q,(/6L" )'.'+5q"C5.�#%$'q/C3r#"h.'( ##' ; &'& &hr5(/.'+	.�C5$�+5q/C3p r5q/C3.'((&�& .'(,#34,&'.?"?V H &?� r5( H (,q"C5r
$�#x67+%n�(('?" n�(�'t#%C�#�n�&�� #%C3+5.�# )'.�+5)'+5. ; &'+5$�#�n�p5$�# )�.'+5&��,r5(o!-(/$'&�VQ&?� '1+5$ ; (/$�C5.�# ; &'8+���|�,67(,$'(oF
$'&'(1'1+5$ ; (,$�C3.�# ; &'&er5(-H (,q"C5r
# X

)�.'+5&'q@�5+ !�&�C r4�
+,!-(a.'(,##' ; &'& 
K�#� �5G�� � Y $�#4"t67(,$�p#82#3("C5q .
)'.'+3)'+5. ; &�+5$�#�n�p3$'+ q('1+5.'+3q/C5&c.'(,##' ; &�& α

& )'.'+5& � r5( !-(,$'&�V 't+3$ ; (,$ C5.�# ; &'8Q.�( #34/&'.�"=V�H &?�
'1+567)'+5$�(,$�C3+5r

xy
��� �
+,!-( .'( ##' ; &'&W
 ��� �?��� +5$�# "tr5(on�&�&'&�r
#3(/C3q .c)'.'+5)�+5. ; &'+3$�#�n�p5$�+ q('1+5.�+%F

q/C3& .'(,##' ; &�& β
&h)'.'+5& � r5( !-(,$'&�V '1+5$ ; (/$�C5.'# ; &'8 xs

� Q #!''&'6 +� 5.�#%�,+56BA767+ 0 $�+�q/+5q/C�#%r5&�C5p
!-&�% %*(,.�(,$ ; &'#�n�p5$'+3( "t.�#3r3$'(,$'&�(3A�+5)'&'q-5Br
##V H &'(x&�� 67(/$'(,$�&'(A'1+5$ ; (,$�C3.�# ; &'& r5(-H (,q/C3r
# X

*

dx

dt
= −αxy + βxs

� � 67(/$'(,$'&�( '1+5$ ; (,$�C3.�# ; &�&Sr5( H (/q/C5r5# Y
)�.'+5&'q@�5+ !�&�C r��5+,!-(2.'( #!' ; &'&I
K�#� �5G��"A-4 !-(2+5$�#�"tr5(oF

n�&�&�&'r
#3("C5q .a)'.'+5)�+5. ; &'+3$�#�n�p5$�+2q('1+5.'+5q"C5&a.'( #!' ; &'& α
&�)�.'+5&��,r5(o!-(/$'&�VW'1+5$ ; (/$�C5.'# ; &'8a.'( # F

4,&�.�"=V�H &=� '1+567)�+5$'(,$ C5+5r
xy
A�&ar �
+,!-(x.'( #!' ; &'&2
K��� �
���oA'4 !-(x+5$�#0" 67(/$'p#8 #3(/C3q ._)'.'+3)'+5. ; &�+%F

$�#�n�p5$'+~q('1+5.'+3q/C5& .'( ##' ; &'& γ
&�)'.'+5& � r5( !-(,$'&�V�'1+5$ ; (/$�C5.'# ; &'8 ys

*

dy

dt
= αxy − γys

� $'#�n�+54/&�&'$'+V67+ 0 $'+2� #3)'&'q,#%C5p " .'#3r5$'(/$'&'( !�n/.�&��,67(,$'(/$'&�. 't+3$ ; (,$ C5.�# ; &'&ay !�5B.'+�' } *

ds

dt
= −βxs + γys

Y  ���(o!�&'$�.�._r5q,( C3.'&:" .'#3r5$'(/$'&�.�)'+%n/"=&'&�6Qq/&'q/C3(,6L":"t.�#3r5$�(,$'&'8 A +5)'&'q-5Br
##V�H &?� !-&�$�#367&�'�"
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� &'67&�&'(/q(''&=� .�( ##' ; &'8+*

ẋ = x(−αy + βs)

ẏ = y(αx − γs)

K��� �5��

ṡ = s(−βx + γy)

�x(,4-'t+<" r3&t!-(/C3p'A & C5+V!�n�._q,&�q/C5(/675 
 ��� �5��Br�5B)'+%n�$?.'(/C3q .4"5qon�+5r5&�( q,+>� .�#3$'(/$'&�. *
x + y + s =

const.
�xn/. B/C3+54,+~!-+5q/C�#�C5+�&'$�+�q"n�+ 0f&�C5pf)'.�#3r�5B(F&�#3q"C5& C3.'( � "t.�#3r5$'(/$'&'8m&C"? 3(o!-&�C3p5q .�AD&�C5+

ẋ + ẏ + ṡ = 0
� R�qon�& &�$�C5(/.')'.'("C5&'.'+3r
#%C5p

x, y
&

s
' #!'S+3C3$'+5q/&�C5(on�p5$�5B( '1+5$ ; (,$�C3.�# ; &�&�A�C3+

&?� q-"t676L"_67+ 0f$'+�)'.�&'$�.�C3p�� #�( !-&'$'& ; "D* x + y + s = 1
�D�GB/C5+36Uqon/"=&�#3(0&'&�q"n�+ "t.�#3r3$'(,$'&�8

67+ 0 $�+P"t67(/$'p#8 & C5p~!�+2!-r!"9�D*

ẋ = x(β − βx − (α + β))y

ẏ = y(−γ + (α + γ)x + γy)

 ��� �EK9�

� &'q"C5(,6�# "t.�#3r5$'(/$'&'8 
K��� ��K9��+3)'&'q(5Br5#3(/C !-&'$'#367&�'�"2.�( ##' ; &'8fqT"=&'("C5+56 "5q"n�+5r5&�.Vq,+>� .�#3$�(,$'&�. �
�^.�#%67' #�� +3)'&'q #%$'$'+58m67+,!-(on�&_)�#3.'#367(/C3.�5 q/&'q/C3(,675j!-+%n�0f$�5  �5<C3p�)'+%n�+ 0f&�C3("n�p5$�5|A #2!-&tF
$�#367&�&'(,q-''&'(�)'(/.'(,67(/$'$�5B(�F|)'+�n�+ 0 &�C3("n�p3$�5B(�& 67(,$'p!8 (�(o!�&'$'& ; 5O* α ≥ 0, β ≥ 0, γ ≥ 0

A
0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

�

�������� ��$ �)& �%� 	"� � &��"� ��� 
 � �)�"�

���>v*#38�C3&a#3$�#�n�& C5&�&'(/q(''&ar5q/(|q,+5q"C5+	.'$'&?.�.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�q,&�q/C5(/675 
K�#� ��K�"At)'.'+5r5(/q/C3&:&?��#3$�#�F
n�& � 
 C3&')�q,+5q"C5+	.'$'&?.�.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�& "5q"C5+58�&'&'r5+5q"C5pVr � #3r3&'q,&'67+3q/C5&�+3C � $�#	&'(/$'&'8a)�#3.�#�F
67("C5.'+5r

α, β, γ
� �

��K
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�?�6�xn/.Vq,( !�n�+5r#56�Vq,+5q"C5+	.'$'&�8�.�#3r5$�+5r5(,q/&�.V+5)'.'( !-("n�&�C5p q/+� 5q"C5r5(/$'$�5B(@r3(('�C3+5.�#�A9't#3q #�C5("n�p%F
$�5B( 'a)'.'&�C	.�4,&'r5##V�H (,6L":&a+%C3C�#�n�'�&'r
##V H (,6L":67$'+54/+5+� 5.'#%� &�.�6T�

���>�|q,)�+%n�p3�-"#.S)'.'+54/.�#3676L" &'&'qon�(,$�$'+54,+:&'$�C3(,4,.�&'.'+5r
#%$'&�.�!�&�% %x(/.'(,$ ; &�#�n�p3$�56� " .'#3r5$'(oF
$'&�8�A�!'n/. '1+5$�''.'(/C3$�56�m�,$�#	&'(,$'&�8m)�#3.�#367("C5.'+3r�)'+5q"C5.'+5& C5p�C5&�)'&�&'$�"=V 't#3. C5&'$�" %x#%� +%F
r�56�fC5.'#3(('�C3+5.'&'8 �?� n�. B/C3+54,+2)�.'+5&'$�C3(,4/.'&'.'+5r5#%C5pVq,&'q"C5(/6L" "t.�#3r5$'(/$'&'8�r2)'..�67+56 r5.'(oF
67(/$'& &��m$'(/q('1+%n�p#''&?� $'#�&'#�n�p5$�56� "5qon�+5r5&'8 �TJ|+5q/C3.'+5&�C3p &'&'q"n�(,$'$'+ )'.�&�C	.'4/&'r
##V H &'(
& +%C3C�#�n�'�&'r
##V H &'(�67$'+54/+5+� 5.'#%� &�. q,( !�n�+5r�56�SC5+#&'(('+� � n�. )'+3q/C5.�+5(,$'&?. +3C3C�#�n/''&'r
##V F
H &?�:67$'+54,+3+� 5.�#%�,&'8 r#5T 5.�#%C3p $'(/q('1+%n�p�'1+�$'#�&'#�n�p5$�56�C"3q"n�+5r3&'8_r +#''.'(,q"C5$'+3q/C5&gq/(o!�n�+�F
r5+38 C5+�&�''& & )'.'+3&'$�C5(/4,.'&�.'+5r
#%C3pgq,&'q"C5(,6L" " .'#3r5$'(/$'&'8 r_)'..�67+56Or5.'(/67(,$'&+� � n�. )'+%F
q"C5.'+5(/$'&�. )'.'&�C	.�4,&'r5##V�H &?� 67$�+54,+5+# 5.�#%�,&'8 r#5T 5.�#%C3p $'(/q('1+%n�p#'t+ $�#	&�#�n�p3$�56� "5qon�+5r5&'8 r
+�'�.'(,q"C5$'+5q"C5&aq,( !�n�+5r5+38�C5+�&�'�&a& )'.'+5&'$ C5(,4/.'&'.'+3r
#%C5pVq,&�q/C5(/6L" "t.�#3r5$�(,$'&'8�r +# 5.�#%C3$'+56
r5.�(,67(,$�&+�

K��>�|q,)�+%n�p3�-"#.S)'.'+54/.�#3676L" &'&'qon�(,$�$'+54,+:&'$�C3(,4,.�&'.'+5r
#%$'&�.�!�&�% %x(/.'(,$ ; &�#�n�p3$�56� " .'#3r5$'(oF
$'&�8j)'+5q"C5.'+5& C5p � #3r3&'q,&'67+3q/C5p )�(,.'&'+,!�#�'1+%n�(( 
#3$�&'8G'1+5$ ; (/$�C5.'# ; &'& r5( H (,q"C5r
# X

+3C
)�#%.�#367(/C3.�#

α
)'.'&�%*&�'1q/&'.'+5r
#%$'$�56� �,$�#	&'(,$�&�.?� !-.�"t4,&=� )�#%.�#367(/C3.'+5r�� � .�#3r3$'&�C5p q/+

�,$�#	&'(,$'&�(,6 )'(/.'&'+,!�# 't+�n�(( 
#%$'&'8�A�)'+�n/"=&'(,$'$�+54,+f&��|n�&'$'(/8'$'+54/+�#3$�# n�&�� #2q/&'q/C3(,675O�
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����� 
 ���� 	Q�  ����� � �P�
	�� �
�4�"���	 � �� 	���
 ����

� ����� �
�P	�� 
 � �3	��<	 � � 	�� � 	 �  �<	 � ���� ��� �	�

�<	 �/ �<	�� � �� 	��	�

��������� � � �'����
 ����� � � � � � ����� �

st(,$'(/.�#%C3+5. q &'$�(,. ; &�+5$'$'+58 $�("n�&'$�(,8'$'+3q/C5p#V 
 s��xv �|)'+_q/r5+5&'6Oq/r5+58'q"C5r
#36G.�r%n/.�(/C5q . + !'F
$'+58S&��< 
#%� +3r�56��67+,!-("n�(/8 C5(/+5.'&'&g!-(/C3(,.'67&'$�&'.'+5r
#%$'$'+54/+ �1#3+5q,#�� � C5+�!-+5q/C�#�C5+�&'$�+m)'.'+5q"C�#!.
.'(,#�n�p5$�#M.m.�# !-&�+�%*&�� &�&�(,q('t#!.gq/&'q/C3(,6�#�A 6�#�C5(,6�#�C5&�&'(/q('t#!.�67+,!-("n�p 't+%C5+5.'+38:�5+5.'+#8 +�+5)'&'q-5 F
r
#3("C�B-'1q,)'(/.'&'67(,$ C�#�n�p5$'+*$�#! %n�V !�#3(/675B( C3&')'&�&'$�5B(<.'(/0f&'675 &F 5&�%O"t.�'t# ; &'+3$'$�5B( )�(,.'( �
+,! 5O�
s (/$'(,.'#%C5+5.mq &'$'(/. ; &'+5$�$'+58m$'(on�&'$'(/8'$'+5q"C5p�V !-(/67+5$'q"C5.'&'.?"5(/Car5q/( �
#3.�##'�C3(,.'$�5B( !'n/. '�r
#%� &tF
#%C%C5.�##' C5+5.'+3r � ##'1+5$�+567(,.'$�+5q/C3&�A�)'.�&�&'&'$'+38 r5+3�,$'&�''$'+3r5(,$'&?. '1+3C3+5.�56�3.'r%n/.�(/C3q . $�#�n�&�&'&'(Vr
q,&�q/C5(/67(fq/+5q/C3+	.'$'&�.�.�#%r5$'+5r5(/q,&�. C5&')�# yHq/(o!�n�+%F %*+�'�"3q"} ��`:+,!-("n�p:s��*v  
#%� &�.�"5("C5q . $'# ' n-#3qoF
q,&�&'(,q-''&?�:q@�
(/6�#M�:4,(,$�(,.�#%C3+5.�#�Q (,+,!-+5.�&'&�'t#V&arV)'.'(o!�("n�p5$�56� qon/"=&�#!.=�a)'(,.'( �
+,!-&�C�rV67+,!-(on�p
4,(/$'(,.'#%C5+5.'#��<#3$�!-(/. J|+%n/. �
��'tn-#3q,q/&�&'(/q('1+56 4/(,$'(/.�#%C5+3.'( q|&�$'(,. ; &'+5$'$'+38:$'(on�&'$'(/8'$'+5q"C5p�V Q�(/+,!-+5.�&'&�' #C
 .'&'q#�����LI�<#3r%F

C5+#'t+�n�(( 
#%$'&�. +� 5(,q/)'((&�&'r
##V>C5q . r3r5(o!-(/$'&'(/6mr�'1+%n�(- 
#%C3("n�p5$�5B8 '1+5$�C#"t. C3(,.'67+3q,+5)'.�+3C5&'r�n�(,$'&?.�A
q,r3+58'q/C3r
# '1+3C5+3.'+54,+ $'("n�&�$'(,8'$�5B6^+� 5.'#%� +56e� #3r5&�q .�C�+3C�)'.'+3C3(('t##V�H (,4/+C&�(,.'("�~$'(,4/+ C5+�'t#�� �

R(T)

C

L
L1

M

� �
������	������

$7&'q!����� I?* � �
(/6�#<' n-#%q,q,&�&'(,q-'t+34,+�4/(,$'(/.�#%C5+3.�#fq*&'$'(/. ; &'+3$'$'+58:$'("n�&�$'(,8'$�+5q/C3p�V
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L

R

C
L

1

M

I(t)

u(t)
u(t) V(t)I II III

$7&'q#� ����� G�* � �5(,6�#~67+,!-&�%*& ; &'.�+5r
#3$'$�+54,+V4,(/$'(,.�#�C5+5.�#fq|&'$'(,. ; &'+5$'$�+58 $'(on�&'$'(/8'$'+5q"C5p�V

+3C n�&�&'&'(~+3C�+� #5T&'$'+54/+�4,(,$�(,.�#%C3+5.�#�$�# C3.'&'+,!-(2q '1+%n�(- 
#%C3("n�p5$�5B6 '1+5$�C!" .�+56Qr ; (,)'&mq/(/C�'�&�A
4 !-( .'+5q/C�#367) n�& C#" ! 5 #3r3C3+�'1+%n�(( 5#3$'&'8_+34,.�#3$�&�&'&'r
#%(/C5q ._$'("n�&�$'(,8'$�+5q/C3p�V r5+%n�p CVF #367)'(,.�$'+58
�1#%.�##'�C3(,.'&'q"C5&�'�& C5.'&�+ !-#�A3�"!�(,q,p,�
#3.�##'�C3(,.'&�q/C5&�' # "5q,&tn�&�C5(on/. .'r%n/.�(/C3q . n�&'$'(/8'$'+58�A5#, 
#�n-#3$�q
67(/02!�"g)'+3q/C#"t)�#!V�H (/8 & .�#3q/q,(/&'r
#3(/67+58 r:q/&'q/C3(,67( B/$'(,.'4/&'(,8 +# 5(,q/)'((&'&�r
#3(/C3q . $'(on�&'$'(/8'$'+58
� #%r5&'q,&�67+5q/C3p�V q,+3)'.'+3C3&'r%n�(/$'&�.m+3C�)'.'+3C3(('t##V�H (,4/+C&�(,.'("�2$'(,4/+ C5+#' #?��� � 67(/$'(,$'&�( � $�#	&'(/$'&'8
q,+3)'.'+3C3&'r%n�(/$'&�. )�.'+5&'q@�5+ !�&�C $'(a674,$'+5r3(,$'$'+�A #g&'$'(/. ; &'+3$'$�5B6 +� 5.'#%� +56T� ��#%r5&'q,&�67+5q/C3p q,+�F
)'.'+%C5&'r%n�(,$'&�. +3C>C5+�'t#>� # !�#3("C5q .*!-&�% %*(,.'(/$ ; &�#�n�p5$�5B64"t.�#3r5$�(,$'&'(/6T�#$ #%� 67(/.'$'+5q"C5pO%x#%�,+5r5+54/+
)'.'+3q/C5.'#3$'q/C3r
#~!�#%$'$'+58a#3r3C3+�'1+%n�(- 
#%C5(on�p5$'+38 q,&�q/C5(/675O.�#3r5$'#2C3.'(,6T�
$ #3q,q/67+3C5.�&'6 67+,!-&�%x& ; &'.'+5r5#3$'$�"=V q@�
(/6L" 4,(/$'(,.�#�C5+5.�#mq�&�$'(,. ; &'+5$'$'+38h$�("n�&'$�(,8'$'+3q/C5p#V A

&��,+� 5.�#%0 (,$'$�"=V $�#g.'&'q#������� G�����!-(/q,p '1+%n�(( 
#%C3("n�p3$�5B8�'1+5$�C!" . rS+3C n�&�&'&'(_+%C3'tn-#3q,q/&�&'(/q('1+%F
4,+mqon/"=&�#!. $'(�q/+,!-(,.
0f&�Cg$'("n�&'$'(,8�$�56� B"n�(/67(,$�C3+5r�� u�q/& n�&�C3("n�p 
��K� "t)'.'#3r%n/.�(/C5q . !-+3)'+%n�$'&tF
C5(on�p5$'+38 ; (/)'p�V +� 5.�#�C5$'+58aq,r!.�� & A�q,+,!-(,.
0~#MH (,8an�&'$'(/8'$�5B8 "3q,& n�&�C5(on�p 
����K� &:&'$�(,. ; &�+5$'$�5B8
)'.'(/+� 5.�#�� +5r
#�C5("n�p4
������K� �
��#%)'&�8 (/6 " .'#3r5$'(/$'&�. !�n/. 't+�n�(( 
#�C5("n�p5$'+54/+<'1+5$�C!"t.�#2+3C5$'+3q,&�C3("n�p5$�+f$�#%)'..�02(/$'&�.

u(t)
$�#

'1+5$t!-(/$'q #�C5+5.'( D�*

LC
d2u

dt2
+ RC

du

dt
+ u = M

dI

dt
.


K��� ����

J|.'(o!�)'+%n�+ 0f&'6BA6&�C3+ � #3r3&'q,&'67+3q/C5p C3+�'t#
I(t)

$�#Sr�56�
+,!-(4"3q,& n�& C5("n�.^+3C r!�
+,!-$'+34,+ $�#3)�.9.tF
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02(/$'&�.
u(t)

 5("� "=&'(/C�#�r5+%�"!-(/8'q/C3r5&�.:!-+3)'+%n�$'& C5("n�p5$'+58g+� 5.'#%C5$'+38mq,r#. � &_67+ 0f$'+ � #%)'&'q #�C5p�r
r5&t!�(

I = (S0 − S1u
2)u,


K��� �5I�

4 !-(
S0
&

S1
F�)�+5q/C3+�.�$'$�5B(B)'+�n�+ 0 &�C3("n�p3$�5B(T'1+�B(% %*& ; &'(/$�C�5O�9J|.'( !-)'+%n�+ 0f&'6BAM&�C5+@67( �1#%$'&�� 6

r5+3�o!-(,8�q/C5r3&�. ; (,)'&a&'$'(/. ; &'+5$�$'+58 +# 5.�#%C3$'+58aq,r#. � &a)'+,! &'&'$�.�(/C3q . � #!'t+3$'+567(,.�$'+5q/C3&

I = (S0 − S1u
2 − bV )u, ,


K�#� ��#�

4 !-(
V = V (u)

F $�#3)'.. 02(,$'&�( $�# r�56�5+,!-(|&'$'(/. ; &'+5$�$'+54,+~)'.�(,+� 5.'#%� +5r5#%C5(on/.�A b F )'+5q"C5+	.'$'$�5B8
'1+�B(% %*& ; &�(,$�C��6JO"3q/C3p &'$'(,. ; &'+5$'$�+5( )'.�(,+� 5.'#%� +5r5#3$'&'(:+5q-"9H (/q/C3r%n/.'("C5q .Ur q/+5+3C3r5(/C3q/C5r3&'&cq
"t.�#3r5$�(,$'&'(/6

dV

dt
= −γV + ϕ(u).


 ��� ����

� B/C5+36 q"n�"?&'#3(|!'n/.�q@�
(/675O$�#V.�&'q#������� G2)'+%n/"=&'&'6 q,&'q"C5(,6L"1"t.�#3r3$'(,$'&�8

d2u

dt2
+ (

R

L
− MS0

LC
+

3MS1

LC
u2 +

Mb

LC
V )

du

dt
+ (

1

LC
+

Mb

LC

dV

dt
)u = 0,

dV

dt
= −γV + ϕ(u).
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� &t!�$'+'A+&�C3+ B"C�#aq/&'q/C3(,6�#�)'.'( !-q/C�#3r�n/.'("C_q,+# 5+58g+5q ; & n'n/. C5+5.�A�!�&'q,q/&')�# ; &?.S& &�#%q/C5+%C�# '1+%n�(oF
 
#3$�&'8:rP'1+3C3+5.'+56e&'$'(,. ; &'+5$'$�+56 +� 5.'#%� +56 � #%r5&'q .�Cf+3CV&?�a#%67) n�&�C!" !�5O�
J|.'(/+� 5.�#��("5(/6 )'(/.'r5+5(O"t.�#3r3$'(,$'&�( q/&'q/C3(,675�
K�#� �*I��6':qon�(o!�"=V H (,6L"ar5&1!�"

d

dt
(
du

dt
− MS0 − RC

LC
u +

1

LC

∫
udt +

Mb

LC
uV +

MS1

LC
u3) = 0.
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Q�+34 !�#

du

dt
− MS0 − RC

LC
u +

1

LC

∫
udt +

Mb

LC
uV +

MS1

LC
u3 = A


 4 !�(
A
F 't+3$'q/C�#3$ C�#�>& n�&

du

dt
=

MS0 − RC

LC
u − Mb

LC
uV − MS1

LC
u3 + (A − 1

LC

∫
udt).

� !-(on-#3(,6e� #367(/$�"�)'(/.'(,67(/$'$�56�

W = A − 1

LC

∫
udt.

�S.�(/�(" n�p C�#%C3(E!�n/. q@�
(/675 4,(,$�(,.�#%C3+5.�#@qE&'$'(/. ; &'+3$'$'+58 $�("n�&'$�(,8'$'+3q/C5p#V $�# .'&'q#������� G )�+%n/"=&'&'6
q"n�(o!�"=V�HF"=V q,&�q/C5(/6L"1" .'#3r5$'(/$'&'8

du

dt
=

MS0 − RC

LC
u + W − Mb

LC
uV − MS1

LC
u3,

dW

dt
= − 1

LC
u,

dV

dt
= −γV + ϕ(u).


 ���MK
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�  5(/�,.�#%� 67(/.'$�56�a)'(/.'(,67(/$'$�56� "t.�#3r5$'(/$'&�.a4,(/$'(,.'#%C5+5.'#f67+ 0 $�+V)�.'(o!-q"C�#3r5&�C3p�r~r5&t!-(

dx

dτ
= mx + y − xz − dx3,

dy

dτ
= −x,

dz

dτ
= −gz + gΦ(x),


K���MK����

4 !-(
x = (u/u0

√
LC), y = W/u0, z = V (Mb/

√
LC), Φ(x) = ϕ(u)(Mb/γ

√
LC),

�*I
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m = (MS0 − RC)/
√

LC, g = γ
√

LC, d = MS1

√
LCu3

0.

��!�(,q,p )�#3.�#367("C5.
m
)'.'+3)'+5. ; &�+5$�#�n�(/$ .�#%� $�+5q/C3& r5$'+5q/&'67+58 & .�#%q,q,(/&'r
#3(/67+58 B,$'(/.'4,&�8�A g

F2)'#3.�#367("C5.�A �
#3.�##' C5(,.�&��("=V�H &'8j+3C3$'+#8 (,$'&'(mq/+� 5q"C5r5(/$'$'+54/+h)�(,.'&'+,!�# '1+%n�(- 
#3$'&�8 't+3$�C#"t.�#
' r5.�(,67(,$�& .'("n-#!'tq,# ; &'& &�$'(,. ; &'+5$'$'+34,+:B"n�(,67(,$ C�#�A d

F@)�#3.�#367("C5.�A �1#3.'##'�C5(/.'&��-"?V H &'8eq/C3("F
)'(/$'pmr%n�&�.�$'&�. $�("n�&'$�(,8'$'+3q/C5& �1#%.�##'�C3(,.'&'q"C5&�'�&I"5q/& n�&�C3("n/. A

Φ(x)
F�%O"t$�' ; &�. A +5)'&�q(5Br
##V F

H2#M.�q,r5+38'q/C3r
#2&'$'(,. ; &'+5$'$�+54,+~)'.'(/+� 5.�#�� +5r
#�C5("n�.+�/� 4/(,$'(/.�#%C5+3.'(3A�+5)�&'q(5Br
#%(,67+56 "t.�#3r5$'(/$'&�.tF
67& 
K�#�LK��	�"A5!-(,8'q"C5r#"=V>C2!�r
# 67( �
#3$'&��,6�#~$�("n�&'$�(,8'$'+34,+~+54,.'#3$'&�&'(/$'&�.a#367)tn�&�C#" ! 5E'1+%n�(- 
#3$'&'8 �
J|(,.'r#5B8�F7 5(/�,&'$'(,. ; &'+5$'$�5B8 &�q,r!.�� #%$aq@$'("n�&�$'(,8'$�+5q/C3p�VW�
#3.�##' C5(,.�&'q/C3&�''& "3q,& n�& C5("n�.�A�r3C5+�F
.'+58~F &'$'(,. ; &'+5$'$�5B8�A�+� !"5q"n�+5r%n�(/$'$�5B8 � #3r5&'q/&'67+5q/C3p�V '�.�"1C5&��,$�5��1#3.�#!'�C5(/.'&'q/C3&�''&1"5q/& n�&�C3("F
n/.a+3CV$�#3)�.9. 02(,$�&�.

V
�

� &'$'#367&�'t#a4/(,$'(/.�#%C3+5.�#�A�67+,!-("n�&'.�"5(/67+54,+ " .'#3r5$'(/$'&�.'67&�
K���MK����oA�)'.'&�$ ; &')'&'#�n�p5$�5B6^+� 5.�#�F
� +36�� #3r5&'q/&�C +%C r3&t!�#O%O" $�' ; &'& Φ(x)

A5C5+x(,q/C3p +%C q/r5+58'q"C5rx&'$'(/. ; &'+5$�$'+54,+ )'.'(/+� 5.�#%�,+5r
#%C3("n/. �
R7q"n�&

Φ(x)
)'.�(o!-q"C�#3r%n/.�(/C q,+# 5+58 q/&'6767(/C3.'&�&'$�"=V %O"t$�' ; &�V A C3+ q,&'q"C5(/6�# !�(,67+5$'q"C5.'&�.�"5("C

C5+�n�p�'1+|)'(,.�&'+,!-&�&'(/q(''&'(N'1+%n�(- 
#3$'&?.+��R7qon�&0%O" $�' ; &�.2$�(6.'r%n�.'(/C3q .2q,&�6767(/C5.�&�&'$'+58 A5C5+ r 4/(,$'(oF
.�#%C3+5.'(B67+54 "1C q "9H (,q"C5r5+3r
#%C5p 't##'~)'(,.�&'+,!-&�&'(/q(''&'(%A
C�##'~&A�1#3+3C3&�&'(/q(''&'(>.'("0 &'675 '1+%n�(- 
#3$'&'8 �

��������� ��$ �)& �%� 	"� � &��"� ��� 
 � �)�"�

���>v*#38�C3&�#3$�#�n�&�C5&�&�(,q('�&aq/+5q/C3+	.'$'&�.�.�#3r5$'+3r5(,q/&�.�r q/&'q/C3(,67( 
 ���LK�����& )'.'+
#3$'#�n�&��,&'.'+5r
#�C5p
&?�C"3q/C5+38�&'&'r5+3q/C5p�r � #3r5&'q/&'67+5q"C5&m+3C<" )�.�#3r%n/.�V�H &?�m)�#%.�#367(/C3.'+5r

m
&

g
)'.'&

d = 0
q

$'(on�&'$'(/8'$'+58 %O" $�' ; &'(/8 Φ(x)
rVr5&t!�(#*

Φ(x) = x2,

Φ(x) = ex,

Φ(x) = x,

Φ(x) = ax − bx3,
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Φ(x) =





0, x < 0

x2, x ≥ 0,

Φ(x) =





0, x < 0

x, x ≥ 0,

Φ(x) =





ax, x < 0

bx, x ≥ 0,

Φ(x) =





ax2, x < 0

bx2, x ≥ 0,

�?�>�|q,)�+%n�p3�-"#.S)'.'+54/.�#3676L" &'&'qon�(,$�$'+54,+:&'$�C3(,4,.�&'.'+5r
#%$'&�.�!�&�% %x(/.'(,$ ; &�#�n�p3$�56� " .'#3r5$'(oF
$'&�8�A%)�.'+5r5(/q/C5&2&�q,q"n�(o!-+5r5#3$'&'(Bq/+5q/C3+�.�$'&'82.�#%r5$'+5r5(/q,&�. r@q/&'q/C3(,67( 
K�#�LK��	��r>� #3r5&�q,&'67+5q"C5&
+3CF"t)'.�#3r%n�.�V�H &?�f)�#3.�#%67(/C5.�+5r

m
&

g
)'.'&

d = 0.
J|+5q"C5.'+5& C5p $�#x) n�+5q-'1+5q/C3&�)�#3.�#367("C%F

.'+3r
m
&

g
+� �n-#3q/C3&�.�#%�/n�&�&'$�56��C3&')'+5r~q/+5q/C3+�.�$'&�.�.�#%r5$'+5r5(/q,&�.�)'.'&�r
#3.'&'# ; &'& "t)'.�#%r%F

n/.�V�H &?�a)�#3.�#%67(/C5.�+5r��

����� � � � 	 � � � �Q��� 	 � �	� � ����  �O��� �"��


���>v*#38�C3&�q,+5q"C5+	.'$�&�.�.�#3r3$'+5r5(/q,&�.�& +5)'.'( !-("n�& C5p~&?�fC5&')�r +3q ; & n�n/.�C3+5.'( $ (on�(-. * ẍ + (ε−

ẋ2)ẋ + x = 0
�

�?����#3)�&'q #%C3p r .'r5$'+36 r5&t!�( r�5B.'#%02(,$�&'( !�n�.fC3.�#3((' C5+5.'&�&�r +�''.�(,q/C3$'+5q"C5&�$'(-"3q/C3+58�&'&'r3+54,+
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%*+�'�"3q #~r~+5q ; &tn'n/.�C3+5.'(A�<#3$ F !-(,. F J|+%n/.�r~� #3r3&'q,&'67+3q/C5&:+3CV$�#	&�#�n�p3$�56�1"5qon�+5r5&'8 �
���6� +�'t#%� #%C5p'A6&�C5+h$�#3)'.'#3r%n�(/$'&'(m)'.'& C	.'4,&�r
##V�H (,4/+ & +3C3C�# n�''&'r
#!V�H (/4,+ 67$�+54,+5+# 5.�#%�,&'8
q/(o!�n�+3r5+58 C5+�&�'�& $�#:%x#%� +3r5+58 ) n�+5q-'1+5q/C3& +5)'.'( !-("n�.�V C3q . q/+� 5q"C5r5(/$'$�5B67& r5(-'�C5+3.�#367&
6�#%C3.'& ; 5Un�&'$'(,#3.'&�� # ; &'&+�

K��6� +� 
#%r5&�C5pgrgq,&�q/C5(/6L" 
K�����JI� ( H (�+,!-$'+_!-&�% %*(,.'(/$ ; &�#�n�p5$'+5(1"t.�#3r5$'(/$'&'(%A�C�#!'I&�C3+� �5
+5$�+ rh)�+%n�$'+58c67(/.'(m& n'n�V q/C3.'&'.'+5r5#�n�+ q/(o!�n�+%F "1�/n�+5r#"=V  5&�%O"t.�'t# ; &�V rS!-r#"t67(/.'$'+56
%x#%�,+5r5+56h)'.'+5q"C5.�#%$'q/C3r5(#�

�?� J|(,.�(,)'&'q,#%C5p:"t.�#3r3$'(,$'&�(f!�n/. $�+5.'6�#�n�p3$'+58 %*+5.'675  5&�% "t.�'t# ; &'& � $t!-.�+5$'+5r
# F U +3)�%x#

 ��� �3��� r )'+%n�.'.'$�56��'1+5+5.3!-&'$'#%C�#M� &�&'q,qon�(o!�+5r
#%C3pA"t.�#3r5$'(/$'&'(>!'n/.�#%67) n�&�C!" !�5U&�% #��>5
'1+%n�(- 
#3$'&�8+�
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z*##'3 #" !-(/C_r5(,q"C5& q,(- 	. $'(on�&'$'(/8'$�5B8 +5q ; & n'n/. C5+5. )'+,! !-(/8'q/C3r5&'(/6 r3$'(-8 $'(,8 )'(/.'&'+,!-&�&'(oF
q('1+58 
 4o#3.'67+3$'&�&'(/q('1+58��fq/& n�5 �:� &�(,6 +3C n�&�&'&'(_(/4,+ )�+5r5(o!�(,$'&�. +3CS)'+5r5( !-(,$'&?.en�&'$�(,8'$'+34,+
+5q ; & n'n/. C5+5.'# �

����� � � �����" 	 	 � �Q��� � �"� � �/ � ��� �P	���	���
 �/ �<	�� � �
� � 

�<	 �/ �<	�� � �
� � �� �  � � 
 	 � � �
�

�x&'$�(,8'$�5B8m$�( #3r3C3+5$'+567$�5B8_!�&'q,q/&')�#%C3&'r5$�5B8�+5q ; & n'n/. C5+5.m+5)�&'q(5Br
#%(/C5q ._n�&'$'(,8�$�5B6 !�&�% F
%*(,.'(/$ ; &�# n�p5$�5B6 "t.�#%r5$'(,$�&'(,6 r%C5+5.'+34,+V)'+5..t! 't#�*

x′′ + 2αx′ + ω2
0x = F (t),


 �?� �	�

4 !-(
x
FE!-&'$�#367&�&'(,q-' #M.m)'(,.�(,67(,$�$�#!.�A �1#3.�#!'�C5(/.'&��("=V H2#!.�q,+3q/C5+	.�$'&'(2q,&�q/C5(/675 
 C5+�'�A�$�#3)'..tF

02(/$'&'(3At� #3..1!:& C�� ) � �oA
α
FL't+#B(% %*& ; &'(/$�C !-&'q/q,&')�# ; &'&�A ω0

F q,+� 5q"C5r5(/$'$�#!. &�#3q/C3+3C�#2+5q ; & n'n/.tF
C5+3.�#� 5("�<)'+3C3(,.'p�A

F (t)
F r5$�(-8 $�(,(<)'(/.'&'+,!-&�&�(,q('1+5(Br3+3�"!-(/8'q/C3r5&'(!�
� �6"t.�#3r5$�(,$'&�. 
 �?������67+ 0f$'+'A
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(,qon�&�&�� r3(,q/C3(,$C.'r5$�5B8�r5&1!_r3+3�"!-(/8'q/C3r5&�.
F (t)

A'$�#	&�#�n�p5$�5B( � $'#�&�(,$'&�.a)'(/.'(,67(/$'$'+58
x(0)

&�(,(
)'.'+3&�� r5+,!-$�+58

x′(0)
A-+5)'.'( !-("n�&�C5p�r5&t!3%O"t$�' ; &'& x(t)

�+$�(-8 (/$'&'(~$'(,#3r3C5+3$'+567$'+54/+ "t.�#3r5$'(/$'&�.

 �=� ��� (/q/C5p q-"t676�# +� !H (,4/+ .'( 8 (/$'&�.�#%r3C5+5$�+567$'+54/+F"t.�#3r5$�(,$'&�.

x′′ +2αx′ +ω2
0x = 0

A
q,+5+%C5r5("C%F
q/C3r#"=V�H (,4,+gq/r5+� 5+,!-$�5B6 '1+%n�(( 
#3$�&�.'6j+3q ; & n�n/.�C3+5.�#�A & &�#3q"C5$'+34,+m.'( 8 (,$�&�. $'(,#3r3C3+5$'+567$'+34,+
"t.�#3r5$�(,$'&�. 
 �?�����"A-q,+3+3C5r5("C5q"C5r#"=V�H (,4/+_r�5B$�"102!-(,$'$�5B6E'1+%n�(( 
#3$�&�.'6c+5q ; & n'n/. C5+5.'#���J|.'&m$�#�F
n�&�&�&'& !-&'q,q/&')�# ; &'&eq/r5+� 5+,!-$�5B( 't+�n�(( 
#%$'&�. � #�C#"�1##V>C & +5q"C�##V C3q . C5+%n�p#'t+gr�5B$?"t02!-(/$'$�5B(
'1+%n�(- 
#3$'&�. A#'1+3C3+5.�5B( "102(<$'(E� #3r3&'q .�C*+3C $�#	&�#�n�p5$�56�A"3q"n�+5r3&'8+��Q�##''&'( 't+�n�(( 
#%$'&�.2$�#��>5Br
##V>C
"5q"C�#3$'+5r3&'r#8 &�67&'q .+� R7q"n�&
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x′′ + 2α(x, x′) + ω2
0(x, x′) = F (t)
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.'&'6BA 't##'�&�� 67(/$�.�C3q . ra$'("n�&�$'(,8'$�+56Oq"n/"=&�#%(fq/r5+58'q"C5r
# �~F@��A )'+�n/"=&'(,$'$�5B(~!�n/.gn�&'$�(,8'$'+34,+
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F (t) = B cos pt
A C5+ r_q,)'(-'�C5.�(C'1+%n�(( 
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&�#3q"C5+3C#5O+5q ; & n'n/. C5+5.�# AD'1+3C3+5.�#!.�C5(/6  5+%n�p!8 (3A/&�(,6� 5+�n�p#8 (x#367)tn�&�C#" !�#?� �c.'(/�-" n�p C�#%C5( B-% F

K
I

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



��� ����������$��'2$ ���&4�������
���� �
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)'.'&a6�#�n�+38:#%67) n�&�C!" !�( r5+3�o!-(,8�q/C5r3&�.+�
� .�"t4/&'6 r
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# !-.'#%C5&�&�$'+58 $'("n�&'$'(,8�$'+5q/C3&�A
'1+54 !�#0"t.�#3r5$'(/$'&'(x+5q ; & n'n/. C5+5.�#V&'67(,("C r3&t! *

x′′ + 2αx′ + ω2
0x + µx2 = B cos pt

r|q,)�(('�C3.'(�'1+%n�(( 
#3$�&'8P #" !�"1C*)'.'&'q "tC3q/C3r5+5r
#%C3pA&'("C5$�5B(>4o#3.'67+3$'&�''&~qT&�#3q"C5+3C�#%67&
2p, 4p

& C�� ! �
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#3$'&'8 A�(,qon�&
ω0 ≈ 2p, 4p
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� #3$'$'+3( .'r%n�(/$'&'(%A1� ##' n�V�&�##V H (,(/q .�r*q,+3q-"9H (/q/C5r3+5r
#3$'&�&�r % #�� +5r5+36S)'.�+5q/C3.�#3$'q"C5r5( q,&'q"C5(,675
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$'(/q('1+%n�p�'�&?� "5q"C�#3$'+5r5&�r#8 &?�5q .�A�"5q/C3+58�&'&�r�56�e.'(/0f&'67+5r:'1+%n�(- 
#3$'&�8�A ' '1+3C3+5.�5B6 +5$�#g#3q,&�6�F
)�C3+3C5&�&�(,q('�&Qq"C5.'(/67&�C5q .U)'.'& r3+3� .�#%q/C�#3$'&�& r5.'(,67(/$'&�A<$'#%�>5Br
#%(/C5q .c6L" n�p C3&'q/C�## 3& n�p5$'+3q/C5p#VA�
J|.'+5r5( !-(,$�$'+5( q/.�#3r5$�(,$'&'( $'("n�&�$'(,8'$�+54,+ +3q ; & n�n/.�C3+5.�# q7n�&'$'(/8'$�5B6g)'+�'t#%� #�n�+ $�# n�&�&'&'( )'.'&'$tF
; &')�&�#�n�p5$�+54,+'A/'t#	&'(/q/C5r3(,$'$'+34,+�+3C n�&�&'&�.:r~q,r5+58�q/C5r5#M�CB/C3&?�aq,&'q"C5(/6T�

����� � ��� 	��"Q	 �<	 �/ �<	�� � �
� � � 	 � � � �"� �O� ��� 	 	�� �

��� � � �
�����	�� � �
� � �C� ���"� �O�

$ #3q,q/67+3C5.�&'6 C3(,)'(/.'pg)'+,!-.'+� 3$'(,(�r3&t!h.'("� +5$�#%$'q,$�56� ''.'&'r�56� $'(on�&'$'(/8'$'+54/+�+3q ; & n�n/.�C3+5.�#
)'.'&a4o#3.'67+3$'&�&'(/q('1+56 r5+3�o!-(,8�q/C5r3&'&_$�#~)'.'&'67(/.'(x+5q ; &tn'n/.�C3+5.�# �A"=% %*&'$'4o#2FE+ !�$'+58a&��A 5#%� +%F
r�56��67+,!-(on�(,8aC5(/+5.'&'& 't+�n�(( 
#%$'&'8+��R74,+P"t.�#3r5$�(,$'&'(*� #%)'&'q(5Br5#3(/C3q ._q"n�(o!�"=V�H &'6 +� 5.'#%� +56T*

x′′ + 2αx′ + ω2
0x + µx3 = B cos pt


 �?�MK9�

& n�&

ẋ = y,

ẏ = −2αy − ω2
0x − µx3 + B cos z,


 �?�����

ż = p.

J|.'(o!�q/C�#3r%n�(,$'&'(�r %*+5.'67(Vq,&'q"C5(,675 "t.�#3r3$'(,$'&�8E
 �?����� )'+�'t#%�(5Br
#3(/C A &�C5+ $'( #3r%C5+5$'+367$�5B8 +5qoF
; & n�n/.�C3+5. &'67(/(/CVC5.'( � 67(,.'$'+3(A%x#%� +3r5+5(|)'.'+3q/C5.'#3$'q/C3r5+�q '1+5+5.3!-&'$'#%C�#367& x, y, z

�
J|.'( !-)'+%n�+ 0f&'6BA=&�C5+2$�("n�&'$�(,8'$'+3(xqon-#34o#3(/67+5(

µx3 6�# n�+ )'+2q/.�#3r5$'(/$'&�Vjq>n�&'$'(/8'$�5B67&�q"n-# F
4o#3(/675B67&F"t.�#3r5$�(,$'&�.�
 �?�LK� � Y q ; & n'n/. C5+5. q76�#�n�+58x$'(on�&'$'(/8'$'+5q"C5p�Vh$�#%�(5Br
#3(/C3q .A'�r
#%� &tn�&'$'(/8 F
$�5B6e+5q ; &tn'n/.�C3+5.'+56T�-z|+%n�(- 
#3$'&?.:r~C�##'1+56e+5q ; &tn'n/.�C3+5.'(F %n�&��(''& 'C'1+%n�(( 5#3$'&�.�6hn�&'$�(,8'$'+34,+

K�

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



��� ����������$��'2$ ���&4�������
���� �

+5q ; & n'n/. C5+5.'#�A�)�+�B/C3+56L":#367) n�&�C!" !�# +5q/$'+5r5$'+38 4o#3.'67+3$'&�''&�A�C5+f(,q"C5p�4o#3.�67+5$'&�''& $�#<&�#%q/C5+%C5(
p
A�!-+%n�0f$�#  �5<C3p�67$'+54/+  5+%n�p#8 (~#367) n�& C#" ! r�5Bq-8 &?�g4o#3.'67+3$'&�'+� � n�(o!-+5r5#%C5(on�p5$'+'A .�(-8 (/$'&'(
"t.�#3r5$�(,$'&�. 
 �?�LK� 67+ 0f$'+2� #%)'&'q #�C5p r~r5&1!-(#*

x(t) ≈ a cos pt + b sin pt

 �=� I�

�xn/.�+5)�.'(o!-(on�(,$�&�. '1+�B-% %x& ; &'(,$ C5+5r a
&

b
)'+,!-q/C�#%r5&'6 
 �?� I� r 
 �?�MK9� &�)�.'(,$'(- 5.'("02(,6eq"n-#34o#%("F

675B67&Vq '�.�#%C5$�5B67&�&�#3q"C5+3C�#%67&+�#�2#%$'$�5B8V)'+,!/�
+,!1'~+5)�.'(o!-(on�(,$�&�V^)'.�&� %n�&�0 (,$'$�56�V.�(-8 (/$'&'8
!�n/._$'("n�&�$'(,8'$�+58gq,&'q"C5(,675 $�#%�(5Br
#3(/C3q .s3g;M9>.C@/.83"]^*^7J3r.CB:A:E ;=G=IJ.-]^. W * k6*\B6GN*Te��j.'(/�-" n�p C�#%C5(
)'+%n�"?&'#3(/C3q .

−ap2 cos pt − bp2 sin pt − 2αpa sin pt + 2αpb cos pt + ω2
0a cos pt + ω2

0b sin pt +

+
3

4
µ(a3 cos pt + b3 sin pt + a2b sin pt + ab2 cos pt) = B cos pt

� 4,.?" )�)'&'.'+5r5#3r�'1+�B-% %*& ; &'(,$�C#5O)'(,.�(o! cos pt
&

sin pt
A')'+%n�"?&�&'6 q,&�q/C5(/6L"1" .'#3r5$'(/$'&'8+*

(ω2
0 − p2)a + 2αpb +

3

4
µ(a3 + ab2) = B

(ω2
0 − p2)b − 2αpa +

3

4
µ(b3 + a2b) = 0


 �?�����

J|(,.'(/8t!-(/6Ur 
 �=� ���T' )�+%n/.'.�$�5B6 '1+5+5.3!-&'$�#�C�#36
a = ρ cos ϕ, b = ρ sin ϕ

A-4 !-(
ρ
FB#367)tn�&�C#" !�# A

#
ϕ
F�%x#%� #0't+�n�(( 
#%$'&'8+*

(ω2
0 − p2)ρ cos ϕ + 2αpρ sinϕ +

3

4
µρ3 cos ϕ = B


 �?�S��

(ω2
0 − p2)ρ sin ϕ − 2αpρ cosϕ +

3

4
µρ3 sin ϕ = 0
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u 67$�+ 0f&'6 
 �?�S�� $�#
cos ϕ

A�# 
 �?�LI� $�#
sin ϕ

&:qon�+ 0 &�6T*

(ω2
0 − p2)ρ +

3

4
µρ3 = B cos ϕ


 �?� � G�

u 67$�+ 0f&'6 
 �?�S�� $�#
sin ϕ,

#C
 �=� I� $'#
cos ϕ

&:r#5T&�C5(/6 r3C5+3.'+5(*r�5B.�#%0 (,$'&'(*&��x)'(/.'r5+54/+�*

2αρp = B sin ϕ

 �?�������

� C5+� #5 &��> 5("0~#%C3p@� #3r3&'q,&'67+3q/C5&2+%C
ϕ
$?"t0f$'+ r3+3� r5(/q/C3&1
 �?��� G� &1
 �?� �#����r,''r
# !�.�#%C & q"n�+ 0f&�C5p��

Y  5+3�,$�#	&�#!.1&'(/.'(/� A
''r
# !-.'#%Cf#367) n�&�C!" ! 5G'1+%n�(- 
#3$'&'8 *

ρ2 = A �
)'+%n�"?&�&'6T*

9

16
µ2A3 +

3

2
µ(ω2

0 − p2)A2 + ((ω2
0 − p2)2 + 4α2p2)A − B2 = 0


 �=� � �#�

�65B.�#�02(,$'&�( 
 �?��� ���|F '?"? 3&�&'(,q-'1+5(a#�n�4,(- 5.�#3&�&'(,q-'t+3(C"t.�#3r3$'(,$'&�(a+%C5$'+5q/&�C5(on�p5$'+�)'(/.'(,67(/$'$'+58
A
� Y $�+m67+ 0 (/Cg&'67("C5pmn�&� 5+m+,!-$'+�A�n�&� 3+gC3.'& r5(-H (,q"C5r5(/$'$�56�e.'(-8 (,$'&?.er_� #3r5&'q/&'67+5q"C5&h+3C

'1+�B(% %*& ; &�(,$�C3+5r " .'#3r5$'(/$'&�.+� � C5+ +3�,$�#	&�#3("C A &�C5+ rS� #3r5&�q,&'67+5q"C5&c+3C )'#3.�#367("C5.'+5r +3q ; & n�F
n/. C5+5.�# A�#367) n�&�C!" ! 5 &3&'#3q/C3+3C�5 r5+%�"!-(/8'q/C3r5&�.�A�r1%x#%� +5r3+56Q)�.'+5q/C3.�#3$'q"C5r5( q,&'q"C5(,675 67+ 02("C
q-"9H (,q/C3r5+5r
#�C5pSn�&� 5+S+,!-&�$�A n�&� 5+gC5.'&e)'.'( !-("n�p3$�56� ; &�' n-# AEq/+5+3C3r5(/C3q/C5r!"?V H &?� "5q"C�#3$'+5r5&�r%F
8 &�67q . '1+%n�(- 
#3$'&?.'6T� � &t! q/+5+3C5r3(/C5q"C5r#"=V H &?� .'(/�,+5$�#3$'q/$�56� �1#%.�##'�C3(,.'&'q"C5&�' )�.'&'r5( !-(,$e$�#
.'&'q!� �=� �?�>z*#%02!�#!.c&�� �1#%.�##'�C3(,.'&'q"C5&�' 
 �5A �tA ��AMK9��q,+3+3C5r5("C5q"C5r#"3(/CU+5)'.'( !-("n�(,$'$'+38O#367) n�& C#" !-(
r�5B$�"102!�##V H (,8fq,& n/5

�
)�.'&�&'(/6

B1 < B2 < B3 < B4

�9J|.'&f#367) n�&�C#" !-(>r5+3�o!-(,8'q"C5r5&?.
B1

A3)'.'&
n�V� �56���,$�#	&'(,$'&?.?�1&�#%q/C5+%C�5jr5+%�"!-(/8'q/C3r5&�.�r5+3�,67+ 02(,$�C5+�n�p�'1+~+ !�&'$�r5&t! '1+%n�(- 
#3$'&'8 A�#367) n�&tF
C#" !�#O'1+3C3+5.�56�2+3)'.'(o!�("n/.�(/C5q .f+5.3!-&'$'#%C5+58~.�#! 5+�&'(/8 C5+�&�'�&V$'# .'(/�,+5$�#3$'q/$'+58P''.'&�r5+58C
 .'## 5+�&'(/8
C5+#&�'1+584 #" !-(/6 q(&'& C�#%C5p�C3+�&�'�"a$�#V.'(/�,+5$�#3$'q/$'+584'�.'&'r5+58 A�#! 5q ; &�q,q #<'t+%C5+5.'+38_.�#3r5$'# &�#%q/C5+%C5(
r5+3�o!-(,8�q/C5r3&�.�A1# +5.3!-&�$�#%C�#@F�#367) n�&�C#" !-(T"5q"C�#3$'+5r3&'r#8 &=�
q .<'t+�n�(( 
#%$'&'8�� �J|.'&V#367) n�&�C!" !-( r5+3�/F
!-(/8'q/C3r5&�.

B4
r +� �n-#3q/C3&4&�#3q"C5+3C

ω1 < p < ω2
A�'t##':r5&t!-$'+f&�� .�&'q#� �?� � A�.'(/�,+5$�#3$'q/$�#!. ''.'&'r
#M.

q/C�#%$'+5r5&�C3q .�$'(,+,!-$�+3� $�#	&'$�+58+��� C3+3C0"=&�#3q"C5+�'�+54/.�#3$'&�&'&'r
#3("C5q .�r5(/.�C5&�' # n�p5$�5B67&�n�&'$�&�.'67&
ad

&
bc
A5)'.'+5r3(o!-(/$'$�5B67& &'(,.'("� C5+�&�'�&V)�(,.'(/4,&� 
#*4,.'##%*&�'t#P
 C5+#&�''&

b
&

d
� !-+|)�(,.'(/q,((&�(,$'&�.VqB+5q/p�V

�3G
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a

A

p

b

c

d

B

B

B

B 1

2

3

4

1 2

$7&'q#���?� �?*/$�(/� +3$�#3$'q/$�5B(A''.�&'r�5B(x$'("n�&�$'(,8'$�+54,+f+5q ; &tn'n/.�C3+5.�#

## 5q ; &'q/q r C5+�&�' #�� ω1

&
ω2

� � V� 5+56L"~� $�#	&'(/$'&�V &�#%q/C5+%C�5^& �OB/C3+54,+ !-&'#3)�#%�,+5$�# q,+3+3C5r5("C5q"C5r#"
F
V Ca� �,$�#	&'(,$�&�.�#367) n�& C#" ! 5�'1+%n�(( 
#3$�&'8

A1, A2

&
A3

A�)'.'&�&�(,6
A1 < A2 < A3

��z|+%n�(- 
#3$'&?.
qf#367) n�&�C!" !�#367&

A1

&
A3

.�r%n/.�V>C5q .3"5q/C3+58�&'&�r�5B67& & 67+54 "1C_$�## �n�V !�#%C3p5q . rCB('1q,)�(,.'&'67(/$ F
C5(!��z*+�n�(( 
#%$'&�.gqV#367) n�& C#" !-+58

A2

A+'1+54 !-#:.�## 3+�&�#!._C3+�&�'t#:$'#M�
+,!-&�C3q . $'#aq/.'(o!-$�(,6 "=&�#3q"C�'1(

 67("0~!/" C5+�&�'t#367&

b
&

d
� .'(/�,+5$�#3$�q,$'+58 �1#3.�#!'�C5(/.'&'q/C3&�''&�A .�r%n/.�V C5q . $'(-"3q/C3+58�&'&'r#5B67& & r

B('1q/)'(,.'&�67(,$�C3( $'(�$�## �n�V !�##V>C5q .+� u�q"C5+58�&'&'r5+5q"C5p3't+�n�(( 
#%$'&'8h+3� $�#	&�#%(/C A7&�C3+�6�# n�5B(1%|n�"?'tF
C#"5# ; &'&Sq"n-#! 5+�q('t#%�>5Br5##V C3q . $�# "5q"C�#3$'+5r3&'r#8 &=�
q . '1+%n�(- 
#3$'&?.?�D� R�qon�& 't+�n�(( 
#%$'&�.�$'(-"3q/C3+58 F
&'&'r#5|A�C3+:!�#%02(Vq,+5r3(,.�8 (,$'$'+m$�(/� $'#�&�&�C5(on�p5$'+5(�r5+%� 6L"9H (/$'&'(�)'(/.'(,r5+,!-& Cmq,&'q"C5(/6L" ra!-.?" 4/+58
'1+%n�(- 
#%C5(on�p5$�5B8 .'(/0f&'6T�
J|.'( !-)'+%n�+ 0f&'6BA &�C3+ &�#3q/C3+3C�# r5+3�o!-(,8�q/C5r3&�.

p
67(,$'p#8 (

ω1

& .�#! 5+�&�#!.hC5+#&�'t# $�#M�
+,!-& C5q .
$�#C''.'&'r5+38Sn�(,r3(,(fC��

a
� � B/C3+56Oq"n�"?&'#3(�#367) n�&�C#" !�# '1+%n�(( 
#3$�&'8 +,!-$'+3�,$�#	&'$'+_+3)'.'(o!�("n/.�(/C5q .

&�#3q"C5+3C3+58�r5+3�o!-(,8�q/C5r3&�.+���I%x#%� +3r5+56 )�.'+5q/C3.�#3$'q"C5r5(|q/&'q/C3(,675U.�#3q/)'+%n-#34o#%(/C5q .�+ !�&'$�"5q"C5+58�&'& F
r�5B8�)'.'( !-("n�p5$�5B8 ; &�' n2
 .'&�q#� �?� �3#� � � "tr5("n�&�&'(,$�&'(,6�&'#3q/C3+3C�5|A�)'.'&�)'(/.'( �5+,!-(F&�(,.'("�F 3&�%O" .tF
't# ; &'+3$'$'+5(~� $�#	&'(/$'&'( p = ω1

A rC%x#%� +5r3+56Q)�.'+5q/C3.�#3$'q"C5r5(f.'+ 0~!-#3(/C3q . )�#%.�#�$'+5r�56� ; &�' n�+5r�*
"5q"C5+58�&'&'r�5B8 
 ; &�' n��� &f$�(-"5q"C5+58�&'&'r�5B8 
 ; &�' n����N
 .'&'q!� �=� ���/� �tv*#*.�(/� +3$�#3$'q/$'+58�'�.'&'r5+58VC5+�&tF
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	��$����&	����$�	&��"�������	�(')�����

$7&'q#���?� ��*/J|.'+3((' ; &�& %x#%�,+5r�56��)'+3.�C5.'("C5+5rf$�#~) n�+5q-'t+3q/C5p4
 x, x′ �

'1(, 5&�%O"t.�'t# ; &�&�q,+5+3C3r5(/C3q/C3r#"5("CfC3+�&�'t# d
�?Q (,)'(/.'p r +3q ; & n�n/.�C3+5.'(|r5+3�,67+ 0 $�5 � "5q"C5+58�&�&'r�56�

'1+%n�(- 
#%C5(on�p5$�56��.'(/0f&'6�#�� z*##'1+58�&��|$'&=�  #" !-("C2+5q-"9H (,q/C3r%n�(/$:� #%r5&'q,& C~+3C2&'q@�5+ !�$'+54,+Vq,+3q/C5+�F
.'$�&�. q,&'q"C5(/675O� v*#_)'.�#!'�C5&�'1(%AE(/q"n�&h675 !�r5&�02(/67q . )'+g.'(/�,+5$�#3$'q/$'+58 ''.'&'r3+58 q,+�q/C5+3.'+5$�5
$'&�0f$'&?�2&�#3q"C5+3C A�C3+g)'.'& )'.'+>�
+ 02!-(,$�&'&hC��

a
� $'&�'t##'�&?� 't#	&'(,q"C5r5(/$'$�56�h&��,67(,$'(/$'&'8h$�## %n�V F

!�#%C3p5q .h$'(1 #" !-(/C A�)'+3q('1+%n�p�'?" $�#	&�#�n�p3$'+5(�q,+5q"C5+	.'$�&'(:q/+5+3C3r5(/C3q/C5r!"5(/C )�(,.'r5+36L" ; &�' n�"���J|.'&
&��,67(,$'(/$'&'& &'#3q/C3+3C�5Qr5+3�"!�(,8'q"C5r5&�.a+3C

ω1

!-+
ω2

.�# !-&�"3qO"5q/C3+58�&'&�r5+54,+V)'.'( !-("n�p5$'+54/+ ; &�' n-#~�
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+3CO"3q/C5+38�&'&'r5+34,+ ; &�' n�#P�T' "3q/C3+58�&'&'r3+56L" ; &�'tn/"~���#J*.�&2)'(,.'( �
+,!-(N&'(/.'(/� p = ω2

)'.'+5& � +58t!�(/C
q"n�&�.'$'&�(@&�&'q-&'(/�,$'+5r5(/$'&'(�"3q/C3+58�&'&'r3+54,+2)'.�(o!-(on�p5$'+54/+ ; &�'tn-# � &f$'(-"3q/C3+58�&'&'r3+54,+V�?�=$ ## 5+�&�#M.
C5+#&�'t#aq-' #	&�'1+56^)'(,.'(/67(,q"C5&�C3q . $�#�r5(,.�� $�V�V &�#%q/C5p:.'(/�,+5$�#3$�q,$'+58:�1#%.�##'�C3(,.'&'q"C5&�'�& q~C��

d
r

�5�

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



��� ����������$��'2$ ���&4�������
���� �

C��
a
�tu,&�#3q"C5+�' �
#3.�##'�C3(,.'&�q/C5&�''&�A-+54,.�#%$'&�&'(/$'$�5B8�C5+�&�'t#367&

abcd
A?.'r%n/.�(/C3q .�+� %n-#3q"C5p�VO4/&'q/C3("F

.'("� &'q,#�A )'+5q-'t+�n�p�'�"m)�(,.'(/q('1+�''&S.�## 5+�&�(,8mC5+�&�''&S67("0~!/"_r5("C5r#.�67& �
#3.�##'�C3(,.'&�q/C5&�''& r5r5(/.��g&
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C = C(U)
���|q,)�+%n�p3�-"#.:"t.�#3r5$�(,$'&�.�z|&'.�� 4,+#% #V!'n/.gq@�
(/675 $�#�.'&�q#� �?�LK�A�� #%)'& F

8 (/6T*
L

di

dt
+ Ri + U = e(t)
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i = dq
dt
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dq
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+ U(q) = Es + V0 cos pt
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d2q̃

dt2
+
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dq̃
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+ ω2

0(Es)q̃ = V0 cos pt
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6L" n�p C5&�q/C�## 5&tn�p5$'+5q"C5&+� �E&�(,6e� ##' n�V�&�##V>C5q . B/C5& B(% %*(('�C#5 �

�?�>�|q,)�+%n�p3�-"#. 67(/C3+,! 67( !�n�(,$�$'+S67(/$�.�V H &?�5q . #%67) n�&�C!" ! 
 q,6T� .�#��"!-(on/K�� �?� �?� ��x+5)�.'(o!-(oF
n�& C5p�)'+5)'.'#3r�'�" ':&�#3q/C3+3C5(P'1+%n�(- 
#3$'&�8S#%r3C5+5$�+567$'+54/+ 't+3$'q,(/.'r
#%C3&'r5$'+54/+:+3q ; & n�n/.�C3+5.�#
q '�"= 5&�&�(,q('1+58:$'("n�&'$'(,8�$'+5q/C3p�V

ẍ + ω2
0x + µx3 = 0

��� J|+�'t#%0f&�C5(%A>&�C3+ )'.�&x+3)'.'(o!�("n�(/$'$�56�x� $�#	&'(/$'&�.=�*)�#3.�#%67(/C5.�+5r rT%x#%�,+5r5+56�)'.�+5q/C3.�#3$'q"C5r5(
+5q ; & n'n�.�C5+3.�#�* ẍ + αẋ + βx + γx3 = 0

q,+5q "9H (,q"C5r#"=V>Cm!�r
#:#�C3C5.'##'�C5+3.�#��LJ|+5q"C5.'+38�C5(
B"C#"V+� %n-#%q/C5p*� $'#�&�(,$'&'8 $�# ) n�+5q('1+5q"C5&�)�#%.�#367(/C3.'+5r 


β − γ
� )'.�&�%*&�'1q,&'.�+5r
#3$'$�+56 � $'#�F

&'(/$'&'&
α > 0

� �|C3+:+3)'.'(o!�("n/.�(/C_4/.�#3$'& ; "  
#3q,q/(,8'$�+5r:)�.'&�C	.�0 (,$'&�.Sq,+3q-"9H (/q/C5r!"?V H &?�
#%C%C5.�#!'�C5+5.�+5r��
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 � ����� 	����	 � � 	�� 	  � � �����<	����	 �  � ���

J����������������&��/q('������������(5Br��#V��:q��'q������75 �"!���������������5�'$#���#%��56�&������.�V��5q .�r%#�r%����������� �
J ��#5q'�%��(?8)���*!�����������#%�+!����������'�%����&��,q-',#�-�#.#3q ; � n�n/./��#%��� .'r%n�.����3q .0�1���%���1���%��&/�,q('/��(2�1�43
./������'�q5�/�6������.�V H)��(�q .�7�n8�/��#%(+� J,"5q'�5p97�n8�����:�1�!.;�%����',�:������./���3q .<#�����#5q��/�%�on�p%��#:q����=7�3
����-�#>�6���	&�������.

l0
!�#5-?������#�����&��/q('$#%�L"@�6�#'$#%��"�qO&��%q��%#��%#%(

ωp

 r2q"n/"=&����A!����������'�%����&/�,q('/�?�

#5q ; � n'n/.;�%#%�/#5rF&��3q���#��#"B�/��������������.B!������������%���C�����(5Br��#V�� EX*QGM9>.C9>.-K B:*/IT*\EXITA@� n8�lEF*\G=9>.CV
9>.CKi0/. , W S%D&@1;=B:AXR+�E�mq>����! n8�/�!"F78#%(

ν/l0

N* 3r5Jk6A:9UST@-* B:*\IT*\EXITA�� n8� *C3D5Jk<A:9UST@-*l0\.H, W STV

D&@/;MB:AXR+� *
l = l0(1 + ν cos ωpt)

�'uG���3r��������/�G7�r%�/H>������.0�1���%���1���%��&��,q-',#�-�#@�1�!.;�%����';�5���������
r%�,7 *

ẍ +
g

l
x = 0

� n8�I���,q"n��2!�#�7-q'�4�3r%�/�3p r�5J���4H>�����/� 7�n�.:�/�6������.�V H)��(�q .07�n8�/��5O*
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��� � �3����� �����,����� �,���3��! �,��#���$ ��� *����� $�!������������

ẍ +
g

l0(1 + ν cos ωpt)
x = 0


 ��� �	�

Y  %#������	&���� g
l0

',�#'
ω2

0

� �1!��/�?7 !�#�n ��-?�!.*�1��n8#5q'�5p<����! n8�/�!"67 5 ���#',�	&�'�� !�#�q����3r%��������V q�#
q��/�?7 ���/�+�����	&������/��� !����������'�%����*

ν � 1
�;�����/n�# H ��� %O",��' ; ��V 1

1+ν cos ωpt

r)�.,7 Q ��( n8#%���C!�#
ν
r� %n8�/��� �?" n�. ��#%-���������&/�'r#8)��q,p~n8������(���5J��� &tn8��������� ���4�/n8#FH>������.+*

1

1 + ν cos ωpt
= 1 − ν cos ωpt + ...


 ��� �#�

J #�7-q��4�3r�n/.�. 
 �?� ��� r 
 �?� ���?��!�#%n�"?&������ ";���3r%���������

ẍ + ω2
0(1 − ν cos ωpt)x = 0.


 ��� ��

� #5q ; � n'n/.;�%#%����
 �?� �� !����������'�%�A������./���3q . r%#Br������������C!/#�-?������#%����&/�,q('$#%�L" �6�#'$#%��"#�-�>������5J(
r%�,7 ",���3r%�/������.0���4�>5Br����'�5q .�y ",���3r��������/� `2�4�5p%�o} ��R�-�#B��#FH.��#>�6��!��'q����5pVrfr��,7 �

ẍ + ω2(t)x = 0,

 ���MK9�

- 7 �
ω(t) = ω0

√
1 − ν cos ωpt

3 �6�3r%�'q .?H>�!..#�� r%������������q�#� 5q��3r%���/���!. &��3q���#��4�)#5q ; � n'n/.;�%#%���?�
R7q"n8� r ",���3r��������/�W
 ���MK9�

ω2(t)
�F� 7 ����#<!�������#�7 ��&/�,q('$#%( 
 ���0#� 	./�F�4�%�"n�p%��#<-?������#%����&/�,q('$#%(

%O",��' ; ����(��'�,!�#%n�"?&������3q .�",���3r%�/�������  %#%n�����#� #H)��-�#xr%�,7 �;�='$#���#%��#%�������(5Br����'�5q .�",���%r%�����/�����
UG�tn'n ���
uE���3r%�/������� UE� n'n � 3TB��%#�n8�/����(��/#%�5���6�3r��%#%��#�����#%�C7 ��% %���/��� ; ����n�p%��#��P",���%r%�����/���2r��%#43

��#%-�#*!/#%�.,7 ',��� � #�� n8��&/���<#��*�����3r��%#���#%����#%-�# ",���%r%�����/��. #3q ; � n�n/./��#%���*!/#67 7 ��('q��3r%�����
r%��� 8)����( q�� n�5 �1- 7 �9�F�3r��'q .�H ���0#���r%����������� qon ��-?������#%�.7 #� ��%r%n/.��'�5q .hr:",���3r%��������� � 7�7 �,3
�%��r%��#�� �'7 �/q,p<�6�3r%�'q�����#5q��3p #�� r%�/�������/� r!��#�7 �/� r ",���3r%��������� �L" n�pF����! n8��',�����'r%��#/�T&������'�
�F�%r%�'q��/��#5q��3p '$#�B(% %� ; �����/�%#3r)!����B78����������&/�,q('/�?�@!/��������������56�D��z �4�#'$#%�L"5H>� ",���%r%�����/��V
!�����r%#�7 �/�@�6� 7 �	&��@#�'$#%n��( ������"n�p���#%�E',#��/�#",���0 %�'�)!�#��%����p��I���7',#3q��5p '$#���#%��#%-�#9������./���3q .&!�#
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i

UU
C L

C(t)
L

R

$��'q!���?� ��* � �����1�2n8������(���#%-�#<'$#%�;�#",��� q �/��������.�V�H ��('q . #��fr������������ ���7'$#5q��3p�V
!�������#�7 ��&��/q('$#%�L":�F�!',#���"��
$ �3q,q���#��%�/��� q@�����L"Vn8������(���#%-�#0'$#%n8�( %���%�on�p%��#%-�#0'$#%�/�#",���;�/���7'$#5q'�5p0'$#���#%��#%-�#)�F�3r%��q��/� #��

r%�����������2
 ����q#��������� ���*q@�%#�7�.2�;�A�6�#'$#%��#5rVz �����;-�#�%A�/�8��#FH ��#)�F��!/�'q6���3p<",���3r��������/�#*

L
di

dt
+ Ri + Uc = 0


 ��� �#�

v��!��./H)�������J���,',#��,7 ����q6����#%���
Uc
��#FH ��#|r�5J���4�6�/�3p &/�����'�J�6���	&�������.B���7'$#5q'�%� ',#��,7 ����q6����#�3

���5� �6���.,7 �B���B��-�# #� �' n �F7 ',�M�D*
Uc = q/C

��J ���/��!���8 ����",���3r��������/� 
 �?� ��� 7�n�. !/��������������#�(
q
*

L
d2q

dt2
+ R

dq

dt
+

q

C(t)
= 0.


 ��� K �

Y  %#������	&��!. R/2L = α, 1/LC = ω2, q = x, dx
dt

= ẋ
� !�#%n/"=&���� ",���%r%�����/����n8�/����(��/#%-�#

#5q ; � n'n/.;�%#%���fr>�%���F7 � ; ��#�����#%( %A#������#*

ẍ + 2αẋ + ω2(t)x = 0

 �������

R7q"n8� ���7'$#5q��3p ������.��'�5q . !�# �F�!',#���"
C(t) = C0(1 + νc(t))

� - 7 �
C0

3fq����=7 ����� �6����&/���������
ν
3 '$#�B-% %� ; �����/� 
 - n/"= %�/����9��#67/" n�. ; �/� !����������������/� c(t)

3 %O",��' ; �?. �J�F� 7 �#V�H)�!. �F�#'$#%�
�/��������������.)!����������'�%���/��
 !/����&����

max|c(t)| = 1
�?�6�%#G!��/� �1��n8#�� '$#�B(% %� ; �/���/��� ��#�7�" n/. ; �/�

�/��������������� q�#� 5q'�5r%������#%( &��3q���#���5 ',#��/�#",���B��# H ��#5!����=7-q��4�%r%�/�5p rVr��,7 �#*

ω(t) = ω0

√
1 − νc(t).
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J,"5q'�5p@!��������������
ω(t)

������.��'�5q . !�������#�7 ��&/�,q('/�mq !�������#�7 #%�
Tp

*
c(t + Tp) = c(t)

��z�#'0!����
B���#%�2 #"67 �'�xr%�,q'�%��q��( 	.Vq��'q'�%���1��
 ������� ��� �6�3r%�'q�����#5q'�%�.#�� ����! n8�/�!"F7�5 �<&��%q��%#���5 !������������43
����&/�,q('$#%(<���#',�	&�'�� r0����(Sr%#�����# H ��#0�����,r%�/�%�/�.!�����������������&��/q('$#%( ���-"3q���#%(�&��'r�#5q���� �L'$#��%#43
���!. !�����r%#�7 �/�:' �/��#%-���������&/������#��L" �������3q��4���/��V ����! n��/�#"67 5 '$#%n8�- �������( � Q �!',#�� .�r%n8���/���
r2q���q��%���1�M�aq !�������#�7 ��&��/q('�� ������.�V�H �����'q .0!������������%������� �����>5Br������5q .0!�����������������&��/q('��/�
���'�6#%�����'q�#%�T�

����� 
 �P��� ��
 � ��� ������ �
�P	���
 � � � � � 	 	 � ���	�� � �	�

�<	 � � 	������  � � � 	"

�xn/.+��� 8)������. �6� 7 �	&�� #�r%#�������'���#3r%�����/� !������������%�/��&��,q-'$#%( ���-"3q��%#�(�&��'r%#3q��%�Urmn8������(;3
��#%�<7 ��q,q��/!����%��r%��#%�*!����������'�%����&��,q-',#�� #5q ; � n'n/.;�%#%���<
 ��� �#� ���/q('$#%n�p�'$#P",!���#5q'�%���eq��'q'�%���L"��
!����=7 !�#%n�# H �'r��/&;�%#B!����������'�%�2
 q�## 5q��3r%�������!.C&��3q���#��4��J������./���3q . !�#>�F�!',#���" y �������,7 ��� }

ω(t) = ω0

√
1 − νSign(cos ωpt)

Sign(x)
3 %O";��' ; ��.A�6���!';�;�F!��������/�1�#V�H)�!.C�����	&����/��� +1

��!���� !/#%n8#FH.�;�%�"n�p%��#%�2����--",�����/�%�
x� −1

31!����9#��%��� ; ���%�on�p%��#%�T����B'�%#%� qon/"=&����*q�#� 3q��5r��������M. &��3q'�%#��4�P'$#%�/�#",���>!�������#�7 ��&/�,q('/�
!����/�����1���'� 7-r��&�6���	&�������.+*

ω1 = ω0

√
1 + ν

�
ω2 = ω0

√
1 − ν

�F��!����/��#�7 !����������'�%����&��'3
q('$#%-�#2r%#��?7 ��('q'�5r%�?.

Tp = 2π
ωp

�?�*�%�-&������/�xr������������9���3r%�/#%-�#)!/#%n8#5r%�/���E!�������#�7 �2r%#��?7 ��(�q��5r���.
[0; Tp/2]

�
[Tp/2; Tp]

&��3q���#��4�A#3q ; � n�n/./��#%���#5q��4���'�5q . !�#5q'�%#	.����/#%(+�� B���#%��q"n/"=&���� 7'n/.P',��HB3
7 #%(:&��3q���� !�������#�7 �9��#FH.�/#@����(/��� �%#�&��/#%�5������n��/�%��&/�,q('$#%�B��� 8)���/���5� !���#�������n8�/������#5r��4�5p
!�#5r��?7 ��������F�2r%�,q/p !/������#�7 �-v��(,78���*��#�&���#��A�/�-8)������� 7�n/.1",���3r%��������.C'$#%�/�!";���

ẍ + 2αẋ + ω2
1,2x = 0

J ������(,7 ����':q��'q�������� ",���3r%��������( !����'r�#%-�#B!�#%�.,7�';�?*
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��� � �3����� �����,����� �,���3��! �,��#���$ ��� *����� $�!������������

ẋ = y

ẏ = −2αy − ω2
1,2x


 �?����

J ��#��/� r%#�7�.+!�#�7-q'�4����#5r#'�"
x ∼ exp kt

� #%!��/�?7 �on8�'r �����	&����/��. !/#�',���F�����"n/. B('1q�!/#%�����;��5
k1,2 ' −α ± jω1,2

��!�#%n�"?&/��� #� #H ��(ar%�,7 ���-8 ������.97�n/.�q��'q������75�
 ������� *

x = exp(−αt)[A exp(jω1,2t) + B exp(−jω1,2t)]

y = exp(−αt)[A(jω1,2 − α) exp(jω1,2t) − B(jω1,2 + α) exp(−jω1t)

�)������#��0�/�-8)�������0�F�3r%��q��/� #�� 7-r#"� !���#��/� r%#�n�p%��56�*!�#5q'�%#	.��/��56�
A
�

B
�7'$#���#%��5J� ��#%--"$�

 �5 �3p_r�5J����H)����5 &/�����'�9���	&���n�p���5J�<"3q"n8#5r���.
x0 = x(0)

�
y0 = y(0).

J ���3B��%#�� ���-8 �������

 !/���

ω = ω1

� �6��!���8 ���5q . rfr��,7 �#*

x(t) = exp(−αt)[x0 cos ω1t + y0
sin ω1t

ω1

]

y(t) = exp(−αt)[−x0ω1 sin ω1t + y0 cos ω1t]

 �?� I�

�|q�!�#�n�p��("!. r�5J����H>���/��� 
 �?� I�?��n8��--',# �F��!���q6���3pmq�#%#�����##8 �������.����H>7�"����	&���n�p%��5J���<�6���	&��?3
����./���

x0

�
y0

� �����	&����/��.���� &����/���B!�#%n�3 !����/��#�7 �@!������������%�/��&��,q-'$#%-�#:r%#��'78��('q'�5r%��.
t = π

ωp

�
J ���?7�q��4�3r%�/��B���# q�#�#��%��#!8)���/��� rVr%�,78�A�1�4�%��� ; 5O*




x( π
ωp

)

y( π
ωp

)


 = exp(−α

π

ωp
)




cos πω1

ωp

1
ω1

sin πω1

ωp

−ω1 sin πω1

ωp
cos πω1

ωp







x0

y0




� n8�
x( π

ωp
) = [M1]x(0)

� � ����n8#�-���&��/#+��#FH ��#<�6��!��'q����5p<7�n/. ���/�����'r�� n � r%����������� #�� π
ωp
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��� � �3����� �����,����� �,���3��! �,��#���$ ��� *����� $�!������������

7 # 2π
ωp

*
x( 2π

ωp
) = [M2]x( π

ωp
)
��- 78�2�1������� ; " [M2]

��# H ��#�!�#%n/"=&��;�5p �/� �1������� ; 5 [M1]
�F� 3

�����/#%(3&��3q���#���5
ω1

���
ω2


 r:q�� n/" ��#%-�# &/�%#0!�#5r%�=7 ���/��� ���:!/���'r%#�� ��r��%#%�/#%� �/�/�%���'r���n ���
r%�����������+#%!���q(5Br��#V��5q .*#�7 �����#'$#5r#5J��",���3r%�����������J����#Sq9�����6��5J���+�6���	&�������./���*!������������43
���

ω(t) = ω1,2
� � `0# H ��#�n8�<#�!����?78�"n8�/�3pmq�#%#��%��##8 �����/�@����H>7�"&���	&���n�p%��5J���<�����	&������?.����

7 ����������&��/q('��?� !���������������56�
x0, y0

�C�?�A�6���	&�������./��� &����/��� !/������#�7B!����������'�%����&/�,q('$#%-�#*r%#���3
7 ��('q��3r%��. � Y &��/r%�,7 ��#/�&/�%#C�,q"n��.�������/�,r%�,q'�%��5 �1������� ; 5 [M1]

�
[M2]

�'$#���#%��5J� �6� 7 �#V��C�4� 3
'����Bq�#%#�����##8)������.)7�n/.)!����'r�#%(5�2r��%#%�/#%(5!�#%n8#5r�����5+!������/#67 �/�5q�#�#��5r%�'�5q'�5r%������#����%#�1������� ; �;�
.'r�n/.�V H>�!.�q .9�?�.!���#%�/�,r%�?78���������J�/ #"67 ��� q,r#.;�>5Br����3p>�6���	&�������..7 ����������&��/q('��?�@!����/�������/��56�
&��������C!����/��#�7&!�����������������&��/q('$#%-�# r%#��'78��('q'�5r%��. *




x( 2π
ωp

)

y( 2π
ωp

)


 = [M2]




x( π
ωp

)

y( π
ωp

)


 = [M2][M1]




x0

y0




� n8� *



x( 2π
ωp

)

y( 2π
ωp

)


 = [M ]




x0

y0




- 7 �
[M ] = exp(−2α

π

ωp
)×

×




cos πω1

ωp
cos πω2

ωp
− ω1

ω2

sin πω1

ωp
sin πω2

ωp
−ω1 cos πω1

ωp
sin πω2

ωp
− ω2 sin πω1

ωp
cos πω2

ωp

1
ω1

sin πω1

ωp
cos πω2

ωp
+ 1

ω2

cos πω1

ωp
sin πω2

ωp
cos πω1

ωp
cos πω2

ωp
− ω2

ω1

sin πω1

ωp
sin πω2

ωp




�)������#������-8 �������� #"67 �'� �������3q'�4�#V�H ���J� �,q"n��O�%#��	.F �5 #�7 �/#>q�#� 5q'�5r%������#%���6����&/�������1�1������� ; 5
[M ]

!�#B��#67/" n/V  !"F78���< %#%n�p#8 ��?7 ���/� ; 5O�
Y !��/�?7 �on8��� q�#� 3q��5r�������5J�G�����	&����/��.9�1������� ; 5 [M ]

� Y ���@���M�%#�7�./�3q .9�/���������#'/��������q��%��&��'3
q('$#%-�# ",���%r%�����/��. ��'$#��%#���#%�*r>7�r#",��������#�� q"n�"?&����C�/�������fr%�,7 *
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��� � �3����� �����,����� �,���3��! �,��#���$ ��� *����� $�!������������

µ2 − Sµ + J = 0

 ��� ����

- 7 �
S = M11 + M22

3Eqon8�?7 �1���%�/� ; 5 [M ]
�8�

J = det[M ]
31���#%!/���?7 �on8�/���"n�p�� � ���3q/q��1�������;3

r�������#%�hq"n/"=&����!*

S = exp(−2α
π

ωp
)

[
2 cos

πω1

ωp
cos

πω2

ωp
−

(
ω1

ω2
+

ω2

ω1

)
sin

πω1

ωp
sin

πω2

ωp

]

J = exp(−4α
π

ωp

)

 ���������

�|q�!�#�n�p��("!. 
 ���������'�,�F��!/��8)��� q�#� 3q��5r�������5J�A�6���	&�������. *

µ1,2 = exp(−2α
π

ωp
)

[
s

2
±

√
s2

4
− 1

]

 ����� ���

- 7 �
s = 2 cos πω1

ωp
cos πω2

ωp
−

(
ω1

ω2

+ ω2

ω1

)
sin πω1

ωp
sin πω2

ωp

� J�����������%�/��&��,q-',�!. ���-"3q��%#�(�&��'r%#3q��5p
r%#�������',���'� r>�%#�� q"n�"?&������8�,qon8�+*

∣∣∣∣∣
s

2
±

√
s2

4
− 1

∣∣∣∣∣ > exp(2α
π

ωp
)


 ����� ��

$ �3q,q���#��%�/��� "3q"n8#3r%���3
 ����� ��  %#%n8���@!�#�7 ��## %��#�� JO"3q��3p |s| < 2
�L��B'�%#%� q"n�"?&���� 7 �'q-'����;3

���������/�:''r��F7 ��������#%-�#4",���%r%�����/��. #������ ; �����"n8��� ��� q�## 5q��3r%������5J�@�6���	&�������. 3O'$#%��!tn8�('1q��/#�3
q�#�!��./H>������5J�#� ���:��#�7�" n8�0#�7 �����#'$#5r#5O*

|µ1,2| =
√

µ1,2µ∗
1,2 = exp(−2α

π

ωp

)

√

(
s

2
+ j

√
1 − s2

4
)(

s

2
− j

√
1 − s2

4
) = exp(−2α

π

ωp

) ≤ 1

Q �!'���� #� %������#%�J��!���� "5qon8#5r%��� |s| < 2
'$#%n8�- ������?.er�!�����������������&��/q('$#%� #5q ; � n'n/.;�%#%���0���

�������3q��4�#V���� JO"3q��3p |s| ≥ 2
�+$ �3q,q���#��%�/���jq�����&���n ��q"n/"=&���( '$#%�'q����'r%���%�'r���#%-�# #5q ; � n'n/.;�%#%���
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α = 0

� ���EB'�%#%�eq"n/"=&���� "5qon8#5r%�/��� !�����������������&��/q('$#%( �/�-"5q'�%#%(�&��'r%#5q'�%�: #"67 �'��*

|s| ≥ 2

� n8� *

∣∣∣∣2 cos
πω1

ωp
cos

πω2

ωp
− (

ω1

ω2
+

ω2

ω1
) sin

πω1

ωp
sin

πω2

ωp

∣∣∣∣ ≥ 2

 �?� � K�

J,"5q'�5p
ν → 0


 qon/"=&���(2 ��,q('$#%�/�(&���#2�1��n8#%( ����! n8�;�#"67 5 !�����������������&��/q('$#%-�#gr%#��'7 ��('q��3r%��.�� �
Q #�- 7 � ω1

ω2

+ ω2

ω1

→ 2
�1"5qon8#5r%����
 �?� � K� !����,r������%�;�5q ._r�*

∣∣∣∣cos
πω1

ωp
cos

πω2

ωp
− sin

πω1

ωp
sin

πω2

ωp

∣∣∣∣ ≥ 1

&/��# ��#FH ��#5!�������!��'q����5p�r~r%�$7 �#*

∣∣∣∣cos
π(ω1 + ω2)

ωp

∣∣∣∣ ≥ 1

�)������#��A�/�����3r����'q'�5r%#Vr�5J!�#%n���.��'�5q .07'n/. π(ω1+ω2)
ωp

= πk, k = 1, 2...
�tn8�+*

2ω0

ωp
= k, k = 1, 2, ...


 ���������

Y  %#������	&���� &������'� ζ = ω0

ωp

31#��%��##8 �����/� q�#� 5q��3r%���/��#%(aq����=7 ����(C&��3q'�%#��#5 '$#%�/�!",��� '1&��%q��%#��%�
���#',�	&�'�� ��s"������� ; �����0## %n �3q'�%��(:!�����������������&��/q('$#%( �/�-"5q'�%#%(�&��'r%#5q'�%�07'n/. '$#%�'q����'r��4�%�'r%�/#%-�#
#5q ; � n'n/.;�%#%���< #"67�"$� '����'r#5J�����F� 7 �3r������75J� ",���%r%�����/��.����+*

cos
πζ√
1 − ν

cos
πζ√
1 + ν

− 1√
1 − ν2

sin
πζ√
1 − ν

sin
πζ√
1 + ν

= ±1

 ��� � K �

z�#'�r%�$7 ��#)�/��"5q"n�#5r%��. 
 ���������'��7 ������5J� -�������� ; 5 �;!�#5q'�%��#%������5J���� !tn8#5q('$#5q'�%�:!���������������#5r
ζ − ν

�,#%!��/���#V �3q .:���C��#�&�'��
(0.5; 0), (1; 0), (1.5; 0), (2; 0), ....

� �$70#� %n �%q��%��(9���-"3q���#%(�&��'r�#�3
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��� � �3����� �����,����� �,���3��! �,��#���$ ��� *����� $�!������������

�"���������
�������������
�������
	�"���������������! ������!�"#��� �$���%	
	�"���"$	%�������� ')�����

$��'q#���?� �?* � �,7:## %n �3q'�%��(.!����������'�%����&��,q-',#�(9���-"3q��%#�(�&��'r%#3q��%�.7�n�.�'$#%�'q����'r%���%�'r���#%-�#>#3q ; � n/3n�./�%#���� 
 n8�����/��y � }K� �@7�n/.@7 �'q/q���!����%�'r���#%-�#.!����:�6���	&�������.?�97 ��q,q��/!�� ; ���2
 n8�/�����y � }K�
α/ω0 = 0.001

�+
 n8���/����y X } � α/ω0 = 0.002
��
 n�������� y �t}K�

α/ω0 = 0.003
��
 n8�����/�

y �"} �
α/ω0 = 0.004

q����27�n/. '$#%�'q����'r��4�%�'r%�/#%-�#0!������������%�/��&��,q-'$#%-�#0#5q ; � n'n/.;�%#%���:!�����r%�?7 ���&���9���'q#� ��� �:
 n8�/�����
y � }K� �9�hq"n/"=&���� 7 �'q/q���!����%�'r���#%-�# #5q ; �tn'n/./��#%��� �/��#� >��#�7 �/��#2r%�����?",�3p5q . '< %#%n8���E#� !H)���L"~r#5 3
����H)������V 
 ��� � �� �TJ ���E %�/q('$#%���-&���# �1� n8#%( ����! n8�/�!"67 �Sr�#��'7 ��('q��3r%��.

ν → 0
�������3q'�4�������

'$#%n8�- �������(2!���#%�'q@�%#�7 �/�5p9�/�F #"67 �'� 
 !�#5q('$#%n�p�'�"
exp(2α π

ωp
) = exp(2πζ α

ω0

) > 1
���I#%��5	!������ 3

����������&��/q('$#%( ��� "5q'�%#%(�&/�'r%#5q'�%�27�n/. #5q ; � n'n/.;�%#%��� X !/#��%���9./��� #�',���(5Br��#V �3q . !��/��!�#�7 ��.;��5 3
��� ���F7 #5q,p�V �# 5q ; �'q,q!�+� �on8��&��/���@!�#%��#�-?�@#%!����=7 �"n/./���3q .������	&����/����� #��%�/##8)������. !������������43
���@7 �'q,q���!�� ; ��� ' q�#� 5q��3r%���/��#%(2&��%q��%#��%� '$#%�/�!",��� α/ω0

� � �,7 #� �n �3q�����( !����������'�%����&/�,q('$#%(
��� "5q���#%(�&���r%#5q����<!��/� �����/n���&���56�2�6���	&�������.?�

α/ω0

!/���'r%�=7 ���&���.�/�'q#� ��� � 
 n8���/���:y � } � �-v�
���'q!� �?� �5!�#�',���6��� -����#%��':�F�3r��'q�����#3q��%�

νmin

#��B!����'r��?7 ������#%(97 �'q,q���!�� ; ��� α/ω0

7'n/.0#� %n �43
q����2-���������� ; ��� ζ ≈ 0.5

�
ζ ≈ 1

�

����� �������
	����� � ��� ��� � �	� �����
����� � ����� � ����
� � ��� ��� 	 �

��� �� ���
�����

���������������������� ����(C������#%�����!����# H ��#J##" �%$����/�/�#&'� �%#(������6�������!$)"��+* �����6�-,�������-�����.+�/#�'�#&��
����!/���������I� ���0�$##���(&:7 ��������!����%��1���#%-�#2�,#+*8� "��4�%�3*4&%��#%-�#5�$#%�/�(/,���0�����!$/���(�6$ !�#:�F�(�$#%�7/28 ���'3
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��� � �3����� �����,����� �,���3��� �,��#���$ ��� *����� $��������������

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002
α/ω0

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

ν
min

a

b

�����(.��7.����	� � 1%�����/��##���(& �������/�1�+* &%��#�-�#�6��� �������!$@- *�/7"�����
 ��#�7 / *4$��/���@!����������������C#��C!����,3
1��?7 ������#%(@7 ��������!�������:7�*4$0##" * �(�'�%��(�� ���

ζ ≈ 0.5
��� ���

ζ ≈ 1
.

���,78����������� ���%#��%#%( �8��� 1%��#%(�/67 1%#%������#%(���#("#���(1%�����/#%(2��� ���%#��%���$#%�;�(/,����� ����� .��!.����3.
� ���=7 !�# *�# H ���J� �/��#@!������������%�/����� ���$#%��1%#��?7 ��(!���#1����)�5�$# *8��"������7$21��,#��/�(/,���)������#�7 $;�#�6$

1��A����##1�
�� ��#�#��%��#�)���/�!$�� �I!/##�,���F���/��
�� ��� �����3/,���$�(.���(� �/� 1%��������#�� ,������/-��!$ , *8� �;�%�����/�'3
� �$#%-�# !�# *�$ �$#%�,7 �����6�4�%#%��� ���(1%���

q2/2C
�
q
3 �F��� $,7"�

C
3G���0�$##���(& �3."! � *8� 12��#������/� �1� �;3

���/�1�+* &%��#�-�#&�6��� �������!$ �F��� $$7 � /,������&#�)�;�#& ���0�,#(���#&����
2∆C

� �%# ,�������-��7$ ���F��!��(��������� $ 1
�$#%�,7 �����6�4�%#%����� / 1%� *8�����;�#�6$ �����

∆W =
q2
0

2
(

1

C0 − ∆C
− 1

C0 + ∆C
) =

q2
0

2

2∆C

C2
0 − (∆C)2

$ �3*4/ ������1�+*�#%-�#B�/�6���������/�!$2���0�$##�������
∆C � C0

�

∆W ' q2
0

2C0

2∆C

C0
= 2W0ν

- 7 �
ν = ∆C/C0

3 - *4/ "%�����2��#�7 / *4$������ !����������'�%���!.%$ ��#%�����/�21%����������� � �$#%- 7 � �6��� $,7 ���
�$#%�,7 �����6�4�%#%���E���(1%��� �!/ *�&C�$���0�$##���(&�� �,� ���$#%##"������6�/#�/ 1%�3*�������1������#�6$@���

2∆C
.�'�7 ���(�$#�� ,'�%#
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��� � �3����� �����,����� �,���3��� �,��#���$ ��� *����� $��������������

t

U

t

C

C
0

t

q

�����(.��7.������"���#������9!�������#�7 ������� �$#%-�#B�;�6�����/�����!$.�F��� $,7 �/�;����!�� $/H>�����!$9�.���0�$##�������$#%�,7 ���;3
�����%#����

���C!�����1%�=7 ��� �2/,������&#� ������& ,�������-��/� 1��$#%�,7 �����6����#%����1(�3*8�=7 ���(1%���>#��(��/$�#�'�#1%�!$ �6��� $,7 � ���
����� . �#(,��%#�� /�15��� ���������C#678��#%-�#5!�������#�7 � ��##"#�'�#1%������
�� �$# *8��"�������(
�$#%�,7 �����6�4�%#%�97 1���H>7	

!�# *�/7������� !�#%���/��& ,�������-����I� � *8�?7 #(1����%� * &%��# !����������)�������),�������-����0�F�5!����/��#�7 ��#(���4�(1%�;���

∆WT = 4W0ν
� �!. ( 9 �

� #��%�����21��$#%�/� /,���C�6���������>7 ��������!��#�����2�6�>!������/#67 �$# *8� "%������(
��##�'�4�(1 *4$�& �

∆Wd =
W0

Q

- 7 �
Q = ω0

2α

3/7 ##"���#��%�/##���(& �$#%�/� /,���!.��E��!7*��/�(/67 �'�$# *8� "%������()"(/67 �����������(���4�4�#& 1 ��#%�2� *4/ �������
� � *8�&!����/��##� ,�������-��/��!/��� 1�
 �)�����0!�#��%���/��.%� ##,���#%� /%� /#�3*�##1%����� 1%#��6�����/��##1%�����!$ !������������43
�����/� � �$#%-�#.���'�6#%�������6��"(/67 �'���
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����� �����������
	��	������������������������������������������ �������

4W0ν ≥ W0

Q

� �!. (�! �

�7*8�

ν ≥ 1

4Q
=

α

2ω0

� �!. (�" �

#%$	� & �(' �5���*)5�,+ � - �/.)�
���102-3+ � 	 ���
���54�� ���76

�8-:9�' ���<;>=?+ @ � ' �BA��
���5)

C0� *8�<- *4/ "%�/���2��#�7 / *4$��/��� !����������������
ν

"%# * &�)� �����/������� ���$#%-�# �6��� �/�����!$I� ��#2�,��H>7	
J(
!�������#�7 �$# *�� "����/��(�1 �$#%�;�(/,� " /F78���)7 ##"�� 1 *4$/�(&#�6$�,��/����-��!$�. �E��! *8�/�(/67 ���$# *8��"�������(:��� ���/���
����#%-�����������������# 1%#������(���4�4�#&�.ED ��#�-������/�������/��#%� 1%#������(�'�4�������&����! *8�/�(/67	
 35���'� / * &F�4���+���?3
!�# *4&��6##1%�����!$�*8������(���#%(9��#�7 � *8� 74*4$.#%!����������!$.!������������%�/����� ���$#%-�#B������#%�����!�6�!.�$ �����+* &%��#43
����� ����#%-�����������������#%-�# 1%#������(���4�����!$ ����!7*8�/� /F7�
 �/�C!��/#%��� ��#�7 �;� �I!�##���$# * &#�!/0!��/�2"%# *4&#�)���
����!7*��/�(/67 ��� �$# *8��"������/( ���!���%���1�&7 ����#%�����������!/���� ��� *8������(���
J� � 1%#%(!���#1%�/�1!�����1%#�7 $ �)��� �
#%-����������/������& ����!7*��/�(/67	
 �,#+*8� "�������(�. '�7 ����� �/�:�4�(��� �+!���# $�1 *�������(+��� *8������(���##�'�%� ��#�3
H>�'� �3*4/$H �/�#& �6�(1%��������##���(& 1%�3*���������
 �(�/����1%��
�� !�#�������& 1 ##� ���7*�*�$/�%#����9#��&����! *8�/�(/67	

�$# *8��"�������( 1 ����� .7�/(���#&/�/����!/���������I�7�$##, � ����/�����/�A7 ��� ����!��#�/���9##� �/�7*�*4$;�%#%���A�F�(1%�!���/� #��
�$# *8��"�������( 1.����� �3*��?7 / & � ��� #("%������#%� �

α = α0 + α1x
2 . $ ,���#%� �3*4/ ������� �����?7 �/���5!�#��%�����

1 �$#%�/� /,����"(/67 /$�9���(�'�%� �)�/##����#%� ����!7*8�/� /67	
 �,#+*8� "�������( 1@����� � !���� �/� �$#��%#���#%� �6��� ���?3
�����.����!7*8�;�(/67	
 � 1%#��6�/�������'�A7 ��������������� �$#%�G��� 1%��##1%������������H>7 /�,������/-�����( �/!�#(���(/,!��& �)��(�1
�$#%�/� /;� ��,�������-�����( ���(��������1�������#%(�.�F *8�=7 ##1������3* &���#���*�& "�#%��� �$# * &�/,-�#�7 ��#B�1�+*8#��G�6��� ���������
�$##, � ������/���/�4�27 ��������!��4�%��1%�/#%( ���3*8�/����(��/##�����

α1
!�����1��?7 �'� �<#%-�����������������& �$# *8��"�������( .

'G!�����������
J(A��� �������/��� #%-����������������!$C����!7*��/�(/67	
 �,#+*8� "�������(A����� 
 1%�����(�6$*G�HJI�IKH
L
M�N7HJOQP
RTS�.
U �!/,-���� !��/��������#�� ���3*8�/����(��/##����� � #%-������������!1��#& � ��( �$# *8��"������7$51.!����������'�%�����/� � �$#%� ##�?3
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	��	������������������������������������������ �������

A

ζζ ζ0.51 2

Amax

�����(.��7.����	� � 1%�����/��##���(&����!7*8�/� /67	
 !���������������������� ��� � �,#+*8� "�������(
A
#�� #��%��##� �����7$����(�'�%#��

ζ
!����+7 �!� ���/!����%�!1%��#%� ��� �������/����� #%-����������������!$ ����!7*8�/� /67	
�.

ζ1

�
ζ2

3)-��������,3
��
 #(" * �(�'�%� !���������������������� �$#%(�����/(���%#�(�����1%#(���%� !���� 1�
 "���������#�� �6��� ���������&- *4/�3
"�����
 ��#674/ *�$������&!����������������

ν
.�� �������%##1�
J��*8�������&�/��##"%���4H5�#& �0����!7*8�/� /F78��#�3

���(����#��%�!/ & �$����� �/�%�������������!/974*4$�*8���/��(���#�-�#.#(� ���7*!*4$/��#%���!.

���7*!*4$/��#%�����8��#FH>�'���3*4/$H �/�#&5�F�(1���������#(���#& ��#("#���(1%�����/#%( ���(����#���
	#(� ���7*!*4$/��#%���5#��B����!7*8�,3
�(/67	
 �,#+*8� "�������(
1 ����� �

ω2(t) = ω2
0(1 − νSign(cos ωpt) + µx2)

$ ,'�%#%� � *4/ ������� ��#(��� ����!7*8�/� /F7�
 �$# *�� "����/��( 1 ##� ��� *�*4$/��#%���@!/����1%�=7 ���2� ����� �)���/��& ��-�#
��#("#���(1%�����/#%(����(�'�%#��#
+�I� � *8�?7 #(1����%� * &%��#/�(��1#
���#�7 /C�/� ��#%��
 !���������������������� �$#%-�#���'�6#%�������6�7.
U)������
J(0��� �������/��� #%-����������/�����!$2����!7*��/�(/67	
	����� 
 1������#�6$���M�I�I N��
	��� P
RTS�.

� �(� ����#��%�/��� ���,�(���/� , � ����/�4���+!�����1%#�7 �;� ���(� �'�%��#%������
J( ��� �$�����/�6�+#%-����������/�����!$ ��� 3
!7*8�;�(/67	
 �$# *�� "����/��(�. � ��!����)��� /,���(1%�/�������C7�*4$&���3*�������(/��#%-�#
�$#%��������1��4�%��1%�/#%-�#0##� �/�7*�*4$,3
�%#����B!/��� -?������#%�����/� � �$#%� !����������'�%���!��� ���,#�� 1%#��'78��(��'�#1%��� �

ẍ + ω2
0(1 + ν cos 2ωpt)(x + µx3) = 0

� �7. � ���

� #�7 ##"%��#���/,���(1%�/������� ��# H)��� #%!/��� 
 1��4�#&�$#%�/� /,� "���� !/#��%����&��(1 �,#��%#%��#������0�$##���(& ��� ��# * &#�$#
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!�������#�7 ������� ��� �����!$/���(�6$ ��#�1%�������������J����#>� � ��@�F�(1%�!���/�B#��>!/���7*8#FH>������#%-�#B����!�� $/H>�����!$ .
U)*4$������ *8�/�F��/,���(1%�/�����!$ � �7. � ��� ����!/# * &���/%��� ���'�%#�7 -?������#%�����/� � �$#%-�#2"�� * �������/� !�#�7 ���4� 1%��1
1 /,���(1��������/� ��� � �����/�

x = a cos ωpt + b sin ωpt
��� ���(����#��%���J���(1%��#�( !�# *8#(1%����� ���(����#���


���(�,� ����� � �%#C� �'�#&)� 
 ��� � ���1�4�%����1%����� � *4/ ����(@##����##1%�/#%(.##"+* �(�����.!���������������������� �$#%-�#B�/���6#43
�����!�6��� . � ������� "�����-?� $ �3*8��-?����� 
J��� ���������%��
J��� ���(����#��4�����

2ωpt, 3ωpt
!�# *�/7�/��� �����'�%��� /

/,���(1%�/������( �

ω2
0(a +

3µ

4
a3 +

3µ

4
ab2)(1 +

ν

2
) − aω2

p = 0

ω2
0(b +

3µ

4
b3 +

3µ

4
a2b)(1 − ν

2
) − bω2

p = 0
� �7. ��( �

� ����1%���+* &%��#�� �/� �)������� � �!. ��( �
a = 0, b = 0

��#%#��#1����#�'�#1(/����)��#(���%# $/����& ���(1%��##1�� ���7$�1���� ���+*8�
�$#%#%��7 ������� ����# �����#& #��#�3/,�(���(1%��& �$# *8��"������/(�.��A��- �$# / 1%�,78���#&/� �/��# !��/� #�7 ��##1�������������#%�
1�
J!�#+*8�����/���)�������(1%�������(1

a 6= 0, b 6= 0
�����������1� �'�4����##1%�;�#�6$)�/� ��#(1%��� �'�%��#%( .�� � �����0##"%������#%�J�

!���������������������� ����� �$# *8��"������7$�� ��#FH>��� ��#�#��#1%�'�#�'�#1%##1%���#& #�7 ���C�/�-� *4/ ������� �������
a 6= 0, b = 0�7*8����� �

a = 0, b 6= 0
.�'G!����=7 �3*���� ����!7*��/�(/67 /
�$# *8��"�������(
�,�(�

A =
√

a2 + b2
.�� � � ����#��%�����

�3*�/7����(������3.��E���(1%�/�������E74*�$2����!7*8�/� /F7�
 �$# *8� "%������( !��������'� 1%�$7 �

A2 =
3

4µ

[
ω2

p

ω2
0(1 + ν/2)

− 1

]
� �!. ��� �

$ �F�(1%�!������##�'�%�C#�� �����(�,� !����������'�%�������3*�������(/��##�����
µ
!����������'�%���!��� �������-�$# *8��"������7$��1�����!/�3

*8��1%#%( ����!7*8�/� /F78#%( �
A
3 1%� � � ���(1%���/��# ���3/ � � �'�#1(/ & � *8�!"%#2!��/�

ωp > ω1 = ω0

√
1 + ν/2

3
74*4$5!/# *8#FH.�;�%�3*4&%��
��>����� �������/(

µ
� *8��"%#!��/�

ωp < ω1 = ω0

√
1 + ν/2

3I74*�$5#��%���������%� * &%��
��
�6��� �/������(

µ
. U)*4$
�3*�/7��� $������ !�# *�/7�/��� /,���(1��������/� 74*�$2����!7*8�/� /F7�
 �

A2 =
3

4µ

[
ω2

p

ω2
0(1 − ν/2)

− 1

]
� �!. � ���

� �3*�##1%�!$ 74*4$ �3/ �)� �'�#1%#(1������!$ 1�� �)�����(1%�����/#%-�# ��� � �����7$ �3*8�=7 / & � ���#� *8�!"%#
ωp > ω2 =

9 �

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



�����������������
	��	������������������������������������������ �������

ω0

√
1 − ν/2

3)74*4$ !�#+*8#FH.�/���3* &���
�� �6��� ��������(
µ
��*8��"�#+!/���

ωp < ω2 = ω0

√
1 − ν/2

3
74*4$0#����������4�%�3*4&%��
��0�6��� ��������(

µ
. �G��/;���(1%��������(�� �!. ��� � ��� �!. � ����1��,7 ��#��4�;�%#��

( ./F�/ �)�����(1(/ & �9�6��� �/�����!$ ���(�'�%#��#
 ���(�,� ����� �
ω2 < ωp < ω1)

��!����
�$#��%#���
�� 1%#��6��#FH ��

�$# *8��"������7$ �E7 1 /;� $:�����6��
J���0�6��� �������!$/��� ����!7*��/�(/67	
�.

� . � ��!7*8�/� /F7 ���$# *8��"�������(�*8���/��(���#B�F�(1������/� #�� ���(�'�%#��#
�.

�G#�� $@!���� ���(����#��4��� "%# * &#� ���
ω1

��/ � � ���(1(/%�'�57 1����$# *8��"������3* &%��
��9���'H.���1���E���4�6��
J���:��� 3
!7*8�;�(/67 ����� �,��# �%#+* &#�$# #�7 ��� �/��������$!1 *4$��'�#�6$ /#�'�%#%(��/��1�
J� ��" /F78���C���(" *�& 7 ���#&#�6$�1), � ��!��?3
���������/�%� . �"���#����)�F�(1���������#(���%�.����!7*8�;�(/67	
 �$# *�� "����/��(5#������(�'�%#��#
 ���(�,� �����5!����=7 ���4� 1 *8���
���������(.��!. K . � ��� ���(����#��4��� ������&#� ���

ω2

�$# *8��"�������( 1<##� ���7*�*�$/�%#����2���'� .�C 7 �/�����(1%������
J�
�����%���(�;�%#%��#�� 12�����'�%����� $!1 *4$/���#�6$ /#�'�%#%(��/��1%#%����##����# $/�����@���(1%��##1�� ���7$ 12��� ���+*8� �$#%#%��7 �,3
����� . ��/� ����� �����/��� ���(����#���
 ���(�,� �����

ωp = ω2

��##�'�%# $��/���:���(1%��#(1%� ���!$ �%��� $���� /#�'�%#%(!���;3
1%##�'�#&C��1A��-�#C##�/��� �'�%��##�'�%�9��#FH>7 ���'�#�6$ /#����#%(����!1�
J(9!����=7 �3* &���
J( ����� *"� ��#%#��(1%���(���(1(/ & �)�/(
�$# *8��"������!$/� �1�+*8#%(<����!7*8�;�(/67	
�.0� ��� /71��3*8���/������� ��� ���%#���
 ����!7*8�;�(/67 �07 ���/��
�� �,#+*8� "�� 3
����(
/ 1%�3*8�!����1����'�#�6$&!�#�*8���/��(���#�� / �6�(�$#%�!/�� 1%�'�#1#& ( ��� ����� .��7. K � .	�#�- 7 � ���(�'�%#��4� ���(�,� �����
���4����##1%�/�(�6$ ���(1%��#%(

ω1

� �/�����?74*�##1%#%-�# ��##����# $/���!$+���(1���##1%�����!$+��#FH>7 �����(�6$+����/(���%#�(�����1�
J(
!����=7 �3*4&%��
J( �����7*"�I����!7*8�;�(/67 ���$#��%#%�/#%-�#���#%#��#1����#�'�#1(/����
*8������� � ���.����� .��!. K . F #(���%# $/�����
���(1���##1%�����!$ !���� ,'�%#%� ����##1�� ���4����#(1%�/�#�6$ /(����#%(�����1#
J� . '" * �(�'�#& ��� ���%#�� 1�
 �)�2���(����#���

ω1

31��#%����"%���'�4�("%�7* &���##������. $ �6�(1%��������##�����2#���1�
 "%#����>��� ���+* &%��
���/#�3*�##1%��( 1B#(� ���7*!*4$/��#�3
���'*8��"%#�"(/67 /$�>���(" * & 7 ���#&(�6$@!���������������������� �������$# *8��"������7$ � 1����#1(& ( �?� *���"%#)���'� .�� �(� ����(���

!����;� $/H>�����!$�/#�'�%#%(��/��1%#%-�#C!��/�?7 � * &%��#%-�# �����7* � ��/(���%#�(�����1%#�-�#)��##�'�%# $����7$ ���(1%��##1�� ���7$>�����'3
-������������!1��#& �(�6$9���3/#����#%(����!1�
J�*!/���?7 � * &%��
J� ���!�7*8#%� . C0�3*8�@#(� ���7*!*4$/��#%�B7 ��������!����%��1���
J( �
�%# �6�(1%��������##���(&+����!7*8�/� /67	
 �$# *8��"������/( #�� ���(����#���
��������'� �������(�;�%��� *8���/��� � ��� ����� .
�!. K . ��/�<�6��� ��������� ���(�'�%#��#


ωp = ωc
/#�'�%#%(!����1�
J(+� ���3/#����#%(����!1�
J(*!/���?7 � * &%��
J� �/���7*�


1#�'�%�������#& �(�6$�1 �A����##1%#%��!���#(���%���������(1%� �B��� ���'�F�#&�� . '���4�����#�6$@�?7 ���!���#1�������
J(0�����%��� �/�%#%�B3
��#(���%# $/����� ���(1%��#(1%� ���!$�. $ , � ��!������/�����/���-1 ##" * �(�'�%�)���(�'�%#��

ω1 < ωp < ωc

"(/67 ��� ���(" * & 7 ���#&43
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A

ωω ω
p2 0

ω1

1

23

ωc

�����(.��7. K �	� � 1%�����/��##���(&C����!7*8�/� /F7�
 �$# *8��"�������(B!���������������������� �$#%-�#C##� �/�7*�*4$;�%#%���#������ ���%#43�#
�. �A���/��� ( � � ��#%#��(1%���(���#1 /�&����3*4/ ���& �$#%��������1��4�%��1%�/#%-�# ##� ���7*�*�$/�%#����/��J387 ���?3
����!�������1%��#�-�# ##� ���7*�*4$;�%#%���!. F !7*�##�)��
J����*8�/���!$����>!/##�,���F����
*����!7*8�/� /F7�
 /(���%#�(;3
�/��1�
��:���'H.�/��##1����C�%�����%##1�
J��� 3 ����! *8�/�(/67	
 ����/(���%#�(�����1�
�� .

�6$:-��!���%�����������(. � ����/,������&#� �����/�2���(�'�%#��#
 �41>�%##���$�
ωp = ω1

" /F78���B���(" * & 7 ���#&(�6$9H>� �'�#�$#%�
1%#�� "(/$H578�������'�$# *8��"������/( �$����!7*8�;�(/67 ���$#���#%��
��B!�#(���%��!����/��#�/,�����!&#�>���'�#�6$57 #C�7/ *�$�1��##���$�
ωp = ω2

.%� ���&##"%���4�%��#%� 7 1%�;H>�����/��!/#0!����������'�%�!/�� 1@��##���$�
ωp = ω2

!���#��/�6#%($7 ���0� $�-��$#%�
1%#����������/##1%���/��� �$# *8��"�������(I���212��##���$�

ωp = ω
!/��#%�/��#%(,7 �'�&��� ����
 1�. � ��##"%���4H>������
J�@���

����� .��!. K �6�(1%��������##�'�%����#�#��#1%�'�#�'�#1(/ & � !�# *�# H �/���3* &%��
J� ����� �����/�!$�� !����������������
µ
. � ���@#��43

���������%� * &%��
�� ����� �������7$�� ��� *8������(���##�'�%� �,���;�%����� �'�4����##1%�;�#�6$+�6���!�;� * &%��# ���������'�%���!����#%(
#�����##���;�%�3*4&%��#�*8�/�����

ωp = ω0

.
U)*4$)����#%-�� �������'�%��� �$�����(�/�%������#C#678��##1%�����������/#%� !������3/,�(���(1%���E#("%#%���)��� �$�����/�6��#(1���#�7 ���

�/���$#��%#%��
��A��# H)��� ��-����4�#&E#�!����?78�3*4$�& ��/ &*��# * &�!����C#%-������������������)����!7*8�/� /F7�
 �,#+*8� "�������(
15##� �/�7*�*4$;�%#%��� .
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#%$�� � � A � ��� � � $�� ��/' �B= ��� �
����� 9������8- ����
�54���� @ � )

��� ; � � � )545� � � � �
� � @ � ' �BA �����('	��� � - @ � �)� ;���� �

9������*- � �
� � ) �*-:@ � � �
���

$ 
��� *�����������*�� "����������������������("�����
 ����"!��� *���#"�����
�����3*��$!��#1%���&����,3*����&���&��������� � �%��' 
)(
'*�+!��3*����!/ & �,�+���������'*������������� ���&�-�#� ��� *�*4$&������.

.)/102/�3 4�56587:9<;>=?9A@CBEDF5*G�5IH<9J@KB

L����3*��$! /���'E� $51M���("�������, *�� �N�������&��� $��&�+�&M����"! ���O�(1 *�$��������#"����K��#� *��"!��#1%�����3* &���
�� �P�OQ
*���"%����� * &���
�� �P���&�(/P�I( � /P����(1 *4$&�+'*��� 1���� �,����' ����#+���+*���'R��'0�S�#���(&�&�. �:�(����'T�#"�����U+��'
/P����(1+*4$&�(&V�+'0�S�#�W�#&�& �S���P!������X���������%Y[ZC� �S�����!��� ���P�����&UX'*�����+�&�������(������� $&���!$\'*��]^! /_7*��`Q
����������'*���7*��-���� *�� �^�a!��-�#������&_����/X!��("������,���#������U+���+���7$�����(�&��������� �S��#+�K������ *��������!$ .
�)�#,�����' /
�#"�
 �&���b�����'*���!$�&c� , �!1���1%�+*��+�&����
���, *�� �&����������
���� �%��' 
)(d'*�+!�� *����!/ & �,�����S���PQ
!������X�������I(P�������'*������
 �S��������
�� *��+# �S�>'*�+�!$N�#&,&�#�+���$! ���(1���' 1���� �,������,3*����&���&����� ������� �+��#"Q
���+*��#1�.��<�(� ��'*�������&'�(?��������&'*�+�I(%� ���+' /����_����� . �!. 9 . �e�#"�
 ������' /5�S���P!������X�O�����!/ �^��(�����OQ
$��&�����f��'0�S�#���(&�&

C
��+! �7* & �����g�������!� �:����'E������� �������������1 *�������� � 1�
 �+�(����' 1���X!���
�'h�

���&U ����' 1�
����X!���
�' �������������1 *��+���!$&'*�
� �S�#, � �:���������&����'i������"!�� �&�_�������&� $N]^�+�&��&
k
.�$

�P!��+�+* &��&��' � *4/ �����['*�`]M���������&�O���(&51�%�+!��&�����������������1 *��+�����b��������� �:���&'E��������� "���� �S�������NQ
��
�' �

Rinp → ∞ �W(d� 1�
����X!������,Qj�!/ *���1�
�' �
Rout → 0

� . C0�3*�� 1��%�+!������^������ $&]^�������^��� 1����

C

U

k
kU

�*��� . �7. 9 ���:�&�#�����+���,��������&'*�+�
, ��1��!1%�+*����&������#+� , *�� �N�������&����#+� �P���P!��+�!�X���������
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�*���(.��7. ! ��F ���+'E�b�#� �&�7*�*4$N������� �:��+��������������1%���+'*������'0�S�#���(&�&

U,
���
1#
��%�+!������b��� 1����

kU.
D2���� $&]^����������1�
����+!d�
��������� �:����'E�����������+��&�������!1 *��+�&���f��OQ

!d���W�#�6$f��� 1������!/ & �("#�7*��`! �!/ �S���P!������X���������!. � � ����' �("�����U+��'�( ����UX�&�#���(&\������+���&���+*��#1\���
�+'0�S�#�W���b���(1����

Uc = U−kU = U(1−k).
F !��!/P#+��� �W�����&����
)(#����# *��(�����)������$!��3*��+����& ��'0�P�OQ

�����
C = q

Uc
,
# !��

q
Q?Ua��� $S! ��� �#"#�7*��a! �P�����S���P!��+���+���������!. F *��"!��(1%����� * &����&(

U = q
C(1−k)

= q
Ce

,

# !��
Ce = C(1 − k)

Q , ��1��!1%�+*����&�����+$f��'0�P�(���#& � �%��' 
 ���K�&���(.��!. 9 (%�S�������7/�& *���# �S�\'*���!$&�(&
,3*�� �&����������� ���I(%&�+��������������1%� $��S�#, � �2�������+�N�)��+�&�"!d� ���

k.
$ �P� �������#1�� �������!� �:����'E�������������Q

���������1 *��+����� ��&�+��������������1%����' 
�' �S�#, � �:���&���+�&����'���+���$!d� ����'*�a]V��� 1�U $N�#&
����� *���#+�(1�
��
������+'*���a]M�&��� * &�����#+��� *��#1�. $ ,W����' �3*4/ ����� ������ $N]^�+���&� ���)1�
��%�+!��c�O�(�S��#+�)/#�W�������!���#1���"(/%Q
!��W�V��� 1����b������NU 1��$!��+����& 1���+!�����#��V����&� $N]^�+�&�!$

U
�
/P����(1 *4$�& ����#+�M������ $&]��+���!$

Us(t)
�

Uout = UUs(t)k
�
k
Q��S�#, � �2�������+�N�g�������������&�����+* &����#�������3. F�/P'*'*���!/ $ 1�
 �,� ���N�OUa�����&����(

�����&����/��+' �����7/7�N�(/P���!/ & � �%�+' / �P�+*�� "%�O���3*4&�����#�� �S���N�(/P��� �������� �W��������1%����'*��� �+'0�S�#���(&�&
� �&���(. �!. ! �3. $ 
 1��"!���' /N���(1����������>!4*4$5� �%�+' 
)(?�NUX�#"�����]^�+�&�����-���V�&���(.��7. ! .�D:���� $&]��+�����,���
1���X!��'/P'*���a]M�&��� *4$M� ���(&��3/P'*'E�2������ $&]^�������[�����+����&������1+*��+���&�

UR

�[�&�P! / �&���!1����#�W���
UL

�

U = UR + UL
.�F !��!/P#+��� ������������
)(

U = UC + UUs(t)k
�7*��

U = UC

1−Us(t)k

(�&�#,�����' /	�

UL + UR =
UC

1 − Us(t)k

�7*�� �

L
diL
dt

+ RiL =
q

C(1 − Us(t)k)
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�*��� .��!. " �JF �%��'E�M�����3*��$! /���'*��#+� �P���&�(/P���

� � �
�P�(�
iL = −iC = −dq

dt

(����['*�a]V�&�bUX������+���#&�/P���(1��&�+����� !4*4$
UX��� $P!d�b���^�+'0�S�#�W��� �

L
d2q

dt2
+ R

dq

dt
+

q

C(1 − Us(t)k)
= 0

�7*��

L
d2q

dt2
+ R

dq

dt
+

q

Ce(t)
= 0

# !��
Ce(t) = C(1 − Us(t)k)

Q , ��1��!1%�+*����&�����+$\��'0�P�(���#&!.

.)/102/
	 � B����� B*H������EBED = 5IH<B��������dB

� � ����+���&'*�+�&�O�+*4&���� $�/#�W�O�����#1(�N�����#�������&�b�&U ��� � *��"!4/��+'*��#+�b�#� �&�7*�*4$N�������N(!� �%��'E���P���������OQ
#+���&U+�#"����O]^�+���-���-���!�(. �!. " ( #��+��������������� �W�O���P!d���N����
�� �+�&#+���+*��#1�(0�S��������
�� � *4/S]V�N��!4*�$
/P����(1+*��+���7$ �+'0�S�#���(&�& �S���&�(/P���N( � �(� ���7*!*���#+���#�2�&( ����$!�����U+��� ���+�&����#+�-!4*4$ 1��&U /��+* &�����#+�
���("+*�&A!��+�&�!$\�������'*�W�������&� � �&��� �P�+*�� "%��������.
�:��� / ���P���S����� �&�������&U /����(�6$gUX��� ����������' ���P!4/7�N����1��&�#�����

L = 18 �
�?��� 1��7/P�����+�&����' ����Q

���������1 *��+������'
RL = 33

' ' . $ �S���&�(/P� 1#1��X!��&�#�6$C!����� *��&�&��� * &��������������������1 *��+������(�1�� *��NQ

!��

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



�����������������
	��	������������������������������������������ �������

������� �S�������&��#+�_'*�a]^�W�_������&��'E���#&_� $S!-!���� �&��������
��-UX��� �&�+����� �
R1 = 0

')'�(
R2 = 33

' '�(

R3 = 56
' '	�

R4 = 100
' ' . �)�#����� $������+$C��'0�S�#���(& �S���&� /N���

C = 10
����.�$ �P� ��� �W�#1��,�����OQ

*���#��#1���#��\������+'*�&�`]M�&���3*4$ ������ * &�U /��W�#�6$ '*�����&�#� �%��'E� � � � �(�<F � ( �S��������� $ �#�3/ �,� �W�#1 *4$&���
������+'*���a]^������� ��'E� � �,�O� "���
�' '*�&�`]M�&���3*���'

k = 0.1
$ −1 . � &���(1 *4$�& �,�+�-����&� $N]^�+�&���

$�1+*4$��W�#�6$ ��/P'*'*���
1�%�+!�����#+� �+��#����+*��[�K&�#����� $&������� �+�#�W�O�(1 *4$�& �,�+�
U0 = 5

$ .

.)/102/ . � ��� D�; � � ������A7 �E9 �jG D � B���JH��

( . �)�+! �7*�& ���&�(& �2�S���&� /P�!/21���� �,�����-#+�����+���������\�\�#� ���7*�*���#+���#�b( 1�
 "����O�#&�/ �P��UX������
��
��&�+��+!d�(1������ *��+' ���W]V�&' ��� "�����
 #+�+�&�+�����������&(0/(���O�����(1��&�#& UX��� �������!$	��'*7*��&� /X!	
 �
��� ��������
 1���U"!��+�!���#1��!$51��7/P�������#�����#1��&���CU+����
 �������'*������������� �S���-���3/#�W�������&��1��#�W�����
!��("��&�#&(�6$ /#�W�O�����#1 *��+���!$ �������'*�W�������&� � �&��� �S� *���"%������� 15�+���W����'*�(. �I���&���+�#1����#&��2�OQ
U+�#1�
�� ����N�����W��
 �������'*�W�������&� � �&��� �P�+*�� "%������� 1#" *��&UX� #+����������
 � 1��!/S���&� U+����

���3/#�W�������&��1��#�W����. U)*4$ ���(" * &A!��+���7$ �2��U+�#1�
�� ����&���������#1 �����#" �%�+!���'*�����(�7*�& �&�&�#&
���OU 1����&�#�!/
�(� ���7*!*���#+���#�2�&(������� 1��$! $K�+#�� 1^�&��]M��'	�cQ�
�(�����1���X!�� ��+!d���(&��+��#����+*2�
1��&� ���&�+#+�M#+�����+���O�������7.

� . ZC���!$!$_U+��� ���+�&�!$����(�W�����#
 �
��'*7*��N�(/X!	
 /P����(1 *4$�& ����#+� �+��#����+*��^��&���"!�� *��&�(&M�
���Q
�W�������N�#&2���)#+���#�:���S�j�#" *��(�����M�������'*������������� �S���M����/(������������1��(�����b!4*4$

ζ ' 0.5, 1
!4*4$

���OUX��
��MUX��� �����������������������1 *������!$ �
R1, R2, R3, R4

.7�:�&� 1�
���+*����+�&���M!d�����&��#+�2Ua�`!d�`Q
���7$g�����#" �%�+!���'*��'*�+�7$&�#&�U+��� ���+�&�������(�W�����#
T��� �N� ���&�I( �P�(� 15�W�����&���!/ /71��3*����&�+���!$8(
�O�(�[��/P'*�+��&���+�&�!$ ���(��������
)(%�O�(� �P�(�b�����,�����' '*��#�/S�,&� *4/ �����(&#�6$[����UX��
��jU+��� ���+�&�!$
#����������
UX���C�������'*������������� �S�����&��/#�W�����!����1��#�W����.

�!. $ �#�����������&�#�����C�#�����#1��&���MU+����
 ����/(������������1��#�����C��(�����&���&�#&b��'*7*��&� /a!�����Q ���(���������!/ &
�%�����(�&���+���!�����!�!/ �P�+*�� "%��������1��S���&�(/P��� !4*4$��X!�����#+� U+��� ���+�&�!$ �+����&������1+*��+���7$�. ' ����"Q
!�� *��&�(&)�P�(�S���^'*� �S���&�&UX'���#����������&�+���!$[��'*7*��&� /a!�
i�������'*������������� ��� ���S� *�� "��������b���OQ
"����O������1,!d��������� � ���+'*�(.
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#%$�� � � �)��� � ' ���,+ � � � 9�� � �2+ � 0�� = �
���76

( . $ /P���(1��&�+����� � �!.��������#"#���(1��+�&��� $ ���(�W�����O�
ω(t) = 1√

LC(t)

. �)� *���#"� $
C(t) = C0(1 +

νc(t))
(���#�P��UX���#&&(#�&���:��&�^'E�+*���' �S�#, � �:�����&�+�&���c'*�+! / *4$������

ν
�&UX'*�����+�&�!$��+�#"(���#1��+�NQ

����� ��� ��������
 �S���&� /P���M'*�a]^�W��"#
 �#&V&���"! �W�O�(1 *������ 1 1��P!��
ω2(t) = ω2

0(1 − νc(t))
.

� .cL��+&� * &�U�/($�,+�&�+��#������!��� ���P����������+��������(�������$!��3*��&���>��'*7*��N�(/X! / /(���O�����(1���1#�,��� �6$2�P�OQ
*���"%�����&�C��&�_!��!� �+�&������!1�����' '*� �S���&�&UX'*�2��#+���������������!$C��'*7*��&�(/X!	
)(�� � *��\�������'*�W���
�S���&� /P���M'*���!$��W�#�6$C��[UX�(�S���!/_'*�+���P!����!.

�!. �:�(���&' �#"�����UX��' ��&���"!�� *��&�(& 1 , � �+�������'*���&���5�P�(�S��� �&UK'*� �%�����&U+'*�#1f��#+�����&�����+�&�!$
��'* *��&�(/X!	
 �P�+*�� "%�������K��'*�+�W� '*� �W��� 1M�!� �3*��"! /��+'*��' �S���&� /P���aY

��. �)� *4/ ���N��� /P���(1��&�+�����M!�*4$ �S� *���"%�����3* &��&��#+� �S���&� /N��� �V��+���&�X!������ ����� '*�+�!$�& �������6$
���S! / �&����1����#���(&�&�.

�7. �)�#�P��]M�&����( �&��� ����>��+���&�X!������ ���S��'-�&UX'*�����+�&���^�(�&����1�����#+� �������������1 *��+���!$��S���&� /N���&(
$!1 *��+�&���:�������'*�W�����!��� ���P��������/(������������1��#�����-����1���UX�&�������W� .

� . �:�(� '*�+�!$�& �(�6$ ��1������W�#1%� �P�����+����1%������1�����#�� �������'*������������� �S��#+� �#� ��� *�*4$&������������
1��&� �+������� 1[�&�+#+��!������+����#������Y
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�

� ����� ����	 � �!� � � "

FJ�!������' 
)( ����#���#"���
����+�#1������^�O�#& ���WUa��� /��S�#& �������S� *�� "%���&�!$I(�'*�a]V�&�M���OUW!�� *��&�#&V����! 1%�
�7*�� � �X���-�S� *�� "������ * &���
�� �+���W����' 
)(c�����%�+! $ �������6$ &�X! 1��&� ���&��' ��������+!����&� � �&��' 1���U"!��+�PQ
���(1�����'�( � �(1����#�S� *�� "������ * &���
�� ���������+' 
�. � �+�&'*���$#+� 1����#�S� *�� "%�����3* &���
�� ���������+' 
%#�( "�
 *
1������1�
��)1#1��$!��+� ��. ��. � �P!������&�#1�
�' . ' �C������ * &�UX�#1%� * �6$K��' !4*�$K����#+�&(4�&���#"#
 ������$!��3*��&�#&
���)�+�!������' 
 �
�����S��������
��2����#�+�("���
 ���#1��+���^���(& �S� *�� "������ * &���
��_! 1��&]^�����!$ "���U 1���U"!��+�!���#1��!$ 1���� �,���+�
��������+!�������� �S���5���7*�
)(�Ua��������� 1��!/S�������������C���W���#�&�����S�#1 ,����+�&#+���'&
" � �S�����(�&���+�����W�����&���S� *���"%�����&���S��������
�� � ��'*7*��N�(/X!d�&(+���(�W�����O�&(��2��Ua���?�&�AUa� 1����6$&�`(O�� �������PQ
�����C'*������1b�����S�������&��' !��������UX������(����[��� ��� * &���
���/(�3*��#1�����.

ZC������'E�������&� � �S��� '*�+!��3* &#&T� 1����#�S� *�� "%�����3* &������ �+���W���+' 
 '*��#�/S�
�3*4/S]M�&�#&K�(1���������'*��
��
!���� �:�+�&�+�������+* &���
��
/P���(1��������!$ �7*�� �+���W����' 
 /N���(1�����������. $ �P� �&� ���(1��\&����'*�+��� '*�a]V�&�
����!1�� �W��� �������#�,�V�&U 1�� �W����
���1^���+�������2�S� *�� "%���&��� /P���(1����+���7$ $J���NQ !��+�NQ �:�+*4$ �

ẍ − (ε − x2)ẋ + x = 0
� ��. ( �

� �<�3*���$ �

ẍ − (ε − ẋ2)ẋ + x = 0
� ��. � �
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� 1���������'*���#�W�#& ,W�����2�+�!������' ��UX��� �������`( �&��� 1M�����C���)1�%�+!��N��1�$!1�����' 1��P!���1����+' $ .�U�*�$
�+���(1��������!$�/P���(1����������

ẍ + 2αẋ + ω2
0x = f cos ωt,

� ��.����

����!� 
 1%�#& ����� *������+�&��
�� �(� ���7*!*4$&����� ��+! &�+�����+!��!��� ������' 1���UW!��������(1�����'�(����5$�1 *�$����(�6$
�(1���������'*��
�'�(���#� �S� *4&#�!/
�+#��M&���(1%� $����(���(&����X!��+�%]V�N� 1��&�+' $
1��N� �������(1��,������+'*��������� .

'c!����(�S��(d�&��1#�6$��S�����(1���������'*�����:!���� �:�+�����������+*4&�������/P���(1����+���&�^'*�`]����_��&��� 
 1%�O�#&
�(1�Q
���(�P�+*�� "%�O���3*4&��!/ & �+���W����' /#.%�)���W]b!���1#�+��#+��(������#" �%�+!���'*��( �&���("�
h���� $P!��#�2/P���(1��&�+���!$5"�
 *
"�� *4&#����� *������(1��+�C! 1(/P' . $J��Q 1�������
��8(d�&U�/(�3*��#1��!$-���WUa�(1��!�+��'*�#�W��� �S� *�� "��������-���V��� ���+* &OQ
��
�� /(�3*��#1���� � *��"! /����`( �&���
/N���(1��������!$I( ��&��� 
 1%�& ���&�V���d(8!�� *�]M��
 "�
 �#&K���3*������+�&��
�'*��.
�)����'*�j����#���(P��#� �S� *4&#�!/ �+���W����'E���+�+!����S]M�&��1��!/S������������� �!�����(����������,����+�&#+���I(%!�� *�]M��
 �3/%Q
�������(1��#1%���(&�,3*���'*�+�&�#
 ���)�S��������
���,��O��,����+�&#+�!$_���(� ���+��1%�����#�6$ .4�)�#,�����' /M'E������'E�������&� � �S���
'*�+!��3*4&�& �(1����(�P�+*�� "%�O���3*4&������ ���������+' 
 ���
'*�a]^�W� "�
 �(& �S���!�+�+�!1%�����!1���� $8( #"��'*�7* &a�����&�#1%�
�+�!������'E�&(6�_'*�`]����
"�
 �#&�*�����& ���������+'E� �>!���� ������#���&�+��. � �(�&��' �("�����U+��'�(I�����#" �%�+!���' 
�'*�
/#� *��#1��7$�'*�
!�*4$�/P���(1����������I(���&��� 
 1%�& ��� �C�(1����(�P�+*�� "%�����!$
"(/X! /S���
( � �(1���������'*���#���(&�(
� �J���� $S!��#��/P���(1��������!$ ≥ 2

(
���J��� *������������#�W�#&�(
� �J�����S�����+����1%������1����(���#&!.
$ ���+' ,W����' /#�3*��#1��!$&' /X!��#1 *����#1���� $�& ��/P���(1��������!$�� �!. ( �J��� �!. � � .

�)���(�����������&' 1��S!���' �(1����#�S� *�� "���������$�1+*4$�&c�#�6$^��������+!����&� � �&��� �S� *�� "%���&�!$I(O���)� �W�#& ! 1��PQ
]^�����!$I(�/X!��(1 *����(1���� $�& �����)�+������������+�&��& �

x(t + T ) = x(t),

# !��
x
Q ������+'*������� $8(������� 
 1%�#& ��� $ ! 1��&]��+������(

T
Q ��������+! �S� *�� "%���&����.

D:� �2��UX�(1����K7*��#���P�(�����\��+���&�X!������ ������' �S� *���"%�����7$�' �������#1����#�W�#1(/����
��&�"!�� * &���
����&���7*
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Qb�&U+� *����&�#1%������� $ Ua��'0���7/P�O�+$ �&����1%� $ .�L UX� *������#1%�������#�W�#& ����"!��3* &��&��#+� �����7*�� ��U+��� �����W�`(
�&��� 1 �+#�� " *��&]b��������� �#�&��� �W�����#�W��� �&� '*�a]^�W� ��/ �������#1��#1%���(& !��!/P#���� Ua��'0�&�!/S��
��������`Q
� �N�������&�I(%�+�����#1��W�#���(1(/ & �,���-!��!/P#+��'���������+!�������� ���&' �S� *���"%�����!$&' ���������+' 
�. D)�+�(" ���+!���'*�
��+! ���������!/S�(&�(%�&���
��������+!����&� � �&�����S� *�� "%���&�!$\Q ,W����/#�W�O�����#1���1#���&���6$f&��������� ��( � �P���������OQ
' / �+�!������'E���(����'*&������������� ��� �W������'*�&�#�6$ ��&�f������#+������������������' 1���UX���(�W�O������� 1����+'*������.%$
�������������S� *�� "%���&��� 1#����! 1��&]^�+�&�!$ ��+!�����UW!�� *4$�&c�#�6$_����/#�W�O�����#1��!1#�������6$
�V������ ���+!���
���(N���
� �W�#& �������+' $ �������6$5��/#�W�O�����#1��!1#����'0�6$ . $i!d� * &�����������'	' 
 " /a!��+' ���(� ��'E�����&��1%���(&[��� * &#�S�
/#�W�O�����#1���1#���&� �6$-��&����� ��� 
�.

� $�� �����5-	�
� + � ���� @ � '��BA�� � �('	��� + . �
��� � �*- $

� ��� � ��������� ��������=��
����� � ' 6 � ; ��� � ��������� �"!/'�� 6

# / 3c/�3 � Bj@ ������%$'&S9 �E9�� B*H���� 5 � �A7:9�� B*H 9 7�(� �f@ � � �*H<=���� @ G

G �E;>= �6HAG�����)$ �����AB*H���)$R5 �6D+*,(,-

� ����/.,�+�����10�243%�+'E�[���`!��&�����53&�&�76��82:9S��#+�_#��+����������������2�9S�1;��8<������5;>=��7?�'@9S���N�/AP����'CB ���"Q
��D2+���/9����K���P!>AE9&���7B������-�F<�������������28B/0NUG=FH �&U+�F<�����]��+���b���b���72/IKJ7IMLa�NI�LO2+��P;>=�U8A10CUX�/9S���7?
Q)���F3N#+�FR2�&(<'*�`]M���\UX����72+���F=\!��NRSR:�����+���&���P;>=��N?���AP���1B����+�&�N0 !T;T0%9P�P;��8<%�O���U;T=�����#���9S���PQ
�/AP���[�����&�F2+�&���U;>=����V������V0&]^�����N0

u
����9S���P!����72X�O�������

C W

LC
d2u

dt2
+ RC

du

dt
+ u = M

dIa

dt

X JNIYJ[Z

# !��
L, R, C

Qj�&�P!>AE9&���NB����F2W�F=�(\2+����������7B1;��������b���+']9S�F2��/=D9S�1;��8<%�����U;>=�����#+��9S���&�1AP���&(
M
Q

9S�F^8R�R:�����&�+�&��B�Ua���&'*�����
���P!>AE9��&���I(
Ia

QA���&�X!��7?��K���F9�;���'*7?OI
_)���$!���1;��`]M��'�(16&���>�����+!��7?��^���F9^Ua�/B��N2+�&�O;��N`�=:���:������V0N]^�+���a0

u
���O2����F9S�+;���'*7?)(��bI �1I
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Ia = f(u)
�I(T2U;��"!��FB������5;>=���� W

dIa

dt
=

df(u)

du

du

dt

X JNI��FZ

F AE6��W����' X J7I �FZ�AP���/B��&�+����� X JNIYJ[ZJ'*�a]M���^Ua��&�72X���/=
B B��P!��

d2u

dt2
+

{
R

L
− M

LC

df(u)

du

}
du

dt
+

1

LC
u = 0.

X J7I � Z
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Ia = I0 + S0u − S2u
3,
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B��P!���ROAP�79��&���
f(u)

B�R2����'*�

d2u

dt2
− α(1 − βu2)

du

dt
+ ω2

0u = 0,
X J7I ! Z

# !��
α = (MS0 − RC)/LC

(
β = 3MS2/(MS0 − RC)

(
ω2

0 = 1/LC
I


�B��"!���' ���FB�����B����+' 0
τ = ω0t

�D2 !��U;����+' Ua��'*���NAK��+�&�+'*�+�&�7? 3��C�������'*�����&�FB W ε = α/ω0

�
x =

√
βu
I	
����WU8A�;>=a�O������AP���/B��&�+����� X JNI ! ZJ&����'*���
B��P!

d2x

dτ 2
− ε(1 − x2)

dx

dτ
+ x = 0.

X J7I " Z

� ���/B���������� X J7I " ZE����UG?+B%�����F2 0 AP���1B����+�&���+'�
 ���[!��+��_:�P;T0 I�
J�>'*����#+�E3�25;TAE6��10a3M��#+��AX!��F<����
����$! 2��O�1B1;T0&�/=�B�B��P!��

d2y

dτ 2
− (ε − y2)

dy

dτ
+ y = 0,

X J7I L � Z
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y =

√
εx
I
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T*�72/ITJ7I � W �P�+�������������\���^�/AP���&�U;>=��&��' !����+!��

^U;��+'*�+�N�%2K���������������5;>=��7?�' !��7R�R2�����+�������P;>=��7?�' 2+��&�������NB1;��+�&���+'
dU/dI < 0

I 
J�1;T=`�-Q
��'*������NAEH 3S�����19&�������72����79NA ���U;������+�&����#+�D^U;���'*�+�&�O�C'*�`]M���K���&���F9[2+��'*�&���FB%���/=DROAP�79��&�NQ
�+�

I = −αu + βu3.
X J7IMLFLbZ

LO2+��P;>=�U8A10�Ua�19P���7? Q:�&�V3N#��FR2�&(�UX����N`,�+'�AN���/B��������N0>!T;70 9S�1;��:<%�����5;>=�����#+�O9S���&�1AN����2J���U;��PQ
�������7?�'@^5;��+'*���&����' W

C
du

dt
+ gu − αu + βu3 + i = 0,

L
di

dt
= u.

X JNI L �/Z

U,�7R�R:�+�����������P;T=������ AN���/B����������V�������F2��&���5;>=����\������V0&]��+���N0
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d2u

dt2
− α − g

C

{
1 − 3β

α − g
u2

}
du

dt
+

1

LC
u = 0.

�]2U;��DBFB��$!��+' <���U+����U+'*�+��������B�����' 0
�D2 !��U;�����'	Ua��'*�+�NA
������+'*�����7? 3C�
�������'*�����&�FB

τ = ω0t, (ω0 =
1

LC
), x =

√
3β

α − g
u, ε =

α − g

ω0C
,

��1;7Aa6&��' AP���/B����+���&�
d2x

dτ 2
− ε(1 − x2)

dx

dτ
+ x = 0.

US;T0K#+�����+���O�������M���b�1AP�����U;T=�����' !����+!���(>B��1;T=`�bQJ��'*��������10 3S�����/9&���+���72W���79P� 9S����������#+�bUa�`Q
!d�����SROAP�79����&�+� X JNI LFL�ZW(���P;TAE6��a;���AP���1B����+�&��� 
 ���b!�����_)�1;T0 I��,25;��[!T;70�9S���&�1AP���>Ua����72X�O�F=
!��7R�R:�+�&�+�������P;>=������ AN���/B����������^�������F2+�N���U;T=����_���F9P�

i
&�������:9P�/H .,�+#+��6�������U�9P���1AE`�9NA-���PQ

!>AE9&���7B����F2W���
L
(����M'*�a]M���b��1;TAE6��&�/=
AP���/B����+���&� T]^U;��:0 I

# / 3c/ . ��� � &S9 �E9��AB*H���� 5 @ � 5?H�� @ �-G �EB

�P�+������������� 2�'*�F2�����' 
J����� Q������7<��P;��+�����/2+��&�F2��������������7?�� ������
	 Q #��+��������������� I
� �
����$! 2��O�1B1;T0��W� 2��F<����^��/2U;��$!��FB%�����U;>=�����Q ������P;7;��U;>=��aAaH��
	fQ ���+&�F679NA�(VBF9a;>H 6��+���aAaH B ����7=
�F<������������ 2:B/0&U+� A/2+�a;��&���5;T0 I � ��&�/.��������10 243%��'E��
	fQ6#+�����+�����������>�&U+�F<�����]��+��� ���)���N2/IKJ7I��aI
LO2���1;>=�U:A/0�!T;T0�^W����� ���+�� Ua�/9S���N? Q)���F3&#��FR2�K��AE6��&�/?+B%�10I(\6&���

u1 = f(u2)
(IUX����N`,�+'

AP���/B��&�+�����2�������F2+�N���U;T=����V������V0&]^�����N0
u2 W

d2u2

dt2
+

{
1

R2C2
+

1

R1C1
+

1

R1C2
− 1

R1C2

df(u2)

du2

}
du2

dt
+

1

R1C1R2C2
u2 = 0.

� Aa!��+'f���/282�'E�������NB%���F=�2+��'*'*�W�����76&�7?��
'*�F2�� 
J�����N(V9P��# !d�
R1 = R2 = R

�
C1 = C2 = C
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T*�72/I>J7I � W F 3��+'E� � 	 Q #+�����+�����������
2:'*�F2�����' 
A�����


 ^�����' 2U;7Aa6����SAP���1B����+�&���>&����'*���
B��P!

d2u2

dt2
+

{
3

RC
− 1

RC

df(u2)

du2

}
du2

dt
+

1

R2C2
u2 = 0.

X JNI L �FZ


 B��$!��+'h�/<���UX���b6&�+�����
ω0 = 1/RC

�f��&�"!���P;��a]V��'�( 6&���\Ua�/B��72+��'*�/2��F= BF? 3%�+!�����#+��������V0NQ
]^�����N0

u1
A/2+�a;��&���5;T0���� B13��+!�����#��

u2
'*�`]M���[���&���F9[2+��'*�&���FB%���/=�ROAP�79����&�+�

f(u2) = ku2 − k1u
3
2.

X J7IMLGJ[Z

� ��# !d�^��1;TAE6���' AN���/B����������

d2u2

dt2
−

{
k − 3

RC
− 3k1

RC
u2

2

}
du2

dt
+ ω2

0u2 = 0.
X JNI L �/Z
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T*�72/ITJNIYJ W _)���/2������N`��&�i��&��'*�+� '*�U3%�����76��:289S���	�/B����/9P�P;��8<%�O���U;T=������ 2+�72W����']? W UX�/9�����a;����NQ�N?��C��aAP]M������'*�C#��NASUX�79C����!>B��&] AE.,�+�72 0�;����&���

x = u2

√
3k1, λ = k − 3.


 ���WU8A�;>=a�O�����,��1;TAE6���' AP���/B����������

d2x

dτ 2
− (λ − x2)

dx

dτ
+ x = 0.

� �19���'��F<�����UX��'�(�!T;T0�#��+��������������� 2�2+��'*'*�W�����76&�7?�' '*�/2�����' 
J�����c�����A/2U;��FB����I(P6&��� 3%�����/9PQ
�������72W���79P��AF2��a;��&���U;T0-'*�a]^�W��<F? �/= ��&���F9[2+��'*�&���FB%�����
ROAP�79�������� X JNI LGJVZW(���1;7Aa6&�a;�� AP���/BOQ
��������� 
 ���V!��+�D_)�1;T0 I

# / 3c/ # � B���� 9��*7)9 ��� �%$ � �E=�� G �EBj@ G & �E= *EG � �EB 7)9 �*H 9
	:; � G�� =�� 9 $�5�D

5 ���5IH��*D ����� $R5 ��������5IH�(]-

_)���/2��F?�'C�����'*������'K'*�U3%�����76��:289S���,�/B����/9P�P;��8<%�O���U;T=�������2+�72W���+']?f'*�`]���� 2U;7AP]M�&�/=A/2����&���72��/B�� X �EZ"(
�&U+�F<�����]��+�������2���b�&�72/I>J7IKJ7I
D:��!>B��&] AE.,�+�72 0����1B�����'*�������"2+� 2:9P�����F2��/=FH

v0

;����&��� ;��W]V�N� #+�NASUX�N9 'E�/2:2+���
m
(�9P�OQ

�����7?�� UX�/9�����a;���� 2V! B/AV3%2���������� ��NAS]V�&�79P��'*�"2 9P�/^8R�R:���������&�O��'*� AP��NAP#��F2����
k1
�

k2
I

�)<���U+����6���' 2�'*�:.,�+�����>#+�NASUX�M��� 2+�/2�����0&���N0C���/B����/B��82��N0�6��+���WU
x
(��b�+#��
2:9S�����F2W�F=�6&�+���WU

x′ I
FJ�a;TA ���������N0%;����&�F?T��#+�aAPU
�/<���UX���b6&��' 6��+���WU

F (v0 − x′)
( 9S���������10 ��&�"! 2W�O�/B1;T0&����2+�F<����
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���:9P�������NAEH	ROAN�N9����7H������&�F2+�&���U;>=�����2:9P�����F2���� ;����&�F?	�[���U;��
(v0−x′).

� T<�WU8A�;>=a���&�NAEH .��&���
9S�F^8R�R:�����&�+�&� AN&�NAP#+�F2W���i! B/AV3 ��aAP]M��� �F<���U+����6���' 6&�+���WU

k,
� </AX!���' 286&�&�O���F=f���������NQ

���������P;>=��N?�'*�	����7B���� 2�������+�&�@289S�����/2���� BF2+�K�F2��O�b;>=��7?��D2+�a;>?T���������N0I( !����72��/B/AEH .��&� B
^������ 2��72����+'*� X ���������'*��� 2+����������7B1;���������B���U"!>AV3S�V�E;�� B��NAS�����+���&�+�����&�+������BV��NAS]M�����P37Z5I
� ����a`��+' AP���/B���������� ! B��&]��+���N0K#��NASUX�79P�

mx′′ + bx′ + kx = F (v0 − x′).
X J7IML � Z

��AX!���'i��P;���#"���/=�(76&���[&�F2����b0&�����10�2:9S�����F2W�F=,! B��&]��+���N0�;��+�&�/?
v0

'*����#+��<��P;>=/`�� 289S�����F2W���
! B��N]^�+���a0 #+�NASU+�79P�NI 
 �O�/9S��'e���/282�'*�����&�+�����8(����/289E;��`! ?+B%�P0 R�AP�79����7H

F
B �[0S! BF<1;��&U+�

UX���b6&�+�����
v0

��#��������76&��']2 0\�&�8289S�1;T=F9���'*�C��+�7B/?�'*� 6a;�������'*�K�V0P!d�

F (v0 − x′) = F (v0) + F ′(v0)(−x′) +
1

2
F ′′(v0)(−x′)2 +

1

6
F ′′′(v0)(−x′)3 + ...

X JNI L�U/Z

� ���/B���������� ! B��&]^�����N0
��&��'*���
B��P!

mx′′ + bx′ + kx = F (v0) − F ′(v0)x
′ +

1

2
F ′′(v0)(x

′)2 − 1

6
F ′′′(v0)(x

′)3.
X J7IML ! Z

� ����6������N0�9S�F^8R�R:�����&�+�&���FB
F ′(v0), F ′′(v0), F ′′′(v0)

Ua�/B��N2 0&�c��� B��P!�� 3%�����/9N���+�&�72����79��,�����WQ
���N0 I �,25;���ROAP�79����a0

F (v0 −x′)
��'*����� � ��`!d�1H .��&��� AE6��/2����F9

(F ′(v0) < 0),
���F679aAM&�+����#+�7<%�

���b��`!d�1H .���' AE6��/2W�F9S���
F ′′′(v0) > 0,

�\�:2U;��C']? BF?+<������+'	��F2�����0����NAEH 289S�����F2W�F=^! B��&]^�"Q
���N0S;��+�N�F?i�O�19I(/6&���F<F?"^���� UX����6�������� 0NB1;T0a;��F28=)�1<F2 ���N282+�������F679&�^��+����#+�7<��:��� � ��a!d�/H .,�+'��
AE6��/2W�F9S��R�AP�79������

F (v0 − x′),
����# !d�

F ′′(v0) = 0
��AP���/B���������� X LFI��EI��VZE'*�a]V���,��+������72+���F=�B

B��P!��

mx′′ + bx′ + kx + F (v0) + αx′ − β(x)3,
X J7IML " Z

# !��
α = −F ′(v0), β = 1

6
F ′′′(v0).

_:�����U3��+!>0@9i���FB���' A"B����+'*�����
τ =

√
k
m

t
����iUa��'*�����
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y =

√
β

m

√
k

m
(x − f(v0)

k
), λ =

α − b√
mk

��1;7Aa6&��' AP���/B����+���&�
d2y

dτ 2
− {λ −

(
dy

dτ

)2

}dy

dτ
+ y = 0.
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d2x

dt2
+ x = ε(1 − x2)

dx

dt
.
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��AX!���' ���/282�'E�����&�7B%���/= 2U;TAE6����_'E�P;>? 3[UX����6�������� �������'*�W�����
ε
I'T<�U`��������)AP���/B��&�+���N0 X J7I � � Z

</AX!���'��N289P���F=�B B��S!�� 97B%�OUX��#"���&'*�����76��:289��E3�9P�P;��8<%������� 2�'*�$!T;��+�&���
'*�+�N0NH .����72 0 ��'*a;��PQ
�/AX!����

A
� &�F2����b0&��������6��/2����������

ω
([9P���������P0 '*�a]^�������G;��76��O�F=F2 0_��� 2+�/<F2��/B��+���&��� 6��/2W�����/?

ω0 = 1 W

x(t) = A(t) cos ωt.
X J7I �aLbZ

US;T0M����#���6&���/<F? ������"!��U;��&�/=^UX����6���������6��/2W�����/? �/B����F9S�1;��:<%�����&�I(7B��5;��76����aA�2��O������������NQ
�����b��'*a;��&�1Aa!>?i�,UX�/9S���^�+� A/2��O���&�FB1;������N0I(%&���"! 2W�O�/B���' �7243��X!������+AP���/B���������� X J7I�� � Z\B B��P!�� W

d2x

dt2
+ ω2x = (ω2 − 1)x + ε(1 − x2)

dx

dt
.

X J7I � �FZ

_)���1B/AEH 6��12��F= ^W����#���AP���/B��������N0 </AX!��+' ���1282+'E�O�����7B����F=�9P�/9 2UAN'*' AD2+�E; (�!����72��/B/AEH .,�a3
����9S���72��+�7B%�O���7B��aAaH 9S�1;��8<������5;>=��NAEH 2��72����+' A

d2x

dt2
+ ω2x = F,

X JNI�� �FZ

# !��

F = (ω2 − 1)x + ε(1 − x2)
dx

dt
.

� ����N`���' 2��a;TA
F
2)AE6��W����' UX�`!d�����&��#+�,! B��N]^�+���a0 X J7I �aLbZ

F = (ω2 − 1)x + ε(1 − x2)
dx

dt

= (ω2 − 1)A(t) cos ωt + ε(1 − A2 cos2 ωt){dA

dt
cos ωt − ωA sin ωt}.

_)�F289S�1;T=F9NA
A(t)

Q['*�"!7;��+���&�i'*���N07H.^�10N2 0 B��5;��76��&���&( ��� dA
dt

Q['E�b;��10 B��5;��76������ X B��U;��PQ
6���������+�7B���#+������V0S! 9P��'E�b;��F2����>ZUI F ;���#"����']?���(]9S�������7?���2+�+!��+�%]b�O��������&U8B��"!��+�����

εdA
dt
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������F<����OUX�FB%�����N0a3�AE6��N�F?+B%���/=���� </AX!��+'�( ��/289S�1;>=F9aA�������07B1;T0NH �/2 0 B��5;��76��&����'*�%B���������#��
����V0S! 9P�['E�P;��F2���� I�F AE6�������'@2:9N�OUa�����&��#+�[��1;TAE6��&'

F (t) = (ω2 − 1)A cos ωt − εωA sinωt + εωA3 cos2 ωt sin ωt.

T �OU:;��a]M��' ROAN�N9����7H
F
B �V0P! � AP�7=�� � BF?A!��5;���'����WUX�������72+�7?��+6E;��+�7?OI 
 2+� BF?+2:`,��� #"����'*�OQ

���79&��B:����UU;��a]^�+���&�b!��1;�]V�7? 2U;��1<���B1;��N0N�F=,����9S���N2+�+�NB%�����NB��NAEH 9S�1;��:<%�����5;>=��NAEH�2+�72W���+' A�(
��F^W����' A
�E3
'*�a]V���b���/<����F2��&�F=NI

F (t) = A0 + A1 sin ωt + B1 cos ωt +
B/?+2:`��&�I#"����'*���&�79��

# !��

A0 =
1

T

∫ T

0

F (t)dt,

A1 =
2

T

∫ T

0

F (t) sin ωtdt,

B1 =
2

T

∫ T

0

F (t) cos ωtdt.

� !��:28=
T
Q ��������+!�ROAP�79����&�

F (t)
�

T = 2π
ω

.

 ?+6��725;���'@9S�F^:R�R2�������+�N�F?

A0, A1, B1.

A0 =
1

T

∫ T

0

F (t)dt =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

(ω2A − A) cos ωtdt−

− ω

2π

∫ 2π/ω

0

εωA sinωtdt +
ω

2π

∫ 2π/ω

0

εωA3 cos2 ωt sinωtdt = 0.

A1 =
2

T

∫ T

0

F (t) sin ωtdt =
ω

π
(ω2A − A)

∫ 2π/ω

0

cos ωt sinωtdt−

−ω

π
εωA

∫ 2π/ω

0

sin2 ωtdt +
ω

π
εωA3

∫ 2π/ω

0

cos2 ωt sin2 ωtdt = −εωA +
εωA3

4
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B1 =
2

T

∫ T

0

F (t) cos ωtdt =
ω

π
(ω2A − A)

∫ 2π/ω

0

cos2 ωtdt−

−ω

π
εωA

∫ 2π/ω

0

sin ωt cosωtdt +
ω

π
εωA3

∫ 2π/ω

0

cos3 ωt sin ωtdt = ω2A − A.

� �19���' �F<�����U+��' BF?�����]^������� !T;T0
F (t)

�&'*�+����B��P! W

F (t) = {−εωA +
εωA3

4
} sin ωt + {ω2A − A} cos ωt.

X J7I �1J[Z

�<�+����7=�B/?�����]^������� X J7I �1J[Z��\���U`�������� X J7I��ELbZ ��+! 2��O�/B���' B AP���/B����+���&� X J7I � �VZ5I>_)��� ^W����'
AE6&����'�(\6&����B��������10 ������NUGB��+!����P0 '*�$!T;��������\'*���N07H.����72 0 ROAP�79��&���

A(t)
0NB1;T0��W�F2 0 B��U;��NQ

6����&��� B���������#+�b����[0S! 9P��'E�P;��F2W���I(aAa6&�&�F?+B%�O�F= 9P�������NAEHh���O<1Aa!��+'+I	
 �&��U8A�;>=a�O�����>&�1;TAE6���'
AP���/B��&�+�����

−2ω
dA

dt
sin ωt = {−εωA +

εωA3

4
} sin ωt + {ω2A − A} cos ωt.

X J7I � �FZ

_)�������1B����7B%�P0�B�AP���1B����+�&��� X J7I�� �FZ 9S�F^8R�R:���������&�F?h&���
sin ωt

�
cos ωt

(&���P3%�+!��&'

dA

dt
=

εA

2
− εA3

8
.

X J7I � � Z

A(ω2 − 1) = 0.
X J7I��;UFZ


 ?����O]^�+���&� X J7I �!UFZ>������"!��U;T0&����Ua�/B��72+��'*�/2��F=�6��/2W�����/?R�/B����F9S�1;��:<%�����&� ��� ��'*a;��&�1AX! ?)(E�
AP���/B��&�+����� X JNI�� � ZJ����72:?+B%�����M����#���82:2SA/2��O�����/B1;��+�&�N0���'*a;��&�1Aa!>?OI
FA�O��������������7?��>U+����6��+�&�N0C��'*a;��&�1AX! ? 9S�1;��8<��������K������$!��U;70����
AP���/B����������

εA

2
− εA3

8
= 0,

�&U 9S����������#��-��1;TAE6����+'
A = 0

�
A = 2

I 
 2U;7Aa6����
A = 0

�/B����F9S�1;��:<%�����N0g���F2UAP�/2��/B/AEH �bI
FA�O�#���&�����������10^��'*E;��&�/AX!d�

A
�&�AUa�1B��72+�N� ���cUX����6����������������'*�W�����

ε
I �]25;�������

ε > 0
B���UG</A%Q

� U
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]^!d�/H �/2 0_�/B����F9S�1;��:<%�����a0I(S���^�a3
2��O����������������10
��'*a;��&�1Aa!��:!��F2W����#"���W� 289P��679S��'"B��U;��N6����7?

A = 2
� <��1;����V���bUa�/B��72+�&�����

ε
(?�����DBF2��+# !d�\�/2��O���W�F2 0 ��F2W����0��&����� �f���/B������ ^������%B��5;��NQ

6����&�/I��:�/2W�����O� 2��O��������������7? 3 �/B����F9S�1;��:<%�����&��B/2+�+# !�� ���/B���� L,�-��1;����/2��F=/H 2+�FB���`!d���W��2
2+�/<F2��/B��+���&��� 6��12����������C#+�+�&�+����������� 
 ��� !��+�D_)�1;T0I(N6&��� B��P!��&�M�&U�AP���/B����+���a0 X J7I �!UFZUI

T<�/282�'*�����&��'\������U3��+!��7?��J&�������:2828? Bj#+�+�&�+������������(������P;��&U+���NA10SAP���1B����+�&�N0 X J7I � � Z�� X J7I �!UFZUI
� ���/B���������� X JNI�� � Z ���,UX�/B��72��&�K����AP���/B��&�+���N0 X J7I �!UFZ �-��#+�_'*�a]V�&�_���:`����F=
���+!��5;>=����NI�T ��UWQ
!��5;���'e�F<�� 6��/2W���CAP���/B��&�+���N0 X J7I � � ZM���

A3 �	2 !��U;�����'TUX��'*�+�NA	��+�&�+'*�+�&�7? 3 x = 1
A2

I 

���WU8A�;>=a�O�����,��1;TAE6���'

dx

dt
= −ε{x − 1

4
}.

FE!��5;����+'	�:.��2�+!��NA UX��'*�+�aA
X = x − 1

4

�K&�1;TAE6���' AP���1B����+�&���

dX

dt
= −εX,

���U`��+�&����9S����������#��

X = C exp{−εt}.


J��U8B����1.��1072:=
9
�7243��+!�������&�+����'*�+�������
A
��1;TAE6��&'

1

A2
= C exp{−εt} +

1

4
.

��AX!���' 2:6��&�O���/=�(T6&����B^����6��b;>=��7?��
'*��'*���&��B�����'*�+���
t = 0

��'*a;��N�/AX!d��9S�1;��8<��������
A = A0

I
�)6&�&�F?+B%�P0\����6��b;>=��7?��OAF25;��FB��a0I(�������$!��U;���'	��/2�����0&���NAEH ���N���+#��������/B%�����N0

C =
1

A2
0

− 1

4
.
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 ����U:Ab;T=`�O�O���,&�1;TAE6���' �&�:`��������

1

A2
= { 1

A2
0

− 1

4
} exp{−εt} +

1

4

�a;��

A =
1√

1
4

+ ( 1
A2

0

− 1
4
) exp(−εt)

.
X J7I � � Z

L U BF?�����]^�����N0 X J7I � � Z B��P!�����( 6N���\&���
t → ∞ ��'*a;��&�/AX!d��9P�P;��8<%������� A(t)

2������+'*�N�F2 0 9
2��O������������������\��'*a;��&�1AX!��

A = 2.

 ?����O]^�+���&� X J7I�� � ZA'*�a]V�&�[&�+������72+���F=�B�B��S!��

A(t) =
A0e

(ε/2)t

√(
A0/A

)2 {eεt − 1} + 1
.

X J7I � � Z

F ���'*�/.�=FH !d�����&��#+�K'*�����X!��K']? ����72X�b;�� &�+���53%�+!������f��������:282�AF2W�O�����FB1;��+���N0g��'*a;��PQ
�/AX! ?��/B����F9S�1;��:<%�����&� 9�2��O�#�&���������&����' A[UX����6������7H�I � !����/9S��(P'*�����+! �<�+�+!����76&�79P�,��� ���UGB���Q
;T0&���^����' ������$!��U;��N�F=b�&UX'*�����+�&���O6��/2W�����/? �/B����F9S�1;��:<%�����&� B>Ua�1B��72+�&'*�F2����K�����������'*�������FB
2+�N2�����']?OI

��������������� �%$+263 /19���2)!#2���9 �-98/1�%$ �-9�� /1�%$+263	��
 98�",:9"�-��

US;T0�������$!��U;������N0 �&UX'*�����+�&�N0�6��/2������F? �/B����/9P�P;��8<%��������B_Ua�/B��N2+��'*�F2W��� ���
�������'*�������FB
���/2:2+'*��������'i!��aAN#�����'*�W���+! ��1;7Aa6&�+���N0\����7<P;��&]^��������#��V���U`��+�&�N0CQA'*�����+! _)A%���79P���&�/I ��A%Q
!���'C286��&�O�O�F=�( 6N��� ��������+!f�/B����F9S�1;��:<%�����5;>=�����#+�_���W]V��'E�bUa�/B��72+�&� ��� �������'*������� ���5;��������NQ
���F2W���

ε W
T = T (ε) =

2π

ω(ε)

# !��
ω(ε)
QS6��12������O� �/B����/9P�P;��8<%������� I _:�&�	'E�P;>? 3iUX���b6&�+���N0E3 �������'*�W�����

ε
6��/2������O� �/B�����Q

9S�1;��:<%�������-!��1;�]M����<F? �F=D<1;��&U89S��� 9 6��/2���������;�������������#�� 9S���72��+�7B%�O���7B��&��#+���/2 ���a;N;T0&�������
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ω0 = 1
I _)�F^�����' A-']? </AX!��+' �72:9N�O�F=
�O�/9����b���W]V��']?)( 6��/2������O��9P�������7? 3 2����&�+'*�&�/2 0%9�2+�F<OQ

2��/B��+�&����� 6��/2��������
ω0

��&�D2W������' ;��+���&���������'*�������
ε
9K�NA�;>H>(��bI �1I

lim
ε→0

ω(ε) = ω0 = 1.

� ����a`��+' Ua�/B��72+��'*�/2��F=M��+�&���+!d�M�1B����F9S�1;��8<%���&��� B�B��P!��2�V0S!d�[&�[�������'*�W���NA
ε W

T (ε) = 2π(1 + g1ε + g2ε
2 + · · ·)


 ^�����' 2U;7Aa6����2UX�/B��72���'*�F2W�F=�6��/2������F?h�1B����F9S�1;��8<%���&���
ω(ε)

��'*�+�W��B��P! W

ω(ε) =
ω0

1 + g1ε + g2ε2 + · · ·
=

1

1 + g1ε + g2ε2 + · · · .
X J7I � � Z

_)�����+�P!��+' 9 ���FB���' A B����+'*�����
τ = ωt

I � ��'*������'�(+6&��� ��F289S�1;T=F9NA
τ = ωt = 2π

T
t,
���

UX���b6&�+���7H
t = T

���/B��86������ U+����6��+���&�
τ = 2π

( 2U;��$!��FB%�O���U;T=�����(A��+���&�X! �N289S��'*��#��g���:`,�WQ
���N0
�������F2��&���5;>=����V���FB����_&�+����'*�+������� X �&�FB���#�� B����+'*�����>Z ���/B����

2π
I�L �O�/9�2)AE6�������' X JNI�� � Z

��1;7Aa6&��'

τ = ωt =
ω0

1 + g1ε + g2ε2 + · · ·t =
t

1 + g1ε + g2ε2 + · · · .

L ;��

t = τ(1 + g1ε + g2ε
2 + · · ·).

X JNI��NL�Z

�)�72U;��
gi
!��P;�]V�N? <F? �F=\������$!��U;����7? B\��&�����82:2+� &�F2��������+�&�N0 ���U`��+�&�N0 I � ����N`,�+' AP���/BOQ

��������� 
 ���g!��+� _:�P;T0"B �&�FB���' B�����'*�+���
τ
I _)���"! B������&���U;>=��&� BF?����OUX��' &�����&U8B��+!��7?��K��

B�����'*�+���
t
6&�+���WU,��&���&UGB��X!��7?��>&�
B��&�+'*�+�&�

τ
I
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dx

dt
=

dx

dτ

dτ

dt
=

1

1 + g1ε + g2ε2 + · · ·
dx

dτ

d2x

dt2
=

d

dt
{dx

dt
} =

1

(1 + g1ε + g2ε2 + · · ·)2

d2x

dτ 2
.

_)�+! 2��O�/BP;T0N0K��1;7Aa6&�+���7?���BF?�����]��+���N0�B�AP���/B��&�+����� 
 ���PQ !����NQ _)�1;T08(���1;7Aa6&��' W

d2x

dτ 2
+ x(1 + g1ε + g2ε

2 + · · ·)2 = ε(1 − x2)(1 + g1ε + g2ε
2 + · · ·)dx

dτ
.

X J7I � �FZ

T<�U`���������AP���1B����+�&�N0 X J7I � �FZ�</AX!���'	�72:9P���F=
B B��P!��:�V0P!d�b���2����+����N0�' �������'*�������
ε

x(τ) = x(0)(τ) + εx(1)(τ) + ε2x(2)(τ) + · · ·
X JNI�� �FZ

2:����6��P;>=��7?�'*��A/2U;��/B��N0�'*�

τ = 0; x = x0,
dx

dτ
= 0.

X JNI��/JVZ

US;T0 ����#+� 6&���F</?R������$!��U;��&�F= ROAP�79����&�
x(i) (*��+! 2W�O�/B���' �&�:`�������� X J7I � �VZ�B AP���1B����+�&���

X JNI�� �/Zb� 2+�F<������+' B��5;��76��&�7?F�X!������/9S�FB���#+�f&���V0P! 9P�g'E�P;��/2���� X ����&���/B��N0&�+' 25;���#"����']?�� 2
�+!������19P�/BF?�'*� 2W���+&�+�N0&'*�

ε
ZUI

{d2x(0)

dτ 2
+ ε

d2x(1)

dτ 2
+ ε2d2x(2)

dτ 2
+ · · ·}+ {x(0) + εx(1) + ε2x(2) + · · ·}{1 + g1ε + g2ε

2 + · · ·}2 =

ε{1 − (x(0) + εx(1) + ε2x(2) + · · ·)2}{1 + g1ε + g2ε
2 + · · ·}{dx(0)

dτ
+ ε

dx(1)

dτ
+ ε2 dx(2)

dτ
+ · · ·}


 ����1B�����6��12���� AP���/B����+���a0�B��U;��N6����
�NA�;��8B���#+�^����[0S! 9P��'E�P;��F2W���
���W�`(���F2:9P�P;>=F9NAV'*���a]V�NQ
���5;��+' 2������&�

ε
Q B��U;��N6������b��+�NB���#+�[����V0S! 9P�['E�P;��F2���� I

� ���/B��&�+�����j!T;T0_�NA�;��:B���#��[&���V0P! 9P��'E�P;��/2����
�a;���AN���/B���������� !T;T0_&�����a]b!��/H .,�+#+�^�&�:`��"Q
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���N0K��'*�����
B��P!
d2x(0)

dτ 2
+ x(0) = 0.

X JNI�� �/Z

�<�+����7= B/?���N`���' AN���/B��������N0>!T;70�B��5;��76��&�^��+�7B���#+� &���V0P! 9P� 'E�P;��F2���� IF_)���$! B%�����N���U;T=����
������F<����OU8A���' ���:9P�������7?���BF?�����]��+���N0 I

(1 + g1ε + g2ε
2 + · · ·)(1 + g1ε + g2ε

2 + · · ·) =

1 + 2g1ε + 2g2ε
2 + g2

1ε
2 + 2g1g2ε

3 + g2
2ε

4 + · · ·

(x(0) + εx(1) + ε2x(2) + · · ·)(x(0) + εx(1) + ε2x(2) + · · ·) =

(x(0))2 + 2εx(0)x(1) + · · ·

US;T0�B��5;��76����C��+�NB���#+�[����V0S! 9P�['E�P;��F2����C��P;TAE6������/2 0

ε
d2x(1)

dτ 2
+ 2g1εx

(0) + εx(1) = ε{1 − (x(0))2}dx(0)

dτ

�a;��

d2x(1)

dτ 2
+ x(1) = {1 − (x(0))2}dx(0)

dτ
− 2g1x

(0).
X J7I � � Z

�)</.,�+�:���U`��+�&����AP���/B����+���a0 X J7I � �FZJ��'*�����
B��P!

x(0) = c · cos τ + d · sin τ.
X J7I �#UFZ

� ����$!��U;��&'@9S���72��O���&�F?
c
�

d
&���C���b6��P;>=��7? 3�A/2U;��/B��N0a3 X J7I �/J[Z5I

c · 1 + d · 0 = x0(ε)
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−c · 0 + d · 1 = 0

_)�1;TAE6�����'

c = x0(ε), d = 0.

F ;��$!��FB%�����U;>=�����(����:`,�+���&��AP���/B��&�+���N0 X J7I�� �FZJ�����'*�W��B��P! W

x(0) = c · cos τ.
X J7I�� � Z


A�U;��76&�����
c
Q���'*a;��&�1Aa!��V������a]^!d�/H.��+#�� ���U`��+�&�N0 ID:� ^�����'@`^��#��^�P;�#������&��'E� ��'*a;��PQ

�/AX!d�b����&�`]^!d�/H.���#+�[���:`,�+���N0
c
�F2W�O�����/2 0�����������$!��U;���������� I

T<�/282�'*�����&��' ���+����7=DAP���/B����+���&� X J7I � � Z�!T;70�B��U;��N6���� ��+�7B���#+�
����V0S! 9P�K'E�P;��F2���� I\_)�+���"Q
��N`,�+' ��#+��(�&�X!>2��O�/B��NB�Bb����/B1AaH 6��12��F=[����&�`]^!d�/H.����>���U`�������� X J7I � � Z5I

d2x(1)

dτ 2
+ x(1) = −c{1 − c2 · cos2 τ} sin τ − 2g1c · cos τ.

X J7I�� � Z

_)���+�/<�����U:A��+'	����/B/AEH 6��/2W�F=�AP���/B��������N08(�����U:;��a]M�7Bb�+�:���b#"����'*���&�79��

−c{1 − c2 · cos2 τ} sin τ − 2g1c · cos τ = −c{sin τ − c2 · sin τ + c2 · sin3 τ} − 2g1c · cos τ =

−c{(1 − c2

4
) sin τ − c2

4
sin 3τ} − 2g1c · cos τ.


 ����U:Ab;T=`�O�O���,&�1;TAE6���'

d2x(1)

dτ 2
+ x(1) = −c{(1 − c2

4
) sin τ − c2

4
sin 3τ} − 2g1c · cos τ.

X J7IYJ � Z

US;T0\����#���6N���F<F? AP���/B���������� X JNIYJ � Z ��'*�U;��K&�+�����+!��N6��82:9����[���:`,�+���N0 ��������+!d�
2π
(d���+�/<�Q

3%�+!��&'*� �
!��/2��O�����F6�����( 6&���/<F? ����1B%�10D6��/2��/=
AP���/B����+���a0����S2+�+!����S]^�P;��V����7BF? 3C#"����'*�����79
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X �&����6���Bb���U`������������0NB/0&�/2 0D2��89NA�;T0&���7?���6a;��+�N?ZW(��bI �1I>6&���F</? 9S�F^8R�R:���������&�F?h&���
sin τ

�

cos τ
<F? ;��K���/B��7? �NA�;>H�I � ���b!d������! B%��AP���/B��������N0 !T;70C������"!��U;������N0

c
�

g1 W

−c(1 − c2

4
) = 0, −2g1c = 0,

�&US9S�������7? 3K��1;TAE6����+'

g1 = 0, c1 = 0, c2 = 2.

� �19���' �F<�����U+��'�(7Bb�NA�;��:B���'	&���7<1;��N]^�+���&�\��'*���+' !>B%� 2W�O�#�������������7? 3C���W]V�&'E�

x1 = 0,

x2 = 2 cos τ.

_)���7BF?�� ���W]V��' Q�^W����2+�/2�����0&�����
��F9S��0I(6���F679P�-���/B����FB��:2+�N0 I 
A���������fQ�^W��������]M��' �/B�Q
���/9P�P;��8<%������� I _)�F2:9P�P;>=F9NA

g1 = 0
( B �NA�;��:B���' ����N<1;��&]^�������	6��/2W�����O� �/B����F9S�1;��8<�������� B

#+�����+���������&� 
 ��� !���� _)�1;T0K���)Ua�1B��72+�N�V���M�������'*�������M���5;������������F2W���
ε
�D2��FB���a!d�����
2S2+�F<�Q

2��/B��+�&����� 6��/2����������
ω0 = 1.

��������������� �%$+263 /1�%3 ���'�"�62 /1�'������� &	� *
� 98/ � � & $ 
 3

T<�/282�'*�����&��' AP���/B��&�+����� 
 ��� !���� _)�1;T0�B�R:����'*� W

d2x

dt2
− {ε − x2}dx

dt
+ x = 0.

X J7IYJNLbZ

��AX!���'	2:6��&�O���/=�( 6&���_�����'E�P;T? 3�UX���b6&�+���N0E3
ε
���U`��+�&��� AP���/B��������N0�<1;��&UG9S� 9�#"���&'*�����76��"Q

289&��'�9S�1;��8<%���&�N0�'+I � ����N`���' ��#+��B B��P!��^#"����'*�����76&�8289&�a3�9S�1;��8<���������2^'*�"!7;��+���&�C'*���N07HjQ
.����72 0\��'*a;��&�1AX!���� W

x(t) = Re{A(t)ejt} =
1

2
{Aejt + A∗e−jt}, X JNIYJ �/Z
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# !��
A(t)
Q 9S��'*a;��89[2+���P0[��'*a;��&�1AX!d�NIV_)�F2:9P�P;>=F9NA�B�'*�82W��� !����72��/B��&���U;>=��&���
ROAP�79��&���b']?

x(t)

BFB��5;�� ���FB/AEH 9S��'*a;��:9[2+�NAEH R�AP�79����7H
A(t)

� �����-���"!��/2��O�����F6����g������"!��U;������&(*���P;��`]M��'
!���&�1;����&���U;>=�������AF2U;��FB����1I _)�������8<1A��+'�( 6&���F<F? ROAP�79��&�N0

A(t)
AX!��/B1;����/B����V0a;���A/2U;��FB��7H

dA

dt
ejt +

dA∗

dt
e−jt = 0.

X JNIYJ �FZ

_)�+! 2W�O�/B���' �&�:`�������� X J7IKJ �FZ�B�AP���/B���������� 
 ���NQ !��+�PQ _)�1;T0 I]_)���"! B������&���U;>=��&�%BF?+6��725;���'
����7B/AEH ��B������NAEH ������&U8B��+!��NAEH !T;T0 X J7IKJ �FZ5I

dx

dt
=

1

2
{dA

dt
ejt +

dA∗

dt
e−jt + jAejt − jAe−jt}.

F AE6��W����' AF2U;��FB��N0 X JNIYJ �FZJ��1;TAE6���'

dx

dt
=

1

2
{jAejt − jAe−jt}.

X JNIYJFJVZ

U,�7R�R:�+�����������NA10 X J7IKJFJ[ZW(NUa����a`��+'

d2x

dt2
=

1

2
{j dA

dt
ejt − j

dA∗

dt
e−jt − Aejt − A∗e−jt}.

�)6&�&�F?+B%�P0 X J7IYJ �VZW(N��1;TAE6���'

d2x

dt2
= j

dA

dt
ejt − 1

2
{Aejt + A∗e−jt}. X JNIYJ �/Z

_)���V��+! 2��O���&�FBF9S� X J7IKJ �FZ"( X J7IKJFJ[Z � X J7IKJ �FZ]B AP���/B���������� 
J���NQ !��+�NQ _:�P;T0 ��&�a3%�+!���' 9�AP���/BOQ
�������7H

j
dA

dt
ejt = {ε − A2e2jt + 2|A|2 + (A∗)2e−2jt

4
}jAejt − jAe−jt

2
.

T �1289������+'@2:9P�/<F9��K�C���OUW!��5;���'	�/<���6��/2�����AP���1B����+�&�N0\���
jejt
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dA

dt
=

1

2
εA − 1

8
|A|2A − 1

2
εA∗e−2jt − 1

8
A3e2jt +

1

4
|A|2A∗e−2jt −

− 1

8
|A|2A∗e−2jt +

1

8
(A∗)3e−4jt.

X J7IKJ � Z

T<������� ']? ����$!���1;��`]M�a;��8(�6&���
A(t)
Q�'*�"!T;��+�����c'*�+�a07H .��1072 0SROAP�79����a0�B����+'*�����I(X���c�82W�F=

�����^'*���N0��W�F2 0 2W���1;T=V'*�"!7;��+���&��(>6&���[�+�2�&UX'*�����+�&���+'	UX�[�+!��&�\��������+! 9S�1;��8<%���&���\�7243��+!������
2+�N2�����']? '*�a]V�&�g��������8<��&�867=7I � �/9&]^�D286��N�O���+'�(+6&��� ������&U8B��+!����10 dA

dt

Bg���86&�+����� �+!�����#��
��������+!d�i&�F2����b0&�����NI � '*�&�`]M��'T�F<���6��/2W����AP���1B����+�&�N0 X J7IKJ � Z ��� 1

2π

�����&���+#������NA��+' ��
B�����'*�+���C���

0
!��

2π W

dA

dt
=

1

2
εA − 1

8
|A|2A.

X J7IKJ0UFZ

� ����AN���/B���������� ���G;��76����W�F2 0_����AP���/B����+���a0 X JNIYJ � Z ���+'�([6&��� B>�&�+'%2W����0&��2����"!������ UX�>��������+!

2π
����&���/B����V�
;��8B�����6��12�����AP���1B����+�&�N0 X JNIYJ � ZUI � ���1B����+�&��� X J7IYJ#UFZE����UG?+B%�����F2 0 � AE9P�����F6����NQ

�7?�'��OAP���1B����+�&���+' 
J���V!��+�D_)�1;T0�B�9P��'*a;��89[2������ R:���&'*�/I

US;T0,���:`,�+���a0,!d��������#+� AP���/B����+���a0b��+�����P!���' 9 B��:.��:2��/B��+���N?�'g��+�&�+'*�+�&�7?�' X ��1;T0&���7?�'
9S������!��������O��' Z W

A = ρ exp(jφ)

# !��
ρ
Q�B��:.,�82W�FB��������10���'*a;��&�1Aa!��&(

φ
Q�B��:.,�82W�FB��������10 R2��UX� 9S�1;��8<%���&��� I � ���/B����+���&� X JNIYJ0U/Z

Bb���FBF? 3_��+����'*�+���N? 3\UX����N`,���F2 0 B�B��P!���2+�N2�����']? ! B/AV3 AP���/B����+���&� W

dρ

dt
=

ε

2
ρ − 1

8
ρ3

X J7IKJ � Z

dφ

dt
= 0

X JNIYJ � Z

L U X J7IKJ � ([J7IKJ � Z ;���#89S�^������$!��U;��&�F=�2W�O�#����������������� X AF2W�O�����FB��NB/`����82 0>ZJU+����6��+���&�)��'*a;��N�/A%Q
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! ?�97B%��U+��#"����'*���&�76��82:9��a3\�/B����F9S�1;��:<%������� I _)�1;���#"�10 dρ
dt

= 0, dφ
dt

= 0
��1;TAE6�����' W

ρ = 0

φ = Θ0 = const

�a;��

ρ = 2
√

ε
X JNI�� � Z

φ = Θ0 = const
X J7I��ELbZ

_)�+�7B����-�&U�2��O��������������7? 3����U`��+�&��� 2������FB����F2W�FB/A���� ���F2:AS�/2��FB��7H 9S�1;��:<%�����&��B �7243��+!������
2+�N2�����'*� X J7IYJNLbZW( ��� �:2��F= ���P3��`]^!������7H R>�OUX�FB���� ���F679�� B 2��F2�����0������	���/B����/B��82��N0

(0 : 0)
I


A����������2+�����FB��W�F2W�FB/A����
#"����'*�����76��:289���'C9S�1;��8<%���&�N0�' B��P!d� W

x(t) = 2
√

ε cos(t + Θ0)
X J7I � �FZ

# !��
Θ0
Q ����6��P;>=����10�R2��Ua��9S�1;��:<%������� X �����^'*�`]���� <F? �F=M������NUGB��1;T=������>Z5I

T<�/282�'*�����&��' A/2������76��7B��/2��F=�2��O�����������������#�� ���U`������N0 X JNI�� � ( J7I �aLbZ5I _)�F2:9P�P;>=F9NA AN���/B����"Q
���N0 X JNIYJ � Zj� X J7IKJ � Z�����UX�/B��72���']?)(���� �a3C'*�a]M���M���/282�'E�������NB%���F=_&�V���+!��5;>=����/2���� I � �/9D9P�/9
AP���/B��&�+����� X J7IKJ � Z)�X!�����'*�+�&����(<���-�+#���'E�����&�����D;����&�X�����NUa�#���&� �:2��/=-����F2W����������NUGB��+!����P0
��� ROAP�79������8(�UX�`!d�/H.����\����1B/AEH 6��/2��/=�(�����!�������'*�76��82:9S���\������+'*���������

ρ W

df

dρ
=

ε

2
− 3

8
ρ2

�]2U;��CAE6��:2��F=&(+6&���
ρ = 2

√
ε
(J��1;7Aa6&��'�2��F<F2W�FB�����������U+����6��+���&� 'E�O�������N? ;��&���X���&�&Ua�#�&���I(
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���/B������
λρ = −ε

I �)�&�f���������������U;>=���� ���� ��P;��a]V�N���U;T=��7? 3iUX����6������N0a3 �������'*�������
ε
�I(

2U;��"!��FB������5;>=�����(8���+�NA�;��:B�����2��F2����b0&�����^���1B����FB��:2+�N0 AN���/B��������N0C!T;70 B��:.,�82W�FB���������� ��'*a;��PQ
�/AX! ? X J7IKJ � Z+AF2W�����76&�7B��7I � ����9P�/2+�����/2 0�A/2��O���&�FB��7B/`,�+#��F2 0f�&�:`������N0 X JNI��aL�ZAP���/B��������N0\!T;70
R2��UG? X J7IKJ � ZW(?���K!T;T0f���+#�� 2+�F</2��FB��+������� UX����6�������� 'E���������7? ;��&���X���&�&Ua�#�&���"BF2+��# !d�\���/B����
�NA�;>H

λφ = 0
I
FA�O�#�&���������&�����2���:`,�+����� !T;70�R>�OUG? QE���+�N�����P;T=�����AF2W�����76&�7B�� W ;>H <����)B���UX' A%Q

.��������2����6��P;>=�������R>�OUG? �&�SB���UX���12��O���W�V�K���OAE<F?+B%���W��2��
B��&�+'*�+�&�+'+I

� �/9���'-�/<�����U+��'�(���������+!��76&�8289&��� 9S�1;��8<%���&�N0�B��P!�� X J7I � �FZ\B���UX�&�79P�/H �2����^&�+���53%�+!��c������OQ
'*�������

ε
9K��1;��`]M�&���U;>=��N?�' UX����6������N0�'+I _)����^�����' X 2�'+I�����UW!��5;"LbZ 2+�/2�����0&�����,���/B����FB��82+�a0

B\���b6��P;�� 9P������!��������\���+�V0&��� A/2������76��7B��/2��F=-� B\��#+�\�/9����82W�����/2����"B���UX���79P���W� A/2������76��7BF?��
����$!��U;T=��7?����&�79a; 2�<��82:9S�����86&���C'E�b;���� ��'*a;��N�/AX!���� I�U����&�7?���2 ��������������B���U+���79��&�FB��+�&�N0
9S�1;��:<%��������2+�����/B����/2��/B/A��W��<��NR�AP�79P�#�&��� � �S!��������/B%�OQ � ��7R2�&(`����N2X�����&��� B &�+�7B���'-����UW!��U;��1I

US;T0-����#+��6&���F<F? ����72X�O�F=K��+���53%�+!��7?�� &�������:282 9�A/2��O���&�FB��7B/`,��']2 0%9S�1;��8<%���&�N0�' ���+�F<OQ
3%�+!��&'*�V�����N���K���:`,�+������2+�72W����']? X J7IKJ � (7JNIYJ � Z BbUX�/B��72���'*�F2W�������[����6��b;>=��7? 3�A/2U;��FB���� I�T<�"Q
`���������AP���/B��������N0 !T;T0"R2��U8? �F6��:B��P!��&�7I � ���1B����+�&���_!7;T0 B��:.,�82��/B��+�&����� ��'*E;��&�/AX! ? 9P�OQ
;��:<%������� X JNIYJ � Z �O�/9&]^�['*�a]^���D<F? �F=K���U`��+�&�������b;��&���N6��82:9�� I U�;70 ^W����#��\���OUW!��5;���' ��#+�K���

ρ3 W
d

dt
(

1

ρ2
) = −ε

1

ρ2
+

1

4

FE!��5;��/BbUa��'*���NA
��+�&�+'*�+�&�7? 3
y = 1

ρ2 − 1
4ε

��+�����P!���'@9�;������+�&����' A AP���/B��&�+���7H W

dy

dt
= −εy

9S�����������S;��+#89S� �&�:`^�����F2 0 IJUS;T0K�7243��X!������-������+'*���������
ρ
���:`,�+���&��'*�a]^����<F? �F=
BF?�����]^�����

2U;��"!>AEH .,��' �F<�����UX��' W
ρ =

1√
(( 1

ρ0

)2 − 1
4ε

) exp(−εt) + 1
4ε

X J7I � �VZ

# !��
ρ0 = ρ(0)

����6��P;>=����10 ��'*a;��N�/AX!d� 9S�1;��8<%���&��� X �� AF2U;��FB��N0&' ���:`,�+���a0
ρ0 6= 0

Z5I 
 ?JQ
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����]��+����� X JNI�� �FZ:��&���"!��5;T0��W�-����#���82:2
AF2W�O�����FBP;��+���a0 9S�1;��8<��������%BC�F2 �&�a;7;T0N������� 
 ���NQ !��+�PQ
_)�1;T0 Ib_:�&��B���U+���/2W�O������� B����+'*���������U`��+�&��� X JNI�� �FZ 2����&�+'*�&�/2 0�9�2��O�����������������' AS2+�/2�����0&���7H

ρ = 2
√

ε
I

# / 	)/ . �T9<H��*; B��EB*7^G * B =?5?H��)$�� G�� ��5IHJG �E9�� G �*;VG�� 9 5 �AG�	 ; �AG �	9 �jG)$

�EB�� B * ��� �)$ � 7 � 5� ��5IHJG

LO2���1;>=�U+�FB%���&���C'*�W���+!d�f'*�$!T;�������� '*�+�a07H .,�a3V2 0 ��'*a;��&�1AX! ���UGB��1;��a;�� 28B��:2���� �����P;��NU
AF2W�����N6��7B��F2W���^��������+!��76&�8289&�a3�9S�1;��:<%�����&��9������P;��&U:AOAF2W�����76&�7B��F2W����2+�/2�����0&���N0����/B����FB��82+�a0
B)AP���/B��&�+���N0E3,!T;T0[��'*a;��&�1Aa!>? ��R2��UG?OI��c!����/9S��(���� BF2��+# !d�&(��O�/9S���M&�+���53%�+!�B���UX'*�a]^�+� I�F�A%Q
.��:2��/B/A��W�,�2!��NAP#+���^'*�W���+!V�����P;��&Ua� A/2������76��7B��/2����[��������+!��76��:289��E3,! B��&]��+�����8(��F2����FB%�����7?��
����;������+�����&UX�#����� AN���/B��������N0f�/B�����#+�+�&�+����������� BK�F9��&�82������F2W��� ��������+!��76��:289S��#��-���:`,�+���N0 I
_)����'*������' ^�������'*�����X! 9%A/2��O�����/B��7B/`,��']2 0 ��+���&�X!��76��82:9���' 9P�P;��8<%�����N0�' B��/2 ���a;N;T0&�������

 ���PQ !����NQ _)�1;T0

x(t) = 2
√

ε cos t
I � ����N`,�+' AP���/B��&�+����� 
 ���NQ !��+�NQ _)�1;T0 B B��P!�� 2��72����+']? ! B/AV3

!��7R�R:�+�&�+�������P;>=��7? 3�AP���/B����+���&�\����7B���#��[&���V0P! 9P�

ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),
X J7I �1J[Z

# !��
f(x, y) = y

�
g(x, y) = (ε − x2)y − x.

D:��&��'*����'�(76N���b!>B��&]^�������
x(t), y(t)

����U8?+B%�����/2 0���������+!��76&�8289&��'i! B��&]��+������'@2:��+�&����Q
!���'

T,
�82U;��

T (T > 0)
Q ������'*���7=/`,�+��6&�72U;��&(I!7;T0 9S����������#��\��&� BF2 0N9P��'

t
BF?�&�1;��N0&���F2 0

AF25;��FB��&�
x(t+T ) = x(t), y(t+T ) = y(t).

US;T0�2��72����+']? X J7I �1J[Z 2UAE.,�82W�FB/AEH �,��+�&���+!��76��:289����
! B��N]^�+���a0

x(t), y(t)
22&�+�����+!���'

T = 2π
(79S�������7?��:Ua�`!d�1H �F2 0DROAP�79����N0&'*�

x(t) = 2
√

ε cos t,

y(t) = −2
√

ε sin t.
X JNI�� �/Z
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_)�+���&�X!��76��82:9S��' Ab!>B��&]^�����7H 2������/B����/2��FB1A����bUX��']9��NAS�O�10�R>�OUX�FB%�P0[�������:9&�����&�N0_���SR>�OUX�FB����
a;��/289S�F2���� X

x, y
ZUI �c!����/9S��( BF2 0N9P��� UX��']9��NAS�����i�������89N�������&� 2+�����FB��W�F2W�FB/A���� <��:286��N2U;����������

'*���a]^�:2��FB��-��+���&�X!��76��82:9��a3g! B��&]^�+�&���I( ���G;��76��/H.��a3F2 0g!��NAP#_���C!��aAN#"� BF?+<�������'h����6��b;��
���/286��W�O��B�����'*�+��� I

L U+�1;������/B%�������P0MUX��']9��NAS�O�10 �������:9&�����&�N0I(a9�9S�������&��� ����N<1;��&]b�1H �F2 0�2+�F2��"!����&� �������89&����Q
�����
B>&�[0&'*��'g�a;��V�F<�����������' B�����'*�+���8(��������	����
����������
���
���������� �"!�#��%$��'& _)���$!��U;>=OQ
�7?�� ���79a;>? '*��#:AS� <F? �/=��/2���'*&�������76&�8289&��A/2������76��7B/?�'*�K�E;�� �/2���'*&�������76&�8289&�K�&�:AF2W�����N6��NQ
BF?�'*� I

( I H SBL
N 	�N7H  � I*) H,+�I N 	�-  HJO�RTS L � �KG��/.�0 P
RTS21
H3)4. 	�S P
M65QR OQM � N1I87 L � �KG��9.�0 P
R:-�1
H3)4.�;
)') 	�N 	 � 	�S<+�L �
H3=>.�H�? M�@ N1I87 O�I �1I 	QI � G�P
H
�7N���M �A) N 	 �JH
H L �JH

τ → +∞.
( I H SBL
N 	�N7H  �*B

I*) H P
�*+�IKN 	4-  HJO�RTS L �
� G��9.C0 P
RTSD1
H3)4. 	�S P
M65QR OQM � N1I87 L � � G��9.�0 P
R:-E1
H3)4.�; 	�NF) 	�N 	 � 	4G�	
+ G�MH.�7�@ N1I87 O�I � I 	�I � G�P
H
� N�� M �*) N 	 �JH
H�L �JH

τ → +∞.

D:���V0S!>A�2_�/2+�&'*&�������76��:289S���"AF2������76��NB��F2��/=FHF����$!��U;>=�����#+� ���N9a;�� BF?A!��U;T0NH � AF2W�����N6��NQ
B��F2W�F=^�� ��0&NAP���FB/AV��+���&�X!��76��82:9S��#+��! B��&]��+���N08(N2������FB����F2W�FB/AEH.��+#�� ����$!��U;T=�����' A �&�79a;TA/I

I OQH�? �KP
H
�
x = x(t)

H
y = y(t)

P
M65�	�O � SJ+�I N 	�-  HJO�RTS:L
	LKM7
L3+ P
	�ON+�; � I9.�H GA.�7,) MN? G�	�B
G 	 L
	O. 	�? H
N �9.C0 P
	P5QM�G�M�P
P
	4G 	

ε
S 	H? P
	 L
	�G�	�= ��M�NP0�N7M�) 	 �7L
	O. 	H? H
N �9.C0 P
	 �

δ,
 N 	 � I9.�H

|x(t0) − x(t0)| < δ
H |y(t0) − y(t0)| < δ

;>N 	 |x(t) − x(t)| < ε
H |y(t) − y(t)| < ε

G*.�7 O�I �OQ
5QP
M  � P
H3-

t > 0.

US;T0 ����#+� 6&���F<F?F����%�����P;��&U+�����FB����F=%A/2������76��7B��/2��F= ����$!��U;T=�����#������79a;��N(A���1282+'*��������'
^8B��1;>H �&�7H 'E�b;>? 3DB���UX' A[.,�+�����\�������/2+�&���U;>=��&�_����"!��U;>=��&��#+� �&�79a;��NI 
 B��"!���' �F<���U+����6��+�&�N0

ξ = x − x
�

η = y − y
I _)�+�&�+'*�+�&�7?��

ξ
�

η
3S�����19&�������&U8AEHc�DB��U;��76&���NADB���UX' A[.,�+���N0��������OQ

2+�N���U;T=�������&�"!��5;>=�����#�� ���79a;��NI _:�+! 2W�O�/B1;T0a0
x = x̄ + ξ

�
y = ȳ + η

BDAP���1B����+�&�N0 X J7I��PJ[ZW(
��1;7Aa6&��'

dξ

dt
= −dx̄

dt
+ f(x̄ + ξ, ȳ + η)

X J7I � � Z

dη

dt
= −dȳ

dt
+ g(x̄ + ξ, ȳ + η)

X J7I �!UFZ
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T �OU:;��a]M��' ROAP�79����&�
f
�

g
B[�V0P!����2�������+�a0�'

ξ
�

η
B[�F9����:2������F2����\UX���b6&�+�����

x̄
�

ȳ

f(x̄ + ξ, ȳ + η) = f(x̄, ȳ) + ξ
∂f(x̄, ȳ)

∂x
+ η

∂f(x̄, ȳ)

∂y
+ ...

X JNI�� � Z

g(x̄ + ξ, ȳ + η) = g(x̄, ȳ) + ξ
∂g(x̄, ȳ)

∂x
+ η

∂g(x̄, ȳ)

∂y
+ ...

X JNI�� � Z

_)�+! 2��O�/B���' X J7I � � (PJ7I�� � Z B)2��72����+' A X J7I � � (PJ7I��;UFZUI1_)����^�����' Aa6N���+'�(V6N���
x̄
�

ȳ
AX!��FB1;����FB����V07H �

�7243��X!��7?�'@AP���/B��������N0&'�(����V�:2��/=

dx̄

dt
− f(x̄, ȳ) = 0,

dȳ

dt
− g(x̄, ȳ) = 0,

�_��#��������76&��']2 0
���1;>=/9P� ;��&���+���N?�'*�D25;���#"����']?�'*�C��
ξ
�

η
B^���OU:;��a]^��������R�AP�79������

f
�

g
I


 ����U:Ab;T=`�O�O���,&�1;TAE6���' AP���1B����+�&�N0K��+�7B���#+�[����7<P;��&]^�����N0 W

dξ

dt
=

∂f(x̄, ȳ)

∂x
ξ +

∂f(x̄, ȳ)

∂y
η,

X J7I � � Z

dη

dt
=

∂g(x̄, ȳ)

∂x
ξ +

∂g(x̄, ȳ)

∂y
η

X J7I � LbZ

_)�1;TAE6��������10�2+�72W���+'E� X J7I � � (VJ7I � LbZ 07B1;70����/2 0�2��72����+'*����;��&���+���N? 3�AP���/B��&�+������2 ��������+!��76��"Q
289&��'*��9S�F^:RSR:���&���+�&�O��'*� ��+�&���+!d�

T
(%��/289S�1;>=F9aA�9S�F^8R�R:���������&�F? ��&�

ξ
�

η
�:2��F=�ROAN�N9������

���[��������+!��76��:289��E3-���&#:AP'*�+�&���FB
x̄, ȳ
��������+!d�

T.

L U����+���&��� ;����������7? 3\!��NRSR:�����+���&���P;>=��N? 3 AP���/B�����������2���������+!��76��:289��&'*� 9S�F^8R�R:�����PQ
�+�N�O��'*�\�&U8B��82W�����&( 6N���V�/</.����2�&�:`���������2+�72W���+']? X J7I � � (7JNI � L�ZJ��'*�+�W��25;��"!>AEH.���� B��P! W

ξ = C1e
h1tf11(t) + C2e

h2tf12(t),
X JNI � �/Z

η = C1e
h1tf21(t) + C2e

h2tf22(t),
X JNI � �FZ
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# !��
fik

Q ��+���&�X!��76��82:9�����R�AP�79������ 2:��������+!���'
T
(
C1

�
C2

Q*��F2�����0����7?���(d������"!��U;T0&�+']?��
����6��P;T=��7?�'*� AF25;��FB��a0�'*�C!T;T0DAP���/B���������� X J7I�� � (>J7I��;UFZ��bI �/I BF?+<�������' ����6��P;>=��7? 3 B���UX' A[.��"Q
�����\��+���&�X!��76��82:9S�����������89&��������� I�
J�U;��76����7?

h1

�
h2

����UG?+B��/H �/2 0D3S�����/9&���+���72W���76&�8289&��'*�
��F9P��UX�����5;T0�'*� I � ��������&�"!��5;T07Hc�`( </AX!>AS��;����&�:`������N0

ξ(t)
�

η(t)
�������/2W�O�/H .,��'*���a;��\UX�OQ

�/AV3%�/H .,��'*� B���B�����'*�+��� I

L U����+���&��� ;����������7? 3\!��NRSR:�����+���&���P;>=��N? 3 AP���/B�����������2���������+!��76��:289��&'*� 9S�F^8R�R:�����PQ
�+�N�O��'*�\�&U8B��82W�����&( 6N����2UAP'*'E��3%�����/9&���+���N2����N6��82:9��a3-&�F9P��Ua�����U;����

h1 + h2

���1B�����2+���$!�����' A
Ua�b��������+!-���
2UAP'*']?�!�����#������P;T=��7? 3�9S�F^8R�R:�����&�+�&���FB�2��72����+']? AP���/B��&�+����� X J7I � �N(NJ7I � �VZ W

h1 + h2 =
1

T

∫ T

0

{∂f(x̄, ȳ)

∂x
+

∂g(x̄, ȳ)

∂y
}dt.

Q)����'*������#+��(��NU����7B%���&�����&�����F2�����AP���/B����+���a0 
J���NQ !��+�NQ _:�P;T0 �������F2+�N���U;T=���� B/?+<������ ���OQ
6��P;T=�����#��M'*��'*���&�O��B��&�+'*�+�&� 2U;��"!>A����`( 6&���V�+!����C�&U�3S�����19&�������72����76��:289��a3-��F9P��Ua�O���U;��+�-���OQ
B���� �aAb;TH�I�US;T0�����#+��6&���/<F? AE<��$!��&�/=F2 0 B�^W����'�'*�a]V��� B/?+<������/=C����6��b;>=��7?���B���U+' A[.��+�&�N0
BO!��P;>=)����$!��U;>=�����#+� ���79E;��NI[_)����^�����'�(���F2:9S�1;>=F9NA B���UX' A[.,�+��������! B��&]^�+�&����������N243%�+!��&�,���
����' ]^�^��&�"!��5;>=�����' ���79a;���(?����2>!��NAP#+��� ����6��P;>=�������R>�OUX���I(8�����
���b����7<P;��&]b���W�F2 0 �����
���P3%�+!��&�2���)�N243%�+!�����#��>�&�:`������N08(F6&����9P�/9^���OU���2+�����FB��W�F2��/B/A��W���NA�;��:B���' A2UX����6������7H �+!�����#��
�&UO3S�����/9&���+���72W���76&�8289&�a3���F9P��UX�����5;��+� I

L UAP���/B���������� X J7I � �N([J7I � �VZ '*�a]V���S28R:���&' Ab;������FB%�O�F=�A/2U;��FB���� AF2W�����N6��7B��F2W���
��������+!��76��"Q
289&�a3 ! B��&]^�+�&��� W &�+�����+!��N6��82:9P��� !>B��&]^������� B-�/B���������'*����� 2+�N2�����'*� X J7I �1J[ZOAF2������76��NB�����
��0�NAP���/B/A�(`�825;��,�+!��&�S3S�����/9&���+���72W���76&�8289&���M&�F9P��Ua�����U;>= AN���/B��������N0>��+�7B���#+� ����7<1;��&]^�+�&�N0
���������������U;����'&P! B��&]^�+�&��� �&�:AF2W�����N6��7B���(&�82U;�� �+!���� 3%�����/9N���+�&�72����76��82:9����C��F9P��Ua�O���U;T=^��1;���Q
]M�&���5;��+�'&\AP���/B��&�+�����[����7B���#��\����N<1;��&]^�����N0 ���[���:`������ B�������F2+�K�/<�A/2������76��7B��F2����I( �825;��
�F<%��3S�����/9&�������72W���76��:289��E3f&�F9P��Ua�����U;T0����/B��7?h�NA�;>H�I � �/9���' �/<�����U+��'�( 6N���F<F? ��&�"!��5;>=��7?��
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���79E; <F? ;DAF2W�����N6��7BF?�' �����F<G3%�+!���'*�
BF?���1;����+���&��25;��"!>AEH.��+#�� �������/B����72��/B%� W

h1 + h2 =
1

T

∫ T

0

{∂f(x̄, ȳ)

∂x
+

∂g(x̄, ȳ)

∂y
}dt < 0.

_)���&'*�+����' !d���&����� AF25;��FB��&� 9:�F2 ���a;7;70&�����NA 
 ���NQ !��+�PQ _)�1;T0 IG_)�F289S�1;T=F9NA
f(x, y) = y, g(x, y) =

(ε−x2)y−x
�>&�+�����+!��N6��82:9����A! B��N]^�+���a0>UX�`!d�/Hc�F2 0 ROAP�79��&�N0�'*�

x̄(t) = 2
√

ε cos t, ȳ(t) =

−2
√

ε sin t
(����

∂f(x̄, ȳ)

∂x
= 0,

∂g(x̄, ȳ)

∂y
= ε − 4ε cos2 t.

F ;��$!��FB%�����U;>=�����(

h =
1

2π

∫ 2π

0

{ε − 4ε cos2 t}dt = ε − 2ε

π

∫ 2π

0

cos2 tdt = ε − ε

π

∫ 2π

0

{1 + cos 2t}dt = −ε

�]2W���82W�FB���������( 6&���[']? ��1;TAE6��E;��K�����b]^�)���WU8A�;>=a�O���`( 6&���b�
����C�����P;��&UX��2+�/2�����0&���N0K���/B�Q
���FB��82+�a0CB AE9S�����F6&�+������' AP���/B����+���&� I � �/9���' �F<�����UX��'�(A��&�

ε > 0
3%�����/9&���+���N2����N6��82:9����

��F9P��UX�����5;>=
h < 0,

���\�:2��F=\��+���&�X!��76��82:9����
�/B����F9S�1;��:<%�����a0%BK#+�+�&�+����������� 
 ���NQ !����NQ _)�1;70
07BP;T07Hc�F2 0�AF2W�����76&�7BF?�'*� I

# / 	)/ # � G � = � �8B��2G G ��� � ;>9 �jG D ��� 9<;,967�(��� & ���2G � 7)B

US;T02��&�72X���&�N0�B���UX'*�a]M�7? 3S2 �����������&�8B B���UG</AS]^!��+�&�N0�9S�1;��8<%���&���,�,�����P;��NUa� <��7ROAN�N9N������
���a]^!��+���a0�����$!��U;T=�����#�� ���79a;���B �/B����F9S�1;��:<%�����U;>=��&��� 2+�72W����'*�^���/282�'*�����&��' �O�/9�����U8?+B%���"Q
'*���:�F<��/</.����������OAE9S�����F6�����������AP���/B��&�+����� 
 ���V!���� _)�1;70

Ȧ = (α + iβ)A − (µ + iν)|A|2A
X J7I � J[Z
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9S����������� ���G;��76����W�F2 0
���,��1;TAE6���������#��^��������� AE9S�����F6&�+������#+��AP���/B����+���a0 X JNIYJ0U/Z*���+'�(E6&���������
Ua�1B��72+�N�V����! B1A[3�9S��'*E;��89[2+�N? 3\�������'*�W�����FBNI � ��� AP���1B����+�&���S0NB1;T0&���F2 0C�����&'E�P;>=������DR:���NQ
'*���-!T;T0 <��7ROAP�79P�#�����0� �P!������&�FB%�
Q � ��7R2� X 2+'+I6����UW!��U; LbZ5I _:�����+&�N`���' ��#+� B_!��+�N2��FB��NQ
���5;>=��7? 3C������+'*�����7? 3d(��72+��P;>=�U8A10\&���"! 2W�O�/B1;���������9P��'*a;��89[2������ B��5;��76��&�7?

A = ρeiφ (

ρ̇ = αρ − µρ3,

φ̇ = β − νρ2.

_)�+�7B���� X ��'*E;��&�/AX!��&����Z)AP���/B���������� 2+�72W����']? ���^Ua�/B��72+�&�K����B���������#��C����#+�K'*�`]M���_�72:2U;��"Q
!��FB����F=
���+!��5;>=����NI 
 UX�/B��72���'*�F2����f���
U+���/9P�K�������'*�W�����

µ
B�2��72����+'*� </AX!����C���/<P;>HA!d���/=F2 0

;��7<��2&�[0&'E�10 X �a;��
2UAN&�+�79��&�&���76&�8289P�10TZ�<��7ROAP�79P�#���a0 � �P!������&�FB%� Q � ��NR>�N(/;��7<��:�F<����������P0
X �E;��D2UAE<F9����&���76��:289P�10>Z <��7ROAP�79P�#���N0 I

L/IJF ;TAE6����
µ > 0

2+�����/B����/2��/B/A��W��2:AP��+�N9����&���76��82:9S��� <��7ROAP�79P�#����� I

T<�/282�'*�����&��' ��FB��$!��+���&��2+�N2�����']?T&���g�&U+'*�+��������� �������'*�������
α
I �]2U;��

α < 0
(?������'*�"Q

���/2 0 �+!����\�/2+�F<%�P0 ���F679P�
ρ1 = 0

I �,25;��
α > 0

( ��� B 2��72����+'*� </AX!��W������� �/2+�F<F? 3 ���/679�� 2
9S������!��������O��'*�

ρ1 = 0, ρ2 =
√

α/µ
�

ρ3 = −
√

α/µ
I 
A�P!�����(\6&���K���F679��

ρ2,3
���a]^!d�/H �/2 0

����-&�+���53%�+!��^�������'*�������
α
6�������U����1;>=7I 
 <��NR�AP�79P�#�&���������������F679S�^�a3 9S������!��������F? ���/B�Q

�7?e�NA�;>H �"2+�FB���`!d�/Hc��2 ���F6N9P���
ρ1

I F �&�F2�����' AP����1B1;T07H.���#+� �������'*�W����� 9S������!��&�����F?
���/6��89 �&UX'*���N07Hc�F2 0f�������������������P;>=���� √

α
I LO2825;��"!TA��+'�AF2������76��NB��F2��/=\���/6��89 ���/B��&�FB��82��N0 I

FJ�F<F2W�FB����������:UX���b6&�+�����
h
B,!d���&����' 25;TAE6����2��'*�+�W��B��P!

h =
∂

∂ρ

(
αρ − µρ3

)
a=ai

= α − 3µρ2
i

# !��
ρi
Q 9S������!������O�O�:�&�+��+! B��N]V���������F679&� I�US;T0����F679��

ρ1 = 0
2+�F<F2W�FB�����������U+����6��+���&�

h = α
(

� !T;T0K���F6��:9
ρ2,3 = ±

√
α/µ

2��F<F2W�FB������7?��>U+����6��+�&�N0
h = −2α

I>_)���
α < 0

���F679P�
ρ1

0NB1;T0NQ
���/2 0 AF2W�����76&�7B���� I>_)���

α > 0
�����2���+�V0&��� AF2������76��NB��F2��/=7I>_)���_��1;��`]M�&���U;>=��N? 3 UX���b6&�+���N0E3
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AP����/BP;T07H.��+#��_�������'*�������M���F6N9��
ρ2,3

07BP;T07Hc�F2 0 A/2������76��7BF?�'*� I � �/9&��' �F<�����UX��'�(��&U������OQ
;��&UX� AN���/B��������N0V!T;T0_��'*a;��&�1AX! ? 25;��"!>A����`( 6&����B�2��72����+'*�:����
���������������U;>=��7? 3
UX����6������N0E3
AP����/BP;T07H.��+#��_�������'*������� ��'*�+�W�F2 0 AF2W�����N6��7B%�10-���F679P�V���1B����FB��:2+�N0 B ����6��P;���9S������!��������bI
_)���_������U3��X!��S6&�+���WU�<��7ROAN�N9N����������&��� UX����6��������:�������'*�������

αcr = 0
�����,�����V0�����A/2������76��NQ

B��F2W�F=2��B2��� �/9����82W�����/2����V���a]b!d�1H �F2 0�A/2������76��7BF?�� ���+&�X!>B��&]M�7?������F679&�
ρ2,3
(F9S������!��&�����F?

9S�������7? 3 �&UX'*���N07Hc�F2 0 &������������������b;>=���� 9S�����7H �&U ���`! 9&���&���N6����F2W��� X ∼ √
α − αcr

Z5I 

AE9S�����F6������7? 3 AP���/B��&�+���N0E3f!�������'*�76��:289P�10i��+����'*�+�����10

ρ
����$! 2��O�1B1;T0��W�%2��F<���� ��'*a;��&�/A%Q

!>A �/B����F9S�1;��:<%�����&� I F ;��"!��FB������5;>=�����( ���/679S�
ρ1

BC��1;������ 2+�N2�����'*��</AX!��W� 2+�����FB��W�F2W�FB��FB����F=
���/679P�:���/B����FB��82+�a0�B)����6��P;��+9S������!��&�����`(S�)�F2+�/<F?�'-���F679P��'

ρ2,3

Q ����$!��U;>=��7?�� �&�79a;
2����`!��PQ
AF2���'����/B��7?�' √

α/µ
X ���OUX�7?�' UX���19N��' �F2��F<F? 3\���F6��:9 2������/B����/2��FB1AaHc�����OUX�7?��b����6��P;T=��7?��

R2��UG?i��+�&���+!��76��:289S��#+�:! B��&]^�����N0TZUI 
 ��1;��&���
2��72����+'*� ����[�&UX'*�����+���&�
AP����/BP;T07H.��+#�����OQ
����'*�W�����%2��F2�����0������\���/B����/B��82��N0	���+�V0��W� AF2������76��NB��F2��/= � Bg��#+�g�F9&���82W�����F2W��� ���a]^!d�����/2 0
AF2W�����N6��7BF?��C����"!��U;>=��N?�� ���N9a; (����a!��NAF2O9S����������#���AaB��U;��76&�7B%���W�F2 0C�������������������P;>=�����9S���PQ
�7H �&U ���`! 9��&�&���76&���F2���� I � �/9S��� &�+���53%�+! ����U8?+B%���W�F2 0 2UAN&�+�79��&�&���76&�8289S��� <��NR�AP�79P�#�&���+�
� �S!��������/B%�_Q � ��7R2�NI � ��AS]^�[���/2:2+'E�������7B%�b;>2 0g����'*�f����f�����P;��&UX�[�F<F?+6��&��#+��AE9P�����F6����NQ
����#�� AP���1B����+�&�N0 
 ���NQ !��+�NQ _)�1;T0 I

�EIJF ;TAE6����
µ < 0

2+�����/B����/2��/B/A��W��2:AE<F9����N���76��:289S��� <��NR�AP�79P�#�&��� � �P!������&�FB%�,Q � ��NR>�aI

L U�AP���1B����+�&�N0f!T;T0 ��'*E;��&�/AX! ?�B��P!��&��( 6&��������
α < 0

��'*�����/2 0 ����� �F2+�/<F? 3g���F679�� 2
9S������!��������O��'*�

ρ1 = 0
(
ρ2,3 = ±

√
α/µ

I _)���
α > 0

B 2+�72W����'*� <1Aa!����
���1;T=F9S�_�X!����_�F2+�/<%�10
���/679P�

ρ1

I 
 ?����O]^�+���&�j!T;T0 2��F<F2��/B��+�&�7? 3VU+����6��+�&����AE9P��Ua���&�7? 3[���F6��:9�</AX!��W�>�O�/9&��'f]^�9P�/9
�"B &���"! ?A!TAE.,�+' 25;TAE6����/IEL UK����#+��2U;��$!>A��W�`(�6&��� &���

α < 0
�F2��F<%�10 ���F679P�

ρ1

07B1;70����/2 0
AF2W�����N6��7B����8(I�^!>B��)!��NAP#+���>QA���UAF2W�����76&�7BF?�'*� I _)���\��1;��a]M�&���5;>=��7? 3KUX���b6&�+���N0E3 AP����/B1;T0PQ
H .,�+#�� �������'*�W�����f���F679P�

ρ1

�����V0����"A/2������76��7B��/2��F=NI � �/9&��' �F<����OUX��'�( Bf��P;������C2��72����+'*�
����������������O���U;T=��7? 3�UX���b6&�+���N0E3 AP����/BP;T07H.��+#��C�������'*�W�����
��'*�+�W�F2 0�AF2W�����N6��7B�����2��F2����b0PQ
����� ���/B��&�FB��82��N0 B,����6��b;�� 9S������!��&�������M���:A/2������76��7B/?��K&���"!��5;>=��7?�� �&�79a;\IE_)���b!>B��&]^�������
9M���F679S� <��7ROAN�N9N������

αcr = 0
�&�:AF2W�����N6��7BF?��
����$!��U;T=��7?�� ���N9a;�2���0&#+�7B������/2 0 9M���F679S� ���/BOQ
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���FB��82+�a0\�K����
αcr = 0

� B1;��&������ �SBM�&�+#+�NI � �b���F679S��� <��7ROAN�N9N������ 2��F2����b0&�����>���/B����/B��82��N0
2��O�����FB��&�/2 0����:A/2������76��7BF?�'+I � �/9S��� ������U3��X! ���OUG?+B%���W�F2 0	2:AE<F9&���&���N6��82:9P����<��NR�AP�79P�#�&���+�
� �S!��������/B%�-Q�� ��7R2�NI F�AE<F9����&���76��:289P�10C<��NR�AP�79P�#�&�N0 � �P!������&�FB%�OQ � ��7R2�-���+�P;��&U:A����/2 0 B
#+�����+���������&��2)]^�82W�F9��&' B���U8</AS]b!��+������'@9S�1;��:<%������� I

����� � �����
��� ��� � � � �O� � @��5- � � 0 A2;�� = �������*-


h��&�"! ?A!>A[.,�a3g����UW!��5;��P3 ']? AF2��O�����FB��a;��I(\6&����BC#��+��������������� 
 ���NQ !��+�NQ _)�1;T0����� ����OQ
3%�a]^!��+�&����AP����/B1;707H .,�+#��^�������'*�W����� 6&�+���WU)���1;>=�2+�F2W����0����&� ���/B��&�FB��82��N0�2��72����+']? �����[0&���
AF2W�����N6��7B��F2W�F=-��BC#��+����������������B���UX���N9N�1H �\�/B����/9P�P;��8<%�����N0I(6��'*E;��&�/AX!d��9S�������N? 3f&��������PQ
���������P;>=���� 9S�����7H�97B%�`!�����������' Af�&U
AP����/B1;707H .,�+#��-�������'*�W�����aI 
 '*��'*�+�&� <��7ROAN�N9N������
��'*a;��&�/AX!d��9P�P;��8<%�������g���1B����
�NA�;>H�I T<�a]^!��+�&���M&���"!��5;>=�����#+�����N9a;��C&�����7243��X!��&� BK���+��OQ
2+�&�"! 2W�FB����������-�F9&���82W�����F2W�������+�V07H.��+� A/2������76��7B��F2��/=_���+��+! B��&]V�&���C���F679�� I � �19P���D2 ���+���`Q
����� B���U+���79����/B��+���a0 9S�1;��:<%�����&�f���
���`!��&�����53&�&�76��82:9S��' 0&UG?+9S�M����UG?+B������/2 0�#�' 0&#89���' B���U�Q
</AS]^!��+���&�+'	#��+��������������� #1I
F�A[.,�82��/B/A��W�)� !��NAP#+���2aAP�/=�(a����U8?+B%����']?�� #W]��82��/9���'DB���UG<1AP]^!��������+'K#+�����+����������� #1IP_)���"!�Q
��1;��`]M��'�( 6N����9�'*��'*�+�&�1A-������+����AF2W�����76&�7B��F2W���g������+! B��&]M�����-���F679S���I( B R2��U+�FB���' ����OQ
2��������72W�FB���2+�N2�����']? AS]^� 28R:���&'*�����FB%�b;>2 0 AF2W�����76&�7BF?��	&���"!��5;>=��7?�� ���79E; 9S���&�86������	��' Q
a;��N�/AX! ?)(?�[�F<1;��/2W����&���&��0&]��+���N0K!d��������#+� ���N9a;��V���&�+��+! B��N]V�����\���F6N9��-����U+#+�����&�76��7B%�`Q
H �/2 0����:A/2������76��7B/?�' ���79E;���' X ���N2/IKJ7I����VZUI 
 ^�����' 2U;TAE6����,����-�+!����a3��\���53�]^�2UX����6������N0E3
�������'*�������FB B���U+'*�a]V�7? !>B%�DAF2W�����N6��7BF? 3 �&��]M��'E� W ���F2UAP�/2��/B�����9P�P;��8<%������� � ��������+!��76��"Q
289&���D9S�1;��8<%���&�N0 9S���&�86������ ��'*a;��&�/AX! ?OI�Q:�/9S���i�NU\���W]V�&'*�FB <1Aa!���� ���X�P;��&UX�FB����iUX�/B��72��&�
���_���b6��P;>=��7? 3 AF25;��FB���� I�� ���F<F? BF?+B��:2�����2��72����+' A-�NU AF2W�����76&�7B���� ���+&�X!>B��&]M���������/679����
B���U8</AX!��&�/= 9S�1;��8<%���&�N0I(��&�+�F<G3%�+!��&'*�
2����F</.,�&�F=b#+�����+���������aA #�����6��P;>=��7?��_���1;>6&�F9 #�(TB��5;��76��PQ
����9S�������&��#+� ����8B��F243%�+!��&�g��'*a;��N�/AX!>A ����U+#+�����&�76��7B%�1H .���#+�g�&�:AF2W�����N6��7B���#�� ���79E;��NI _)���
^�����' R2��UX�FB��10 ���F679P�\�����`!��W��B\�F<1;��/2��/=�����&��0N]^�+�&�N0 AF2W�����76&�7B���#��-����"!��U;>=��&��#+� ���79E;��
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T*�72/ITJNI�� W FA���NAE9&�/AP��� R2��UX�/B���#+�T����F2W�������72��/B%�&( 2������FB����F2W�FB/AEH.^�10 ����UU;��76��N?�' ^W�O�����']��82��/9S��#+�DB���UG<1AP]^!������N0�9S�1;��8<�������� BK#��+��������������� W X �VZ 2��F2:A[.,�82��/B��FB%��������A/2������NQ6&�7B���#��,����$!��U;T=�����#�� ���79a;���2 AF2������76��NBF?�' 2��F2�����0�������' ���/B����/B��82��N0 X UX�����>#+�N2����"Q
�&��UX�N2X�VZ & X �>Z 25;��N0��&���M���72:6���U+���FB�������� 2+�$!T;��FB���#+�K����"!��U;>=��&��#+� ���79a;���2�2��F2����b0PQ
�&���+'����/B��&�FB��82��N0I( 2+�F2W����0����&�M���1B����FB��:2+�N0-���+�V0��W� A/2������76��7B��/2��F=NI _)�F25;��,!d�����&���
<��7ROAN�N9N������K�F2��O���W�F2 0\�"!����N2��FB��+���7?����O�������/9&�����CQ ����$!��U;>=��7?�� ���N9a;CQ X 2�Z5I

�\���b6&�����/2 0���+���53%�+!��7?�����&�����82:2�9D^�����' ADA/2��O�����/B��7B/`,�+' AF2 0 ���W]V�&' AFI _)AF2��/= ������+�7=V����
�&U+'*�+����������AP����1B1;T07H.���#+�,�������'*�W�����:���+&�X!>B��&]M���10b���F6N9N�2������+�V0a;��OAF2W�����N6��7B��F2W�F=7IN_)���
^�����' ���UAF2������76��NBF?��
����"!��U;>=��N?�� ���79a; 2���0�#��7B%���W�F2 0�9[���+�V��B,'*��'*�+�&��<��7ROAP�79P�#�����V�7286��"Q
Ua����� X ���721I[J7I�� �>ZUI 
"R2��UX�FB���' &���F2��������72W�FB�� 2+�72W���+']? �/2��O���W�F2 0 �$!����72W�FB������7?���A/2������76��7BF?��
���W]V��' Q[����$!��U;T=��7?�� ���N9a; (+2+�����FB��W�F2W�FB/AEH .,���h��������+!��76��:289��&' 9P�P;��8<%�����N0�'�9S�����86&�����
��'*a;��&�/AX! ? X ���721I JNI����GZUI
� �/9���' �F<�����UX��'�(&����U:;��76��N0K'*��]^!>A_' 0&#89��&'	�
]^�82W�F9���' B��P!d��'*��B���UG</AS]^!��+���a0
#+�����+����������� Ua�19a;>H 6��/H �/2 0 B^����'�(T6N��� W
�FZ B 25;TAE6���� ' 0�#89S��#�� B���UG</AS]^!��+���a0�9S�1;��8<%���&�N0SB���UX�&�79P�/H � ���1;>=/9P� ��F25;��*����#���(b9N�19�2+�/2����OQ
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0��&��� ���/B����FB��:2+�N0 2W�O�P;��b���UAF2������76��NBF?�'�(������� ]^�:2��/9P��' B���UG</AS]^!��+���&� B���UX'*�a]^���_��+�&�8B��+!
���P;>679S��' #��+���������������M�&U�A/2������76��7B���#+��2��F2�����0����N0C���/B����FB��:2+�N0�Bb����]M��' 9S�1;��8<��������'&

<VZ ��&�:!��F2W���&]��+������AP����1B1;T07H.���'-�������'*�W������' <��7ROAN�N9N����������&��#+� U+����6��+���a0�B 2��72����+'*�
2b' 0�#:9���' B���UG</AS]^!��+�&���+'�9P�P;��8<%�����N0�B���U+���79P�/Hc� 2b'E�P;����I( 2������+' 0a.����72 0 9��NA�;>He��'*a;��PQ
�/AX!����I(&�SB�2��72����+'*�)2j]^�82W�F9��&' B���UG</AS]^!��+�&���+' B���UX���79P�/Hc� 2�����U8A 2 9P�����86��&���_��'*a;��&�/AX!���� I

T<�/282�'*�����&��' B���UX���N9����FB��������_�1B����F9S�1;��8<%���&��� B��/B�����#��+����������������2M]^�:2��F9&��' B���UG</AS]^!��WQ
������'+I 
 ?+<������+' AP���1B����+�&����2��72����+']? B�B��P!�� W

ẍ − (λ − γx2 − x4)ẋ + x = 0
X J7I � �FZ

� � AP���/B����+���a0 
 ���NQ !��+�PQ _)�1;T0>����� ���G;��76������F2 0�25;���#"����']?�'
x4ẋ
I ��AX!���'��O�/9&]^� 2:6��&�O���/=�(/6N���

9S�1;��:<%�����N0 B�2+�N2�����'*� X J7I � �FZJQ���/6&���-#"���&'*�����76��:289��&��2�'*�"!T;��+�����_'*���N07H.����72 0 ��'*a;��N�/A%Q
!���� W

x(t) =
1

2
[a(t) exp(jt) + a∗(t) exp(−jt)]

X J7I � � Z

� �19&]^��(N9N�19C�V!T;T0K#��+��������������� 
 ���NQ !����NQ _)�1;70I(����b;��a]V��'g!���&�1;����&���U;>=�������A/2U;��/B���� W

ȧ exp(jt) + ȧ∗ exp(−jt) = 0

_)�����&U8B��"!T0[�����P;���#+�76��N?��+BF?+9a;��`!>9��I(���P;TAE6���'�Aa9S���&�F6��+�&�����+AP���/B��������N0,!T;70�9S��'*a;��:9E2������
��'*a;��&�/AX! ?

a W
ȧ =

[
λ

2
− γ

8
|a|2 − 1

16
|a|4

]
a.

X JNI � U/Z

� ����N`���' 9P��'*a;��89[2��NAEH�B��5;��76��&�NA
a
B_��1;70���������R:���&'*� W a = ρ exp jφ

(8# !��
ρ
�

φ
Q B��WQ

.��:2��/B��+���N?��)��'*a;��N�/AX!d�>� R2��Ua��9S�1;��:<%�������[#+�����+�����������,�M&�X!>2��O�/B��&'g�+� B X J7I � UFZ"(FBF?A!��5;��7B
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���+!��5;>=����^!��+�N2��FB��&���5;>=��NAEH �K'*����' AEH 6��/2W��� W

ρ̇ =

(
λ

2
− γ

8
ρ2 − 1

16
ρ4

)
ρ

X JNI ��� Z

φ̇ = 0
X JNI � � Z

_)���&���/B��N0NBC&���/BF?�� 6��/2W��� X J7I ��� ( J7I � � Z �NA�;>H>(6&�1;TAE6���' AP���1B����+�&�N0�!7;T0f�&�+��+! B��N]V�7? 3
���/6��89I(����/B��86��/H .,�a3�B���U+'*�`]M�7?�' UX����6������N0�'	��'*a;��N�/AX! ? 9S�1;��:<%������� W

ρ = 0
X J7IVU � Z

ρ4 + 2γρ2 − 8λ = 0
X J7IVUELbZ

�<�F679P�
A0 : ρ = 0

2������FB����F2W�FB/A����,���F2UAP�/2��/B��7H 9S�1;��8<���������B)2��72����+'*�1ISL)U X J7I UaLbZ?��1;TAE6����+' W

ρ2 = −γ ±
√

γ2 + 8λ

�]2U;��_!��72:9�����'*�������&�M'*�+�7=/`,�>�aAb;70I(����[�82W�F= W

γ2 < 8λ,

����!��NAP#��a3K���+&�X!>B��&]M�7? 3
���F6&�89DAP���1B����+�&�N0 X J7I ��� Z 9��&��'*�
ρ = 0

�&�S2UA[.��82W�FB/A����bI

T<�/282�'*�����&��' A/2������76��7B��F2��/=i�NA�;��:B���� ������+! B��&]M����� ���F679��@AP���/B����+���a0 X J7I ��� Z
A0

I U�;70
^�����#+�[���`!��
BF?+6&�72U;��N�F=�B�^W�����K���F679S�2������NUGB��+!��NAEH ���[����/B�����6��/2����DAP���/B����+���a0 W




[(
λ

2
− γ

8
ρ2 − 1

16
ρ4

)
ρ

] ∣∣∣∣∣
ρ=0




′

=
λ

2

X J7I U �FZ

_)���
λ < 0

�NA�;��8B��10����+��+! B��&]V���10 ���F679P� AP���1B����+�&�N0 X J7I ��� Z�AF2W�����76&�7B%�&(c����
λ > 0

Q
���UAF2������76��NB%�NI
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√
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√
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√
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√
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���&�K���^�������'*�������

λ
B^��V0�'*��' �_�F<�����������' ��������/BP;��+���&�K&�^�������'*�W���NA/I>_:������'*�W���

λ
�&UX'*���N0��N��� ��� −0.1

!��
0.1
I US;T0 ������$!��U;������N0 U+����6��+���&� ��'*a;��&�1AX! ? A/2��O���&�FB��7B�Q

`,�a3V2 0D9S�1;��8<��������C���+�F<G3��X!���'*� W
Q,A/2��O�����/B��&�F=�BF?+<������&�7?��)UX����6������N0�AN&���/B1;T0NH .,�a3K�������'*�����&�FB X

λ
Q5476?(

γ
Q5498EZ &

Q,A/2��O�����/B��&�F=�B����+' 0�6&�72U;���������#��V���N���+#��������/B%�����N0 &
Q2��&�����&���+#+�&�����FB%�O�F= 2��72����+' A B���V0�'*��' B�����'*�+��� X 9E;��/B��N`��;:�8�6 Z,���:289S�1;>=F9S� ����U�(
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'*�^�72���1;>=�UX�FB%�O�F=�9P�/9
����6��P;>=��7?��)AF25;��FB��N0[!T;T0 25;��"!>AEH.��+#���BF?+6&�72U;������N0 X 9E;��/B��N`��
���������
	 :�8�6 ZUI
Q�L�2���1;>=�U8A/0 9a;��/B��a`�� � 2W�����5;>9P� BFB��+�F3 �,� � 2W�����5;>9P��B����&U � (8��&���"!��5;��&�/=K'E�19E2���'E�P;>=OQ
�����2�K'*�����&'E�P;>=������:U+����6��+�&���>&�+����'*�+�������

x
�
��1;7Aa6&�&�F=V�bI �7I�U+����6��+���&�,��'*E;��&�/AX! ?

9S�1;��:<%�����&� W . = 0.5(xmax − xmin)
I

�aI��������
	������������	 ����3 ! ,��"! 3�#�� �"�������� �;��3��%���"3������������ ��������	���# ��3�� 3�� ����# )

��������	�����*.) ! ��3����/��*����(��) ���"3�����	���3����


 ^W����' Ua�a!d�������\����R2��UX�FB�����a;��/289S�F2�����2����&�b0N�F2 0�R2��UX�/BF?��,����&�����W�F? AF2������76��NBF? 3
�h���UAF2W�����76&�7BF? 3 9S�1;��8<������5;>=��7? 3 �&��]M��'*�FBC2+�N2�����']?OI/US;T0h��F2W�������+���N0 R2��U+�FB���#��
����&�����W�O� A/2������76��7B���#+� ����]M��'E�g�����F<G3%�+!���'*� W B/?+<������/=i����6��b;>=��7?�� A/2U;��FB��N0	BF<1;��NQ
U+� R2��U+�FB���#��-����&�������O� X ���F6�������B-�/<1;��/2W��� �+#�� &���&��0&]��+���N0TZ�� &�������&���+#��������FB����F=
2��72����+' A B &�[0&'*��' B�����'*�+��� X 9E;��/B��N`�� :�8�6 ZUIJUS;T0���F2������������N0�R2��UX�/B���#+�V����&�������O�
���UAF2W�����76&�7B���#��M���W]V�&'E�,���+�/<�3��+!���'*� W BF?+<������F=^���b6��P;>=��7?��)A/2U;��/B��N0 BF<P;��&UX� R2��U+�FB���Q
#��V����N�����W�O� �\��������&����#+���&���FB%���/= 2+�72W����' A BM�F<�����������'@B����+'*����� X 9a;��/B��a`^� :��
!T;70
���N���+#��������/B%�����N0�� ����������	 :��K!T;T0K����#+��( 6&���/<F? 2 !��U;����F=_���WU8A�;>=a�O���
��&�"! ?A!>A[.,�+#+�
BF?+6&�72U;������N0C����6��P;>=��7?�'*��A/2U;��/B��N0�'*�_!T;T0K��F25;��"!TAaH.���#+��BF?+6&�72U;������N0TZUI

�VZ �,2W�O�����FB��&���
UX����6��������K�������'*�������
γ
( 2������/B����/2��FB1AaH.����\]^�82W�F9S��' A ���W]V�&' A B���UWQ

</AS]^!��+�&�N0 X 2+'+I ����"!>?A!>A[.��+�-UX�`!d�����&��ZUI 
 ?+<������&���-�&�8289S�1;T=F9S� B���UX���/2��O�/H.��a3	UX���`Q
6�������� �������'*�������

λ
( 2+�����FB��W�F2��/B/AEH .,�a3i���F2UAP�/2��/B��7HF����$!��U;>=��7? 3 ���79E;��FB B 2+�N2����"Q

'*��(V2+�F2UAE.,�82W�FB��FB������7H ! B/AV3[����$!��U;>=��7? 3 ���79a;��/B�B�2+�N2�����'*��(a2:A[.��:2��FB��FB%�����NH �+!�����#��
��&�"!��5;>=�����#�� �&�79a;��NI,_)�F2W�������&��� !T;T0"9P��]^!���#��-�&U
UX����6��������

λ
R2��UX�FB/?��_����&�������/?

A/2��O�����/B��7B/`,�a3V2 0	AF2W�����76&�7BF? 3�� ���UAF2������76��NBF? 3�9P�P;��8<%������� I 
�?+<��+���N��������6��P;>=��7?��
A/2U;��FB��N0 B��NAS����� � B��������UAF2W�����76&�7B���#��C��&�"!��5;>=�����#�� ���79a;�� �-&�������&���+#������NAP�&����2+�PQ

L � �

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



������������� ���������	���

2W���+' A�B
��V0�'*��' B�����'*�+��� I � ��&�"!��5;��&���
9P�/9���' ����"!��U;>=��N?�'h����]M��'E��'�2����&�+' 0&�/=F2 0
�������89N�������&� B�^����E3�2U;TAE6��10E3 I

<[Z �,2W�O�����FB��N���fU+����6��+���&�g�������'*�������
γ
( 2+�����FB��W�F2��/B/AEH .,�+� ' 0�#:9P��' A ����]M��' A	B���UWQ

</AS]^!��+�&�N0 I 
�?+<��+���N���[���82:9P�P;>=F9S�KU+����6��+�&��� �������'*�W�����
λ
2������FB����F2W�FB/AEH.��a3f���F2UAS��Q

2W�FB��7H � ���P;��N6��7H 9S�1;��8<%���&��� B�2��72����+'*�/I7_:�/2����&���&��� !7;T0�^W���a3VUX����6��������
λ
R2��UX�FB/?��

����&�����W�F? A/2������76��7BF? 3C�K���:A/2������76��7B/? 3 9S�1;��:<%�����U;>=��N? 3\�&��]M��'*�FB7I

�NI�� �%���"3���	�����	-0�� � ! 3�,.������������# ) ��������1 3����;�	&��� * � ��� ��	���������	&��� * ��3�	��

�	��	������ �
����, �
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�VZ �J�7ROAP�79P�#���N0����a]^!��+���a0CAF2������76��NB���#+� � ���:A/2������76��7B���#+� ���79a;��/B 2������/B����/2��FB1A����
2��7?+B/A 9S�1;��:<%�����&�K&���
�F<�����������'g! B��&]��+�����
��b�������'*�����NA

λ
I �,2W�O�����FB��N���:UX����6��������

�������'*�������
γ
BF<1;��&U+�-�NA�;T0 I 
 ?+<��+�&�&���^UX���b6&�+�����

λ > 0
I _)�������N���+#������NAP�&����2��72����+' A

B^��V0&'*��' B����+'*����� IJF ���'*�/.�=FH 9a;��/B��N` ����������	 :�8&6�2 !��U;����&���2���WU8A�;>=a�O���
BF?+6��72"Q
;������������b6��P;>=��7?�'*�DAF2U;��FB��N0&'*�K!T;T0C���FB���#+��B/?+6��72U;��+���N0 I _)�����NUGB��+!>0\�����P;���#+�76&�7?��
BF?+6&�72U;������N0,!T;70���F25;��"!��FB%�����U;>=��&�)AN'*���7=/`����+']? 3^U+����6��+�&���

λ
��&���"!��5;��&��� UX����6��������

�������'*�������
λ
(8�����9S�������&��' ��&���7243%�+!��N� 2��7?+BD9S�1;��8<%���&��� I?L UX'*�����&���[U+����6��+���&�

γ
�

��&�X!��U;����N��������]���BF?+6��N2U;������N0 I _:�/2����&���&���^#����/R:�79
λ = F (γ)

I _)�F2��������&���^#+���/R:�79
2������FB����F2W�FB/AEH.��+� ���+���������76��82:9S��� UX�/B��72���'*�F2���� X 2+'+I 9������/9NAEH ���+���&�7HOZ � 2����/B����N���
2:���WU8A�;>=a�O���O��'*� ^:9[2+�������'*�+�N�O�NI

<[Z �J�7ROAP�79P�#���a0 �7286��WUX���/B��+���a0 ���:A/2������76��7B���#+� ����$!��U;T=�����#������79a;��%2������/B����/2��FB1A����
������+�&� AF2������76��NB��F2���� �aAb;��8B���� ���+��+! B��&]V�&��� ���F6N9�� IEUS;T0 ��F2W�������+���N0 <��7ROAN�N9N�`Q
���&��������� ;��������I( BF?+<������&���_U+����6��+���&�_�������'*�W�����

γ
( BF?+<������&���
����6��b;>=��7?���A/2U;��/B��N0

BF<P;��&UX�[�NA�;T0 W x0 ∼ 0
(
y0 ∼ 0

I[_:�&�����&���+#+�&���NAP�&���O2��72����+' A B2��V0�'*��'%B����+'*����� I � ����WQ
!��5;��&���>UX���b6&�+�����

λ
(�&��� 9S����������' B
2��72����+'*� B���UG</AS]^!d�/H �/2 0�9P�P;��8<%�����N0 I _)�F2W�������N���

#����/R:�79
λ = F (γ)

��2+���1B����&���>��#+� 2:���+���&�����N6��82:9���'+I
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9P�NI
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J�����&(d�825;���Ua�/B��72+��'*�/2��F= B/?JQ
3��X!�����#+�V������V0&]��+���N0DAF2��a;��&���U;T0�����B13%�+!��&��#+� &���"! 2W�O�/B1;T0&����2+�/<����\&�1;�������' N0&�����
2W���+&�+��� I 
C9P�/9S��' 25;TAE6����2'*�`]M���b�a]V�S!d���F=^]^�:2��/9P����B���U8</AS]b!��+������9S�1;��:<%�����&� I

J7I_)�>�����P;���#+��� 2 �&�:`���������'%Aa9S���&�F6��+�&����#+��AN���/B��������N0 
 ���NQ !��+�NQ _)�1;T0[��1;TAE6��N��� �&�:`��"Q
���&�[!T;T0 ��'*a;��&�1Aa!>?T� R2��U8? �&U_�F<��/</.���������#�� Aa9S���&�F6��+�&����#+� AP���/B����+���a0�
 ���NQ !��+�PQ
_)�1;T0 I

�aI D:���P!��&����(N6���' AV���1B��+�
3%�����/9N���+�&�72����76��82:9�����&�F9P��Ua�����U;>=>!7;T0_��������+!��76��:289S��#��[�&�:`��"Q
���a0DBb�F2 ���a;7;70&������� T6�U;��U0 I

� I_)�F9P��]M�&����(+6&���i�+!������&U 3S�����19&�������72����76��:289��a3h��F9P��Ua�O���U;��+� ���U`������N0 ;������+�����&U+��Q
B%��������#�� AP���/B����+���a0 Bb�F9��&�82������F2W���-��������+!��76��:289S��#��_���:`,�+���N0\#+�����+���O������� 
 ���NQ !��+�PQ
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_)���K'E�P;>? 3 UX����6������N0a3\��'*E;��&�/AX! ? B���UW!����72��/B��N0C�C'E�b;����K���U;��&���+���&�F2���� 07B1;��������S2+���PQ
3N�������NUa�#���&��!���NAF2:9P�����
��&�7<1;��&]��+�������b�����P;��N���76��:289S���^��&�72X���&���/I _)���/B��"!���' �+#��_���V����PQ
'*�+�&�2#��+��������������� 
 ��� !��+�D_:�P;T0�2:��+���&�X!��76��82:9���'CB��&�:`��&��'@B���U"!��+�N2��FB����+' W

ẍ − (ε − x2)ẋ + x = B sin(Ωt),
X �aI �FZ

# !��
B
Q6��'*E;��&�/AX!d�N(

Ω
Q 6��/2������O��B����:`,���+#���B���UW!����72��/B��N0 I FJ�F<F2��/B��+�&���10 6��/2W�����O��9S�1;��8<��������

���/B����_�"!����&�����/I\_)�1;���#"���+'�( 6&����6��/2W�����O��B���U"!��+�72W�FB��a0 <1;��&UG9P� 9�6��/2��������M�/B����F9S�1;��:<%������� W
Ω ' 1

�
0 < ε � 1

I�ZC�W���+!���' '*�$!T;��������V'*���N07H.��a3F2 0-��'*E;��&�/AX!-�N.���'	���U`��+�&����B�B��P!�� W

x(t) = Re[a(t) exp(jt)] =
1

2
[a(t) exp(jt) + a∗(t) exp(−jt)].

# !��
a(t)
Q]9S��'*a;��:9[2+���10C��'*E;��&�/AX!d��9S�1;��:<%�����&�I(�'*�"!7;��+���&�bUX�/B��72 0a.^�10
����B�����'*�+��� I�� ��# !d� W

ẋ(t) =
1

2
[ȧ exp (jt) + ȧ∗ exp (−jt) + ja exp (jt) − ja∗ exp (−jt)].

D:�P;��`]M��'f!���&�1;����&���U;>=�������A/2U;��/B���� W

ȧ exp (jt) + ȧ∗ exp (−jt) = 0.

_)����^�����'

ẋ(t) =
1

2
j[a exp (jt) − a∗ exp (−jt)],

ẍ(t) = ȧj exp (jt) − 1

2
a exp (jt) − 1

2
a∗ exp (−jt).
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_)�+! 2��O�/B���' ��1;7Aa6&�+���7?��SBF?����O]^�+���a0_!7;T0
ẍ
�

ẋ
B�AP���/B��&�+����� X �EI��FZ W

ȧ =
1

2
[εa − 1

4
|a|2a + (

1

4
|a|2a∗ − εa∗) exp (−2jt) − 1

4
a3 exp (2jt) +

1

4
a∗3 exp (−4jt)]

+ ξ exp(j∆t).
X �aI �VZ

�,2+�&�"!����&' Ua�_��������+!f!d����������BF?����O]^�+���&��(?���&���+#������NA10 ���B�����'*�+����BC�&�&�����7B%�P;��
[−π, π]

I
_)��� ^�����'%</AX!��+' ��1;���#"���F=�([6&������'*E;��&�/AX!d�

a
'*�$!T;��+�&���,'*���N0��W�F2 0 ���S^W����'g�&�&�����7B%�P;��c�[�+�

'*�a]V�&��BF?����:2�����UX�[U+���/9-���&���+#����P;���9P�/9�&�F2����b0&���NAEH B��5;��76����aAFI 
�����U:A�;>=a�O�����b��1;7Aa6����+'
AP���/B��&�+����� W

ȧ =
ε

2
a − 1

8
|a|2a + ξ exp(j∆t),

X �aIKJ[Z

# !��
ξ = B/2, ∆ = Ω − 1

Q ���1282��������79P��'*�W]b!>A�6��/2���������� B����:`,���+#�� B���U"!��+�72W�FB��a0g� 2��F<�Q
2��/B��+�&����� 6��/2����������\�/B����F9S�1;��8<��������K#+�����+���O�������aI

T6�:`,�+�����SAE9P�����F6���������#��
AP���/B��&�+���N0K�N.,�+'@B�B��S!�� W

a = ρ exp(j(ϕ + ∆t)).
X �EI��FZ

_)�+! 2��O�/BP;T0N0^��#+�)B X �aIKJ[Z6�,����UW!��U;T0a0>!��+�N2��FB��&���5;>=��NAEH���'*����' AEH@6��12����8(���1;TAE6����+'�2+�72W����' A
AP���/B��&�+�����_!T;T0K��'*E;��&�/AX! ?h��R2��U8? 9S�1;��:<%������� W

ρ̇ =
ε

2
ρ − 1

8
ρ3 + ξ cos(ϕ)

X �aI � Z

ϕ̇ = −∆ − ξ

ρ
sin(ϕ).

X �aIVU/Z

�]2U;�����'*a;��&�1AX!d��B���U"!��+�N2��FB��N0
B
(���2U;��$!��FB%�O���U;T=���� �C�������'*�����

ξ
'E�b;>?)(�����B AP���/B����������

X �EI � Z 25;���#"����']?�'
ξ cos(ϕ)

'*�a]V�&�[&���+���:<����:67= W
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ρ̇ =
ε

2
ρ − 1

8
ρ3

X �EI � Z

ϕ̇ = −∆ − ξ

ρ
sin(ϕ).

X �aI � Z

���&U�AF25;��FB��a0
ρ̇ = 0

��1;TAE6��&' UX���b6&�+������AF2W�O�����FB��7B/`����72 0f��'*a;��&�1AX! ? 9S�1;��:<%�����������1B������
��'*a;��&�/AX!�� B2�/B���������'*����' �&��]M��'*� W ρ '

√
(4ε)

IV_)����^W����'
ϕ̇ ' −∆− ξ√

(4ε)
sin(ϕ)

I F ;TAE6��/H
2+�&�a3N�������&UX�#������</AX!�����2+�����/B����/2��/B��FB%���/=���F2W����0��&���10 ���b6��P;>=����P0
R2��UX�S9S�1;��8<%���&���I(%�bI �1I

ϕ̇ =

0
(&�a;��

∆ = − ξ√
(4ε)

sin(ϕ).
X �EI L � Z

_)�F289S�1;T=F9NA | sin(ϕ)| ≤ 1
(?���D2+���E3&�&�����&UX�#���N0 '*�a]^�W���F2UA[.��82W�FB1;70&�F=/2 0I( �:2U;�� |∆| ≤ ξ√

(4ε)

I
_)�V0�']?���(�UX�`!d�/B%���+']?��OAP���/B��������N0&'*� W

∆ = ± ξ√
(4ε)

X �aIMLFLbZ

����&�"!��5;T07Hc��#+���������7? �/<1;��/2W����2����a3N�����&�&Ua�#�&���_����M'E�P;����M��'*a;��N�/AX!�� �
<1;��&U89S����6��12��������
B���U"!��+�N2��FB��N0 I

_)A/2��F=�UX���b6&�+������6��/2W�����/?R� ��'*a;��N�/AX! ? B���UW!����72��/B��N0 BF?+<������7? B��aAP����� �F<1;��/2W��� 2+���PQ
3N�������NUa�#���&� I US;T0i������$!��U;��+�����/2���� NA/2��/= 6��/2������O�%B����U`�����#+� B���UW!����72��/B��N0 '*���7=/`�� 2+�F<�Q
2��/B��+�&�����"6��/2W�����/?R�/B���������'*�&��#+�-#��+���������������&( �bI �1I

∆ < 0
I � ���/B����+���&� X �aIML � Z:��'*�+�W�\! B%�

���U`��+�&�N0 W

ϕ1 = arcsin
−2

√
ε∆

ξ

X �aIML �FZ

�
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ϕ2 = π − arcsin
−2

√
ε∆

ξ

X �aIML �VZ

� �19���' �F<�����UX��'�(T2+�72W���+'E��AP���1B����+�&��� X �aI � ( �aI � Z ��'*�+�W�M! B��2���+&�X!>B��&]M�7?��,���/679�� W (2√ε, ϕ1)

�
(2
√

ε, ϕ2).
� ����$!��U;���'h�a3 ����f� AF2W�����76&�7B��F2W�F=7I]_)���7B����[�&U�AP���1B����+�&��� X �EI � Z)��� 2+�+!����NQ

]M�&�gUa�1B��72+�&'*�F2���� ��� &�+����'*�+�������
ϕ
(A��F^W����' A AF2������76��NB��F2��/= B ���a!����P;>=�����' ��������/B1;��"Q

����� ����UX�/B��72��&�K���
UX����6������N0�R2��UG?
ϕ
ID:���P!���'�U+����6��+�&���M&�����&U8B��+!����������K����1B�����6��/2W���

AP���/B��&�+���N0 X �aI � Z�B^���F6N9P�
2
√

ε
I � ���^���1B���� −ε.

F ;��$!��FB%�����U;>=�����(�����
��P;��a]V�&���U;>=��7? 3_UX���OQ
6������N0a3 �������'*�W�����

ε
X ���f�:2��F= ���� ���53 UX����6������N0a3d( ���� 9S�������N? 3 B #��+��������������� 
 ���g!��+�

_)�1;T0 2:A[.��:2��/B/AEH �f�/B����/9P�P;��8<%�����N0>Z:�F<��[���+&�X!>B��&]M�7?��V���/679��%AF2W�����N6��7BF? B\���a!����P;>=�����'
����&���/B1;�������� I US;T0 ����&�"!��5;��+���a0 A/2������76��7B��/2����CB ��U+��' AS�O�P;>=�����' ��������/B1;��������I(E�����S!��+'
UX���b6&�+���N0i������&UGB��+!��&���i��� &���/B����"6��12����"AP���/B��&�+���N0 X �EI � Z:!7;T0 UX����6��������

ϕ1

�
ϕ2

I U�;70
����7B���� ���F679��_��P;TAE6����+'"B��5;��76��&�NA

(− ξ
2
√

ε
cos ϕ1)

(S!T;T0�B����������VQ
(− ξ

2
√

ε
cos ϕ2)

IN_)�F2:9S�1;>=F9NA

cos ϕ1 ≥ 0
(��

cos ϕ2 ≤ 0
(N���^��+�NB%�10 �NU)AE9N�OUa�����N? 3
���+&�X!>B��&]M�7? 3V���F6��:9�A/2������76��7B��^�O�19&]^�

� B �OUX��' AS�O�P;>=�����' ��������/B1;��+�����8(E��B��������10"B�^�����' ��������/BP;��+���&�i���UAF2W�����76&�7B%�NI�_)�+�7B%�P0
2+�����FB��W�F2W�FB/A�����AF2W�����76&�7B���' A ����$!��U;T=�����' A ���79E;TA�(\9S�1;��:<%�����N0 ����9S�������&��' ���/<P;>HA!d�/Hc�F2 0
B 2+�72W���+'*��( B��������P0
Q�2��"!T;��/B���' A�(��&�:AF2W�����N6��7B����,'*����#+���F<�����U+����9S�������&��#+�M�F<�����U:A��W�V��/B��+�F3SQ
���F2W�F=�! B/AP'*�+�&����#+�[������� X ���72/I �aI �12�Z5I
_)���/B��"!������7?��\�����P;��NU>&�F9P��Ua�P;?(T6&���
B 25;TAE6����2'E�P;����K���/2:2��������79��

∆
�K'E�P;����C��'*a;��N�/A%Q

! ? B���U"!��+�72W�FB��a0
ξ
B 2+�72W����'*� 2UA[.��82W�FB/A����-�/<1;��/2W�F= 2+�&�a3N�������&UX�#����� ��F2����"!>2��FB���' UX�P3aB%���O�

6��/2W�����/?OI�� '*a;��&�1AX!d�D2����a3N�������N? 3 9S�1;��8<%���&��� <P;��&UG9P��9
2
√

ε
( 6��12������O�D9S�1;��:<%������� ���/B����

6��/2W������� B/?��NAS]b!d�1H .����
2��a;>?)(S�)����6��P;T=����10�R2��UX� ������$!��U;T0&���/2 0�BF?����O]^�+���&�+' X �aIML �FZUI/_)���
<��1;T=/`����,��'*a;��N�/AX!�� B���UW!����72��/B��N0�AP]��J���,AX!d�����/2 0����OUW!��5;��&�F=O2��72����+' ASAP���/B���������� X �aI � (��EIVUFZ
� 25;��"!��FB%�����U;>=��&��B�^W����' 2U;TAE6����>���+�/<�3��+!���'*��6&�72U;�������� ���P3%�+!��&�/=[!T;T0_!d���&�7? 3K�������N2 �����NQ
!����&���7? 3 AN���/B����������-UX����6������N0-�&�+��+! B��N]V�7? 3\���F6&�89-�-����/B��+!��&�F= 6&�72U;������7?�� �����P;��&U��a3
��� AF2W�����N6��7B��F2W�F=7I
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T*�721I �EIYJ W � ;��F9NQ 243%��'E�
^89[2���+���&'*�+�&�O�P;T=������ A/2��O�����/BF9��

� ��� � � A � � � � � � � �)� � � � ��� ������� � � ��� � ������� � �

�
� ���� � ��� ������� � � ���� � �����
��� ��� ���

02/ .)/�3 � B����� B*H������EBED = 5IH<B��������dB

� 9[2���+���&'*�+�&�O�P;T=����10 AF2��O�����FBF9P� 2��F2������&���NUM�N282U;��"!>A��+'*��#���#+�����+���O�������N( B��&�:`��&�+#+�D2+���PQ
3N�������NUX���NAEH.��+#��^#+�����+���O�������N(&�����P;��&UX����������2+&�89&�����&(P�F2 ���E;7;���#����/R2�&([B��1;>=a��'*�������,�M#��+���"Q
�����������b��'*NA�;>=F2��FB X ���721I��EIYJ[Z5I
U�B%�OBF? 3��+!d�2�N282U;��"!>A��+'*��#��^#+�+�&�+����������� � � 
 ��+! 9a;>H 6��/Hc�F2 0�9 2+�����FB��W�F2W�FB/AEH .,��'"B13%�OQ
!d��' 9P�����b;��FB
#+���&�&UX���N�O�P;>=�����#+�K� B��+�&���79P�P;>=��&��#+�K���F9E;����������N0 �F2 �&�a;7;���#����/R2�&(I����^89��������
9S����������#+�
'*�a]M���_�����^�����' ���/<1;>HA!d�O�F=�R2��UX�FB/?�� &���&���&����9S�1;��8<�������� I D:��B13��+!g�N282U;��"!>A%Q
�+'*��#+�b#+�����+���O�������[��+!d���W�F2 0D2+��#����P; 2OB����:`,���+#��
2����a3N����#��+���������������&(d��'*a;��N�/AX!d��9P����������#+�
9S���&�����1;����aA����/2 0 B��1;>=a��'*�W������'+I �,2W�O�����FB/9N�K!������ B���UX'*�a]M���F2��/=-���/<1;THA!d���F= 2W�����/<��F289S��&�NQ
6��:289S����2+�:6��+���&�DR2��U+�FB���#�� &���&���&���O� 9S�1;��8<%���&���i�N282U;��"!>A��+'*��#��f#+�����+�����������NI U�;70"^�����#+��2
BF? 3��X!���2����a3N����#��+��������������� X BF? 3%�+! � � ��Zc��+!d�����F2 0�2���#+���b;f����B13%�+!f#+�����+���O�������
��'*NA�;>=OQ
2+�/B�(,9P�������7?�� #��+���������NA���� ��V0�'*�1AN#��1;>=��N?�����'*NA�;>=F2:? 'E�P;���� !T;��&���U;>=����F2���� 2D6��12����������
2U;��"!��FB������N08( Ua�`!d�1B%���+'*����2����a3N����#��+����������������'+I L)'*NA�;>=/28? &�X!��/H �/2 0 ���"B13��X!�� �/2 ���a;&Q
;���#����/R2�f�@AP����1B1;T07Hc�%0��N9P�/2��F=/H ;TAE6�� X ��+! 2:B��86&�7B%�/Hc�%;TAE6>ZUI _:�&�C^�����' 0&�79S�F2��/= ;TAE6��
�F2 ���a;7;���#+���/R2�\&�X!><��������W�F2 0 �O�/9&��' �F<�����U+��'�(\6&���/<F? ;TAE6fUa��]M��#"�P;T2 0g���1;T=F9S� B\'*��'*���&�F?
����E3%�+!d�M�&'*NA�;>=F2+�/B7I
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� � ��&�"! 2W�O�/B1;T0&���@2��F<���� ���5;����������7?��	AF2+�E;��&���5;>= X ��Z�2 2+�5;��89N���7B��&��� ��P;��a]V�&���U;>=������
�F<������������ 28B10&UG=/H,(+B 9N��6��:2��/B��%2+�5;��89N���7B��&��#+�@A/2����&���72��/B%� �72���1;>=�U:A��W�F2 0 2���'*'*�������76��7?��
'*�F2W� 
A����� X �>Z5I FJ��#+���P;@2�BF? 3��+!d� �&�U;����&�+������#+� A/2+�a;��&���5;T0 X

F (X(t))
��+!d���W�F2 0i��� B13��X!

'*�F2W�O� 
J�����6��+�&��U+2UAN'*'E�O����� X � Z"(����B13%�+!�9P����������#+� �O�/9N]^�J��+!d�����F2 0���������N���+#��������/B%�����7?��
B����U`����&�DAP����/BP;T07H.����D2+��#����P;

(
∫

η(t)dt)
I

02/ .)/
	 � � ���*; = � B ���E9 �jG D &S9�� 9�� BEH���� B

D:��6�����'@BF?+B��+! AN���/B��������N0C#+�+�&�+������������2�AP���/B��&�+���N0
!T;T0K'*�F2W�O� 
J����� X ���N2/I �aI�� �>ZUIdZC�F2W�
2+�&'*'*�����&�76��+�8(I���_�82W�F= 2�����������7B1;������N0�����']9S�F2���� ���/B��7? W C2 = C3 = C

(
R10 = R11 = R

I
D:����V0&]��+����� ����BP3%�+!�� '*�/2��O�,�F<���UX����6��&'%9P�/9

U,
����BF? 3��+!��

X
I'T �OUX���F2W�F=�'*�W]b!TA
BP3%�+!��7?�'

��BF? 3��+!��7?�' ������V0N]^�+���a0�'*� ���1B�����2UAN'*'*� ��`!��������_������V0&]^�������_���S^U;���'*�+�&�O�P3
C2

�
R10 W

U − X = UC2 + UR10 =
1

C2

∫
ic2dt + R10iC2

X �aIMLGJ[Z

Fe!��NAP#+���	2W�����&���7?
iC2 = iC3 + iR11

( # !��
iC3 = C3

dX
dt

(
iR11 = X

R11

I _:�+! 2W�O�/B1;T0a0i!d���PQ
�7?��+2��������&�/`������N0 B X �aIMLGJ[Z �,!��7R�R:�+�����������NA10[��OB�����'*�+���I(���1;TAE6�����'�!��NRSR:�����+���&���P;>=��&���
AP���/B��&�+������(>28B/0NUG?+B%�/H.�����B13��+!������C��B/? 3%�+!������D2+��#����P;>? '*�F2��O� 
J����� W

dU

dt
− dX

dt
=

1

C
(C

dX

dt
+

X

R
) + R

d

dt
(C

dX

dt
+

X

R
)

�a;���B�<��1;�����9P��'*��/9&������� R:���&'*� W

d2X

dt2
+

3

RC

dX

dt
+

1

(RC)2
X =

1

RC

dU

dt

X �aIML �FZ


J�P!�����(>6&����AP���/B��&�+�����>'*�F2��O� 
J�����b����$! 2��O�1B1;T0��W� 2+�/<�����AN���/B����������S;������+�&����#+�M�F2 �&�a;7;T0PQ
������� 2�2��F<F2��/B��+�&����� 6��/2����������

ω0 = 1
RC

��9S�F^8R�R:�����&�+�&����' !��72:2+����#�����
α = 3

2RC

I

D:��BP3%�+!C'*�F2��O� 
J�&������+!d���W�F2 0�2:AP'*'E������&�[0N]^�+�&����2 ���&���+#+����������� X ���72/I �aI ����Z � 2)���U;��PQ
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����������#�� A/2+�a;��&���5;T0 X ���721I��EI�� � Z 6��+���WU"2:AP'*'*���NAEH.��+�"AF2W�������72��/B�� X ���72/I �aI � � Z WU = U1 +

F (X, R6)
(&# !���ROAP�79��&�N0

F
����&�"!��5;T0��W�F2 0��&�U;����&�+��������3%�����/9N���+�&�72����79S��� AF2��a;��&���U;T0 � � �N(

R6

Q,AP����1B1;T07H.����C�������'*����� I
� ���/B��&�+�����,!T;70 �&�&����#+�����������\'*�a]M���
��1;TAE6��N�F=�(6�&UbUa�/9S���&�FB Q)���F3N#+�/R>�
��Ua�/9S����� � 'E�
!T;T0 ������K���[�&�72/I �aI ��� W

iR1 = −iC1, iR1 =
η

R1
, iC1 = C1

dU1

dt

X &�F2U;��$!�������2+���������/`,�+������B��������_��&� �/6��+�7= <��1;>=/`,��'C9S�F^8R�R:���������&����A/2+�a;������N0 ��������#���PQ
�����&��#+�SAF2+�E;��&���5;T0 � ��L�([9P��# !d�,������+���&���P;K���,��#+� BP3%�+!�� &�F6&���_�aAb;��8B����TZUI � �/9&��'g�F<�����UX��'�(
AP���/B��&�+����� !T;T0K���N���+#������������M���[���N2/I �aI�� �2&��������'E�����
B��P! W

U1 = − 1

RC

∫
η(t)dt

X �aI L � Z

X
R1 = R, C1 = C).

� �/9���' �F<�����UX��'�(&��1;�������AP���1B����+�&����B/2+�+��243%��']? ���b���721I��aI ���b'*�a]V����UX����72+���F=
B�B��P!�� W

d2X

dt2
+

1

RC
(3 − d

dX
F (X, R6))

dX

dt
+

1

(RC)2
X = − 1

(RC)2
η(t)

X �EI L�U/Z

� ����/BP;��+���&� B��5;��76����&��� 9S�F^8R�R:�����&�+�&�O� A/2+�a;������N0 A/2+�a;��&���5;T0 � � � �F2UAE.,�82W�FB1;T0&���/2 0b����
���'*�1.��K��+����'*�+���&��#+�
2+����&�����7BP;��+���a0

R6

(��&#+���/H.���#+�V�&�1;>=�AP����/B1;707H .,�+#��V�������'*�������NI

02/ .)/ . � ��� D�; � � ������A7 �E9 �jG D � B���JH��

LFIcLO2825;��"!��FB%���/=OB���UG<1AP]^!�������� 9S�1;��:<%�����&� B �/B���������'*����'-#��+���������������/I�US;T0�^�����#+� X �FZ6���Q
2W�������N�F=>UX�/B��72���'*�F2W�F=>��'*a;��&�1AX! ? 9S�1;��:<%�����&�
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