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В настоящем учебном пособии представлены описания лаборатор-
ных работ по голографической интерферометрии и лазерной спекл-
фотографии. С физической точки зрения методы голографической интер-
ферометрии и спекл-фотографии объединяют единые процессы образова-
ния интерференционных картин, формируемых рассеянными лазерными 
волновыми полями. Поэтому в учебном пособии представлено достаточно 
подробное описание процесса формирования спекл-полей в рассеянном 
лазерном излучении, а также представлено описание основных статистиче-
ских свойств спекл-полей. 

Теоретический материал всех работ руководства излагается с ис-
пользованием математического аппарата дифракционных преобразований 
оптических полей. Использование скалярной теории дифракции сочетается 
с использованием основных свойств теории фурье-преобразования про-
странственных функций. 

Для студентов физических факультетов университетов. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 
  

Методы оптической голографии нашли широкое и эффективное 
практическое использование в решении целого ряда измерительных задач в 
научных исследованиях и в высоких технологиях. Особое место и значение 
имеют интерференционные голографические методы – голографическая и 
спекл-интерферометрия. Эти методы сочетают в себе метрологические 
возможности классической оптической интерферометрии – использование 
в качестве меры длину световой волны, и совершенно новые качества – 
возможность интерференционного сравнения состояний объектов, соот-
ветствующих различным моментам времени, и возможность применения 
интерферометрии к объектам с оптически грубыми, шероховатыми по-
верхностями.  

Оптическая голография позволяет регистрировать, а затем восста-
навливать оптическое поле – оптическую волну. Эта уникальная возмож-
ность голографии используется в голографической интерферометрии для 
наблюдения интерференции объектных волновых полей, отраженных объ-
ектом в различные моменты времени. Это обстоятельство позволяет, в 
свою очередь, интерференционным методом измерять микронные смеще-
ния или деформации реальных технических объектов.  

Аналогичные возможности реализуются в методе лазерной спекл-
фотографии, в котором записывается не полное волновое поле, как в голо-
графической интерферометрии, а только пятнистая структура (спекл-
структура) лазерного излучения, рассеянного шероховатой поверхностью 
объекта.  

В настоящем учебном пособии представлены теоретические и мето-
дические руководства к выполнению лабораторных работ по голографиче-
ской интерферометрии и лазерной спекл-фотографии. С физической точки 
зрения методы голографической интерферометрии и спекл-фотографии 
объединяют единые процессы образования интерференционных картин. В 
основе этих процессов лежит явление интерференции рассеянных лазер-
ных волновых полей. Такие когерентные поля называют лазерными спекл-
полями из-за пятнистого характера пространственного распределения их 
интенсивности. Поэтому в теоретическом введении к руководствам к лабо-
раторным работам представлено достаточно подробное описание процесса 
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формирования спекл-полей в рассеянном лазерном излучении, а также 
представлено описание основных статистических свойств спекл-полей. 

В лабораторной работе № 1 «Метод спекл-фотографии в фурье-
плоскости» рассматривается метод двухэкспозиционной спекл-фотографии 
с регистрацией спекл-структур в плоскости фурье-образа исследуемого 
объекта. Как и в случае записи фурье-голограммы теоретический анализ 
процессов регистрации фурье-спеклограммы и формирования интерферо-
граммы строится с использованием двумерного преобразования Фурье. 
Метод позволяет с интерференционной чувствительностью измерять ма-
лые углы наклона шероховатой поверхности, что имеет важное значение 
для решения ряда задач точной механики.  

Запись двухэкспозиционной спеклограммы сфокусированного изо-
бражения позволяет регистрировать малые поперечные смещения и де-
формации объектов с шероховатой поверхностью при нечувствительности 
к ее малым наклонам. Методология этого метода спекл-фотографии изло-
жена в лабораторной работе № 2 «Метод спекл-фотографии сфокусиро-
ванного изображения». В качестве задания предлагается измерить с мик-
ронной точностью малый поперечный поступательный или вращательный 
сдвиг рассеивающей пластины.  

Лабораторная работа № 3 «Метод голографической интерферомет-
рии» посвящена изучению практических возможностей голографической 
интерферометрии в задачах исследования малых трехмерных деформаций 
объектов с диффузно рассеивающей поверхностью. Метод голографиче-
ской интерферометрии, обладая более широкими информационными воз-
можностями по сравнению с методом спекл-фотографии, позволяет полу-
чать наглядные интерференционные картины, наблюдаемые на объемных 
голографических изображениях. В работе обсуждается методика и техника 
голографической интерферометрии, выводится соотношение, связывающее 
параметры голографической интерферограммы с величиной смещения то-
чек поверхности объекта. Это соотношение используется в качестве рабо-
чей формулы для расчета перемещения точек поверхности пластины в ре-
зультате ее изгибной деформации. 

Более детально с физической точки зрения процесс формирования 
интерференционных полос в голографической интерферометрии рассмот-
рен в лабораторной работе №4 «Локализация интерференционных полос в 
голографической интерферометрии диффузно рассеивающих объектов», 
которую следует рассматривать в качестве учебно-исследовательской ра-
боты для студентов и аспирантов. В этой работе предлагается изучить эф-
фект пространственной локализации полос средней интенсивности, обра-
зующихся  при интерференции спекл-полей. Теоретическая часть работы 
требует от студентов и аспирантов знания основных положений статисти-
ческой оптики и понимания закономерностей проявления корреляционных 
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свойств световых полей при их интерференции. Экспериментальная часть 
работы связана с получением двухэкспозиционной голограммы сдвига рас-
сеивающего объекта, с изучением пространственного распределения вид-
ности полос средней интенсивности поля в области фурье-образа и изо-
бражения объекта, с измерением глубины области локализации полос в за-
висимости от величины выходной апертуры оптической системы. 

Теоретический материал всех работ руководства излагается с исполь-
зованием математического аппарата дифракционных преобразований оп-
тических полей. Использование скалярной теории дифракции сочетается с 
использованием основных свойств теории фурье-преобразования про-
странственных функций. Темы всех четырех лабораторных работ, руково-
дства к которым включены в данное учебное пособие, методически связа-
ны, взаимно дополняют друг друга и в целом дают достаточный уровень 
представлений о методах голографических  интерференционных измере-
ний. 

Приведенный в конце руководства список литературы позволит сту-
дентам и аспирантам глубже изучить физические основы методов гологра-
фических интерференционных измерений, освоить ее математический ап-
парат, используемый в теоретических основах этих методов. Дополнитель-
ный список литературы позволит студентам и аспирантам более внима-
тельно изучить отдельные тематические направления в голографических 
измерениях в рамках их дальнейшей научной работы. 
 
 

 Профессор,  д.ф.-м.н.  В.П. Рябухо 
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ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ  ВВЕДЕНИЕ 
 

Голографические методы измерений, к которым, в частности, отно-
сятся спекл-фотография, голографическая интерферометрия и спекл-
интерферометрия, позволили перенести высокочувствительные методы 
оптической интерферометрии на объекты с рассеивающей, оптически гру-
бой поверхностью. Другое принципиальное отличие этих методов от клас-
сической интерферометрии состоит в возможности интерференционного 
сравнения оптических образов, существовавших в различные моменты 
времени, путем последовательной записи на голограмму или спеклограмму 
и последующего восстановления объектных световых полей или их спекл-
структур. Эта возможность имеет исключительно важное практическое 
значение, поскольку позволяет проводить интерференционное сравнение (с 
точностью до долей длины световой волны, которая используется в каче-
стве меры) различных состояний или положений одного и того же объекта, 
например, до и после его малой деформации. 

С физической точки зрения методы спекл-фотографии и голографи-
ческой интерферометрии объединяют общие закономерности формирова-
ния выходного измерительного сигнала – интерференционной картины. В 
обоих методах эта картина интерференционных полос образуется в резуль-
тате суперпозиции когерентных, но претерпевших диффузное рассеяние, 
световых полей. По отношению к таким оптическим полям в настоящее 
время используется термин "спекл-поля", а по отношению к пространст-
венному распределению их интенсивности используется термин "спекл-
структура" или "спекл-картина". Эти поля несут измерительную информа-
цию о параметрах рассеивающего объекта, о положении и форме его по-
верхности, о характере его движения, и т.д. Поэтому в качестве основных 
предметов изучения в рамках нижеследующих лабораторных работ служат 
спекл-поля и спекл-структуры, физические принципы формирования ин-
терференционных картин при суперпозиции таких световых полей, изме-
рительные возможности методов спекл-фотографии и голографической 
интерферометрии. 
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Спеклы  в  диффузно  рас с еянном  ког ерентном   
св етовом  поле  

Поверхность рассеивающих объектов, освещаемых лазерным излуче-
нием, представляется покрытой мелкими хаотически расположенными 
светлыми и темными пятнами. Такие же пятна обнаруживаются во всем 
объеме рассеянного поля. Это так называемая спекл-структура (от англий-
ского слова speckle – крапинка, пятнышко), возникновение которой обу-
словлено высокой когерентностью лазерного излучения. В качестве при-
мера на рис. 1 показана фотография спекл-структуры, наблюдаемой в по-
перечном сечении лазерного излучения, рассеянного шероховатой поверх-
ностью. 

 

 
Рис. 1. Спекл-картина в рассеянном лазерном излучении 

 
Каждая точка диффузной поверхности объекта S (рис. 2,а) рассеивает 

в направлении наблюдателя некоторое количество света. Если поверхность 
освещается излучением с достаточно высокой степенью пространственной 
и временной когерентности, то в любой точке P плоскости наблюдения G 
интерферируют световые волны, рассеянные различными точками поверх-
ности объекта S. Поскольку при отражении от неровностей поверхности 
волны приобретают случайный фазовый сдвиг iϕ∆ , величина интенсивно-
сти света в точке Р носит случайный характер. Перемещая точку наблюде-
ния в пространстве, можно обнаружить хаотическое изменение интенсив-
ности света (см. рис. 1). Спекл-структура, которая формируется в свобод-
ном пространстве, называется объективной. 
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Рис. 2. Формирование спекл-структур в свободном пространстве (а) 
и в пространстве изображений (б) 

 
Запишем комплексную амплитуду световой волны, рассеянной неко-

торой точкой объекта, в виде [ ]i ia exp i ϕ∆ . Тогда амплитуда суммарного 
светового поля в точке наблюдения Р равна  

( ) ( ) ( )
1

N
i i

i
u( P ) a exp i A P exp i Pϕ ϕ

=
= ∆ = ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ .                       (1) 

На рис. 3 представлено графическое сложение случайных комплекс-
ных амплитуд. Такая картина называется случайным блужданием в ком-
плексной плоскости. Результирующая комплексная амплитуда ( )u P  имеет 
случайное значение для различных точек Р, т.е. амплитуда ( )A P  и фаза 
( )Pϕ  поля в точке P являются случайными величинами. Следовательно, 

случайной будет и интенсивность ( ) ( ) 2I P u P= . Для образования так на-
зываемой развитой спекл-структуры важно, чтобы число рассеивающих 
точек N было достаточно большим, а фазовые сдвиги iϕ∆  были равномер-
но распределены в интервале [ ],π π− , т.е. плотность вероятности фазового 
сдвига ( ) 2ip constϕ π∆ = =  в интервале [ ],π π− , что соответствует высотам 
неровностей поверхности, сравнимым с длиной волны λ. 

В силу центральной предельной теоремы теории вероятности ком-
плексная амплитуда поля ( )u P  как результат суммирования достаточно 
большого числа независимых вкладов имеет нормальную (гауссову) плот-
ность распределения вероятности ( )p u . Поэтому случайную величину u  
называют круговой комплексной гауссовой переменной. (Круговой – по-
тому, что линии равной плотности вероятности ( )p u  в комплексной плос-
кости ( )Re u , ( )Im u  представляют собой концентрические окружности.) 
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Рис. 3. Графическое сложение случайных комплексных амплитуд 
 
Поскольку амплитуда А, фаза ϕ и интенсивность I спекл-поля связа-

ны с переменной u соотношениями u Acos Asinϕ ϕ= + , 2 2I u A= = , то 
можно показать, что амплитуда А имеет рэлеевскую плотность вероятно-
сти ( )p A , фаза – равномерную в главном интервале 2π , ( ) 2p ϕ π= , а ин-
тенсивность – экспоненциальную: 

1 Ip( I ) exp
I I

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                                     (2) 

где I  – средняя интенсивность спекл-поля. 
Важным параметром спекл-структуры является контраст спеклов β, 

т.е. степень различия темных и светлых пятен, который определяется от-
ношением среднего квадратичного отклонения интенсивности Iσ  к сред-
нему значению интенсивности I : 

I
I

σβ =  .                                           (3) 

Используя (2), легко показать, что для развитой спекл-структуры 
контраст спеклов единичный, 1β = . 

Действительное изображение поверхности объекта S, формируемое 
линзой L на экране G (рис. 2,б), также будет иметь спекл-структуру. Это 
обусловлено конечной разрешающей способностью линзы, которая в пре-
деле ограничивается дифракцией света на ее апертуре. В результате каждая 
точка объекта переотображается не в точку, а в протяженное дифракцион-
ное пятно. Такие пятна от различных точек перекрываются. Поэтому в ка-
ждую точку плоскости изображения G попадает свет от некоторой области 
d поверхности S (см. рис. 2,б). Если на область d приходится достаточно 
много рассеивающих центров, то в любой точке изображения будут ин-
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терферировать световые волны со случайными фазовыми сдвигами iϕ∆ , 
что приведет к образованию случайной интерференционной картины – 
спекл-структуры, которую называют субъективной, поскольку она опреде-
ляется параметрами изображающей оптической системы. 

Важной статистической характеристикой спекл-картины является 
размер пятен, которые ассоциируются с областью корреляции рассеянного 
поля. В голографической интерферометрии пространственные корреляци-
онные свойства спекл-полей проявляются в контрасте интерференционных 
полос и в протяженности их области локализации. Для определения про-
странственной корреляционной функции комплексной амплитуды спекл-
поля во многих случаях можно использовать теорему Ван-Циттерта-
Цернике.  

Согласно этой теореме нормированная функция поперечной корре-
ляции (коэффициент корреляции) определяется как фурье-образ распреде-
ления средней интенсивности на поверхности рассеивателя – источника 
спекл-поля: 

( )
( ) ( )

( ) ( )
0 1 2

2 2

2 2

U ,z U ,z
, ,z

I ,z I ,z

ζ ζ ζ ζ
µ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ

∗

⊥

+ ∆ − ∆
∆ = =

⎡ ⎤+ ∆ − ∆⎣ ⎦

 

( )

( )

2

2

kI exp i d
zkexp i

z
I d

ρ ζρ ρ

ζζ

ρ ρ

∞ ∞

−∞−∞
∞ ∞

−∞−∞

⎡ ⎤∆⎢ ⎥⎣ ⎦⎛ ⎞= ∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
,                     (4) 

где угловые скобки <...> означают статистическое усреднение – усредне-
ние по ансамблю реализаций спекл-полей; ( )x,yρ  и ( ),ζ ξ η  – координаты 
источника спекл-поля и плоскости наблюдения, соответственно; 
∆ ( ),ζ ξ η∆ ∆  – разность координат в плоскости наблюдения; z – расстояние 

между источником спекл-поля и плоскостью наблюдения; ( )U ,zζ  – ком-

плексная амплитуда спекл-поля в плоскости наблюдения; ( )I ρ  – распре-
деление средней интенсивности на поверхности рассеивателя – источника 
спекл-поля. 

Коэффициент продольной (вдоль оси z) корреляции определяется 
выражением 
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( ) ( ) ( )II 0 0z,z U ,z U ,z zµ ζ ζ∗∆ = = = − ∆ =  

( )
( )

( )

2 2
2

2

2
kI exp i z d
z

exp ik z

I d

ρ ρ ρ

ρ ρ

∞ ∞

−∞−∞
∞ ∞

−∞−∞

⎡ ⎤
∆⎢ ⎥

⎣ ⎦
= ∆

∫ ∫

∫ ∫
,                (5) 

где ∆z – расстояние между двумя точками поля на оси z. 
Выражения (4) и (5) справедливы и для спекл-поля в пространстве за 

собирающей линзой, в частности, для плоскости изображения (рис. 2,б). В 
этом случае в качестве источника спекл-поля следует рассматривать апер-
туру оптической системы (точнее, ее выходной зрачок), заполненную пер-
вичным спекл-полем, образованным рассеянным на объекте светом, а в ка-
честве параметра z – расстояние от апертуры (выходного зрачка) до плос-
кости наблюдения ( z b=  на рис. 2,б). 

Интегральное выражение в числителе соотношения (4) совпадает по 
форме математической записи с соотношением для распределения поля в 
картине дифракции Фраунгофера, хотя имеются ввиду совершенно разные 
физические величины. В этом сравнении ( )I ρ  аналогично распределе-
нию когерентного поля в пределах отверстия, на котором происходит ди-
фракция света, а ( )µ ζ⊥ ∆  аналогично комплексной амплитуде поля в плос-

кости дифракции.  
Выражение в числителе формулы (5) аналогично интегральному со-

отношению для распределения поля в фокусе светового пучка вдоль опти-
ческой оси. В этом случае ( )I ρ  аналогично распределению поля в плос-
кости апертуры фокусирующей оптической системы. 

Вышеприведенные аналогии в определенной мере носят формальный 
характер, но позволяют воспользоваться известными решениями дифрак-
ционных задач. Так, например, для плоского рассеивателя круглой формы 
с однородной средней интенсивностью ( ) 0I I constρ = = , используя ре-

шения задач дифракции света на круглом отверстии, для ( )µ ζ⊥ ∆  и 

( )II zµ ∆  получаем выражения  

( )
12J D

k zexp i
z D

z

π ζ
λµ ζ ζζ

π ζ
λ

⊥

⎛ ⎞∆⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠∆ = ∆⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,                          (6) 
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( ) ( )II

2

2

2

2

8

8

Dsin z
z

z exp ik z
D z
z

π
λ

µ
π
λ

⎛ ⎞
∆⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠∆ = ∆
⎛ ⎞

∆⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,                           (7) 

где ( )1J x  – функция Бесселя первого рода первого порядка.  

Коэффициент поперечной корреляции ( )µ ζ⊥ ∆  падает до 0 при 

1 22 z,
D
λζ ρ⊥∆ = =                                          (8) 

(первый ноль функции Бесселя ( )1J x ), а коэффициент продольной корре-
ляции ( )II zµ ∆  – при  

II

2

28 zz
D
λρ∆ = =  .                                           (9) 

Величины ρ⊥  и IIρ  называются поперечным и продольным радиуса-
ми корреляции спекл-поля. Они определяют, соответственно, поперечный 
ε⊥  и продольный IIε  размеры спеклов поля. Для пространства изображе-
ний в качестве параметра D следует рассматривать диаметр апертуры оп-
тической системы, а в качестве z – расстояние от апертуры (выходного 
зрачка) до плоскости наблюдения (в частности, для плоскости изображе-
ния, z b=  на рис. 2,б). 

Размер спеклов можно определить и из более простых соображений. 
Спекл-структуру часто рассматривают как когерентную суперпозицию ин-
терференционных картин от световых волн, рассеянных парами точек по-
верхности. Период полос каждой такой картины определяется, как в ин-
терферометре Юнга, углом схождения волн в точке наблюдения. Поэтому 
наименьший размер спеклов равен z Dε λ θ λ⊥ = = , где D – размер осве-
щенной области поверхности, z – расстояние от поверхности до плоскости 
наблюдения (см. рис. 2,a). При формировании спеклов в плоскости изо-
бражения (субъективных спеклов) апертуру линзы, заполненную рассеян-
ным полем, можно рассматривать как рассеивающую поверхность, обра-
зующую спекл-структуру. Тогда размер спеклов определяется той же фор-
мулой z Dε λ⊥ = , в которой D – диаметр апертуры линзы, а z – расстояние 
от линзы до изображения (см. рис. 2,б). Например, спеклы, наблюдаемые с 
помощью объектива фотоаппарата ( 15D ≈  мм, 50z ≈  мм) при использова-
нии излучения He-Ne лазера ( 632 8,λ =  нм), имеют размеры 2ε⊥ ≈  мкм. 
Спеклы на сетчатке глаза ( 4D ≈  мм, 24z ≈  мм) имеют размер 3ε⊥ ≈  мкм, 
что сравнимо с разрешающей способностью сетчатки. В отраженном поле 
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объективные спеклы можно наблюдать невооруженным глазом, если осве-
тить поверхность сфокусированным лазерным пучком. 

Спекл -структуры  и  спекл -поля   
в  измерительных  методах  

Пространственное положение спекл-картины зависит от положения 
рассеивающей поверхности и направления освещающего потока. Смеще-
ние рассеивающей поверхности как целого вызывает соответствующее 
смещение спекл-структуры. Например, наклон поверхности приводит к 
повороту всей спекл-структуры вокруг оси наклона. Если за рассеивающим 
объектом поставить собирающую линзу, то поворот спекл-структуры на 
поверхности объекта проявится как поперечное смещение спекл-структуры 
в задней фокальной плоскости линзы. Поперечное смещение спекл-
структуры в предметной плоскости, вызванное сдвигом или деформацией 
объекта, можно зарегистрировать в виде поперечного же смещения спекл-
структуры в плоскости действительного изображения. Измеряя смещение 
спекл-структуры l∆  в плоскости наблюдения, можно определить величину 
смещения r∆  точек самой поверхности. 

Большой практический интерес представляет измерение малых сме-
щений, сравнимых с длиной волны света λ. В этом случае контроль за 
сдвигом спекл-структур осуществляется интерференционными методами. 
Например так: на фотопластинку последовательно записывают спекл-
структуры, соответствующие исходному и смещенному состояниям по-
верхности. При использовании негативной фотоэмульсии светлым участ-
кам спекл-картины на проявленной фотопластинке соответствуют темные 
места, темным – прозрачные области. На двухэкспозиционной спекло-
грамме оказываются зарегистрированными две смещенные друг относи-
тельно друга идентичные спекл-структуры. Такая спеклограмма подобна 
экрану с хаотически расположенными парами отверстий, смещенных на 
величину ∆l (рис. 4,а). При освещении спеклограммы когерентным излу-
чением дифракция света на каждой паре отверстий приводит к образова-
нию в дальнем поле интерференционных полос Юнга. Если в пределах ос-
вещенной области l const∆ =  для всех пар отверстий, то период полос Юн-
га будет одинаков и они наложатся друг на друга, образуя единую систему 
полос (рис. 4,б). На экране G, установленном на фокусном расстоянии 2f  
от собирающей линзы 2L , интервал между интерференционными полоса-
ми равен 

2f lλΛ = ∆ .                                                     (10) 
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Рис. 4. Схематичный увеличенный вид двухэкспозиционной спеклограммы (а)  
и оптическая схема наблюдения полос Юнга при освещении спеклограммы  

лазерным пучком света (б) 
 

По периоду Λ и ориентации интерференционных полос можно опре-
делить смещение спекл-структуры, а следовательно, и смещение иссле-
дуемой поверхности. 

На рис. 5 приведены фотографии интерференционных полос Юнга, 
наблюдаемых в дальнем поле дифракции лазерного пучка на двухэкспози-
ционных спеклограммах поперечного сдвига. 
 

 
 
Рис. 5. Интерференционные полосы Юнга, наблюдаемые в дальнем поле дифракции 

лазерного пучка на двухэкспозиционных спеклограммах поперечного сдвига 
 

На фотографиях (см. рис. 5,а и б) полосы имеют различный период и 
различную ориентацию. Это свидетельствует о различии величин и на-
правлений смещений спекл-структур, зарегистрированных на спеклограм-
мах. Различие в размерах дифракционного гало, в пределах которых на-
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блюдаются полосы Юнга, обусловлено отличием апертурных диафрагм 
собирающих линз, с помощью которых зарегистрирована каждая из спек-
лограмм. 

Метод двухэкспозиционной спекл-фотографии используется для ана-
лиза деформаций и параметров вибраций, определения малых смещений 
(поворотов, сдвигов и т.п.) объектов с оптически грубыми, рассеивающими 
поверхностями (см. лабораторные работы № 1 и 2). В ряде практических 
случаев метод спекл-фотографии оказываются удобнее и проще метода го-
лографической интерферометрии (лабораторная работа № 3). 

В методе голографической интерферометрии диффузно рассеиваю-
щих объектов интерференционные картины, несущие информацию о сме-
щениях объекта или каких-либо его возмущениях, формируются в резуль-
тате суперпозиции спекл-полей. В этом методе спекл-поля, также как и в 
методе двухэкспозиционной спекл-фотографии, выступают в качестве но-
сителя измерительной информации. Однако в этом случае основную роль 
играет фазовая модуляция поля, проявляющаяся в параметрах наблюдае-
мых интерференционных картин и позволяющая судить о количественных 
характеристиках возмущения объекта (лабораторная работа № 3). Вместе с 
этим пространственное смещение спекл-поля, вызванное смещением объ-
екта, также несет измерительную информацию, но в голографической ин-
терферометрии это смещение влияет на контраст интерференционных по-
лос (см. лабораторную работу № 4). 
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Лабораторная  работа  №  1  
 

МЕТОД  CПЕКЛ–ФОТОГРАФИИ  
В  ФУРЬЕ–ПЛОСКОСТИ  

 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ  ЧАСТЬ  
 

Измерение угла наклона диффузно рассеивающей поверхности мож-
но провести по следующей методике. Объект S, освещаемый плоской вол-
ной, падающей под углом γ, устанавливается на фокусном расстоянии f пе-
ред собирающей линзой L (рис. 1). Двухэкспозиционная спеклограмма за-
писывается в задней фокальной плоскости линзы. Первая экспозиция соот-
ветствует исходному состоянию объекта, вторая производится после на-
клона поверхности на малый угол α.  
 

 
 

Рис. 1. Оптическая схема регистрации смещения спекл-структуры в плоскости  
фурье-образа объекта при его наклоне на малый угол α  

  
Для анализа смещения спекл-структуры и описания наблюдаемых 

полос Юнга воспользуемся интегральными преобразованиями фурье-
оптики. Обозначим через ( ) ( ) ( )0x,y x,y exp i x,yτ τ ϕ= ∆⎡ ⎤⎣ ⎦  комплексный ко-
эффициент отражения поверхности. Здесь 00 1τ≤ ≤  характеризует измене-
ние амплитуды света при отражении, а ( )x,yϕ∆  – случайный фазовый 
сдвиг волны, обусловленный неровностями поверхности. Комплексную 
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амплитуду наклонной освещающей волны запишем в виде 
[ ]0a exp iky sinγ− . Тогда распределение комплексных амплитуд в отражен-

ной волне описывается выражением  

( ) ( ) [ ]1u x,y x,y exp iky sinτ γ= − .                            (1) 

Поле ( )1U ,ξ η  в задней фокальной плоскости ξ,η линзы L найдем, осуще-
ствляя преобразование Фурье функции ( )1u x,y  по пространственным час-
тотам u k fξ= , v k fη= : 

( ) ( ){ } ( ) ( )1 1 1
kU , u x,y u x,y exp i x y dxdy
f

ξ η ξ η
+∞

−∞

⎡ ⎤
= = − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫F .       (2) 

Соответствующая интенсивность равна  

( ) ( ) 2
1 1I , U ,ξ η ξ η= .                                    (3) 

Выражение (3) описывает спекл-структуру в плоскости фотопластинки при 
исходном состоянии объекта.  

Повернем объект S на малый угол α вокруг оси x. Это приведет к из-
менению ориентации его поверхности по отношению к освещающей волне 
и направлению регистрации, а следовательно, вызовет изменение фазового 
распределения в плоскости x,y. Действительно, при повороте поверхности 
вокруг оси x произвольная точка 1P  с координатой y окажется в положении 

2P , испытав перемещение r yα∆ ≈  (рис. 2).  

 
 

Рис. 2. К расчету изменения фазы поля на поверхности объекта  
при его малом наклоне 

 
При этом точка 1P  удалится от освещающего источника на расстояние 

r cosγ∆ , а от предметной плоскости x,y на r∆ . В результате фаза предмет-
ного поля в точке 1P  увеличится на ( )1ky cosγ α+ . Поэтому в выражении 
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для светового поля в плоскости x,y появится дополнительный фазовый 
множитель, равный ( )1exp iky cosγ α+⎡ ⎤⎣ ⎦ , и оно примет вид  

( ) ( ) ( )2 1 1u x,y u x,y exp iky cosγ α= +⎡ ⎤⎣ ⎦ .                     (4) 

Подвергая ( )2u x,y  преобразованию Фурье, найдем распределение ком-
плексных амплитуд ( )2U ,ξ η  в задней фокальной плоскости линзы L:  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2 1 1U , u x,y u x,y exp iky cosξ η γ α= = + =⎡ ⎤⎣ ⎦F F  

[ ]( )1 1U , f cosξ η γ α= − + .                                  (5) 

Интенсивность света в плоскости фотопластинки при второй экспо-
зиции будет равна  

( ) ( ) [ ]( )2
2 2 1 1I , U , I , f cosξ η ξ η ξ η γ α= = − + .                (6) 

Как видно из (6), наклон объекта B на угол α относительно оси x приводит 
к смещению спекл-структуры в плоскости фотопластинки P вдоль оси η на 
величину  

( )1l f cosγ α∆ = + .                                      (7) 

После двух экспозиций на фотопластинке будут записаны две иден-
тичные спекл-структуры с взаимным сдвигом l∆  в направлении, перпен-
дикулярном оси наклона поверхности. Амплитудное пропускание двухэкс-
позиционной спеклограммы ( )t ,ξ η , полученное в условиях линейной ре-
гистрации, пропорционально сумме интенсивностей (3) и (4)  

( ) ( ) ( )0 1 1t , t I , I , lξ η β ξ η ξ η= − + − ∆⎡ ⎤⎣ ⎦ ,                         (8) 

где 0t  и β – постоянные.  
Для определения величины смещения l∆ , которая необходима для 

расчета угла наклона α по формуле (7), осветим полученную спеклограмму 
параллельным лазерным пучком и исследуем интерференционную картину 
в задней фокальной плоскости линзы 2L , установленной за спеклограммой 
(см. рис. 4 из раздела «Теоретическое введение»).  

Поле комплексных амплитуд непосредственно за спеклограммой 
имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 1 1spu , a t , a t I , I , lξ η ξ η β ξ η ξ η= = − + − ∆⎡ ⎤⎣ ⎦ ,       (9) 

где 0a  – амплитуда освещающей плоской волны.  
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Распределение комплексных амплитуд ( )U x ,y′ ′ ′  в задней фокальной 
плоскости линзы 2L  будет определяться фурье-образом функции ( )spu ,ξ η : 

( ) ( ){ } { } ( ) ( ){ }0 0 0 1 1spU x ,y u , a t a I , I , lξ η β ξ η ξ η′ ′ ′ = = − + − ∆⎡ ⎤⎣ ⎦F F F .   (10) 

На основании теоремы смещения теории фурье-преобразования 

( ){ } ( ){ }1 1
2

k lI , l I , exp i y
f

ξ η ξ η
⎛ ⎞∆ ′− ∆ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

F F .                        (11) 

Обозначая ( ){ } ( )1I , R x ,yξ η ′ ′=F  и учитывая, что { } ( )1 x ,yδ ′ ′=F , можем 
записать:  

( ) ( ) ( )0 0 0
2

1 k lU x ,y a t x ,y a R x ,y exp i y
f

δ β
⎡ ⎤⎛ ⎞∆′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
.        (12) 

В (12) первое слагаемое, включающее дельта-функцию ( )x ,yδ ′ ′ , опи-
сывает сфокусированное яркое пятно света, прошедшего через спекло-
грамму без дифракции (это изображение освещающего источника). Функ-
ция ( ) ( ){ }1R x ,y I ,ξ η′ ′ =F  описывает распределение амплитуды света, ди-
фрагированного на одной из зарегистрированных на фотопластинке спекл-
структур (дифракционное гало).  

Принимая во внимание, что сфокусированное пятно занимает весьма 
малую область, распределение интенсивности света в фурье-плоскости 
можно представить в виде:  

( ) ( )

( ) ( )

2
1

2
22 2 2 2

0 0 0
2

1

I x ,y U x ,y

k la t x ,y a R x ,y exp i y
f

δ β

′ ′ ′ ′ ′= =

⎛ ⎞∆′ ′ ′ ′ ′= − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (13) 

или  

( ) ( ) ( ) 22 2 2 2
0 0 0

2
2 1 k lI x ,y a t x ,y a R x ,y cos y

f
δ β

⎛ ⎞⎛ ⎞∆′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

.           (14) 

Из (14) следует, что в дифракционном гало будет наблюдаться сис-
тема эквидистантных интерференционных полос, промодулированных 

функцией ( ) 2R x ,y′ ′ . Положение темных полос определятся условием 

( )2 2 1k ly f n π′∆ = + . Отсюда период полос равен 2f lλΛ = ∆ . Используя 
формулу (7), получим:  
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( )
2

1
f

f cos
λ

γ α
Λ =

+
.                                          (15) 

Отсюда угол поворота поверхности равен  

( )
2

1
f

f cos
λα

γ
=

+ Λ
.                                        (16) 

Заметим, что интерференционные полосы в дифракционном гало можно 
наблюдать и без линзы 2L . Для этого спеклограмму необходимо осветить 
узким (нерасширенным) лазерным пучком, а экран G для наблюдения по-
лос установить на достаточно большом расстоянии 0z  – в дальней зоне 
дифракции (рис. 3).  
 

 
 

Рис. 3. Схема наблюдения интерференционных полос Юнга при освещении  
двухэкспозиционной спеклограммы сдвига узким лазерным пучком (а)  

и схематичный вид полос (б) 
 

Если 0z  значительно превосходит диаметр освещенной области 
спеклограммы, то распределение комплексных амплитуд на экране G свя-
зано с полем в плоскости спеклограммы преобразованием, описывающим 
дифракцию Фраунгофера: 

( ) 2 2
0

0 0

1
2
kU ( x ,y ) exp ikz exp i x y

i z zλ
⎛ ⎞⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′= + ×⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

 

( ) ( )
0

sp
ku , exp i x y d d
z

ξ η ξ η ξ η
∞ ∞

−∞−∞

⎛ ⎞
′ ′× +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ .                    (17) 

Это преобразование отличается от преобразования Фурье (10) только фа-
зовыми множителями, которые выпадают при рассмотрении интенсивно-
сти, и масштабным коэффициентом преобразования ( 01 z  вместо 21 f ). 
Поэтому в случае наблюдения интерференционных полос с использовани-
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ем нерасширенного освещающего лазерного пучка в формулах (25) и (26) 
необходимо 2f  заменить на 0z . 

 
 
 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ  ЧАСТЬ  
 

Задание . Методом двухэкспозиционной спекл-фотографии опреде-
лить малый угол наклона диффузно рассеивающей пластины.  
 

Приборы  и  принадлежнос ти : виброзащитный стенд для вы-
полнения голографических и интерференционных исследований; He-Ne 
лазер (λ=632,8 нм); зеркало, микрообъектив, 2 собирающие линзы, закреп-
ленные в держателях и юстировочных головках; исследуемый объект в 
держателе, позволяющем осуществлять его контролируемый наклон; дер-
жатель фотопластинки; матовый экран с перекрестием, закрепленный в 
устройстве контролируемого поперечного сдвига; транспортир; измери-
тельная линейка; фотопластинки типа ПФГ-01. 
 

Порядок  выполнения  з а д ания :   
 
1. Включить блок питания (БП) He-Ne лазера. Через 20-30 мин после 

включения мощность излучения достигнет максимального значения. 
2. Собрать схему записи двухэкспозиционной спеклограммы по 

рис. 4. Поставить на пути лазерного пучка, отраженного зеркалом 1M , 
диффузно отражающую пластинку S в держателе: угол падения γ  взять 
равным 30 – 45°. 

Между зеркалом 1M  и пластинкой разместить микрообъектив 1L  и 
собирающую линзу 2L  так, чтобы за ними распространялся расширенный 
коллимированный пучок света. Линзу L с измеренным фокусным расстоя-
нием расположить на фокусном расстоянии f от поверхности пластины S; в 
задней фокальной плоскости линзы L поставить фотопластинку P эмульси-
онным слоем к линзе (см. рис. 4).  

2. Получить двухэкспозиционную спеклограмму сдвига. Для этого 
сфотографировать спекл-структуру для пластинки в исходном состоянии, а 
затем – после небольшого наклона пластинки, который обеспечивается по-
воротом микрометрического винта держателя. Фотопластинку проявить, 
закрепить, (отбелить), высушить.  

3. Просветить спеклограмму расширенным лазерным пучком. За 
спеклограммой поместить линзу (см. рис. 4 из раздела «Теоретическое вве-
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дение»), в плоскости фокусировки нерассеянного лазерного пучка поста-
вить матовый экран G с перекрестием, закрепленный в устройстве контро-
лируемого поперечного сдвига. На экране должны наблюдаться интерфе-
ренционные полосы Юнга, период и ориентация которых связаны с вели-
чиной и направлением наклона пластины.  
 

 
 

Рис. 4. Экспериментальная схема записи двухэкспозиционной спеклограммы сдвига 
для измерения малого угла наклона диффузно отражающей пластины 

 
В качестве примера на рис. 5 приведены фотографии наблюдаемых в 

этом случае интерференционных полос Юнга. Полосы наблюдались в зад-
ней фокальной плоскости собирающей линзы при освещении двухэкспози-
ционных спеклограмм коллимированным лазерным пучком. Двухэкспози-
ционные спеклограммы зарегистрированы методом спекл-фотографии в 
фурье-плоскости по схеме на рис. 1. Форма дифракционного гало на фото-
графиях обусловлена прямоугольной формой поверхности объекта, разме-
ры которого меньше апертуры собирающей линзы, использованной при 
регистрации спеклограммы. 
 

  
а б 

 

Рис. 5. Интерференционные полосы Юнга, отражающие наклон рассеивающей  
поверхности объекта на различный угол вокруг вертикальной оси 

 
Спеклограмму можно восстанавливать и нерасширенным лазерным 

пучком (см. рис. 3). Тогда интерференционные полосы наблюдаются без 
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линзы L на матовом экране G, установленном на значительном (35 – 50 см) 
расстоянии 0z  от спеклограммы. 

4. С помощью миллиметровой шкалы устройства поперечного сдвига 
измерить расстояние Λ между интерференционными полосами. Значения 
Λ, f и 2f  (или 0z ) занести в таблицу.  

5. По формуле (26) вычислить угол наклона α исследуемой пластины. 
Значение α занести в таблицу. 

Таблица 
 

  
Номер 
опыта 

 
f, 
мм 

 
2f , 
мм 

 
0z , 
мм 

 
Λ, 
мм 

 
α, 
рад 

Ошибка опыта, 

100%α
α
∆

⋅  
 

 
      

 
 
 
 

 Контрольные  вопросы  и  з а д ания  
 

1. Что такое спекл-структура светового поля? Назовите необходимые 
условия ее возникновения.  

2. Какими параметрами определяются размеры спеклов в свободном 
пространстве (объективные спеклы) и в пространстве изображения (субъ-
ективные спеклы)?  

3. Какое смещение спекл-поля происходит в задней фокальной плос-
кости линзы, если объект, расположенный в передней фокальной плоско-
сти, испытывает: а) малый наклон, б) малый поперечный сдвиг?  

4. Как выглядит интерференционная картина, наблюдаемая в дальней 
области дифракции лазерного пучка на двухэкспозиционной спеклограм-
ме?  

5. Как связан период и ориентация наблюдаемых интерференцион-
ных полос с величиной и направлением смещения спеклов на спеклограм-
ме? 

6. Чем определяются размеры дифракционного гало, в пределах ко-
торого наблюдаются полосы Юнга? Рассчитайте угловой диаметр дифрак-
ционного гало при условии, что при записи амплитудной (неотбеленной) 
спеклограммы в фурье-плоскости использовалась линза с фокусным рас-
стоянием f и диаметром апертурной диафрагмы D.  
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Лабораторная  работа  №2  
 

МЕТОД  СПЕКЛ -ФОТОГРАФИИ  
СФОКУСИРОВАННОГО  ИЗОБРАЖЕНИЯ  

 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ  ЧАСТЬ  
 

Для исследования поперечных смещений точек поверхности диф-
фузно отражающего объекта спекл-картину регистрируют в плоскости 
действительного изображения (рис. 1). При такой схеме записи поперечное 
смещение точек поверхности на r∆  вызывает увеличенное в M раз 
( M b a=  – поперечное увеличение) смещение пятнистой структуры в 
плоскости изображения l M r∆ = ∆ . Две последовательные регистрации 
спекл-структуры на фотопластинке P до и после смещения объекта дают 
спеклограмму с попарно расположенными прозрачными пятнами, на кото-
рых дифракция вспомогательной световой волны приводит к образованию 
полос Юнга. Рассмотрим этот процесс более подробно.  
 

 
 

Рис. 1. Схема записи двухэкспозиционной спеклограммы сдвига  
в плоскости изображения объекта 

 
Пусть ( )1I ,ξ η  – интенсивность света в плоскости фотопластинки при 

исходном положении объекта S. Функция ( )1I ,ξ η  имеет случайный про-
странственный характер, то есть описывает спекл-структуру. При попе-
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речном смещении точек поверхности объекта B на r∆  спеклы изображения 
также сместятся, но на величину l M r∆ = ∆ . Поэтому интенсивность света 
в изображении для смещенного объекта описывается функцией 
( ) ( )1 1 x yI , I l , lξ η ξ η= − ∆ − ∆ , где xl∆  и yl∆  – составляющие вектора l∆ . 

Амплитудное пропускание спеклограммы, записанной методом двух 
экспозиций, пропорционально сумме интенсивностей спекл-структур: 

( ) ( ) ( )0 1 1 x yt , t I , I l , lξ η β ξ η ξ η⎡ ⎤= − + − ∆ − ∆⎣ ⎦ .                 (1) 

В случае неоднородных смещений (вращательный сдвиг, деформация) 
смещение r∆ , а значит и l∆ , являются функцией координат. Поэтому 
спеклограмму следует восстанавливать лазерным пучком малого диаметра 
(нерасширенным) таким, чтобы вектор смещения l∆  в пределах освещае-
мой области можно было считать постоянным. Интерференционные поло-
сы наблюдают в плоскости G, удаленной от спеклограммы на достаточно 
большое расстояние 0z  (см. рис. 3 из описания к лабораторной работе № 1 
«Метод спекл-фотографии в фурье-плоскости»). В этом случае для описа-
ния поля в плоскости 0z z=  можно воспользоваться формулой дифракции 
Фраунгофера 

( ) ( ) ( ){ }2 2
0 0

0 0

1
2 sp
kU x ,y ,z exp ikz exp i x y u ,

i z z
ξ η

λ
⎛ ⎞⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′= +⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

F ,     (2) 

где ( )spu ,ξ η  – распределение комплексных амплитуд поля непосредствен-
но за спеклограммой. Очевидно, что ( ) ( )0spu , a t ,ξ η ξ η= , где 0a  – ампли-
туда освещающей волны, а ( )t ,ξ η  – амплитудное пропускание спекло-
граммы (1).  

Соответственно, выражение для интенсивности света примет вид:  

( ) ( ) ( ){ } 22
0 0I x ,y U x ,y ,z a t ,ξ η′ ′ ′ ′ ′= =∼ F  

( ) ( ){ } ( ){ } 22 2 2 2
0 0 0 1 1 x ya t x ,y a I , I l , lδ β ξ η ξ η′ ′= − + − ∆ − ∆F F .      (3) 

Обозначая  

( ) ( ){ } ( ) [ ]1 1
0

kR x ,y I , I , exp i x y d d
z

ξ η ξ η ξ η ξ η
+∞

−∞

⎛ ⎞
′ ′ ′ ′= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫F         (4) 

и используя теорему смещения теории фурье-преобразования, можно запи-
сать:  
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( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2 2 2
0 0 0

0
1 x y

kI x ,y a t x ,y a R x ,y exp i x l y l
z

δ β
⎛ ⎞

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ + ∆ + ∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

,   (5) 

или 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2
0 0 0

0
2 1 x y

kI x ,y a t x ,y a R x ,y cos x l y l
z

δ β
⎡ ⎤⎛ ⎞

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + ∆ + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

.    (6) 

Первое слагаемое в (6) характеризует яркое пятно света, прошедшего через 

спеклограмму без дифракции, второе – дифракционное гало ( ) 2R x ,y′ ′ , 
промодулированное косинусоидальными полосами (см. рис. 3,б из описа-
ния к лабораторной работе № 1 «Метод спекл-фотографии в фурье-
плоскости»). Направление этих полос перпендикулярно вектору смещения 

l∆ , а период Λ равен  

0 0
2 2
x y

z z
ll l

λ λ
Λ = =

∆∆ + ∆
.                                          (7) 

Если l∆  изменяется в плоскости спеклограммы, как, например, при 
вращательном сдвиге объекта, то формируются полосы различного перио-
да и ориентации в зависимости от положения освещаемой области на спек-
лограмме. Рабочая формула для вычисления величины смещения r∆  дан-
ной области поверхности объекта имеет вид  

0 0z a z
r

M b
λ λ

∆ = =
Λ Λ

,                                              (8) 

где a и b – соответственно расстояния от объекта S до собирающей линзы L 
и от линзы до фотопластинки P (см. рис. 1).  

 
 
 
 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ  ЧАСТЬ  
 

Задание . Методом двухэкспозиционной спекл-фотографии опреде-
лить малые поперечные смещения диффузно рассеивающей пластинки. 

 
Приборы  и  принадл ежнос ти : виброзащитный стенд для голо-

графических и интерференционных исследований; He-Ne лазер ( 632 8,λ =  
нм); зеркало, микрообъектив, собирающие линзы, закрепленные в держа-
телях и юстировочных головках; исследуемый объект в держателе, позво-
ляющем осуществлять малые поперечные смещения исследуемого образца 
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– поступательный или вращательный сдвиги; держатель фотопластинки; 
матовый экран с перекрестием, закрепленный в устройстве контролируе-
мого поперечного сдвига; транспортир; измерительная линейка; фотопла-
стинки типа ПФГ-01. 

 
Порядок  выполнения  з а д ания :   

 
1. Включить блок питания (БП) He-Ne лазера. Через 20-30 мин после 

включения мощность излучения достигнет максимального значения. 
2. Собрать схему записи двухэкспозиционной спеклограммы по 

рис. 2. Диффузную пластинку B в держателе поместить в коллимирован-
ный лазерный пучок, сформированный микрообъективом 1L  и линзой 2L , 
и развернуть ее так, чтобы угол падения γ составлял 30–45°.  
 

 
 

Рис. 2. Экспериментальная схема записи двухэкспозиционной спеклограммы  
сдвига для измерения малых поперечных смещений  

диффузно отражающей пластины 
 

3. Смещая матовый экран G относительно собирающей линзы L, до-
биться четкости изображения поверхности пластины B на матовом экране 
G. Измерить и занести в таблицу 2 значения расстояний a от объекта B до 
линзы L и b от L до экрана G.  

4. Заменить экран фотопластинкой P и сфотографировать спекл-
структуру в плоскости изображения.  

5. Поворотом микрометрического винта держателя сместить объект B 
на r∆  или повернуть его на малый угол ω в собственной плоскости. Вновь 
сфотографировать спекл-структуру.  

6. Фотопластинку проявить, закрепить, (отбелить), высушить.  
7. Просветить спеклограмму нерасширенным лазерным пучком (см. 

рис. 3 из описания к лабораторной работе № 1 «Метод спекл-фотографии в 
фурье-плоскости»). Экран G установить на расстоянии ∼ 30-50 см. Изме-
рить это расстояние 0z  и период интерференционных полос Λ. Значения 
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0z  и Λ занести в таблицу. Если смещения пластины B носят неоднородный 
характер (например, вращательный сдвиг), то ориентация и период интер-
ференционных полос будут изменяться при сканировании пучка лазера по 
поверхности спеклограммы.  
 

  Таблица 
 

Номер 
опыта 

a , 
мм 

b , 
мм 

0z ,  
мм 

Λ , 
мм 

∆r 10-3, 
мм 

r, 
мм 

Ошибка 
опыта 

 
 

       

 
8. Вычислить поперечное смещение ∆r выбранной области пластины 

B по формуле (8). Полученное значение ∆r записать в таблицу. Для враща-
тельного сдвига пластины построить зависимость ( )r f r∆ = , где r – радиус 
с началом в центре вращения пластины, и определить угол поворота пла-
стины r rω = ∆ . Оценить погрешности измерений.  
 
 
 
 
 
 

Контрольные  вопро сы  и  з а д ания  
 

1. Что такое спекл-структура светового поля? Назовите необходимые 
условия ее возникновения.  

2. Какими параметрами определяются размеры спеклов в свободном 
пространстве (объективные спеклы) и в пространстве изображения (субъ-
ективные спеклы)? Запишите выражения для поперечных и продольных 
размеров спеклов в свободном пространстве и в пространстве изображе-
ний.  

3. Какие смещения спекл-поля в плоскости изображения вызывают:  
а) малый наклон, б) малый поперечный сдвиг предмета, в) вращательный 
сдвиг, г) сочетание малого наклона с поперечным сдвигом?  

4. Как выглядит интерференционная картина, наблюдаемая в дальнем 
поле дифракции лазерного пучка на двухэкспозиционной спеклограмме?  

5. Как связан период интерференционных полос и их ориентация с 
величиной и направлением поперечного сдвига объекта? 

6. Чем определяются размеры дифракционного гало, в пределах ко-
торого наблюдаются полосы Юнга? Рассчитайте угловой диаметр дифрак-
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ционного гало при условии, что при записи амплитудной (неотбеленной) 
спеклограммы с увеличением M использовалась собирающая линза с фо-
кусным расстоянием f и диаметром апертурной диафрагмы D.  
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Лабораторная  работа  №3  
 

МЕТОД  ГОЛОГРАФИЧЕСКОЙ   
ИНТЕРФЕРОМЕТРИИ  

 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ  ЧАСТЬ  
 

Голографическая интерферометрия – метод измерения, контроля и 
обработки информации, основанный на явлении интерференции световых 
волн, по крайней мере одна из которых восстановлена с голограммы. Голо-
графия позволяет проводить интерференционное сравнение волн, сущест-
вовавших в различные моменты времени, путем записи на одну и ту же го-
лограмму нескольких объектных волн, которые затем восстанавливаются 
одновременно. В этом заключается одно из главных достоинств и практи-
ческих возможностей голографической интерферометрии.  

Основные представления о голографических процессах записи и вос-
становления световых волн и об оптических схемах регистрации голо-
грамм отражены в первом разделе настоящего руководства. 

Предположим, что голограмма установлена в том же самом месте, 
где во время регистрации располагалась фотопластинка. Если, не убирая 
объекта, осветить голограмму опорной волной, а объект так же, как он ос-
вещался при записи голограммы, то за голограммой будут распространять-
ся две объектные волны: одна, рассеянная или отраженная объектом, и 
вторая, восстановленная голограммой. Эти волны когерентны и могут ин-
терферировать. Если теперь подвергнуть объект деформации или смеще-
нию, то на его поверхности появятся интерференционные полосы. Форма и 
период полос определяются изменениями, которые происходят с объектом. 
Поскольку интерференционная картина наблюдается одновременно с из-
менениями, происходящими с объектом, этот способ голографической ин-
терферометрии называется методом реального времени. 

В другом способе голографической интерферометрии – методе двух 
экспозиций – на одну и ту же голограмму последовательно записывают две 
предметные волны, соответствующие двум различным состояниям одного 
и того же объекта. При освещении такой двухэкспозиционной голограммы 
опорной волной одновременно восстанавливаются обе предметные волны, 
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соответствующие исходному и измененному (например, в результате де-
формации) состояниям объекта. Эти волны взаимодействуют, формируя 
картину интерференционных полос, которые отражают изменения объекта, 
происшедшие с ним за время между экспозициями. В качестве примера на 
рис. 1 приведены двухэкспозиционные голографические интерферограммы 
поворота кубика вокруг вертикальной (а) и горизонтальной (б) осей. На 
рис. 2,а представлена двухэкспозиционная голографическая интерферо-
грамма температурного расширения образца с пирамидальным торцом, на 
рис. 2,б – голографическая интерферограмма резонансных колебаний пла-
стины, полученная с усреднением во времени. 
 

  
а б 

 

Рис. 1. Двухэкспозиционные голографические интерферограммы поворота объекта  
(кубика) вокруг вертикальной (а) и горизонтальной (б) осей:  
а – угол поворота 30 2 10,α −≅ ⋅  рад ; б – 30 1 10,α −≅ ⋅  рад. 

 
С помощью голографической интерферометрии можно исследовать 

не только статические (неподвижные объекты), но и объекты, находящиеся 
в движении, а также быстропротекающие процессы. В этих случаях ис-
пользуют импульсные лазеры. Если за время длительности импульса изме-
нение фазы объектной волны не превосходит ∼ 0,1π рад, то интерференци-
онная картина обладает достаточной устойчивостью и может быть записа-
на на голограмму. 

При исследовании вибрирующих объектов возможно применение ла-
зеров с непрерывным излучением. В этом случае используют способы го-
лографической интерферометрии с усреднением во времени и стробоско-
пический. В первом способе записывается голограмма с временем экспо-
нирования эt , значительно превышающим период колебаний объекта T, 
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эt T . На голограмме записываются объектные волны, соответствующие 
крайним положениям поверхности объекта, в которых скорость перемеще-
ния поверхности равна нулю и голографическая интерференционная 
структура в плоскости фотопластинки неподвижна. В промежуточных по-
ложениях скорость перемещения поверхности отлична от нуля, фаза объ-
ектной волны непрерывно изменяется, поэтому голограммная интерферен-
ционная структура также изменяется и на фотопластинке в этот отрезок 
времени регистрируется усредненный фон. Полученная одноэкспозицион-
ная голограмма эквивалентна двухэкспозиционной голограмме, поскольку 
на ней зарегистрированы два крайних положения поверхности объекта. 
Однако яркость светлых полос на голографической интерферограмме с ус-
реднением во времени быстро убывает с увеличением амплитуды l колеба-
ний объекта (см. интерферограмму б на рис. 2) и определяется не косину-
соидальной зависимостью, а функцией Бесселя нулевого порядка 

( )0 4J lπ λ . 
 

  
а б 

 

Рис. 2. Двухэкспозиционная голографическая интерферограмма температурного  
расширения ( 6T∆ ≅ °С) медного образца с пирамидальным торцом (а)  
и голографическая интерферограмма резонансных колебаний пластины,  

полученная с усреднением во времени (б) 
 

Стробоскопический метод голографической интерферометрии также 
подобен методу двух экспозиций. В этом способе голограмма экспониру-
ется в свете многократно повторяющихся световых импульсов, синхрони-
зированных с определенными фазами колебаний объекта, например, с дву-
мя крайними положениями его поверхности. 

В голографической интерферометрии, как и в классических методах, 
осуществляется сравнение двух световых волн. В классической интерфе-
рометрии исследуемая волна и волна сравнения распространяются по двум 
различным оптическим каналам. В голографической интерферометрии обе 
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волны проходят по одному пути. Волной сравнения служит волна, соот-
ветствующая исходному состоянию объекта, записанная на голограмме, а 
затем восстановленная с нее. Поэтому голографическим методом можно 
исследовать объекты сложной формы с шероховатой поверхностью, то 
есть реальные промышленные детали и конструкции, а не их модели. В 
этом случае интерференционная картина образуется в результате коге-
рентной суперпозиции спекл-полей, соответствующим исходному и сме-
щенному состояниям поверхности объекта. Следовательно, характеристи-
ки таких интерференционных картин во многом определяются статистиче-
скими параметрами таких полей. 

Важно отметить, что методы голографической интерферометрии 
применимы только в том случае, если происходящие с объектом изменения 
не затрагивают микроструктуры его поверхности. 

Образование  полос в голографической  интерферометрии  

Рассмотрим метод двух экспозиций на примере записи голограммы 
Френеля. В этом случае при освещении голограммы H (рис. 3) опорной 
волной одновременно восстанавливаются два волновых поля, соответст-
вующих двум мнимым голографическим изображениям 1V  и 2V . В резуль-
тате деформации или смещения объекта эти изображения пространственно 
смещены друг относительно друга. На рис. 3 в увеличенном виде пред-
ставлены фрагменты изображений 1V  и 2V , а также плоские волны oΣ  и 

pΣ , используемые для записи ( )oΣ  и восстановления  ( )pΣ  голограммы. 

Волна oΣ  на стадии восстановления, естественно, отсутствует и показана 
на рисунке для расчета разности фаз между предметными волнами 1 и 2 , 
распространяющимися к наблюдателю Y. 

Доказано, что в случае объектов с шероховатой поверхностью в фор-
мировании интерференционной картины участвуют световые лучи, рас-
пространяющиеся к наблюдателю только от идентичных точек 1P  и 2P  
изображений 1V  и 2V  (лучи 1 и 2 на рис. 3). Разность фаз ∆Ψ волн, распро-
страняющихся вдоль направлений 1 и 2, определяется разностью хода ∆, 
вносимой в объектную волну смещением точки 1P  в положение 2P  при де-
формации объекта. Указанная разность хода, как видно из рис. 3, равна 

1 1AP P B∆ = + , так как 2P A  и 2P B  перпендикулярны направлениям осве-
щения и наблюдения, соответственно. 
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Рис. 3. К определению разности фаз ∆Ψ световых полей на поверхности  
голографического изображения, восстановленного  

с двухэкспозиционной голограммы Френеля 
 

Введя вектор смещения выбранной точки объекта ( )g x,y,z , единич-
ные векторы направления освещения oi  и направления наблюдения Hi , для 
разности фаз световых полей в данной точке ( )P x,y,z  можно записать:  

( )2 2
Hogi giπ π

λ λ
∆Ψ = ∆ = + ,                                    (1) 

где λ – длина волны лазерного излучения. Если разность фаз ∆Ψ равна це-
лому числу m фазовых набегов в 2π радиан, то уравнение (1) принимает 
вид 

Hog( i i ) mλ+ =                                                  (2) 

и описывает геометрическое место светлых полос на изображении объекта. 
Положение темных полос определяется условием ( )2 1m π∆Ψ = + . Число m 
называется порядком интерференции. 

При исследовании деформаций объекта необходимо установить связь 
параметров интерференционной картины с величиной и направлением сме-
щения точек его поверхности, то есть определить поле смещений 
g( x,y,z ) . В общем случае, когда заранее неизвестно направление векторов 
g , определение их составляющих xg , yg , zg  является весьма сложной 
задачей. Если же все точки объекта смещаются в известном направлении, 
задача существенно упрощается. 

Предположим, что все точки объекта смещаются вдоль оси z, ориен-
тированной по направлению наблюдения, тогда 0 0 zg g( , ,g )= . Если волна, 
освещающая объект, распространяется в плоскости y, z (параллельно по-
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верхности столешницы виброзащитного стенда для голографических и ин-
терференционных исследований), уравнение (2) имеет вид 

( )1zg cos mγ λ+ = ,                                           (3) 

где γ – угол между векторами oi  и Hi . 
Интерференционные полосы, описываемые уравнением (3), пред-

ставляют собой полосы равного смещения zg const= . Поэтому интерфе-
ренционную картину можно в целом рассматривать в качестве «топогра-
фической карты» смещений поверхности объекта. 

Для определения величины смещения zg  какой-либо точки поверх-
ности объекта необходимо знать угол γ и порядок интерференционной по-
лосы m в этой точке. Порядок m равен числу полос, находящихся между 
выбранной точкой и точкой, в которой 0zg = . Геометрическое место то-
чек, смещение которых равно нулю, соответствует интерференционной 
полосе нулевого порядка, для нее 0m = . 

Таким образом, величина смещения zg  некоторой точки поверхно-
сти объекта может быть рассчитана по формуле 

1z
mg

cos
λ
γ

=
+

,                                                (4) 

где m – число светлых полос, расположенных между полосой нулевого по-
рядка и данной точкой. Полоса нулевого порядка находится в области за-
крепления пластины. Если выбранная точка не совпадает с центром свет-
лой полосы, то необходимо определить дробную часть полосы ∆m и при-
бавить ее к целому числу полос m. Расчетная формула в этом случае имеет 
вид: 

1z
( m m )g
cos

λ
γ
+ ∆

=
+

.                                          (5) 

Например, если выбранная точка находится посередине между двумя 
светлыми полосами, то есть в центре темной полосы, то 0 5m ,∆ = ; если по-
середине между светлой и темной полосами, то 0 25m ,∆ = . 

На рис. 4,а представлена голографическая интерферограмма, наблю-
даемая на мнимом или действительном голографических изображениях 
металлической пластины под действием сосредоточенной силы.  
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а б 
Рис.  4. Голографическая интерферограмма (а) деформации пластины  

под действием сосредоточенной силы и соответствующий график смещения  
точек поверхности пластины (б) вдоль прямой, проходящей через центр  

концентричности интерференционных полос 
 
Пластина жестко закреплена по окружности, в центре которой при-

ложено усилие. По форме и расположению интерференционных полос на 
интерферограмме легко определить общий характер деформации. Исполь-
зуя уравнения (4) или (5), можно установить профиль прогиба пластины в 
месте ее сечения. В качестве примера на рис. 4,б представлен эксперимен-
тальный график смещений точек поверхности пластины ( )zg f y=  вдоль 
оси y, проходящей через точку максимального смещения. 

В научно-технических применениях голографии, в частности, в голо-
графической интерферометрии, наибольшее распространение получила 
схема записи с наклонным опорным пучком. Один из возможных вариан-
тов такой схемы – схема записи голограммы Френеля, представлен на 
рис. 5.  

В лабораторной работе объектами исследования служат металличе-
ские пластины с рассеивающей поверхностью, края которых закреплены 
различными способами. Предлагается исследовать влияние способа закре-
пления краев на характер деформаций, возникающих в пластинах под дей-
ствием статической нагрузки, ориентированной перпендикулярно их по-
верхности. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ  ЧАСТЬ  
 

Задание . Исследовать методом двухэкспозиционной голографиче-
ской интерферометрии деформации металлических пластин под действием 
статической нагрузки. 
 

Приборы  и  принадл ежнос ти : виброзащитный стенд для голо-
графических и интерференционных исследований; He-Ne лазер (λ=632,8 
нм); зеркала, микрообъектив, собирающая линза, стеклянный клин, закре-
пленные в держателях и юстировочных головках; держатель для фотопла-
стинки; матовый экран с перекрестием, закрепленный в устройстве кон-
тролируемого поперечного смещения; объекты – металлические пластины 
с различным способом закрепленными краями, установленные на предмет-
ном столике; транспортир, фотопластинки типа ПФГ-01 или ПФГ-03М. 
 

Порядок  выполнения  з а д ания :  
 

1. Включить блок питания БП He-Ne лазера. Через 20-30 мин после 
включения лазера мощность излучения достигнет максимального значе-
ния. 

2. Собрать по рис. 5 оптическую схему для записи голограммы.  
 

 
Рис. 5. Схема записи двухэкспозиционной голограммы Френеля  

диффузно рассеивающего объекта 
 
С помощью телескопической системы, состоящей из двух линз: ко-

роткофокусной 1L  (микрообъектив) и длиннофокусной 2L  расширить до 
необходимых размеров узкий лазерный пучок.  

В качестве делительной пластинки BS использовать стеклянный 
клин. Пучок, прошедший через BS, зеркалом 3M  направить на объект S. 
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Свет, отраженный объектом, формирует предметную (объектную) 
волну, падающую на фотопластинку P. Пучок света, отраженный от BS, 
является опорным. Зеркало 2M  направляет его на фотопластинку P, кото-
рая устанавливается в области перекрытия предметного и опорного пуч-
ков. 

Проследить за тем, чтобы длина пути предметной и опорной волн от 
делительной пластинки BS до фотопластинки P была приблизительно оди-
наковой. Исследуемую металлическую пластину S установить так, чтобы 
она освещалась под углом 45γ = °. Фотопластинку расположить парал-
лельно пластине S так, что направление деформирующей силы совпало с 
направлением наблюдения (ось z). В этом случае точки металлической 
пластины между двумя экспозициями смещаются вдоль оси z и возникаю-
щие интерференционные полосы обозначают геометрическое место точек 
равного смещения (рис. 4,а). Общий характер деформаций пластины мож-
но установить по форме и расположению полос на поверхности мнимого 
голографического изображения. Для этого необходимо установить величи-
ну смещения каждой точки поверхности объекта, то есть определить 
функцию вида ( )zg f x,y= , где x, y – координаты в плоскости объекта 
(рис. 14,б). Практически эту функцию строят по дискретному набору точек 

ix , iy . Координаты ix , iy  удобно определять по действительному голо-
графическому изображению, которое получают при освещении голограм-
мы нерасширенным лазерным пучком, сопряженным опорному. В такой 
схеме формируется действительное изображение с большой глубиной рез-
кости и большой глубиной локализации интерференционных полос. По-
этому матовый экран для наблюдения изображения можно смещать отно-
сительно голограммы в широких пределах, что сопровождается изменени-
ем масштаба интерференционной картины. Это позволяет оптимизировать 
условия эксперимента: наблюдать достаточно широкие интерференцион-
ные полосы высокого контраста при значительной их яркости. 

3. Подготовить установку для записи голограммы: 
а) поставить в держатель фотопластинки матовый экран и, перекры-

вая поочередно предметный и опорный пучки, отъюстировать схему так, 
чтобы каждый пучок создавал на экране (в плоскости фотопластинки) рав-
номерную освещенность; 

б) заменить матовый экран фотопластинкой, расположив ее эмульси-
ей к объекту, и записать голограмму (1-я экспозиция); 

в) подвергнуть объект деформации и записать голограмму деформи-
рованного объекта (2-я экспозиция); 

г) вынуть фотопластинку, проявить, закрепить, (отбелить), высушить. 
4. Произвести восстановление мнимого голографического изображе-

ния: 
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а) в держатель фотопластинки установить голограмму точно так, как 
при записи располагалась фотопластинка; 

б) для увеличения яркости восстановленного изображения заменить 
пластинку BS зеркалом М (рис. 6) и найти мнимое изображение объекта S ′  
в направлении, перпендикулярном плоскости голограммы. 
 

 
 

Рис. 6. Схема восстановления мнимого изображения  
с двухэкспозиционной голограммы 

 
5. По интерференционным полосам на изображении установить об-

щий характер деформации объекта; определить положение точек макси-
мального смещения; зарисовать вид интерферограммы; исследовать зави-
симость положения полос от направления наблюдения (вектор Hi  на 
рис. 13 и в уравнениях (1) и (2)). 

6. Действительное изображение объекта восстановить по схеме, изо-
браженной на рис. 7. Для получения действительного изображения исполь-
зовать нерасширенный лазерный пучок. Из схемы следует убрать микро-
объектив 1L  и линзу 2L , а голограмму развернуть на 180° вокруг верти-
кальной оси. Проследить, чтобы лазерный пучок попадал приблизительно 
в центр голограммы. Для наблюдения изображения использовать матовый 
экран G с перекрестием, закрепленный в устройстве контролируемого по-
перечного смещения К, расположив его между голограммой H и наблюда-
телем. 
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Рис. 7. Схема восстановления действительного голографического изображения  
нерасширенным лазерным пучком, сопряженным опорному 

 
7. С помощью миллиметровой шкалы устройства K определить коор-

динаты iy  центров всех светлых или темных полос вдоль горизонтальной 
прямой, проходящей через точку закрепления пластины и точку макси-
мального смещения. За начало координат ( 0y = ) следует взять край изо-
бражения объекта, принадлежащий полосе нулевого порядка. Полученные 
данные занести в таблицу. 

8. Используя формулу (4) или (5), определить величину смещения 
для всех отмеченных точек изображения. Результаты расчета занести в 
таблицу. По данным таблицы для каждого объекта и каждой голограммы 
построить графики прогиба пластин ( )zg f y=  при различных величинах 
деформирующей нагрузки (см. рис. 4,б). 
 

Таблица 

Номер 
опыта 

Координаты 
точек iy , мм 

Порядок интер-
ференции m 

Величина сме-
щения 

310zg −⋅ , мм 

Ошибка  
опыта 
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Контрольные  вопро сы  и  з а д ания  
 

1. Каким образом записывается голограмма и восстанавливается го-
лографическое изображение и чем оно отличается от фотографического? 

2. Сформулировать основные требования, необходимые для записи 
голограммы. Нарисовать схемы записи голограммы Френеля и восстанов-
ления мнимого и действительного голографических изображений. 

3. Что такое голографическая интерферометрия? Назвать основные 
методы голографической интерферометрии и их характерные отличия. Ка-
ковы основные преимущества голографической интерферометрии по срав-
нению с классической? 

4. Получить формулу связи между величиной смещения некоторой 
малой области (точки) поверхности объекта и порядком проходящей над 
ней интерференционной полосы. Оценить чувствительность метода голо-
графической интерферометрии к продольному и поперечному (по отноше-
нию к направлению наблюдения) смещениям точек поверхности объекта. 

5. Какими достоинствами обладает схема восстановления с голо-
граммы действительного изображения с помощью нерасширенного лазер-
ного пучка света, сопряженного опорному? 
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Лабораторная  работа  №  4  
 

ЛОКАЛИЗАЦИЯ  ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ  ПОЛОС  
В  ГОЛОГРАФИЧЕСКОЙ  ИНТЕРФЕРОМЕТРИИ   
ДИФФУЗНО  РАССЕИВАЮЩИХ  ОБЪЕКТОВ  

 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ  ЧАСТЬ  
 

В схемах классической оптической интерферометрии при использо-
вании частично когерентного света протяженных источников с достаточно 
широким спектром излучения картина интерференционных полос локали-
зована в пространстве: полосы наблюдаются не во всей области суперпо-
зиции световых полей, а только в некоторой ее части. Аналогичный эф-
фект локализации интерференционных полос имеет место и в голографи-
ческой интерферометрии диффузно рассеивающих объектов, несмотря на 
полную взаимную когерентность интерферирующих световых полей. (Не-
обходимо отметить, что при рассеянии лазерного излучения на шерохова-
той поверхности его пространственная и временная когерентность не на-
рушается). 

Эффект локализации полос можно объяснить, исходя из представле-
ний о закономерностях интерференции спекл-полей, образующихся при 
рассеянии когерентного лазерного излучения на шероховатых поверхно-
стях, принимая во внимание корреляционные свойства таких полей. В опи-
сании к лабораторным работам № 1 и 2 показано, что при смещении по-
верхности диффузно рассевающего объекта образующаяся в пространстве 
спекл-структура также претерпевает соответствующее смещение. Следова-
тельно, можно говорить о пространственном смещении самого спекл-поля 
в целом или его отдельных элементов при каком-либо смещении или де-
формации объекта. Поэтому в методе голографической интерферометрии 
при исследовании смещения или деформации диффузно рассеивающего 
объекта имеет место интерференция двух идентичных спекл-полей, отли-
чающихся не только некоторой детерминированной разностью фаз ( )r∆Ψ , 
но и взаимным пространственным сдвигом ( )r r∆ , которые, важно отме-
тить, изменяются в пространстве. Таким образом, для комплексных ампли-
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туд восстановленных объектных световых полей ( )1u r  и ( )2u r , соответ-
ствующих первой и второй экспозициям голограммы, можем записать 

( ) ( ) ( )2 1u r au r r exp i r= − ∆ − ∆Ψ⎡ ⎤⎣ ⎦ ,                              (1) 

где a – постоянный множитель, квадрат которого равен отношению сред-
них интенсивностей объектных полей и определяется, в частности, соот-
ношением между временами первой и второй экспозиций голограммы; де-
терминированная разность фаз ( )r∆Ψ  определяется выражением: 

( )2 2
o igi gi ,π π

λ λ
∆Ψ = ∆ = +                                        (2) 

вывод которого и использованные обозначения приведены в лабораторной 
работе № 3 «Исследование деформаций методом голографической интер-
ферометрии».  

Комплексные амплитуды ( )1u r  и ( )2u r  из-за рассеяния света на ше-
роховатой поверхности являются случайными функциями пространствен-
ных координат ( )r x,y,z . Случайный характер этих функций проявляется в 
образовании спекл-структур – случайных пространственных распределе-

ний интенсивностей ( ) ( ) 2
1 1I r u r=  и ( ) ( ) ( )2 2

2 2 1I r u r a I r r= = − ∆ . 
В результате суперпозиции восстановленных полей ( )1u r  и ( )2u r  

образуется интерференционная картина с интенсивностью 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 1I r u r u r I r a I r r= + = + − ∆ +  

( ) ( ) ( ){ }1 12 *a Re u r u r r exp i r+ − ∆ ∆Ψ⎡ ⎤⎣ ⎦ .                            (3) 

Распределение суммарной интенсивности ( )I r  также носит случайный 
характер, т.е. описывает спекл-структуру, однако в правой части уравнения 
(3) в показателе экспоненты содержится детерминированная фазовая 
функция ( )r∆Ψ . Для исключения влияния спекл-структуры (спекл-
модуляции) в уравнении (3) необходимо ввести операцию усреднения. Та-
кая операция в действительности имеет место, поскольку при наблюдении 
голографической интерферограммы глаз наблюдателя или какой-либо дру-
гой фотоприемник производит усреднение спекл-структуры и выделяет на 
голографическом изображении регулярное изменение интенсивности. Ре-
гулярное изменение интенсивности света зарегистрирует фотоприемник, 
апертура которого значительно превышает поперечные размеры спеклов. 
Поэтому наблюдаемое распределение средней интенсивности следует за-
писать в виде 
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( ) ( ) ( )2
1 1I r I r a I r r= + − ∆ +  

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 12

/
a I r I r r r cos rµ α⎡ ⎤+ − ∆ ⋅ + ∆Ψ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ,                  (4) 

где 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 2

1 1

*

/

u r u r r
( r )

I r I r r
µ

− ∆
∆ =

⎡ ⎤− ∆⎣ ⎦

 –                                 (5) 

коэффициент автокорреляции спекл-поля (см. также уравнения (4) и (5) из 
раздела «Теоретическое введение»); ( )arg rα µ= ∆ ; угловые скобки <...> 
означают усреднение по пространственным координатам, которое, как 
здесь можно предположить, эквивалентно усреднению по ансамблю реали-
заций комплексных амплитуд ( )1u r , т.е. по ансамблю реализаций объект-
ного спекл-поля (свойство эргодичности).  

Контраст полос средней интенсивности определяется выражением 

( ) ( )
( ) ( )

max min

max min

I r I r
V

I r I r

−
=

+
,  

где ( ) maxI r  и ( ) minI r  – средние интенсивности в центрах светлых и 

темных интерференционных полос. Используя (4) и предположение о ра-
венстве ( ) ( )1 1I r I r r= − ∆ , которое справедливо при достаточно малом 
взаимном сдвиге r∆  для статистически квазиоднородных спекл-полей, ко-
гда r∆  и радиус корреляции полей cρ  малы по сравнению с характерным 
масштабом пространственного изменения средней интенсивности ( )1I r , 
для контраста полос получим выражение  

( ) ( )2
2

1

aV r
a

µ= ∆
+

.                                           (6) 

При 1a =  контраст полос равен модулю коэффициента автокорреля-
ции спекл-поля, ( ) ( )V r rµ∆ = ∆ , и зависит от величины взаимного сдвига 

интерферирующих спекл-полей r∆ . Из (5) следует, что ( )0 1rµ≤ ∆ ≤ . При 
0r∆ =  коэффициент корреляции ( )0 1µ =  – поля полностью коррелирова-

ны и контраст полос средней интенсивности равен максимальному значе-
нию, 1V = . При cr ρ∆  контраст полос становится пренебрежимо ма-
лым, 0V ≅ , и полосы не наблюдаются. Эти представления можно исполь-
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зовать для объяснения эффекта локализации интерференционных полос в 
голографической интерферометрии. Действительно, величина взаимного 
сдвига интерферирующих спекл-полей изменяется в пространстве, 

( )r r r∆ = ∆ . В определенной области, местоположение которой определя-
ется видом смещения объекта, взаимный сдвиг спекл-полей r∆  может ока-
заться меньше их радиуса корреляции cρ , cr ρ∆ < , и в этой области фор-
мируются полосы средней интенсивности. Эта область называется обла-
стью локализации интерференционных полос средней интенсивности. 
Контраст полос в ней изменяется в соответствии с зависимостью 

( )r r r∆ = ∆  и уравнениями (5) и (6). Полосы максимального контраста на-
блюдаются там, где 0r∆ = . Обычно, это поверхность или линия в про-
странстве. Если известна зависимость ( )r r r∆ = ∆ , например r∆  линейно 
зависит от координаты r , как в случае вращательного сдвига спекл-полей, 

r rω∆ = ×  (ω  – вектор вращательного сдвига), то из уравнения (6) можно 
определить модуль коэффициента автокорреляции спекл-поля ( )rµ ∆ . 

За пределами области локализации полос, где cr ρ∆ > , контраст по-
лос падает до нуля и полосы исчезают. На рис. 1,а приведена фотография 
почти продольного сечения интерференционного поля с локализованными 
полосами средней интенсивности (усреднение произошло за счет низкой 
разрешающей способности использованных фотоматериалов по отноше-
нию к размерам спеклов поля). Область локализации полос имеет ограни-
ченную протяженность в продольном направлении – в направлении рас-
пространения интерферирующих волн. Картина локализованных полос на 
рис. 1,б, наблюдаемая в поперечном сечении поля, соответствует враща-
тельному сдвигу рассеивающего объекта между экспозициями. 

Ограниченность размеров области локализации полос определяется 
величиной взаимного сдвига спекл-полей r∆  по отношению к радиусу 
корреляции поля cρ  в направлении сдвига. Увеличивая cρ , можно расши-
рить протяженность области локализации. В статистической оптике уста-
новлено, что пространственные корреляционные свойства рассеянных ко-
герентных световых полей (спекл-полей) определяются, как и степень про-
странственной когерентности обычного света, в соответствии с теоремой 
Ван-Циттерта-Цернике угловыми размерами источника поля θ (см. «Теоре-
тическое введение» к настоящему руководству). 

Для свободного пространства источником спекл-поля служит осве-
щенная лазерным излучением область на поверхности рассеивающего объ-
екта, а для пространства изображений – апертурная диафрагма (вернее, 
выходной зрачок) изображающей оптической системы. Поэтому для оцен-
ки поперечного радиуса корреляции спекл-поля ρ⊥ , можно использовать 
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соотношение ρ λ θ⊥ ≅ , а для продольного – 28ρ λ θ≅  (см., также, соот-
ношения (8) и (9) из раздела «Теоретическое введение»). Уменьшая угло-
вую апертуру спекл-поля θ путем уменьшения апертуры D изображающей 
оптической системы, можно увеличить протяженность области локализа-
ции интерференционных полос. 
 

  
а б 

 
Рис. 1. Локализованные интерференционные полосы средней интенсивности  

при поперечном поступательном (а) и вращательном (б) сдвиге  
рассеивающего объекта 

 
При наблюдении действительного голографического изображения 

объекта, восстановленного непосредственно с голограммы с использовани-
ем сопряженного опорного пучка, роль апертурной диафрагмы выполняет 
освещенная область на голограмме. Изменяя апертуру восстанавливающе-
го пучка, можно в широких пределах изменять протяженность области ло-
кализации интерференционных полос. В лабораторной работе № 3 для это-
го используется нерасширенный восстанавливающий лазерный пучок. Ес-
ли полосы локализованы не на поверхности изображения объекта, как, на-
пример, в случае его поступательного смещения, то уменьшая апертуру 
изображающей оптической системы, можно так расширить область лока-
лизации интерференционных полос, что в ее пределах окажется изображе-
ние объекта, на котором появятся интерференционные полосы. 

Рассмотрим два наиболее интересных случая локализации интерфе-
ренционных полос – в областях фурье-образа объекта и его действительно-
го изображения. 
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Локализация  интерференционных  полос в пространстве 
фурье-образа  объектного  поля 

В лабораторной работе № 1 «Измерение малых углов наклона мето-
дом спекл-фотографии в фурье-плоскости» показывается, что при попе-
речном смещении объекта спекл-структура в фурье-плоскости (в задней 
фокальной плоскости линзы при освещении объекта параллельным пуч-
ком) не смещается: появляется только экспоненциальный множитель с ли-
нейным изменением фазы. Это свойство является следствием инвариант-
ности фурье-преобразования к сдвигу исходной функции (теорема смеще-
ния теории фурье-преобразования). Действительно, для комплексной ам-
плитуды поля в плоскости голографического изображения ( )x,yρ  (см. 
рис. 2,а), восстановленного с двухэкспозиционной голограммы поперечно-
го сдвига, можем записать 

( ) ( ) ( )1 1u u auρ ρ ρ ρ= + − ∆ ,                                         (7) 

где ρ∆  – вектор поперечного сдвига объекта между экспозициями. Тогда 
для комплексной амплитуды поля в задней фокальной плоскости линзы 
( ),ζ ξ η  получаем  уравнение 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1U C u U U C uζ ζ ρ ζ ζ ζ ρ= = + = +F F  

( ) ( ){ } ( ) ( )1 1 1
jk jkaexp C u U aexp U
f f

ρζ ζ ρ ζ ρζ ζ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ ∆ = + ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

F ,     (8) 

где ( )C ζ  – комплексный множитель, зависящий от расстояния между изо-

бражением S ′  и линзой L, { }...F  – операторный символ фурье-
преобразования, f – фокусное расстояние линзы. Распределение средней 
интенсивности описывается выражением 

( ) ( ) ( ){ } 2 2
1 1 2 kI C u a acos

f
ζ ζ ρ ρζ

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
F=  ,                 (9) 

из которого следует, что в плоскости фурье-образа объектного поля фор-
мируются прямолинейные полосы 2k f m constρζ π∆ = =  с периодом 

fλ ρΛ = ∆ , перпендикулярные направлению смещения ρ∆ . 
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Рис. 2. Схемы восстановления изображений с двухэкспозиционных голограмм  
поперечного сдвига (а) и наклона (б) рассеивающего объекта и наблюдения  

интерференционных полос средней интенсивности, локализованных, соответственно,  
в пространстве фурье-образа (а) и в области действительного изображения (б) объекта 

 
В фурье-плоскости спекл-поля ( )1U ζ  и ( )2U ζ , соответствующие 

исходному и смещенному положениям объекта, как следует из уравнения 
(8), пространственно совпадают и отличаются только линейным фазовым 

множителем kexp i
f

ρζ
⎛ ⎞

∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

, характеризующим взаимный наклон полей на 

угол fβ ρ= ∆  и ответственным за формирование интерференционных 
полос средней интенсивности. Поскольку взаимный сдвиг полей отсутст-
вует, 0r∆ = , то они взаимно коррелированы, ( )0 1µ = , и контраст полос в 

соответствии с (6) имеет максимальное значение, ( )22 1V a a= + . При 

смещении плоскости наблюдения из фурье-плоскости на расстояние ∆z 
(рис. 1,а) из-за взаимного наклона между спекл-полями возникает попе-
речный сдвиг r= ζ∆ ∆ , линейно нарастающий с увеличением расстояния ∆z 
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z
z

f
ρ

ζ β
∆ ∆

∆ = ∆ = .                                           (10) 

При этом нарушается взаимная корреляция спекл-полей, ( ) 1µ ζ∆ < , кон-

траст полос средней интенсивности уменьшается в соответствии с уравне-
нием (6). Когда сдвиг ζ∆  превысит поперечный радиус корреляции полей 
ρ⊥ , ζ ρ⊥∆ > , контраст полос становится практически нулевым и полосы 

исчезают. Таким образом область локализации интерференционных полос 
оказывается ограниченной в продольном направлении (см. рис. 1,а). 
 

Определим глубину локализации полос 2∆z. Для этого необходимо 
оценить поперечный радиус корреляции ρ⊥  полей в области фурье-образа 
объекта. Если размеры голографического изображения объекта больше 
апертуры фурье-преобразующей линзы (рис. 2,а), то в качестве источника 
спекл-поля следует рассматривать апертуру линзы. Тогда в соответствии с 
теоремой Ван-Циттерта-Цернике для оценки ρ⊥  при f z∆  можно вос-
пользоваться соотношением (8) из раздела «Теоретическое введение» 

f Dρ λ θ λ⊥ ≈ ≈ , где D – диаметр апертуры линзы. Используя эту оценку 
и выражение (10), для протяженности области локализации полос 2∆z по-
лучим соотношение 

2
2 f fz

D D
λ

ρ
∆ ≈ = Λ

∆ ,                                             (11) 

где Λ – период полос. Таким образом, протяженность области локализации 
определяется относительным отверстием линзы D f  и периодом полос Λ, 
который в свою очередь определяется величиной смещения объекта ρ∆ . 

С физической точки зрения увеличение протяженности области ло-
кализации полос при уменьшении относительного отверстия линзы объяс-
няется увеличением радиуса корреляции спекл-поля ρ⊥  и соответствую-
щим увеличением взаимной коррелированности спекл-полей при том же 
значении их взаимного сдвига ζ∆ .  
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Локализация  интерференционных  полос в пространстве 
изображения  объекта  

Для формирования полос средней интенсивности, локализованных в 
области голографического изображения объекта, его смещение не должно 
вызывать смещение спекл-поля в плоскости изображения. К таким смеще-
ниям, в частности, относится наклон объекта на малый угол α вокруг оси, 
лежащей на его поверхности, или изгибные деформации поверхности. В 
этом случае, как показано в описании к лабораторной работе № 1 «Метод 
спекл-фотографии в фурье-плоскости», спекл-поля в плоскости изображе-
ния так же приобретают взаимный наклон на угол ( )1 cosβ γ α= + , а вне 
плоскости изображения между полями возникает взаимный сдвиг ρ∆ , ли-
нейно увеличивающийся с расстоянием z∆  от изображения, zρ β∆ = ∆ . Та-
ким образом имеем полное подобие с взаимным сдвигом спекл-полей в 
пространстве фурье-образа объекта при его поступательном поперечном 
смещении, но только в области изображения. Поэтому для протяженности 
области локализации полос 2 z∆  по аналогии с уравнением (11) можем за-
писать следующее выражение 

( )
2

1
z zz

D cos D
λ

γ α
∆ = = Λ

+
,                                     (12) 

где z – расстояние от выходного зрачка оптической системы до плоскости 
изображения, ( )1 cosλ γ αΛ = +  – период интерференционных полос, D – 
диаметр зрачка.  

Если для наблюдения изображения используется линза, то z – это 
расстояние от линзы до плоскости изображения. Если же действительное 
изображение восстанавливается непосредственно с голограммы с исполь-
зованием сопряженного опорного пучка, то зрачком такой оптической сис-
темы служит освещенная область на голограмме (рис. 2,б). Поэтому, 
уменьшая диаметр восстанавливающего лазерного пучка, можно сущест-
венно увеличить глубину области локализации полос средней интенсивно-
сти в пространстве действительного голографического изображения объек-
та (в экспериментальной части лабораторной работы № 3 «Метод гологра-
фической интерферометрии» для этой цели используется нерасширенный 
восстанавливающий лазерный пучок). 
 
 
 
 
 

 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ  ЧАСТЬ  
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Задание . Изучить эффект локализации полос средней интенсивно-

сти в голографической интерферометрии диффузно рассеивающих объек-
тов. Определить глубину области локализации полос в пространстве фу-
рье-образа объекта при его поперечном сдвиге и в пространстве действи-
тельного голографического изображения объекта при его наклоне. 
 

Приборы  и  принадл ежнос ти : виброзащитный стенд для голо-
графических и интерференционных исследований; He-Ne лазер ( 632 8,λ =  
нм); зеркала, микрообъектив, собирающая линза, стеклянный клин, закре-
пленные в держателях и юстировочных головках; держатель для фотопла-
стинки; столик с микрометрическим перемещением для поперечного сдви-
га объекта-пластины между экспозициями, держатель пластины, позво-
ляющий осуществлять ее контролируемый наклон (см. экспериментальную 
часть к лабораторной работе № 1), матовое стекло в держателе с возмож-
ностью перемещения с отсчетом по миллиметровой шкале, положительная 
линза с фокальным расстоянием 100 150f ≅ −  мм, ирисовая диафрагма, 
фотопластинки типа ПФГ-01 или ПФГ-03М. 

 
Порядок  выполнения  з а д ания :  
 
1. Собрать по рис. 5 из описания лабораторной работы № 3 «Метод 

голографической интерферометрии″ оптическую схему для записи голо-
граммы Френеля, следуя пунктам 1 и 2 экспериментальной части лабора-
торной работы № 3. В качестве объекта для записи голограммы использо-
вать или пластину, закрепленную на столике с микрометрическим посту-
пательным перемещением, или пластину в держателе 1 с возможностью 
контролируемого наклона ее поверхности.  

2. Записать двухэкспозиционную голограмму Френеля (см. п.3 экспе-
риментальной части лабораторной работы № 3), осуществляя между экспо-
зициями поперечный сдвиг пластины на 15 30ρ∆ ≈ −  мкм или наклон пла-

стины в держателе на угол 30 06 10,α −≈ ⋅  рад ( 12′′≈ ). 
3. Используя схему на рис. 6 с широким восстанавливающим лазер-

ным пучком из описания лабораторной работы № 3, произвести восстанов-
ление мнимого или действительного изображения для двухэкспозицион-
ной голограммы поперечного сдвига пластины или действительного изо-
бражения для голограммы наклона пластины.  

4. Для наблюдения интерференционных полос воспользоваться опти-
ческими схемами, приведенными на рис. 2,а,б. Используя матовое стекло 
G для наблюдения интерференционных полос в восстановленном световом 
поле, исследовать эффект локализации полос в области фурье-образа объ-
екта при поперечном сдвиге пластины и в области действительного голо-
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графического изображения при наклоне пластины между экспозициями. 
Перемещая матовое стекло вдоль оси z с помощью держателя с миллимет-
ровым отсчетом и оценивая визуально контраст полос, определить глубину 
области локализации полос 2∆z в зависимости от диаметра апертуры D оп-
тической системы, изменяемой с помощью ирисовой диафрагмы A. Резуль-
таты измерений занести в таблицу. Полученные результаты для 2∆z срав-
нить с теоретическими значениями, полученными с помощью уравнений 
(11) или (12). 

5. Исследовать эффект локализации интерференционных полос в об-
ласти действительного изображения пластины, восстановленного с двух-
экспозиционной голограммы, полученной при выполнении задания экспе-
риментальной части лабораторной работы № 3. Изгибные деформации 
пластины рассматривать как совокупность ее локальных наклонов. 

 
 

Таблица 
Номер 
опыта 

∆ρ, 
мкм 

f, 
мм 

α, 
рад 

D, 
мм 

2∆z , 
мм 

Ошибка  
опыта 

 
 

      

 
 
 
 

Контрольные  вопросы  и  з а д ания  
 

1. Каким образом записывается голограмма и восстанавливается го-
лографическое изображение и чем оно отличается от фотографического? 

2. Сформулировать основные требования, необходимые для записи 
голограммы. Нарисовать схемы записи и восстановления мнимого и дейст-
вительного голографических изображений. 

3. Что такое голографическая интерферометрия? Назвать основные 
методы голографической интерферометрии и их характерные отличия. Ка-
ковы основные отличия голографической интерферометрии от классиче-
ской? 

4. Почему интерференционные полосы в голографической интерфе-
рометрии диффузно рассеивающих объектов имеют локализованный ха-
рактер? 

5. Какова связь между контрастом интерференционных полос сред-
ней интенсивности и коэффициентом корреляции комплексной амплитуды 
интерферирующих спекл-полей? 

6. Чем определяется протяженность области локализации полос?  
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7. Где локализованы полосы при поперечном поступательном сдвиге 
объекта? при его наклоне? при изгибных деформациях поверхности объек-
та? при вращательном сдвиге объекта вокруг оси, перпендикулярной его 
поверхности? при продольном смещении объекта? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 
 
 
 

I. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И ЕГО СВОЙСТВА 
 
Функция ( )f x, y  имеет фурье-образ, если она обладает следующими 

свойствами: абсолютно интегрируема на бесконечной плоскости ( )x,y , 
имеет конечное число разрывов и экстремумов в пределах любого прямо-
угольника конечных размеров, не имеет разрывов второго рода. 

Функция ( )F u,v  является фурье-образом функции ( )f x, y , если они 
связаны интегральным преобразованием 

( ) ( ) ( )F u,v f x,y exp i ux vy dxdy
+∞

−∞

= − +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ .                          (1) 

где u  и v  – пространственные частоты. 
Обратное преобразование Фурье позволяет по фурье-образу ( )F u,v  

найти прообраз – функцию ( )f x, y : 

( ) ( ) ( )2
1

4
f x, y F u,v exp i ux vy dudv

π

+∞

−∞

= +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ .            (2) 

Краткое обозначение операции преобразования Фурье: 

( ) ( ){ }F u,v f x,y=F .                                    (3) 

Для обратного преобразования Фурье используется запись: 

( ) ( ){ }-1f x, y F u,v=F .                                    (4) 

 
 
 
Основные свойства преобразования Фурье 
 
1. Фурье-образ функции с разделяющимися переменными 

Если ( ) ( ) ( )f x, y a x b y= и ( ) ( ){ }A u a x=F , ( ) ( ){ }B v b y=F , то 

( ){ } ( ) ( )f x, y A u B v= ⋅F .                                 (5) 
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Доказательство . 
Доказательство следует из определения преобразования Фурье. 

2. Теорема линейности 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , ( ){ } ( )g x,y G u,v=F , constα =  и constβ = , то 

( ) ( ){ } ( ) ( )f x, y g x,y F u,v G u,vα β α β+ = +F .             (6) 

Доказательство . 
Теорема непосредственно следует из линейности интегралов, через кото-
рые выражается преобразование Фурье. 
 
 

3. Теорема подобия 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , constα =  и constβ = , то 

( ){ } 1 u vf x, y F ,α β
αβ α β

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
F .                                  (7) 

Доказательство . 

( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) 1

f x, y f x, y exp i ux vy dxdy

dx dy u vf x,y exp i ux vy F , .

α β α β

α β
α β αβ α β

+∞

−∞
+∞

−∞

= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

⎛ ⎞
= − + =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

F
 

 
 

4. Теорема смещения 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , 0x const=  и 0y const= , то 

( ){ } ( ) ( )0 0 0 0f x x ,y y F u,v exp i ux vy⎡ ⎤− − = − +⎣ ⎦F .                        (8) 

Доказательство . 

( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

f x x ,y y f x x ,y y exp i ux vy dxdy

f x,y exp i u x x v y y d x x d y y

F u,v exp i ux vy .

+∞

−∞
+∞

−∞

− − = − − − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + + + + + =⎣ ⎦

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

F
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5. Сдвиг фурье-образа по частоте 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , 0u const=  и 0v const= , то 

( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0F u u ,v v f x,y exp i u x v y⎡ ⎤− − = +⎣ ⎦F .               (9) 

Доказательство . 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ){ }

0 0 0 0

0 0

F u u ,v v f x,y exp i u u x v v y dxdy

f x,y exp i u x v y .

+∞

−∞

⎡ ⎤− − = − − + − =⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

∫ ∫

F
 

 
6. Свойство симметрии 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , то 

( ){ } ( )* *f x,y F u, v= − −F .                                     (10) 

Доказательство . 

( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

* *

*

f x,y f x,y exp i ux vy dxdy

f x,y exp i u x v y dxdy F u, v .

+∞

−∞
∗+∞

−∞

= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤= − − + − = − −⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫

∫ ∫

F

 

 
 
7. Теорема свертки. 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , ( ){ } ( )g x,y G u,v=F , то 

( ) ( ){ } ( ) ( )f x, y g x,y F u,v G u,v⊗ =F .                  (11) 

Символом ⊗ обозначена интегральная операция свертки двух функций 
( )f x, y  и ( )g x,y : 

( ) ( ) ( ) ( )f x, y g x,y f u,v g x u,y v dudv
+∞

−∞

⊗ = − −∫ ∫ .           (12) 
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Доказательство . 

( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

f x, y g x,y f , g x ,y d d

f , G u,v exp i u v d d

F u,v G u,v .

ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η

+∞

−∞
+∞

−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪⊗ = − − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

=

∫ ∫

∫ ∫

F F

 

 
 
8. Теорема корреляции 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , ( ){ } ( )g x,y G u,v=F , то 

( ) ( ){ } ( ) ( )*f x,y g x,y F u,v G u,v=∗F .                   (13) 

Символом * обозначена интегральная операция корреляции двух функций 
( )f x, y  и ( )g x,y : 

( ) ( ) ( ) ( )*f x,y g x,y f u,v g x u,y v dudv*
+∞

−∞

= + +∫ ∫ .                  (14) 

Доказательство . 
По свойству симметрии ( ){ } ( )* *f x, y F u,v− − =F . На основании теоремы 

свертки ( ) ( ) ( ) ( ){ }*F u,v G u,v f x, y g x,y∗ − − ⊗=F , или в интегральном 

виде 

( ) ( ) ( ) ( )*F u,v G u,v f , g x ,y d d .ξ η ξ η ξ η
+∞

∗

−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪− − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫=F  

Замена переменных ξ ξ− →  и η η− → дает требуемый результат: 

( ) ( ) ( ) ( )*F u,v G u,v f , g x ,y d d .ξ η ξ η ξ η
+∞

∗

−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪+ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫=F  

Следствие. 

Теорема автокорреляции: ( ) ( ){ } ( ) 2f x, y f x, y F u,v=∗F . 
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9. Теорема Парсеваля 

Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , то 

( ) ( )2 2
2

1
4

f x, y dxdy F u,v dudv
π

+∞

−∞

=∫ ∫ .                    (15) 

Доказательство . 
Запишем теорему автокорреляции в развернутом виде: 

( ) ( ) ( ) 2f , g x ,y d d F u,vξ η ξ η ξ η
+∞

∗

−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫F . 

Подвергая левую и правую части этого выражения обратному преобразо-
ванию Фурье, получим: 

( ) ( ) ( ) ( )2
2

1
4

f , g x ,y d d F u,v exp i ux vy dudvξ η ξ η ξ η
π

+∞ +∞
∗

−∞ −∞

+ + = +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ . 

Полученное выражение справедливо при любых x и y, в том числе при 
0x =  и 0y = , откуда следует  

( ) ( )2 2
2

1
4

f x, y dxdy F u,v dudv
π

+∞

−∞

=∫ ∫ . 

 
 

10. Соотношение взаимности 
Если ( ){ } ( )f x, y F u,v=F , то 

( ){ } ( )24F u,v f x, yπ= − −F .                             (16) 

Доказательство . 

В выражении ( ) ( ) ( )F u,v f x, y exp i ux vy dxdy
+∞

−∞

= − +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫  произведем замену 

переменных x u→ , y v→ : 

( ) ( ) ( )

( ) ( )2
2

1 4
4

F x,y f u,v exp i ux vy dudv

f u, v exp i ux vy dudv .π
π

+∞

−∞
+∞

−∞

= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
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Осуществляя затем преобразование Фурье, получим требуемый результат: 
( ){ } ( )24F u,v f x, yπ= − −F . 
 
 

 
II. ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ ДИРАКА 

 
В теории оптических систем для описания точечного источника света 

широко используется пространственная δ-функция Дирака: 

( )
0

0 0 0
, x y

x,y
, x , y

δ
∞ = =⎧

= ⎨ ≠ ≠⎩
, 

( ) 1x,y dxdyδ
+∞

−∞

=∫ ∫ ,                                          (1) 

Она испытывает разрыв второго рода и не удовлетворяет условиям суще-
ствования фурье-образа. Для использования аппарата преобразований Фу-
рье в оптике необходимо построить обобщенный фурье-образ δ-функции 
Дирака. 

Существует несколько способов построения обобщенного фурье-
образа для функции, не удовлетворяющей классическим требованиям. Ес-
ли такую функцию ( )0 x,yϕ  удается определить как предел последователь-
ности функций, поддающихся преобразованию Фурье 

( ) ( )0 A
A

x,y lim x,yϕ ϕ
→∞

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

, то ее обобщенным фурье-образом считают пре-

дел последовательности соответствующих фурье-образов: 

( ){ } ( ){ }0 A
A

x,y lim x,yϕ ϕ
→∞

=F F . 

Наиболее часто пространственную δ-функцию Дирака выражают че-
рез функцию Гаусса: 

( ) ( )2 2 2 2
A

x,y lim A exp A x yδ π
→∞

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
.                    (2) 

На рис. 1 представлен график функции ( ) 2 2 2
A x,y A exp A xϕ π⎡ ⎤= −⎣ ⎦  

для различных значений параметра A. 
Из выражения (2) и свойств преобразований Фурье следует еще один 

способ определения δ-функции Дирака: 

Са
ра
то
вс
ки
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 Н
. Г

. Ч
ер
ны
ше
вс
ко
го



Приложение 
 

63

( ) ( )2
1

4
x,y exp i ux vy dxdyδ

π

+∞

−∞

= +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ .                (3) 

 
 

 
Рис. 1. График функции ( ) 2 2 2

A x A exp A xϕ π⎡ ⎤= −⎣ ⎦   

для различных значений параметра A 
 

Пространственную δ-функцию Дирака можно выразить, например, 
через функцию отсчетов или функцию Бесселя первого рода: 

( ) ( ) ( )2
A

x,y lim A sinc Ax sinc Ayδ
→∞

= ,                       (4) 

( )
2 2

1

2 2

2

A

J A x y
x,y lim A

x y

π
δ

→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+
.                       (5) 

На рис. 2 представлен график функции 
( ) ( ) ( )2

A x,y A sinc Ax sinc Ayϕ =  для различных значений параметра A. 
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Рис. 2. График функции ( ) ( ) ( )2

A x, y A sin c Ax sin c Ayϕ =   
для различных значений параметра A 

 
С помощью любого из определений (2), (4), (5) можно доказать важ-

ное свойство δ-функции Дирака: 

( ) ( )1x, y x, yδ α β δ
αβ

= .                                         (6) 

Каждое из вышеприведенных определений обладает следующим 
свойством: 

( ) ( ) ( )0 0 0 0f x,y x x .y y dxdy f x ,yδ
+∞

−∞

− − =∫ ∫             (7) 

во всех точках непрерывности функции ( )f x, y . Это свойство часто назы-
вают фильтрующим свойством δ-функции Дирака. 
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Для заметок 
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